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Resumo: Sistemas dinamicos discretos sao sistemas em que a evolugao no tempo ocorre
em passos discretos, em oposicao ao tempo continuo. Neste trabalho fazemos um estudo
da teoria matematica associada aos sistemas dinamicos discretos descritos por equacoes
de diferenca. Apresentamos seus conceitos iniciais, exploramos as representagoes graficas,
pontos fixos e formas fechadas de equacoes de diferencas lineares. Depois consideramos os
sistemas de equacoes de diferencas lineares e nao-lineares.

Exploramos também o uso desses sistemas na modelagem de fenomenos bioldgicos
como a dinamica populacional e a epidemiologia, mostrando o efeito no comportamento
dos modelos decorrente da variacao das constantes associadas a cada equacao.

Nosso objetivo final é propor que os professores ministrem o contetiido abordado nesse
trabalho para alunos do Ensino Médio. Propomos que tal abordagem seja feita a partir
do uso de ferramentas graficas e da andlise dos graficos dessas equacoes a fim de nao
somente discorrer sobre sistemas dinamicos, mas principalmente, trabalhar com a analise
de gréficos, assunto de grande importancia para o processo de aprendizagem desses alunos.

No intuito de direcionar uma forma como o assunto pode ser ministrado, criamos
um plano de aula contendo sugestoes de como os problemas podem ser apresentados
e analisados conjuntamente por alunos e professores. Nesse plano de aula sugerimos a
utilizagao de planilhas eletronicas como ferramenta computacional capaz de fazer todos os
calculos e gerar os graficos das equagoes de diferencas. Exploramos o carater de crescimento,
decrescimento, aproximagcao assintotica dos graficos e o seu significado para o contexto da
modelagem de um sistema real.
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1 Introducao

Na modelagem de sistemas dinamicos, ou seja, sistemas que evoluem no tempo, ha
casos em que é mais adequado levar em consideracao variagoes discretas do tempo. Tais
modelos sao denominados discretos. Boa parte desses modelos é descrita por equacoes de
diferengas, que sao o objeto de estudo desse trabalho.

Na segunda secao desse trabalho apresentamos os principais conceitos relacionados a
equacoes de diferencas, exemplificando esses conceitos e sugerindo tanto uma abordagem
analitica quanto uma abordagem grafica para a analise dos mesmos. Seguimos definindo e
ilustrando dois importantes modelos discretos de crescimento populacional, conhecidos como
modelos de Malthus e de Verhulst e finalizamos apresentando um método para encontrar
formas fechadas para equacoes de diferencas lineares homogéneas e com coeficientes
constantes.

Na terceira se¢ao apresentamos os principais conceitos relacionados a sistemas de
equacoes de diferencas lineares e apresentamos um método para encontrar uma forma
fechada que descreva esses sistemas.

A quarta secao desse trabalho é dedicada ao estudo de equacoes e sistemas de equacoes
de diferencas nao-lineares, apresentando métodos para a linearizacao dos mesmos, haja
vista a grande dificuldade de se determinar formas fechadas que descrevam modelos
nao-lineares.

Na quinta se¢ao mostramos diferentes modelos epidemioldgicos cuja descricao e analise
passam pelo processo de linearizacao desenvolvida na segao anterior.

A sexta e ultima secao é dedicada a apresentacao das principais informagcoes contidas
nas secoes anteriores em uma linguagem direcionada para alunos do Ensino Médio. Nela a
construcao e analise de graficos sao apresentadas como principal ferramenta de estudo de
modelos dinamicos discretos, descritos por equacgoes e sistemas de equacoes de diferengas.
Ao final apresentamos planos de aula que podem servir de parametro para professores que
se interessem por apresentar esse assunto em sala de aula. Vale ressaltar a importancia
da abordagem deste tema no Ensino Médio, pois trata-se de uma aplicacao concreta de
equagoes matematicas e é uma forma de ilustrar e desenvolver os conceitos relacionados a
analise grafica.

2 Equacoes de Diferencas

Esta secao apresenta os principais conceitos matematicos ligados a equagoes de diferen-
cas. Na primeira subsecao apresentaremos conceitos basicos que definem os principais tipos
de equagoes de diferencas. Na segunda, apresentaremos alguns graficos que podem ser
gerados a partir de equagoes de diferengas, os quais serao analisados para obter conclusoes
sobre o comportamento dos sistemas representados por essas equagoes. Na terceira, vamos
ilustrar a teoria apresentada até entao por alguns modelos de crescimento populacional.



A quarta subsecao é dedicada a definir os conceitos ligados a pontos de equilibrio e a
observa-los sob um enfoque grafico. Na quinta, mostraremos como encontrar uma forma
fechada para um tipo especifico de equagoes, denominado equacgoes de diferencas lineares
com coeficientes constantes e homogéneas, o que sera essencial para o desenvolvimento da
terceira e da quarta secao desse trabalho.

2.1 Conceitos Iniciais

E importante saber lidar com equacoes de diferencas, uma vez que elas podem ser
usadas para descrever modelos das mais diversas areas do conhecimento como biologia,
economia, fisica, dentre outros. Um exemplo de equacao de diferencas pode ser observado
no problema proposto por Fibonacci em 1202, a respeito de uma populagao de coelhos:
Um casal de coelhos pode reproduzir-se apds dois meses de vida e, a partir dai, produz
um novo casal a cada més. Comecando com um unico casal de coelhos recém-nascidos,
quantos casais existirao ao final de n meses? Os nimeros de casais de coelhos ao longo
dos meses sao denominados numeros de Fibonacci e formam a sequéncia

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ... (1)

Podemos observar uma lei de formacao, associada a sequéncia, dada por:

170:1
Ilzl
Ty = Tpo1 + Tpa n=2,3,... (2)

Uma relagao como esta é denominada relacao de recorréncia, pois ha uma dependéncia
entre cada termo, a partir do terceiro, e os termos anteriores a ele.

Definicao 2.1. Uma relag¢ao de recorréncia ou equacao de diferencas é uma
equacao que define cada termo de uma sequéncia em funcgao de termos anteriores e pode
ser denotada por

Ty = f(N,Tp_1,Tpn_2, -, Tyt ) neN (3)

sendo f uma funcao qualquer.

O nome equacdo de diferencas deve-se ao fato de podermos escrever a equagao anterior
como a diferenca

Tp — Tp—1 = g(nwrn—lwrn—% ce 7xn—k)
a fim de fazer uma analogia com o operador diferencial, ver [1]. Como o termo equagao

de diferencas é mais usual que o termo relagcao de recorréncia, no que diz respeito aos
exemplos abordados neste texto, passaremos a usa-lo a partir de agora.



Definigao 2.2. Se a funcio f(n,x,_1,Tn_9,...,Tn_k) € linear nas varidveis x,_; até
Tp_ dizemos que

Tp = f(naxn—lvxn—% cee al‘n—k)

¢ uma equacao de diferencas linear, caso contrdario, dizemos que € uma equac¢ao de
diferencas nao-linear.

Mais especificamente, uma equagao de diferencas linear é uma equacao da forma
Tp = c1(N)Tn1 + ca(n)Tpa + - + ck(n)Tp g + crr1(n) (4)

Em que ¢;(n) sdo os coeficientes da equacao. Observe que, para uma equagao de diferengas
ser linear, deve-se manter a linearidade nas variaveis x;, podendo os coeficientes ¢;(n) ser
fungoes nao lineares de n.
2.1.1 Exemplos de Equacgoes de Diferencgas
A equagao de Fibonacci (2) é uma equagao de diferengas linear, bem como as equagoes
T, = n e, 1

Ty = T1Tp_o+ 91, 3+ senn

Enquanto que, as equacoes

Tp = xnfl(l - l'n,1)
Tn Tp-1

sao todas nao-lineares.

Definicao 2.3. Classificamos a equagdo (4) como homogénea se ¢y 1(n) = 0. Caso
contrario, diremos que € uma equa¢ao nao-homogénea.

Definicao 2.4. Classificamos uma equacao de diferencas como sendo de primeira ordem,
sequnda ordem, e assim por diante, conforme um termo genérico seja definido em funcdo
de um, ou dois, ou mais termos anteriores, respectivamente.

Sendo assim, uma equacao de diferencas da forma
Ty = f(n,x,_1)
¢é dita de primeira ordem, uma equacao da forma
Ty = f(n,Tp_1,Tn_2)
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¢ uma equacao de segunda ordem e
Tp = f<n7 Tn—1,Tp—2; «-- 71.%7]6)

é uma equacao de ordem k.

2.2 Mapas e Sua Representacao Grafica

Em geral, modelamos um sistema dinamico por uma equacao matematica para com-
preender seu comportamento ao longo do tempo n. Se tal equacao tem cardter recursivo
entao a abordagem mais direta para visualizar tal comportamento é analisar o grafico dos
resultados das iteragoes, ou seja, dos termos consecutivos da equagao de diferencas.

A tarefa de descobrir os resultados dessas iteragoes era bastante custosa ha nao
muitas décadas, mas atualmente ela é trivial devido ao niimero consideravel de recursos
computacionais, como planilhas eletronicas, disponiveis nas mais diversas versoes. Os
resultados das iteragoes em geral serao usados para fazer inferéncias sobre o comportamento
do sistema modelado por uma equacao de diferencas.

Definicao 2.5. A sequéncia xg, 1, T, ... gerada pelas iteragoes sucessivas de uma equacao
de diferencas é denominada 6rbita de xq e é denotada por O(xy).

2.2.1 Exemplos de Orbitas

A sequéncia dos nimeros de Fibonacci
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, ...

nada mais é que a drbita, O(1) de sua equagao (2).
Analogamente, dada a equacao

Ty = 3!L‘n_1 -5

para cada valor inicial, xq temos uma orbita diferente. A tabela a seguir mostra trés
exemplos de orbitas para esta equacao de diferencas

x Orbita Primeiros termos

2 0(2) 2 1 —2 —11 -38 —119
3 O(3) 3 4 7 16 43 124
2,5 0(2,5) 2,5 2,5 2,5 2,5 2,5 2,5

Considerando agora a equacao nao-linear

Tpn = \/Tn-1



podemos dar dois exemplos de érbitas, com valores aproximados dados na tabela

o Orbita Primeiros termos
1,5 0(1,5) 1,5 1,22 1,11 1,05 1,03 1,01
0,6 0(0,6) 0,6 0,77 0,88 0,94 0,97 0,98

A partir da érbita de uma equacao de diferencas podemos fazer inferéncias sobre seu
comportamento, como deduzir se a orbita é crescente, decrescente, constante, etc. Contudo,
uma analise grafica, em geral, ¢ mais eficiente para fazer tal analise. Podemos construir
um grafico a partir de pontos da forma (n,x,) conforme a defini¢ao:

Defini¢ao 2.6. Denomina-se mapa o conjunto de pontos (n,x,), n € N, em que x,, € o
n-ésimo termo da drbita O(xzg) da equacdo de diferencas.

Para ilustrar o conceito de mapas, representaremos na Figura 1 o mapa obtido a partir
das 50 primeiras iteracoes da equacao de diferengas z,, = 0,9x,,_; usando zy = 10 como
ponto inicial. Nesta figura cada ponto representa um termo do mapa da equacdo. A
componente horizontal indica o indice do ponto, n, e a componente vertical indica o valor
de z,,. Observe que nesse primeiro exemplo o mapa inicia-se no ponto (n,z,) = (0,10)
indicando que o primeiro valor da érbita tem indice zero e valor igual a 10. Os pontos
seguintes indicam que o valor da érbita diminui gradualmente a cada iteragao. Note que,
apds b iteracoes a solucao é igual a 6 e que apds 15 a solucao é 2. Ao alcancar as 50
iteragoes vemos que a solucao se aproximou bastante de zero e aparenta tender para esse
valor quando n cresce.

Observe, agora, a Figura 2 onde estao representadas as 50 primeiras iteragoes da
equacao de diferengas x, = 0,92,_1 + 2 usando xy = 10 como ponto inicial. O mapa
inicia-se no ponto (n,x,) = (0,10) e o gréfico indica que os valores xz,, da érbita crescem
a cada iteracao. Além disso observamos que apds as 50 iteragoes o grafico se aproximou
bastante de 20 aparentando tender para esse valor quando n cresce.

Por fim, observe a Figura 3 em que estao representadas as 50 primeiras iteragoes de
r, = 1,1z,_1 tomando-se xqg = 10 como valor inicial. Este grafico também inicia-se no
ponto (n,x,) = (0,10), contudo, seu comportamento difere bastante dos anteriores uma
vez que, como a inclinacao do grafico mostrou-se crescente, podemos supor que os valores
de z,, crescerao de forma ilimitada.

Percebemos, portanto, que a analise grafica do mapa de uma equacao de diferencas
pode nos dar um indicio do seu comportamento ao longo do tempo.

2.3 Modelos de Crescimento Populacional

Aplicaremos os conceitos vistos até aqui a dois importantes modelos de crescimento
populacional, o modelo de Malthus e o modelo logistico ou de Verhulst.
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Figura 1: Mapa de z, = 0,92,,_1 para xo = 10. Vemos uma érbita decrescente cujos

valores parecem se aproximar cada vez mais de x = 0.
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Figura 2: Mapa de x,, = 0,9x,,_1 + 2 para o = 10. Vemos uma orbita crescente cujos
valores parecem se aproximar cada vez mais de x = 20.
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Figura 3: Mapa de z, = 1,1x,,_; para o = 10. Vemos uma érbita crescente que
parece ser ilimitada.

2.3.1 O Modelo Malthusiano

Em 1798, Thomas Malthus propos um modelo de crescimento populacional segundo
o qual uma populacao cresce, em um determinado instante, proporcionalmente a populagao
total naquele instante, [9].

Representando por x, o tamanho da populacao no tempo n, com n € N e por «, a
taxa, supostamente constante, de crescimento ou de declinio da populacao, teremos que a
seguinte equacao de diferencas descreve a forma discreta do modelo proposto por Malthus

T, = (14 a)rny (5)

Observamos que x, pode representar tanto o nimero de individuos da populagao quanto
sua biomassa, ou seja, a massa biolégica da populagao.

Esse modelo é bastante utilizado para descrever o crescimento de populagoes em um
curto intervalo de tempo, pois nao leva em conta muitos fatores que poderiam influenciar
na dinamica da populagao (tanto em seu crescimento quanto em seu declinio), como
interacao com outras espécies, a competicao por recursos, dentre outros.

Se o valor de « for positivo, entao o tamanho da populagao serd crescente, uma vez que
o valor de cada termo x,, correspondera ao valor do produto do termo anterior x,,_; pela
constante (1 4+ «) que é maior que 1. A titulo de exemplo, se na equagao (5) tomarmos
a = 0,06 e xy = 10, teremos a equagao de diferencas z,, = 1,06x,,_1 com xq = 10 cuja
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Observamos uma populacao sempre crescente que parece ser nao-limitada.

orbita crescente pode ser observada na Figura 4, que contém a representacao das primeiras
iteracoes dessa equacao.

Agora, se —1 < a < 0 a populagao serd decrescente, uma vez que teremos 0 < (1+a) < 1.
Por exemplo, se em (5) tomarmos zo = 10 e a = —0,09, teremos a equagao x,, = 0,91z,,_1,
xo = 10, cujas primeiras iteracoes estao representadas no grafico da Figura 5, cujo
comportamento, além de ser decrescente, parece estar tendendo a zero a medida que n
cresce.

Vale lembrar que devemos ter a > —1, caso contrario teriamos valores negativos para
a populagao dado que, nesse caso, terfamos (1 + a)) < 0.

2.3.2 O Modelo de Verhulst

Como dissemos, o modelo proposto por Malthus nao leva em consideragao o carater
finito do ambiente, uma vez que o fator (1 4+ «) de aumento, ou declinio, da populagao
¢é constante. Um outro modelo para o crescimento populacional pode ser encontrado no
texto de Leah Edelstein-Keshet [5] e é uma versao discreta da equagao logistica de
crescimento populacional, também conhecida como equagao de Verhulst:

Ty =1Tp_1(1 —xp_q) (6)
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Figura 5: Mapa de x, = 0,91x,,_; para xg = 10. Observamos uma populagao

decrescente, tendendo a 0.

Nela temos que r representa um fator de aumento ou declinio populacional e x,, 0 tamanho
da populacao no tempo n, com n € N. Apesar de o fator r ser constante, observamos que
a medida que o tamanho x,, da popula¢ao aumenta, o fator (1 — x,,) diminui, contribuindo
para desacelerar o crescimento. Isso pode ser interpretado como uma forma de descrever a
competicao dos individuos por recursos.

Observe que devemos ter r > 0 e 0 < x, < 1 caso contrario a populagao assumiria
valores negativos. Além disso, como 0 < z,, < 1 é interessante entender o valor x,, como a
biomassa populacional pois teremos sempre valores decimais.

Na equagao logistica, (6), se tomarmos r = 1,5 teremos x,, = 1,52, _1(1 — x,,_1). Assu-
mindo uma populagao inicial o = 0,5 podemos construir o grafico das primeiras iteragoes
dessa equacao, representado na Figura 6. Observe que mesmo r = 1,5 representando uma
taxa de aumento da populacao, o cardter de competicao faz com que o comportamento da
populagao seja inicialmente decrescente. Além disso, a medida que a populagao decresce,
a taxa de decrescimento, indicada pela inclinacdo do grafico diminui. Ao longo do tempo,
a Orbita parece tender a um valor préximo de 0,34.

Se na equacao logistica tomarmos r = 2,8 e g = 0,01, podemos construir o grafico
da Figura 7 contendo o resultado das primeiras 50 iteracoes da equagao correspondente,
xn = 2,82,_1(1 — x,_1), com ponto inicial em (0;0,01) o valor de z,, parece tender a um
valor préximo de 0,64 a medida que n aumenta. Esse grafico é caracterizado pela oscilacao
do comportamento de crescimento e decrescimento, novamente remetendo ao carater de
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Figura 6: Mapa da equagao de Verhulst para r = 1,5 e 2o = 0,5

competicao por recursos, pois quando a populacao diminui sobram recursos e ela pode
voltar a crescer e vice versa.

Os gréficos das Figuras (5), (6) e (7) parecem se estabilizar, cada um, em um valor.
Determinar previamente se a orbita que representa um dado modelo se fixa ou nao em um
determinado valor é de extrema importancia para muitas situacoes, conforme descreveremos
na préxima secao.

2.4 Pontos Fixos de Uma Equagao de Diferencas

H& intimeros motivos pelos quais é importante determinar pontos fixos de uma érbita
e classificar sua estabilidade. Na biologia, por exemplo, se o habitat de determinados seres
vivos € representado por um sistema dinamico em que esta sendo mensurada a temperatura
ou a salinidade, é importante saber se as mesmas atingem um ponto de equilibrio e se
este é, ou nao, estavel uma vez que, seres vivos costumam conseguir sobreviver em um
intervalo pequeno de variagao de temperatura e de salinidade e um grande desequilibrio
nas mesmas pode causar a morte dos individuos. Nesta secao definimos os principais
conceitos relacionados a pontos fixos de uma dérbita. Vale ressaltar que tais conceitos serao
muito relevantes para desenvolver a teoria da Secao 4.

Se existe um valor x* tal que, uma vez atingido esse valor, todos os proximos valores de
uma dada sequéncia sao iguais a ele, esse valor sera denominado ponto fixo da sequéncia.

Definicao 2.7. Um ponto x* é denominado ponto fixo, ou ponto de equilibrio ou,

11
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Figura 7: Mapa da equagao de Verhulst para r =28 e o = 0,01

ainda, estado estaciondrio de r,1 = f(x,) se satisfaz a equagao x* = f(x*).

A definicao acima nao pode ser estendida para uma equacao de diferencas de ondem
maior que 1 uma vez que em z, = f(Zp_1,Tn_2, ..., Tn_k) f é uma fungao da forma
f: R¥ — R, ou seja, os pontos de entrada e saida pertencem a espacos de dimensoes
distintas.

Quando determinamos um ponto fixo de um mapa, geralmente estamos também
interessados em saber se ele é um ponto fixo estavel, ou instavel, conforme as seguintes
definigoes:

Definicao 2.8. Um ponto fixzo x* € denominado estdvel se, dado € > 0, existe 6 > 0
tal que, se |rg — x*| < § entdo |x, —a*| < €; Vn € N. Un ponto fixzo x* é denominado
instdvel se nao € estdvel.

Isso significa que, se tomarmos para xy um valor muito proximo de x*, entao as proximas
iteradas se manterao proximas de x*.

Uma maneira de ilustrar essas definigoes é pensar em uma esfera lancada do alto de
uma colina conforme ilustrado na Figura 8a. Esperamos que com o passar do tempo a
bolinha pare num vale ou no pico. Quando ela para em um vale, conforme a Figura 8d
temos um estado estacionario estavel pois, se movimentarmos a bolinha um pouquinho
ela tende a voltar para o mesmo lugar. Contudo, quando para em um pico, conforme
Figura 8b, uma pequena perturbagao fara com que a bola saia definitivamente daquele
local. Logo a bolinha parada no pico configura um estado estacionério instavel.

12



VAVAVAY,

a) Condicao inicial, a bolinha é langada do ) Bolinha em um pico representando um
alto de uma colina. equlhbrlo instavel, qualquer perturbacao
a afasta desta posicao.

O O

(c) Bolinha em um vale representando um (d) Outro equilibrio estavel, a bolinha tam-
equilibrio estavel, caso ela sofra uma bém retorna a este ponto apds uma pe-
pequena perturbacao ela retorna exata- quena perturbagcao.

mente ao mesmo ponto de equilibrio.

Figura 8: Ilustracao dos conceitos de equilibrio estdavel e instavel. A primeira figura
representa a condigao inicial, as demais figuras ilustram diferentes equilibrios possiveis
para este sistema.

Definicao 2.9. Um ponto fixo x* é denominado atrator se existe R > 0 tal que, se

|lzg —2*| < R = T}Lrgloxn:x*

Quando R € qualquer valor positivo dizemos que x* tem estabilidade assimptotica global.

Definicao 2.10. Um ponto fizo x* é denominado repulsor se existe ¢ > 0 e existe N € N
tais que, se |xg — x*| < € implica que |z, — x*| > |xg — x*| para todo n > N.
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2.4.1 Pontos Fixos de Algumas Equacoes

Para encontrar os pontos fixos da equagao =, = 0,9z, _1, cujo mapa da 6rbita O(10)
estd representado na Figura 5, basta tomar z,, = z,_; = z* obtendo a equagao

x* =0,9z" cuja solucao é ' =0
E facil provar que x* = 0 é ponto fixo estavel e atrator pois se
|z, —0l=¢ = |r,01 —0/=09|r, —0| <e

ou seja, se comecarmos por um ponto distante € de 0, entao os valores das préximas
iteracoes estarao ainda mais préximo de 0. Percebe-se que a suposicao de que os pontos
do gréfico se aproximam cada vez de 0 esta de acordo com os resultados encontrados.

Vamos, agora, determinar os pontos fixos da equacao x,.1 = 1,5x,(1 — z,,), cujo mapa
da érbita O(10) estd representado na Figura 6. Resolvendo, analogamente, uma equagao
da forma

¥ =15z"(1—2") obém-se as seguintes solugoes: =0 e = %
Analisando a figura é facil observar o valor % como um ponto do qual a d6rbita se aproxima.
Contudo, a o6rbita nao parece se aproximar de 0. Isso nao representa nenhum erro pois
lembramos que a orbita de uma equacao de diferencas depende, dentre outras coisas, de
seu valor inicial. Se construirmos o gréfico de z* = 1,52*(1 — z*) para xy = 0,001, conforme
representado na Figura 9, veremos que 0 é um ponto fixo repulsor, portanto instavel. Uma
forma de classificar analiticamente os pontos fixos de uma equagao de diferencas nao-linear
serd apresentada na Secgao 4.

2.5 Formas Fechadas para Equacoes de Diferencas

Se quisermos saber o n-ésimo termo de uma sequéncia dada por uma relacao recorrente,
teremos que calcular os n — 1 termos anteriores ou entao podemos buscar por uma solugao
para x, que dependa somente do valor de n.

Definicao 2.11. Uma forma fechada para uma equacao de diferencas, também denomi-
nada uma solucao analitica, € uma expressao para x, que ndao depende de cada termo
anterior, mas apenas do valor do passo n.

Apesar de tentador, essa busca nem sempre gera bons resultados, pois encontrar uma
forma fechada para uma equacao de diferencas pode ser uma tarefa extremamente dificil e,
em alguns casos, impossivel.

Uma classe de equacoes de diferencas para as quais é sempre possivel encontrar uma
forma fechada é a das equacoes de diferencas lineares homogéneas com coeficientes
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Figura 9: Mapa da equagao de Verhulst para r = 1,5 e o = 0,001
constantes [1], ou seja, equagoes da forma
c €R

Ty = C1Tp—1 + C2Tp_2 + -+ + CLTp_g,

50

(7)

Vamos comecar pelo caso mais simples de equagoes de diferencas lineares homogéneas

com coeficientes constantes, que é uma equacao com a forma
AER

Ty = )\xn—l )

Neste caso, quao grande serd o valor de x,, apds n iteragoes?

Expressando cada termo em funcao dos anteriores chegaremos a uma expressao para .,

Tp = ATp_1
=\ |:/\ ZL‘n_Q]
= )\[/\()\ .Tn_3)}

= )\n[EO

Ou seja, podemos escrever uma férmula direta para x,, para todo n

T, = N xg

15



Podemos dizer que x,, representa uma funcao exponencial com dominio D = N, portanto
o valor de A determinara o comportamento do sistema. Ou seja, dada uma equacao da
forma x, = \x,_1 temos que, se

Al >1 entdao lim |z,| = o0
T—00
Al <1 entao lim |z,|=0
T—00
A=1 entdo x,=z9 VYn

A=0 entao z,=0 Vn>1

Note que os dois ultimos casos descrevem sequéncias constantes.
Podemos sumarizar a informagao descrita acima no seguinte teorema.

Teorema 2.1. Para A\ # 1, o unico ponto fixo de x, = Ax,_1 é x* = 0.

Demonstracao: Um ponto fixo de z,, = Ax,_1 € um ponto z* que satisfaz
xr=A\x*

portanto

o que implica que
A=1 ou xr=0

Na condicao A = 1 todos os pontos seriam fixos, contudo esse caso nao nos interessa muito,
pois trata-se de uma sequéncia constante. Para A # 1 o tnico ponto fixo dessa equagao é
¥ =0. O

Quanto a estabilidade desta equacao de diferencas temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. Se |A\| < 1 entdo x* = 0 € ponto fizo estdvel e atrator e se |[\| > 1 entdo
x* =0 € ponto fixo instdvel e repulsor.

Demonstracao: Seja || < 1; dado € > 0, se tomarmos § = €, entao, se |rg — 0] < § ou
seja, se |zg| < ¢ entao

20 — 0] = |\ — 0] = |\"]|zo] < [A"]6 < e

sendo, portanto x* = 0 ponto fixo estavel.

O fato de x* = 0 ser atrator decorre da propriedade anterior.

Por outro lado, se |\| > 1 entdo, para algum n terfamos |x, — 0| > € e portanto, z* = 0
é instavel. Assim, pela propriedade anterior, terifamos x* = 0 repulsor. O
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Tentaremos generalizar a procura de uma solucao analitica para uma equacao da forma

(7)

Tp = C1Tp—1 + C2Tp—2 + - + CkTp—k

Como tentativa inicial, vamos supor que essa equacao tenha uma solugao com o mesmo
formato da solucao da equacao de primeira ordem, ou seja, da forma

Tp=a\" com a# 0.

Portanto é verdade que

a\” = c1a\" 4 a2+ -+ ca™h
e, consequentemente,

a)\”_k()\k — N N N — ck) =0
Desta forma, uma das seguintes expressoes precisa ser verdadeira
a\"F =0 ou N e N e N2 e A=, =0
O que corresponde a A = 0 ou A é raiz de
P(z) = A Y

Com base no resultado anterior podemos definir o polinomio caracteristico de uma
equacao de diferencas

Definicao 2.12. O polinomio

Px)=a" —cia" ' — a2 — o — 11—

associado a equacao de diferencas
Ty = C1Tp_1+ C2Tp—2 + + + CLTp_k
¢ denominado o polinémio caracteristico dessa equacao. Da mesma forma,
k k—2

¥ — et — o — o=z — =0

¢ denominada equacao caracteristica da equacgao de diferencas.

Dessa forma, o problema original de encontrar a forma fechada para a equacao de
diferencgas, ficou reduzido a encontrar raizes para um polinomio de ordem k e montar uma
solugao, mais geral possivel, para a equagao de diferencas dada.
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A fim de determinar o formato dessa solugao geral comecaremos provando um teorema
que diz que qualquer combinacao linear de solugoes de (7) também é solugao dessa equagao.

Teorema 2.3. Se as sequéncias I, = C\" e 1, = CA\" sdo solugoes da equacao de
diferencas

Tp = C1Tp—1 + C2Tp—2 + -+ + CkTp—k

entao a combinacao linear dessas solucoes
T, = AZ, + Bz,
também € solucao da equacao, para quaisquer constantes A e B.

Demonstragao: Para demostrar esse teorema, vamos substituir a combinacao linear que
¢ a candidata a solugao, =, = Az, + Bi,, na equacao de diferengas. Dessa forma obtemos

Ty = 1 (A1 + Bino1) 4 C2(AZn—g + Bin_s) + -+ + i (AZn_k + Bin_g)

agrupando adequadamente os termos e usando a hipétese de que ,, e z,, sao solugoes da
equagao obtemos

Tp = A(Tp + 1Tp_1 + CoTpos + - + CkTpy)
+ B(& + C1En-1 + CoBp—n + - + Gl
= A0+ B0
=0

Logo, x, = Az, + Bz, é solucao da equacao de diferencas. O

Pelo teorema, qualquer combinagao linear de solugoes é também solucao. Recorrendo
a citagdo de Rodney Biezuner, [2], segundo o qual “Intuitivamente, um espago vetorial
¢ um conjunto de elementos, que chamamos vetores, com os quais podemos efetuar
combinagoes lineares, isto é, somas de elementos e multiplicagao de elementos por niimeros,
que chamamos escalares.” Temos uma nocao intuitiva de que o conjunto de todas as
solucoes de uma equagao de diferencas é um espaco vetorial.

De fato, encontramos no trabalho de Rafael Luis, [6], a prova de que tal conjunto é um
espaco vetorial de dimensao k. A forma geral das solugoes é dada pelos teoremas abaixo
que encontram-se demonstrados no Apéndice B.

Teorema 2.4. Se o polinémio caracteristico da equagao de diferencas (7) tiver k raizes,
A, Ao, ..., AR, todas distintas, entdo a solugao geral dessa equacdo terd a forma

2y = CLAY + CoAD 4 -+ 4 CLAT
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sendo C1,Csy, ..., C) constantes quaisquer.

Teorema 2.5. Se \; ¢ uma raiz de multiplicidade m; do polinomio caracteristico entao,
n n 2\n m;—1 \n
DY 0 VR (D VR () A
sao solugoes de (7).

Teorema 2.6. Sejam
Ay Aoy oy Ay com r<k

raizes distintas do polindmio caracteristico (7), cujas multiplicidades sdo, respectivamente,

mi, Ma, ..., My, entdo a solugcdo geral de (7) pode ser dada por
r m;—1
i\
Tp = E E Oi,j nj)\z»
i=1 j=0
Para um caso geral as constantes C7,Cj,..., C) sao arbitrarias. Se forem dadas k

condigoes iniciais as constantes C; ; poderao ser determinadas, conforme exemplificaremos
na préxima subsecao.

2.5.1 Solucao Geral para a Sequéncia de Fibonacci

Com base na teoria apresentada na secao anterior podemos determinar uma forma
fechada para a equacao do problema dos coelhos de Fibonacci, que foi apresentada na
primeira parte desta secao 2.

I():l
.’171:1
Tp = Tp_1 + Tp_a, n=23,...

Temos que sua equagao caracteristica é
2—r—-1=0

cujas raizes sao

1++/5
2
Dessa forma, o nimero de coelhos na n-ésima geracao pode ser expresso por

1+v5) 1-v5\
oo (o)
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Observe que como conhecemos duas condicoes iniciais, o = 1 e 1 = 1 podemos determinar
as constantes C] e Cy obtendo

5+ 5 5—5
Cl:(m) ¢ 02:(10>

Podemos assim escrever a forma fechada para a relagao de recorréncia de Fibonacci

(5B [14VB) (5= [1-45)
S ) 2 10 2

3 Sistemas de Equacoes de Diferencas

3.1 Introducao

Analogamente ao que foi desenvolvido na secao anterior, o processo de se resolver um
sistema linear de k equagoes de diferencas de primeira ordem com k varidveis passa pela
etapa de encontrar as raizes de um polinomio de grau k.

A afirmacao é verdadeira porque, conforme consta no Apéndice A, um sistema dessa
forma pode ser reduzido a uma equacao linear de ordem k£ de uma tnica variavel.

Vamos desenvolver o processo explicitado no apendice para um sistema de ordem tres,
k= 3.

I,Ell_,')_l = a1 $$11) +a12 ZL'(Q) + a13 ZE(S)

ety = anal) tazna? + axal?) (8)

ZES:)_I = asi IS) “+ass ZL'5L2) + ass ZL‘,ELS)

Aplicando o primeiro passo do processo no sistema, avangamos a primeira equacao do
sistema duas iteragoes.

o)y = an ety + ap ol + a2, 9)
Depois todas as equagoes uma iteracao.

ffglz = an $S+)1 +ap el + ai $513l1 (10)

12y = am ) + anal, + ass Y, (11)

o)y = ag 2l + as 2l + ag 2l (12)
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Substituindo as equagoes (11) e (12) em (9) temos

1 _ (1)
Lptg = Q11 Lpio

+ a2 <CL21$7(11+)1 + azﬂgl + a23xf’ll) (13)

+ a3 <CL31137(11_~)_1 + 0323722_’)_1 + CL33;C7(1:1)_1)

Apés algumas reordenagoes obteremos

1 _ (1) (1) (1)
Tyi3 = Q11 Ty fo + Q12 Q21 Tpyy + Q13 A31 Ty iy

+ aj2 a2 xffll + a1z a3 517521 (14)
+ a12 ag3 xﬂl + a13 ass $S’J)rl

(2) @3

Isolando os termos ajax, 1, € algaznll da equacao (10) e substituindo na equacao (14),

obtemos

(1) (1 (1) (1) (2) ®3)
Tpig =011 Tpyyo + a19 a21 LTpi1 + a13 as Tt + a3 aso Tpi1 + Q19 A93 Tpi1

+ az (:L'SjZ - anfﬁﬂl - a13$£z3—&)-1>
+ ass (ZL‘S_,')Q — 6L11{L‘1(11_~)_1 — algfbg_,')_l)

Ao aplicar o segundo passo do método de solucao, substituimos nesta ultima equagao
a segunda e terceira equagoes do sistema original (8)

23 = am ) + am o) + agy 2P

(3) (1)

2 3
$n+1 :aglmn +a32x%)+a33xﬁl)

Apés algumas reordenagoes obtemos

$5Ll_~)_3 = (CL11 + a929 + CL33>ZL‘7(11_’)_2

1)
+ (a12a21 — Q11022 + A13a31 — a11a33)37n+1
1
+ (a12a23a31 — 13022031 + Q13021032 — a12a21(133)I£L)
+

2 3
A23032 — a226133) (aux&) + a13$£1 ))

o . . ~ 2 3 1 1
Da primeira equacao do sistema obtemos a expressao ajo x%) + a3 x%) = :177(%21 —an x%)
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a qual substituiremos no sistema e simplificaremos, obtendo

xﬁ.?_g = (an + ag + a33)371(114)_2

(1)
+ (@12&21 — 11022 + Q13431 — 411033 + A230A32 — a22a33)$n+1
1
+ (a12a23a31 — Q13022031 + Q13021032 — 12021033 — Q11023032 + auamn)x;)

)

~ . s 1 ,
Temos, agora uma equacao de terceira ordem na variavel x4 para a qual poderiamos

encontrar uma solucao geral pelo método descrito na secao anterior. Depois, através de
um processo analogo, poderiamos encontrar uma equagao de ordem k na variavel 2 e
resolvé-la e proceder da mesma forma com relagao as outras variaveis.

Contudo, gostariamos de representar uma solugao para o sistema (8) na forma vetorial.
Para isso, vamos explicitar o formato matricial da solucao de um sistema de primeira

ordem de k£ equacoes e k varidaveis, como o que se segue.

a:SJ)rl = an :Eg) “+aqo a:f)—l— co. Faqg xg“)
:cﬁfjl = a2V FapzP+... tagz® (15)
xgzzl = api xfll) +ago xﬁf)—l— e tagk :cﬁf)
Suponha que as solugoes de xg), xg), cee x%k) sejam, respectivamente, da forma
e =AW 2 = A0 2B = A\

ou seja, que a solugao do sistema seja um vetor da forma

Ay
Ay

V=\"
Ay
Entao devemos ter

( Al)\nJrl = CLHAl)\n + algAz)\” +---+ alkAk)\”

AN = agt YN + age Ap N + -+ -+ agp ARA” (16)
16

Ak>\n+1 = a1 AN + apo AN + - - -+ app AR\
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Al)\nJrl aj; a2 ... Qg Al/\n
Az)\n+1 o1 QA22 ... QA9 Ag)\n

Ak)\n+1 Qr1 A2 ... Ak Ak)\n

Denotando o vetor e a matriz por

A4 a1; A2 ... Qi

Ay Q21 Q22 ... Qg
V pr— A pr—

Apg ar1 Qg2 ... Ok

Podemos reescrever esse sistema de forma mais sucinta como
ANV = XAV
Dividindo a equagao por A" obtemos
AV =V
AV = AV =0

[A= MLV =0

Encontrar a solucao, V', da equacao equivale a encontrar um autovetor associado a matriz
A conforme a defini¢ao

Definicao 3.1. Um vetor nao nulo V€ R™ é denominado autovetor da matriz A se
existe um valor constante X tal que AV = A\V. O escalar \ € denominado autovalor de A
associado a V.

Além disso as condigoes para a existéncia desse autovetor sao dadas em

Teorema 3.1. Uma solugio do sistema [A — A[]V =0 € a solugao trivial V = 0. Uma
solucao nao trivial existe se, e somente se,

det[A — \;] =0

s

Defini¢ao 3.2. Dada a matriz quadrada A de ordem k, o determinante det[A — \I| é
um polinomio de ordem k na varidvel A denominado polinémio caracteristico de A e
det[A — M| = 0 € denominada a equagdo caracteristica de A.
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Logo para cada raiz A; de P(\) = det[A — AI] o vetor

¢é solucao desse sistema.
Sabe-se que o conjunto de todos os autovetores associados a solugao de um sistema

possivel e indeterminado é um espaco vetorial. Logo, qualquer combinacao linear de
solugoes de (8) é, também, solucao de (8).

Definicao 3.3. Dizemos que um vetor V* representa um ponto fizo do sistema X, 11 =
AX, se V* = AV*,

Teorema 3.2. Se o sistema da forma X, .1 = AX,,, com

T

1
n ap; @12 ... Qi
2
x a a a
n 21 Q22 ... Q2
X, = ) € A=
zk ag1 Qg2 ... kg

nao possuir autovalor igual a 1, entdo seu unico ponto fixo, ou vetor fizo, € x* = 0.

A estabilidade do ponto, ou vetor, fixo de um sistema de equacoes de diferencas é
analoga a estabilidade do ponto fixo de uma tnica equacgao de diferencas.

Definicao 3.4. Um vetor V* representa um ponto fixo estdvel do sistema de equagoes
de diferencas (15) se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que, se ||[Vo — V*|| <  entdo
|V, =V x|| <€, para todo n € N.

3.1.1 Autovalores de um Sistema Linear 2 x 2
Considere seguinte sistema
Tp4+1 = A11Tp + a12Yn
Ynt+1 = 21Ty + G22Yp

Esse sistema tem solugao nao trivial se, e somente se,

apj; — A 12
det =0

21 az — A
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ou seja

M\ — (@11 + ag2) A + (ag2a11 — ajpag1) =0
Usando a notagao 8 = aj; + ago, ¥ = ag2a11 — a12a2; devemos determinar as raizes de:
M- BA+y=0

cujo resultado, conforme foi feito na secao anterior, pode ser dado por

N, o BEVE -4y
2

)

De forma andloga ao que foi feito na se¢ao anterior podemos analisar a estabilidade
desse ponto fixo a partir dos autovalores da matriz associada ao sistema.

Apresentaremos aqui um resumo dessa analise para sistemas 2 x 2 que pode ser
encontrada de forma mais aprofundada no artigo de Rafael Luis [6] e que estd apresentada
no seguinte teoremas:

Teorema 3.3. Considere o sistema

{ Tp4+1 = A11Tn + a12Yn
Yn+1 = Q21T + A22Yy

Temos as sequintes possibilidades para os autovalores Ay e Ay da matriz associada ao
sistema, para o caso em que A1 # Ag, COm as respectivas consequéencias:

o Se || <1 e|X] <1 entao (0,0) é um ponto fizo atrator, portanto estdvel.

e Se|A\| <1 e|Xs| > 1 entao (0,0) é denominado ponto de sela pois a solugdo associada
ao valor \; tende a 0 e a solucao associada ao valor Ay tende ao infinito.

o Se |A\i| >1 e|A| > 1 entdo (0,0) é um ponto fizo repulsor e, portanto, instdvel.

Os casos em que [A;| =1 ou [\ = 1 devem ser estudados caso a caso e exigem uma
abordagem mais detalhada que pode ser encontrada em [6].

4 Equacoes de Diferencas Nao-Lineares

4.1 Introducao

E relativamente pequeno o nimero de casos de relacoes de recorréncia nao-lineares
que possui solucao analitica. Embora nem sempre seja o caso, muitas vezes é mais facil
encontrar os pontos fixos de uma relacao de recorréncia nao-linear do que encontrar sua
solucao geral. Portanto, neste trabalho, nosso foco sera determinar o comportamento do
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mapa de uma equacao de diferencas nao-linear, principalmente préximo dos pontos fixos
devido a ja citada importancia desses pontos e de sua estabilidade.

A teoria seguinte serd desenvolvida apenas para equacgoes nao-lineares de primeira
ordem, ou seja, da forma x,,1 = f(z,), mas pode ser adaptada para equagoes de ordem
maior.

Expressando uma equacao de diferengas por x, 1 = f(z,) podemos representar um
ponto fixo z* como um ponto que satisfaz uma das seguintes e equivalentes relacoes.

zt = f(z") (17)

Tpyl =Ty =X (18)

Supondo conhecido um determinado ponto fixo z* de uma equacao de diferencas, vamos
explorar sua estabilidade a partir da seguinte série de passos.

Dado algum valor x,, proximo de x*, estamos interessados em determinar se as proximas
iteragoes se aproximam ou se afastam de z*. Para responder a essa questao vamos comecar
com um valor de z,, préximo do ponto fixo z*.

T, =2+, (19)

onde z/, é uma pequena quantidade denominada perturbacao do estado estacionario
x*. Devemos determinar se x] gera uma mudanca grande ou pequena nos resultados das
proximas iteragoes. Combinando as equagoes (17), (18) e (19) teremos que

Ty = Ty — " = () —a = f(a" ) o’ (20)

A expressao (20) ainda nao é uma relagao da qual podemos obter informacoes sobre ], ,

: . , . , / .
diretamente, porque mantém um carater recursivo entre z;,; e ;. Assumindo que f(x)
seja diferenciavel em z*, utilizando expansao em série de Taylor, podemos fazer uma
aproximacao linear para f(z,) para valores de x,, proximos de x*.

f@ + ) ~ f@7) + fl(a"), (21)

Lembramos que essa expressao so é valida para valores de z,, proximos de z*, ou seja, foi
possivel usar essa aproximagcao apenas porque x,, é muito pequeno. Por (21),(17) e (20)
teremos que

Ty & f(27) + f1(@")ay, — 2" = 2" + f/(a")z, — 2" = [(a"),

Portanto,
x;ﬂ ~ ['(z")), (22)

Note que a expressao acima serve para calcular, aproximadamente, o acréscimo, ou
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decréscimo de x,41 em relacdo a x*, denominado por z;, ;. Da secao anterior sabemos
que se | f'(z*)| < 1 ent@o a 6rbita desse mapa é decrescente e, nesse caso, teremos que a
distancia entre x,, 1 e x* fica cada vez menor ou seja * é um ponto de equilibrio estével.
Por outro lado, se | f/'(z*)| > 1 entdo a 6rbita desse mapa é crescente, a distancia entre
Tni1 € ¥ fica cada vez maior e x* é um ponto de equilibrio instavel. Tal informacao esta
resumida no teorema abaixo, cuja demonstragao ja foi realizada pelos passos anteriores.

Teorema 4.1. Um ponto fixo * de x,41 = f(x,) é um estado estaciondrio estdvel se, e
somente se, |f'(z*)| < 1.

Vamos aplicar esse teorema na classificagao dos pontos fixos das equagoes de diferencas
dos exemplos seguintes.

4.1.1 Classificacao dos Pontos Fixos de Uma Equacao Nao-Linear

Vamos ilustrar o processo de determinar pontos fixos e classifica-los relativamente a
sua estabilidade usando o seguinte exemplo extraido da obra [5], de Leah Keshet.
Considere a seguinte equacao de diferencas nao-linear

kx,,

_— b k k #£b. 2
T >0, >0, =+ (23)

Tn1 =

Olhando com um pouco de atencao para nossa equacao de diferengas observaremos que, se
o valor de xg for nulo, todos os demais valores também serao. Entao ja sabemos que esse é
um estado estacionario. Mas vamos aos calculos para tentar encontrar todos os estados
estacionarios.

Para calcular os valores de estado estacionario resolveremos a equagao

*
. kx

SR
de onde temos que,
2 (b+z")=kz* = 2(2*4+b—-k)=0 = 21=0 e z5=k—-0

onde denotamos por x] e x5 os valores encontrados para x*.
Falta agora classificar 27 = 0 e 25 = k — b quanto a estabilidade. Como foi mencionado,
um pequeno desvio z], no estado estaciondrio deve satisfazer

37;1+1 = f/(x*)x/n

onde temos que
kb

(b+x)?
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Portanto

kb
1( %\
I =Gaop
Substituindo 7 = 0 teremos
kb k
/ O = ——= —
J10) (b+0)2 b

Pelo Teorema 4.1, o estado estacionério x* = 0 é estavel se, somente se
bkt <1

Como b e k sao constantes positivas, isso implica que b > k. Assim, o estado estacionério,
2] = 0 é estavel se, e somente se, b > k.
Substituindo x5 = k — b teremos

, B kb

f(k_b)_(b+k—b)2
, b
f(k—b)—E

Pelo teorema 4.1, o estado estacionario é estavel se, somente se

b

<1

Como b e k sao constantes positivas, isso implica que k& > b. Assim, o estado estacionario
nao trivial, z3 = k — b, é estavel se, e somente se, k > b.
4.1.2 Classificagao dos Pontos Fixos da Equacao Logistica

Considere a equagao nao-linear (6) apresentada na Subsecgao (2.3) usada para descrever
o modelo de Verhulst. Determinaremos seus pontos estaciondarios e os caracterizaremos
relativamente a estabilidade.

A referida equacao e as condigoes para que descreva um problema concreto sao

Tpr1 =rx,(1—2,), 7>0, 0<z<L.
Para descobrir todos os pontos estacionarios resolvemos a equacao que provém da relagao

x* = f(x*) ou seja, da relacdo
rr=rz*(l—2z")

que podemos reescrever como

r(z*)? — (r —1)z* = 0.
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Temos uma equacao do segundo grau em x* cujas raizes sao

* * 1
;=0 e Ty=1——

Considerando uma pequena perturbagao z), dada a algum dos pontos fixos z* teremos
que:
$;L+1 ~ f'(z")x,,
Em que z],, ; e ), sdo as perturbagoes ou acréscimos sofridos por x, 41 € x,,, respectivamente,
em relacao a z*.
A derivada de f(z) = rz(1 — x) pode ser dada por

f(x) = % (rx(l - x)) =r(1—2x).

Substituindo o ponto fixo x] teremos f’(0) = r. Sabemos que x} = 0 é estavel se, e
somente se || < 1. Como r > 0, x] ¢é estavel se, e somente se, 0 < r < 1.

Tomando, por sua vez x5 =1 — — teremos
r

f’(l—%>—2—r.

Sabemos que x} é estavel se, e somente se, | 2 —r [< 1, ou seja, se 1 <r < 3.

O caso em que r = 1 pode ser analisado diretamente. Primeiro observamos que se
r = 1 entao z* = 0. Se tomarmos para x, um valor bem préximo de 0, tal que x,, = €
com 0 < e < 1entao z,,1 =€ (1 —¢). Como 1 —e <1 entdo x,,1 estd mais préximo de 0.
Portanto se r =1 2* = 0 é um ponto fixo estavel.

4.1.3 Orbitas Periédicas e Caéticas da Equagao Logistica

Determinamos quais s&o e como se classificam os pontos fixos no caso de termos
0 < r < 3, mas o que acontece se r > 37

Analisando alguns graficos teremos embasamento para fazer algumas suposicoes. Consi-
dere a Figura 10 que representa o grafico de x,,,1 = rx, (1 — z,,) para o = 0,001 e r = 3,1.
Observamos que a partir de um certo nimero de iteragoes os valores de z,, passam a
alternar proximos aos valores fixos, 0,56 e 0,76.

Ja na Figura 11, que representa o grafico da mesma equacao para xo = 0,001 e r = 3,45.
Observamos que a partir de um certo nimero de iteracoes os valores de z,, passam a
alternar entre quatro valores fixos préximos de, 0,42, 0,84, 0,46, 0,86.

Por sua vez, o grafico esbocado na Figura 12, que representa a equacgao para xy = 0,001
e r = 3,8, parece nao apresentar nenhuma regularidade.

Foi possivel ver que, tomando para r valores maiores que 3, ap6s um certo nimero de
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Figura 10: Grafico de x,,11 = 3,1z,(1 — x,) com ponto inicial em (0;0,001). A 6rbita
oscila entre valores préximos de 0,56 e 0,76.
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Figura 11: Gréfico de z,41 = 3,452,(1 — x,) com ponto inicial em (0;0,001). A
orbita oscila proximo dos valores 0,42, 0,84, 0,46, 0,86

iteragoes a densidade populacional alterna entre dois ou mais valores fixos da érbita ou
nao apresenta regularidade.

Vamos primeiramente, descrever um método pelo qual podemos encontrar os valores
dos parametros de uma equacao para os quais a érbita torna-se periddica.

De acordo com Devaney, [3], se a partir de uma certa quantidade de iteragdes a dérbita
passar a alternar entre dois pontos x] e x5, tais pontos poderao ser determinados pela
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Figura 12: Gréfico de z,,1 = 3,8x,(1 — x,) comecando em (0;0,001). Apresenta

comportamento irregular apds a oitava iteracao.

resolucao da seguinte equacao
f(f(z7)) =

De fato, se a cada duas iteragoes voltamos a um mesmo ponto, entao a cada iteracao da
funcao composta g(x) = f(f(x)) voltaremos a um mesmo ponto, algum dos dois pontos
da 6rbita. Mais geralmente, pontos de uma érbita que a partir de algumas iteracoes
passa a percorrer, ordenadamente, uma sequéncia fixa de k valores distintos, podem ser
determinados pela resolucao da equagao:

fat) =

em que, f* indica k composicdes da funcdo f consigo mesma.

Vamos determinar os valores de r para os quais as iteradas da equacao logistica alternam
entre dois valores, ou seja, tém um érbita de periodo 2. Primeiramente, vamos determinar
a composicao z,11 = f( f(x,)), que resulta em

Tyl = r[r zn(l — xn)] [1 —ra,(l— xn)]
ou de forma mais simples, em

Tpy1 =122, (1 — 1,) [1 —ra,(l— xn)]
Tome, agora =, = x, = z*. Teremos a equagao

o* =" (1 —z¥) [1 —ra*(l— :U*)]
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que equivale ao polindmio de terceiro grau em x*

(%)% — 2(z*)* + (1 + %) T+ (%3 — %) =0.

Para facilitar o calculo das raizes da equacao acima vamos fatora-la:

- Y- o) )]

Logo devemos ter

(Dl () ()]

Assim, as raizes dessa equagao sao

x*—(l—l) . rH14/(r=3)(r+1) . rH1—/(r=3)(r+1)
e ! 2r ’

= To =
T 2 3 2r

O ponto zj ja era conhecido como ponto fixo da equagao, pois um ponto fixo também
satisfaz a equagao f( f(z*)) = z*. Os pontos z} e x} s6 existem quando r < —1, que nao
interessa para a descri¢ao de uma populagao real, e 7 > 3, ou seja, quando x] deixa de ser
estavel.

Um estudo mais aprofundado pode ser feito a partir da obra [3], de Devaney, que, em
resumo, diz que, considerando-se uma populacao cuja densidade é descrita pela equagao
logistica, se 0 < r < 3 entao a densidade x,, apresenta um unico ponto fixo estavel. A
partir de » = 3 a populagao perde a estabilidade, passando a alternar entre duas densidades
populacionais, até que 7 atinja o valor r = 14 /6 no qual passamos a observar uma érbita
de periodo 4. Aumentando sucessivamente o valor de r observaremos orbitas de periodo
8, 16, etc. Para r > 3, acréscimos cada vez menores no valor de r sao suficientes para
que o numero de periodos aumente e quando esse parametro atinge um valor proximo de
r = 3,569 nota-se que as érbitas passam a comportar-se de forma completamente aleatoria
e a esse fenomeno denominamos caos. As variagoes dos valores de r e os correspondentes
nimeros de periodos sao representados na Figura 13.

4.2 Sistemas de Equacoes de Diferencas Nao-Lineares

Nesta secao veremos como criar um sistema de equacoes de diferencas lineares que
aproxima os acréscimos dados a um ponto fixo de um sistema de equacoes de diferencas
nao-lineares dado. Veremos também como é possivel classificar a estabilidade do ponto
fixo analisando os autovalores da matriz associada a esse sistema linear.

Inicialmente, vamos desenvolver a teoria para um sistema de equacoes 2 x 2 que podera
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Figura 13: Diagrama de bifurcacao da equagao logistica ilustrando a variagao dos
periodos com relagdo a r. Fonte: slideplayer.com.br/slide/51555/

ser generalizada para um sistema de qualquer ordem. Considere o seguinte sistema

{xn-i-l = f(Tn,Yn) (24)

Ynt1 = 9(Tn,Yn)
Dizemos que (z*,y*) é um ponto de equilibrio do sistema (24) se
x* — ZI:*, *
{ f@y) (25)
y*=g(@"y)

Como anteriormente, considere pequenos desvios z/, e 4/, dados a x* e y*, respectivamente
de forma que:

T, =2+ (26)
Yn =Y+, (27)

Considerando a préxima iteragao da equagao (26), apds alguns ajustes, teremos que
/ _ *
Tpgp1 = Tngp1 — &

e por (24) temos que

Tngr = f(Tnyn) — 2"
usando novamente (26) chegamos a

T = f@" + @,y +y,) — 2 (28)
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usando expansao em série de Taylor para vérias variaveis

* / * / ~ * * g * * / ﬁ * * /
fla" + a9y +y,) ~ f(z"y") + ax(x Y, + ay(x Y)Y,

a equagao (28) torna-se
of of
/ * * * * / * * ! *
~ f(@* ) + == (g, + = (2" y )y, —
Tnpr 2 S@y7) + 57 (@Y ay(ﬂc Y)Y — @
e usando (25), apds algumas simplifica¢oes temos

Ty R %(fﬂ Y ), + a—y(w Y)Y

Fazendo os calculos andlogos para ¥, ,, teremos que

Ypy1 A %(aﬁ Y, + a—y(fc Y)Y,

Para facilitar a notacao, considere a matriz

0
a—i(ﬂc*,y*)

99, . .~ 99, . .,
%(wy) ay(ﬂff,y)

a—f(ﬂf* y')
J(.Z'*,y*) = ay

Considere, também o vetor X/ das variagoes das variaveis,

<=

Analogamente ao que foi feito para uma variavel, podemos expressar o sistema da equagoes
das perturbagoes X,, como:
!/ ~ * * !/
XnJrl ~ J(LU Y )Xn

Nosso problema fica reduzido a estudar um sistema de equacoes lineares que rege o
comportamento das perturbagoes dadas ao ponto fixo.

Definicao 4.1. A matriz

of of
oxr O
g=| 7Y
99 99
oxr 0Oy
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¢ denomimada matriz Jacobiana do sistema
Tpt+1 = f(wnayn)

Yn+1 = g(xnayn)

Encontramos no trabalho de Rafael Luis, [6], uma condi¢ao para a estabilidade de um
ponto fixo de um sistema de equacgoes de diferencas nao-lineares que esta resumida no
seguinte teorema.

Teorema 4.2. Sejam A1 e Ay 0s autovalores associados ¢ matriz Jacobiana J(x*,y*) do
sistema (24) no ponto fixo (z*,y*). Uma condi¢do necessdria e suficiente para que (x*,y*)
seja estavel € que A\ e Ay possuam maodulo menor que a unidade.

Para ilustrar o que foi visto nessa secao vamos usar o seguinte exemplo de sistema
nao-linear que modela o tamanho das populagoes duas espécies, uma espécie presa e a
outra predadora.

4.3 Modelo Predador Presa

Denote as populacoes da presa e do predador, respectivamente, por x,, € y,, no instante
n e considere constantes positivas «, v e 6. Ao modelar matematicamente a interagao
das espécies, considera-se que na auséncia do predador, y, = 0, a populacao de presas
aumentara, sem nenhum tipo de obstaculo, a uma taxa proporcional a populacao atual, ou
seja, com um termo da forma ax,. Por outro lado, considera-se que a caréncia de presas,
r, = 0, acarretara a extincao da populacao de predadores, devido a falta de alimento,
situacao descrita por um termo da forma —fy,. Considera-se também que o nimero
de encontros entre as duas espécies é proporcional ao produto das populacoes de cada
espécie, ou seja, r,y,. Estes encontros tendem a promover o crescimento da populacao de
predadores e a inibir o crescimento da populacao de presas. Assim, um termo da forma
Y, Yy, contribui para o crescimento da populagao de predadores e um termo da forma
—0x,y, contribui para o decrescimento da populagao de presas. Um modelo que satisfaz
essas condigoes ¢ descrito pelas seguintes equagoes de Lotka-Voltera

Tpt1 = Tn(1 4+ @) — vy,
(29)

Ynt+1 = yn<1 - 6) + 020 Yn
Estudando os pontos fixos desse sistema vemos que um ponto de equilibrio trivial é o
ponto X7 = (0,0). Seja X* = (x*,y*) outro possivel ponto de equilibrio tal que z* # 0 e
y* # 0. Entao devemos ter
r=x"(1+a)—ya"y"
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Fazendo algumas simplificacoes obtemos o outro ponto fixo que é

532

Vamos classificar esses pontos relativamente a sua estabilidade.
A matriz Jacobiana do sistema (29) é

14+a—vyy —yx
J(x"y*) =
Oy 1—-05+0x

Considerando o ponto fixo X;. A matriz Jacobiana do sistema é

1+« 0
J(X7) =
0 1-4

Os autovalores associados a matriz sao as raizes do polinomio

l4+a—=x 0
P(z) = det
0 1—-p—x

ou seja, sao as raizes de P(z) = (1 4+ a — z)(1 —  — z). Logo os autovalores sao
)\1 =1 + a,

)\2:1—5

Como nitidamente temos | A\; |> 1 pois a > 0, pelo teorema (4.2) temos que (0,0) é ponto
de equilibrio instavel.

Considerando, agora, o ponto fixo X;, a matriz Jacobiana do sistema avaliada nesse
ponto é

=
J&) =,
— 1
v
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Os autovalores associados a matriz sao as raizes do polinomio

i
l—2 ——
0
P(z) = det
Oa
— 1l-u
~
ou seja, sao as raizes de P(z) = (1 — z)? + af. Logo os autovalores sao os niimeros

complexos

)\1:1+\/Oé 7;,
Agzl—\/aﬁi

Como nitidamente temos | Ay |= /1 +af > 1, pois @ > 0 e 5 > 0, pelo teorema (4.2)
temos que X; também é ponto de equilibrio instavel.

5 Aplicacoes a Epidemiologia

5.1 Introducao

Aplicaremos a teoria vista até aqui a modelos epidemiolégicos que podem ser expressos
por sistemas de equagoes de diferencas nao-lineares. Em modelos mateméaticos epidemio-
l6gicos a populacao é dividida em classes que refletem o estado em que os individuos se
encontram no desenvolvimento da doenga, como por exemplo , suscetiveis (S), infectados
(I), recuperados (R). As caracteristicas da doenga determinam o tipo de modelo a ser
escolhido. Nos modelos SI, nao ha recuperacao dos individuos. Os suscetiveis passam
a classe dos infectados pelo contato com individuos ja infectados. Nos modelos SIS, os
individuos infectados recuperam-se, mas nao adquirem imunidade e, portanto, voltam
a classe dos suscetiveis. J& nos modelos SIR, os infectados recuperam-se e adquirem
imunidade a doenca passando assim, para a classe dos recuperados.

Vamos nos restringir a analisar modelos espacialmente homogéneos que sao modelos
que satisfazem as seguintes hipoteses:

e Todos os individuos nascem suscetiveis, ou seja, a doenca nao pode ser transmitida
da mae para o feto.

e A populacao se mantém constante no periodo da infecgao, isto é, a taxa de mortalidade
¢ igual a taxa de natalidade.

e A doenca se espalha num ambiente fechado, sem emigracao ou imigracao.

e A interacgao entre dois individuos ocorre de forma homogénea, ou seja, quaisquer
dois individuos tém sempre a mesma probabilidade de se encontrar e, além disso,
individuos suscetiveis tém a mesma probabilidade de se contaminar.
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5.2 O Modelo SI

Um modelo discreto do tipo SI onde S, e I,, representam, respectivamente, a populacao
de individuos suscetiveis e a populacao de infectados no tempo n tem a seguinte forma

ASp 1,
St = S+ 1T = 22 — s,
ASL I,
In-l—l =1, + - M]n

Em que usamos a seguinte notacao:

T populacao total,

S, numero de suscetiveis no tempo n,

I,, numero de infectados no tempo n,

1 taxa de natalidade e mortalidade, 0 < p < 1,

A taxa de transicao, que ¢ proporcional ao contato entre os individuos.

)‘Sj’il" representa a transferéncia de individuos da classe de suscetiveis para a dos

O termo
infectados.

Os pontos de equilibrio desse sistema, denotados por (S*,I*), deve m satisfazer as
seguinte condicoes S,, = S,11 = 5" e I,, = I,;1 = I*. Substituindo na equagao do sistema,
resulta que

AS*T*
T — — uS* =
It T pS* =0
AS*I*

— ul* =
e

As solucoes das equacoes sao

Xi= (1= @0 o xp-(s50 - (4L - 1)

A A

ou seja, se o numero de infectados for nulo, I* = 0, entao o nimero de suscetiveis deve
ser a populagao total, S* = T, temos assim que X; = (7,0) é um ponto de equilibrio. Se
S* = L entao I* = T — L e, portanto,

) )
Wl wl
Xo=|—,T—-—
(5%

¢é o outro ponto de equilibrio.

38



Podemos dizer que os pontos de equilibrio refletem duas situacoes. A primeira corres-
ponde a um equilibrio livre da doenca, descrito pelo ponto

X7 =(T,0)

e a segunda a um equilibrio endémico, descrito agora pelo ponto

. pT pT
X2 = <T, T— T)

A seguir veremos duas aplicagoes para o modelo SI, no primeiro caso ele sera usado para
modelar a transmissao da leptospirose entre uma populacao de ratos e, no segundo caso,
faremos o estudo de uma constante de propagacao de doencas denominada reprodutividade
basal.

5.2.1 Modelo de Dispersao da Leptospirose

Esse exemplo tem como base o trabalho [8] e apresenta um modelo matematico discreto
para a dispersao da leptospirose em uma populacao de roedores. A leptospirose é uma
enfermidade causada por uma bactéria do género Leptospira, que pode ser transmitida
de animal para animal e também para o homem. A infeccao humana ocorre na maioria
das vezes, de maneira indireta, através do contato com agua ou solo imido contaminado e
a subsequente penetragao da leptospira na pele e mucosas, intactas ou nao e manifesta-
se sobre a forma da leptospirose com quadro clinico que pode variar desde os casos
assintomaticos e até formas graves e fatais. Os roedores desenvolvem o papel de principal
reservatorio da doenga, liberando as bactérias vivas em grande quantidade no meio ambiente,
contaminando a agua, os solos e os alimentos. Uma vez que adquirem a doenca, eles
carregam as bactérias da leptospira nos rins pelo resto a vida, liberando-as continuamente
no meio ambiente. Além disso, o fato de a doenca nao causar danos aos roedores indica
que a mortalidade devido a doenca pode ser desprezada. Com base nessas consideracoes é
razoavel descrever essa doenga por um modelo SI de equagoes.

AS, I,
(30)
AS, I,

In—i—l = [n + - M]n

Queremos assegurar que os valores de S,, e I,, sejam positivos e satisfacam S, + I, =T,
para quaisquer condigoes iniciais Sy > 0 e Iy > 0. Faremos, portanto, algumas restri¢oes
sobre os parametros e A. Tomando n = 0 na segunda equagao de (30) teremos que

ASpl,
I, = I, + 22000

— plo
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Fazendo Sy =T — I, apds alguma simplificagbes obtemos

DVE
I =—T0+(1—M+A)IO (31)

que pode ser visto como o polinomio de segundo grau

A 2
L(z) = —T‘” +(1—p+ Nz
avaliado em = = I ou seja I} = I1(ly). Assim a pardbola [; deve satisfazer 0 < I} < T
sempre que 0 < Iy < T . Observe que [;(0) =0 e L,(T) = T(1 — ). Sabemos que tal

polinomio assume seu valor maximo em

. T

que é a abscissa do vértice da parabola, e que esse valor é dado por

L (BVEDY,
que é a ordenada do vértice. Assim, para encontrar uma condicao necessaria e suficiente
que garanta que 0 < I1([ly) < T sempre que 0 < [y < T analisaremos duas situagoes
possiveis.

Na primeira situagao supomos que o ponto de maximo [} estd posicionado no gréfico
de I1(1y), depois de T ou é o préprio T', conforme Figura 14. Nesse caso o maior valor que
poderé ser assumido pela fungao serd I; = T'(1 — u) e para garantir que 0 < I; < T, ou
seja, que 0 < T'(1 — p) < T basta garantir que 0 < p < 1.

|
I
I
I
I
1
1
|
I
I
I
T 1

Figura 14: Grafico de I; no caso em que [ > T
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Se, numa segunda situagao, tivermos I antes de 7" ou seja, [ < T , conforme
Figura 15, entdao o valor méximo de I; serd I; = --(1 — p+ A\)? e para garantir que

-4 - - — — — — =

I

|
|
|
|
|
|
|
l
e
0

Vo

Figura 15: Grafico de I; no caso em que [ < T

0 < I; <T devemos fazer

T
ogﬁa—wm)?gT = 0<(1-p+N)?<4r =
0<1—p+A<2VA = (1-=VA?<pu<1+A

Como, por hipdtese, 0 < < 1 devemos ter
(1-VAP <p<1
Portanto, as solugoes do sistema (30) sao biologicamente vidveis se, e somente se,
0<pu<l, A<1 ou (1-VA?<p<1, A>1 (32)

As condigoes de viabilidade (32) est@o representadas na Figura 16
O interesse agora ¢é explorar a estabilidade das solugoes de equilibrio do sistema. Vimos
anteriormente que os pontos de equilibrio do sistema sao:
Equilibrio livre da doenca:
Xy = (T,O)

o _ (1T pT
X2 - <T, T— T)

Equilibrio endémico:

E importante observar que o equilibrio endémico é biologicamente vidvel para A > p,
caso contrario a ordenada do ponto assumiria valores negativos.
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M - Taxa de Natalidade - Mortalidade

1 2 3 4
A - Taxa de Transmisséo

Figura 16: Regiao do plano em que as solucoes sao biologicamente viaveis.

A condigao para que X7 seja estavel é que o médulo de cada autovalor da matriz
Jacobiana nesse ponto seja menor que a unidade. A matriz Jacobiana avaliada no ponto
de equilibrio X7 é:

. 1-— —A
‘](Xl):[ OM 1+>\—u}

Os autovalores sao as raizes da equagao caracteristica dada por det(J(X{) —zl) =0
1—p— -A
det g =0
0 14X —pu—x
entao
1-p—z2)I4+A—p—2)=0
Portanto os autovalores sdo 1 =1 —p e 9 =1+ XA — p. O ponto de equilibrio (7),0) é
estavel se, e somente se, |r1] <1 e |za| < 1.

N—pl<l=-1<l-p<l=0<pu<?2

N+ A—pul<l=-1<l4+4d—p<l=2A<pu<2+A

A intersegao entre as condigoes 0 < < 2 e XA < pu < 24 A nos dé que o ponto de equilibrio
X7 é estavel se, e somente se,
A< <2

No entanto, como estamos interessados somente em solugoes positivas esta condicao fica
restrita a
A< p <l (33)

A regiao de estabilidade de X7 esta esbogada na Figura 17
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M - Taxa de Natalidade - Mortalidade

1 2 3 4
A - Taxa de Transmisséo

Figura 17: Regiao do plano em que X7 ¢é estavel.

Analogamente, o ponto X; ¢é estavel se, e somente se, o médulo dos autovalores da
matriz Jacobiana nesse ponto forem menores que a unidade. A matriz Jacobiana avaliada
no ponto de equilibrio em consideracao é:

1—X —u]

e

Os autovalores sao as raizes da equacao caracteristica dada por

det(J (X3) —xI) =0

=0

1l—=A—x —p
A—p 1—=x

De onde obtemos, 2% + (A — 2)z + (1 — XA + pA — p?) = 0.
Portanto os autovalores sao x1 =1 —pexzo =1+ pu— A
O ponto de equilibrio X} é estavel se, e somente se, |1 —pu| <le|l4+p—A <1

1—pl<l=>-1<1-p<1=0<p<2=0<pu<1conforme definigao.

N+p—A<l=-1<l4+p-A<l=>-24+A<pu<A

A intersecao entre as condigoes acima nos da que o ponto X é estavel se, e somente se,
A—2<pu< A e 0<pu<l (34)

Esta condigao estd esbocada na Figura 18
A regiao biologicamente viavel em que X7 ou X é estavel resulta da intersecao das
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M - Taxa de Natalidade - Mortalidade

1 2 3 4
A - Taxa de Transmisséo

Figura 18: Regiao do plano em que X é estavel.
condigoes (32) com as condigoes (33) e (34)
, 9 9
(1-VX?2<p<) para )\SZ e A—2<pu<A\ Dpara )\>Z

Esta regiao esta representada na Figura 19

M - Taxa de Natalidade - Mortalidade

i
1 2 3 4
A - Taxa de Transmisséo

Figura 19: Regiao do plano em que as solugoes sao biologicamente viaveis e um ou
outro ponto fixo é estavel.

5.3 Reprodutividade Basal para um Modelo SI

Esse exemplo baseia-se no trabalho de Mehran Sabeti, [7], e determina condigoes de
estabilidade para os pontos de equilibrio do modelo SI baseando-se em uma importante
constante da epidemiologia, denominada reprodutividade basal. O ntimero de repro-
dutividade basal que ¢ indicado por Rj é definido como o niimero esperado de novas
infecgoes de um individuo infectado numa populacao totalmente susceptivel ao longo de
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todo o tempo de duracao do periodo infeccioso. Para mais informacoes consulte, também,
o trabalho de Diekmann, [4]. O valor de Ry é importante, por exemplo, para se calcular a
porcentagem minima da populagao que deve ser vacinada de forma que certa doenca seja
erradicada.

Em um sistema em que a taxa de contato entre individuos infectados e individuos saos
é \, a taxa de mortalidade dos infectados é u, e, caso exista, a taxa de recuperacao da
doenca é 3, a reprodutividade basal pode ser dada por

A

Ry = ———
T u+ B

Caso a doenga seja incuravel, a reprodutividade basal pode ser dada por

Ry=2
W

Considere que a transmissao de uma doenca em uma populacao possa ser descrita pelo
modelo SI, ou seja, que satisfaca o sistema:

ASp1,
T

Spi1 =S, +pl — — uS,

AS, 1,
In—l—l = In + T - ,U/In

Vimos anteriormente que os pontos de equilibrio do sistema sao:

Equilibrio livre da doenca
( ikajf) = (TvO)

Equilibrio endémico
- pT pT
(95.13) = (T’ - 7)

Observamos que (S53,13) s6 representa um ponto de equilibrio quando Ry > 1 pois,

ou

caso contrario, terfamos um valor negativo para a populacado. Se Ry < 1 apenas (T,0)
representa um ponto de equilibrio.

Pelo Teorema (3.3) sabemos que um ponto de equilibrio do sistema é estével se todos
os autovalores da matriz Jacobiana nesse ponto possuem valor em maédulo menor que 1.
Considerando

AST \ST
JSI) =8+uT === —puS e g(SI)=1+=——ul
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entao, a matriz Jacobiana do sistema sera

af of oM A5
L_|os ar | _ T ! T

dg 0Jg A AS

95 ol R

Com isso podemos escrever a seguinte proposicao

Proposicao 5.1. O ponto de equilibrio X = (T,0) serd estavel se Ry < 1 e serd instdvel
se Ry > 1.

Demonstracao: A matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio X; = (7',0) é:

. 1—pn —A
ﬂXQ:[ 0 1+A—p}

Os autovalores sao as raizes da equagao caracteristica dada por det(J(X]) —2l) =0

l—p—2x —A
det —
¢ [ 0 l—i-/\—,u—x] 0

entao
1-p—2)I4+A—p—2)=0

Portanto os autovalores sdo 1 =1 —p e x9 =1+ A — p. O ponto de equilibrio (7',0) é
estavel se |z1| < 1 e |xg| < 1. Por defini¢ao 0 < p < 1, logo 0 < 1 —p < 1, portanto x; < 1.
Analisando esses resultados concluimos que se Ry = % < 1 teremos A — p < 0 e assim
14+ X —pu < 1ouseja, x9 < 1. Por outro lado, se Ry = l—’\t > 1 entao x; permanece menor
que 1 mas teremos A — > 0 logo 1 + X\ — > 1 ou seja, o > 1. E o ponto (7,0) serd
instavel. O

Proposicao 5.2. Se Ry > 1 entao o ponto de equilibrio

(L TR 1)
2 = RO’ Ro

sera estavel.

Demonstragao: A matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio em consideracao é:

1—\ —u}

e
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Os autovalores sao as raizes da equacao caracteristica dada por
det(J (X)) —2l)=0

1—A—2 —u

A—p  1—=x =0

De onde obtemos, 22 + (A — 2)z + (1 — A + pX — p?) = 0. Portanto os autovalores sao
rin=1—pu e xo=14+pu—A

Por definigao, 0 < < 1, logo 0 < 1 — p < 1 e, portanto, z; < 1.

Se Ry = ﬁ >1lentao p < A= p—A<0. Logo x9 =14+ p— A < 1, o que caracteriza o
ponto de equilibrio como estavel. O

Os dados obtidos na anélise do sistema SI podem ser resumidos na seguinte tabela

T T(Ry—1

Ry <1 | Ponto de equilibrio estavel | Nao ¢ ponto de equilibrio

Ry > 1 | Ponto de equilibrio instavel | Ponto de equilibrio estavel

5.4 O Modelo SIS e a Reprodutividade Basal

No modelo SIS um individuo pode infectar-se e posteriormente recuperar-se da doenga,
sendo que a recuperacao nao ira conferir imunidade ao individuo. Em outras palavras,
um individuo da classe suscetiveis (S) pode passar para a classe dos infectados (I) e
pode, posteriormente, voltar a classe dos suscetiveis, caso se recupere. Denotaremos o
nimero total de individuos por T' e consideraremos a taxa de natalidade igual a taxa de
mortalidade, as quais serao denotadas por u, como a taxa de mortalidade deve estar entre
0 e 1, a taxa de natalidade estara restrita a mesma condicao. Denotaremos ainda o niimero
de individuos suscetiveis e de infectados no tempo n por .S, e I,,, respectivamente, sendo
que a taxa de transmissao, e de recuperacao da doenca serao representadas por A e [3,
respectivamente. Podemos descrever o modelo SIS pelo sistema de equacoes

AS, I,
Spi1 =S, +pul — T — uS, + 61,
AS, 1,
In+1 = In + - ,UIn - ﬁIn
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A fim de encontrar os pontos de equilibrio do sistema tomaremos S,,; = 5, = S* e
I,.1 = I, = I nas equagoes do sistema, obtendo

AS* T

S* =5+ ul — — wS* + pI*
AS*T*
I =TI+ ST — ul* — BI"

Os pontos de equilibrio determinados pela resolugao do sistema sao

Xi= (S0 =00 o X5= (85 5= (0w, T- L)

ou seja, se o numero de infectados for nulo, I* = 0, entao o nimero de suscetiveis deve ser
a populagao total, S* = T, temos assim que X} = (S7,I]) é um ponto de equilibrio. Se
S* = L(B+ p) entdo I* =T — L(B + p) e, portanto, X3 = (S3,13) é o outro ponto de
equilibrio. Podemos dizer que os pontos de equilibrio refletem duas situagoes, a primeira
corresponde a um equilibrio livre da doenca, descrito pelo ponto X e a segunda a um
equilibrio endémico, descrito agora pelo ponto X3.

Vamos agora classificar os pontos de equilibrio, relativamente a sua estabilidade,
tomando como referéncia os valores da reprodutividade basal. Como o modelo SIS assume
a possibilidade de recuperacao da doenca, a reprodutividade basal é representada por

A

Ry = —
" u+B

Para a classificagao dos pontos de equilibrio, precisamos determinar a matriz Jacobiana
J(S,1) do sistema. Considerando

AST

I
G(S,J):H%—ul—ﬁf

temos of of N \S
L_|as ar|_ S
dg 0Jg i A
s oI R

Lembramos que um ponto de equilibrio é estavel se, e somente se, os autovalores da matriz
Jacobiana associada ao sistema nesse ponto de equilibrio sao, em moédulo, menores que 1.
Sendo assim, podemos considerar a seguinte proposicao.

Proposicao 5.3. O ponto de equilibrio livre da doenga, (T,0), serd estdvel se Ry <1 e
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serd instavel se Ry > 1.

Demonstracao: O polinomio caracteristico da matriz Jacobiana no ponto (7°,0) é dado
por
l—p—x -+

0 1-f—p—=

Suas raizes, que sao os autovalores da matriz, sao

det[J(T,0) — zI] = =0

r1=1—p

T2=14+A=0—p

Uma condicao suficiente e necessdria para garantir a estabilidade de (7,0) é
|I1’ <1 e |I’2‘ <1

Como a taxa de natalidade e mortalidade satisfaz 0 < p < 1 e x; = 1 — pu, conclui-se,
imediatamente, que x; < 1, para qualquer valor de Ry. Se
A

Ro= —> <1
T B+u

entao
A—B—pu<0

e, portanto,
To=1+A—-pF—pn<l.

Proposicao 5.4. Se Ry > 1 e 0 < X\ < 2 entao o ponto de equilibrio endémico,

i) = (36407 640

sera estavel.

Demonstracao: O polinémio caracteristico da matriz Jacobiana no ponto (z3, y5) é
dado por
1-A+8—-2 —p

P(m)zd@tw(x;ay;)_x]]:‘ AN—p—p 11—z

ou seja,
Pa)y=2>+(A=2=B)z+1—=XA+8—p*+pu\—pub (35)
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O critério de Jury para polinomios, que consta no Apéndice C, aplicado a um polindmio
de grau 2 nos da o seguinte teorema que ird nos auxiliar a encontrar nosso resultado.

Teorema 5.1. O mddulo das raizes de um polinémio da forma P(x) = 2? + a1 + ay €
menor que um se, e somente se, 1 +a1 +as >0,1—a;+ay,>0el—ay >0

Para o polinoémio (35) temos que a; = A —2—Beay =1— X+ 8 — > + puX — pp.
Substituindo a; e ay no primeiro membro da primeira desigualdade obtemos

pA—p—5)

que é positiva, pois Ry > 1 = A — u— S > 0. Substituindo a; e as no primeiro membro da
segunda desigualdade encontramos

4—224+20+puA—pn—p5)>0

que é positiva pois Ry > 1= A—pu— £ >0e A < 2. E, finalmente, para provar a terceira
desigualdade temos

l+a=A=0—pA—p—p5)

Sabemos que Ry > 1 = A > pu + . Multiplicando ambos os lados da desigualdade por
1 — p e lembrando que 0 <1 — p < 1 temos

AMl=p)>(p+B) A —p)=p—p’+B—PFu=p+p8—puu+p)>p—pu+p)

Logo
A= >0 —p® —pf

e portanto
A=B—pA—p—p3)>0

6 Equacoes de Diferencas no Ensino Médio

6.1 Introducao

Nesta secao vamos apresentar a teoria abordada nas secoes anteriores usando uma
linguagem apropriada para alunos do Ensino Médio. Em seguida, vamos sugerir planos de
aula que poderao servir de base para professores que queiram abordar o assunto em sala
de aula.
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Figura 20: Drawing Hands - Escher.
Fonte: www.wikiart.orq/en/m-c-escher/drawing-hands

E muito importante saber lidar com equacgoes de diferencas, uma vez que elas podem
ser usadas para descrever modelos das mais diversas areas do conhecimento. Além disso é
justificavel estudar essas equacoes durante o Ensino Médio, uma vez que seu estudo nao
necessita de ferramentas de nivel Superior como derivagao ou integracao.

Uma equacao de diferencas ou recursiva é uma equacao em que, cada termo é
definido em funcao de um ou mais termos anteriores.

A Figura 20 ilustra como a recursividade pode ser simbolizada na arte, como nesse
trabalho de Escher, em que o artista brinca com a ideia de uma mao construindo a outra
em uma relacao de interdependeéncia.

Os modelos matematicos aplicados ao crescimento populacional, como ilustra a Fi-
gura 21, podem ser naturalmente descritos com o uso de recursividade conforme exemplifi-
caremos nesse texto.

Figura 21: Equagoes de diferencas podem ser usadas para descrever a dinamica de
populagoes. Fonte:www.canstockphoto.com.br/global-pessoas-passeio-mundo-popula¢ao-
3628546.html

Um exemplo de como a recursividade também é encontrada na matematica esta na
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definicao do fatorial de um nimero natural.

n! =n(n—1)!
0l=1

Nesta expressao vemos que para calcular o fatorial de um ntimero precisamos calcular antes

o fatorial dos niimeros anteriores a ele e isso se repete recursivamente até que alcancemos

o numero zero. Por exemplo, aplicando essa regra para um caso particular, n = 5, teremos

5! =5 x 4l
4! =4 x 3!
3l =3 x 2!
2l =2 x 1!
1'=1x0!
ol=1

Portanto

Bl=5x4x3x2x1=120

6.2 Equacao de Fibonacci

Uma equacao de diferencas muito famosa é a que
descreve o problema proposto por Fibonacci em
1202 sobre uma populacao de coelhos. Suponha que
cada casal de coelhos pode reproduzir-se apos dois
meses de vida e, a partir dai, produz um novo casal
a cada més. Comecando com um unico casal de
coelhos recém-nascidos, quantos casais existirao ao
final de cada més?

Observe a tabela abaixo que mostra, para cada
meés, o numero de coelhos recém-nascidos e o nu-
mero total de coelhos. Destacamos, como exemplo,
que como no meés 2 ha dois casais, cada um deles,
independentemente de ser recém-nascido ou nao, vai
gerar um novo casal no meés 4, ou seja, apos dois
meses: Reforcamos que isso ocorre porque cada casal
recém-nascido gera um novo casal apos dois meses e
os casais com mais de dois meses de vida geram um

Figura 22: A populacao de
coelhos pode ser descrita pela
sequéncia de Fibonacci.  Fonte:
www. desenhosecolorir.com.br/coelhos

novo casal em cada més seguinte. Dessa forma o nimero de casais na geragao 4 é igual a

soma dos casais que existiam no meés 3 com os casais recém-nascidos que vieram do meés 2.
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Ouseja, x4y =3+ 22, 14 =2+ 1, 14 = 3.

Ordem da geracgao 0 1 2 3 4
Nascidos nessa geragao

1 0 1 1
Total de casais de coelhos 1 1 @" 3 5

Figura 23: O numero de casais em um meés é igual ao nimero de casais que nascem
apos dois meses.

Os numeros de casais de coelhos ao longo dos meses formam a denominada sequéncia

de Fibonacci.
1,1,2, 3,5,8,13, 21, 35... (36)

Podemos observar uma lei de formacgao associada a sequéncia dada por

Tog = 1
I = 1
Ty = Tp—1 + Tpo n=23,... (37)

Em que z, representa o nimero de casais no coelhos no més n. Se quisermos determi-
nar o valor do termo de posicao n de uma equacao de diferencas é necessario calcular,
primeiramente, os n — 1 termos anteriores.

Denotaremos por iteragao ao processo de se calcular um termo qualquer a partir
do uso da equagao de diferencas e dos termos anteriores necessarios. Por exemplo, se
quisermos determinar o termo x4 que é o 5° termo da equacao de Fibonacci, lembrando
que os termos xy e r7 ja sao conhecidos, deveremos fazer as trés seguintes iteracoes

$2:$1+£E0:1—|—1:2
ZL‘3:ZL‘2+JZ1:2+1:3
$4:$3+I2:3+2:5

O conjunto dos pontos (n,z,) gerados pelas iteragoes é denominado mapa da equagao
de diferencas. Por exemplo, o mapa da relacao x, =z, 1 + 2, s em que o =21 =1 ¢ o0
conjunto

{(0,1), (1,1), (2,1), (3.2),(4.,3), (5,5), (6,8), ... }

E um tanto natural que queiramos representar esses pontos em um grafico a fim
de observar se nossa sequéncia é crescente, decrescente ou se apresenta qualquer outro
comportamento interessante.

Ressaltamos que ha poucas décadas, a tarefa de se calcular muitas iteracoes de uma
equacao de diferencas era bastante dificil, visto que o processo era realizado manualmente.
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Atualmente o processo de se calcular varios pontos do mapa de uma equacao de diferencas,
bem como gerar seu grafico pode ser executado em segundos, ou até fragoes de segundos,
por um computador simples a partir do momento em que este ja tenha sido programado
para fazé-lo. Nesse trabalho vamos usar essas planilhas para gerar tais graficos.

Vamos ilustrar esse processo pelo estudo de alguns modelos de sistemas da biologia
descritos por equacoes de diferencas, para os quais construiremos e analisaremos os graficos.

6.3 Modelo Populacional de Malthus

Em 1798 Thomas Malthus propos um modelo segundo o qual uma populagao cresce
em um determinado instante proporcionalmente a populacao total naquele instante.

1400
1200
1000
800 °

600 .

Biomassa
[ ]

400 .

200 o

0 .O.COooo.ﬂo.oo.o.oﬂ

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 24: Mapa de 2,41 = (14 a)z, para uma taxa de 10% e uma populagao inicial
Py = 10. Temos uma érbita crescente cujos valores parecem ser ilimitados.

A seguinte equacao de diferencas descreve o modelo proposto por Malthus para o caso
em que o tempo varia em periodos constantes:

Tni1 = (14 a)z, (38)

em que n representa o nimero de periodos decorridos, x,, o tamanho da populagao no
periodo n e «, a taxa de crescimento por unidade de tempo.

Observamos que x,, pode ser expressa em numero de individuos ou biomassa, que
nada mais é que a massa bioldgica da populacao, que pode ser dada em gramas, quilos,
toneladas, etc. Muitas vezes é mais facil tratar x,, como biomassa, como no caso em que
T, €é expressa por quantidades decimais.
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Figura 25: Mapa de z,,1 = (1 + a)z,, para uma taxa de crescimento ao periodo é
de 30% e uma populacao inicial seja Py = 10 individuos. Vemos uma érbita crescente
cujos valores parecerem ilimitados.
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Figura 26: Para a =0 em z,,1 = (1 + «)x,, gréfico é constante, como nao poderia
deixar de ser, dado que a taxa de crescimento é nula.

O modelo de Malthus admite algumas hipéteses como uma disponibilidade ilimitada
de recursos e que nao ha competicao entre individuos da espécie.

Observe que, inicialmente, nao fizemos nenhuma restricao em relagao ao valor da taxa
de crescimento o e em relagao ao valor da populagao inicial xg.

A seguir vamos propor diferentes valores para « e xg e analisar os graficos dos mapas
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Figura 27: o = —10% em z,4; = (1 + a)x, indica uma taxa de decrescimento.

Observamos uma orbita decrescente que se aproximam cada vez mais de 0.
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Figura 28: o = —20% em z,4; = (1 + o)z, indica uma taxa de decrescimento.

Observamos uma orbita decrescente que se aproximam cada vez mais de 0.

correspondentes.

Suponha, por exemplo, que na equagao (38) tenhamos uma taxa de crescimento ao
periodo de 10%, ou seja a = 0,1 e que a populagao inicial seja Py = 10, que vamos supor
ser sua biomassa. Teremos o grafico da forma n x x, para os pontos gerados pelas 50
primeiras iteragoes dessa equacao representado na Figura 24. Podemos observar uma
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populacao que parece crescer cada vez mais rapido e que parece ser ilimitada.

Suponha, agora, que na equacao (38) tenhamos a = 0,3 ou seja, a taxa de crescimento
ao perfodo é de 30% e que a populacao inicial seja Py = 10 individuos. Teremos o grafico da
forma n x x,, para os pontos gerados pelas 50 primeiras iteragoes dessa equacao representado
na Figura 25. Podemos observar uma populagao que parece crescer cada vez mais rapido e
que parece ser ilimitada. Vemos também que a velocidade de crescimento é bem maior
que no exemplo anterior, pois enquanto na Figura 24 para o periodo n = 40 a biomassa é
pouco maior que 400, na Figura 25 para o mesmo periodo a biomassa populacional ja é
maior que 300.000. Observe que estamos considerando que os recursos para subsisténcia
dessa populagao sao suficientemente grandes para todos os valores que a populagao assume
nesse exemplo.

Suponha, agora, que tenhamos o = 0 ou seja, a taxa de crescimento ao periodo é
nula e que a populagao inicial seja Py = 10. Teremos o grafico da forma n x x,, para os
pontos gerados pelas 50 primeiras iteragoes representado na Figura 26. Observamos que
o tamanho da biomassa mantém-se constante e igual a 10, o que condiz com o fato de a
taxa de crescimento ser nula.

Suponha agora que o = —0,1 ou seja, temos uma taxa de decrescimento ao periodo de
10% e que a populagao inicial seja Py, = 10. Teremos o grafico da forma n x x, para os
pontos gerados pelas 50 primeiras iteracoes representado na Figura 27. Observamos uma
populacao decrescente cuja biomassa tende a zero.

Suponha agora que a = —0,2 ou seja, temos uma taxa de decrescimento ao periodo de
20% e que a populacao inicial seja Py = 10. Teremos o grafico da forma n x x,, para os
pontos gerados pelas 50 primeiras iteracoes representado na Figura 28. Observamos uma
orbita decrescente cujos valores tendem a zero mais rapido que no caso anterior.

Pelos dois ultimos exemplos concluimos que se uma populacao é descrita pelo modelo
de Malthus e ela apresenta uma taxa de crescimento negativa ela tende a extinguir-se com
passar do tempo, mas nunca efetivamente se extingue, ou seja x,, # 0Vn.

6.4 Modelo Populacional de Verhulst

Como dissemos, o modelo proposto por Malthus nao leva em consideracao o carater
finito do ambiente, ou seja considera os recursos como ilimitados. Uma outra equacgao para
o crescimento populacional denominada equacgao logistica, ou equacao de Verhulst é
a seguinte.

Tni1 = (1 + )z, — Ba?

onde x,, indica o nimero de individuos ou a biomassa da populacao no periodo n, « indica
uma taxa de natalidade populacional e # a taxa de decrescimento da populagao devido a
competicao entre os individuos. Observe que a constante 5 é multiplicada pelo quadrado
do tamanho da populacao no tempo n, o qual indica o encontro ou a interagao entre esses
individuos.
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Figura 29: Solugao da equagao de Verhulst com os parametros
a = 0,15, 8 = 0,001 e condicao inicial o = 10.
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Figura 30: Solucao da equacao de Verhulst com os parametros
a=0,15e = 0,005 e condicao inicial g = 10.

Podemos trabalhar com os alunos apresentando varias solugoes particulares para
a equacao de Verhulst. Na Figura 29 vemos o mapa da equacao de Verhulst com os
parametros a = 0,15 e 8 = 0,001 e condicao inicial 2o = 10. Com esses valores a orbita
comeca crescendo lentamente, passa por um periodo de crescimento mais rapido e depois
diminui a taxa de crescimento. Quando o tempo cresce muito a érbita tente ao valor 150.
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Figura 31: Solucao da equacao de Verhulst com os parametros
a=0,2, B =0,001 e condicao inicial xq = 10.
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Figura 32: Solucao da equacao de Verhulst com os parametros
a=0,2, B =0,005 e condicao inicial xq = 10.

Considerando agora os parametros a = 0,15 e 5 = 0,005 com a mesma condicao inicial
xo = 10 obtemos a solucao apresentada na Figura 30. Neste caso a orbita comeca com

uma taxa de crescimento menor do que no caso anterior, que podemos supor ser devido ao

aumento da taxa de competicao, e se estabiliza em um valor também menor, igual a 30.

Mantendo a populacao inicial em xy = 10, tomando a taxa de crescimento como o = 0,2
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Figura 33: Solucao da equacao de Verhulst com os parametros
a =2, f=0,008 e condicao inicial xq = 10.
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Figura 34: Solucao da equacao de Verhulst com os parametros
a =25, 8 =0,05 e condicao inicial xq = 10.

e a taxa de competicao como S = 0,001 podemos construir o grafico representado na
Figura 31. Observamos que a taxa de crescimento da populacao, dada pela inclinacao do
grafico, comega elevada e diminui com o passar do tempo, de maneira que o grafico se
aproxima de 200.

Mantendo a populacao inicial em zy = 10 e a taxa de crescimento como o = 0,2 e
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Figura 35: Solucao da equacao de Verhulst com os parametros
a =3, f=0,008 e condicao inicial xq = 10.
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Figura 36: Solucao da equacao de Verhulst com os parametros
a =3, f=0,05e condicao inicial zy = 10.

aumentando a taxa de competicao para 5 = 0,005 podemos construir o grafico representado
na Figura 32. Observe que a taxa de crescimento inicial € menor que no exemplo anterior,
uma vez que a taxa de competitividade é maior. KEsse grafico cresce cada vez mais
lentamente e a medida que o tempo aumenta os valores da biomassa populacional se
aproximam de 40.
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Se tomarmos uma taxa de crescimento populacional o = 2, uma taxa de competiti-
vidade igual a 8 = 0,008 mantendo a populacao inicial como xy = 10 observaremos um
comportamento bastante curioso representado na Figura 33 em que as érbitas, a partir
do periodo n = 5 passa a oscilar em torno de um valor fixo. Além disso a medida que o
tempo passa os valores das orbitas parecem tender a esse valor que esta proximo de 250.

Tao curioso quanto o exemplo anterior é o que notamos quando, a partir dos valores
a=25,6=0,05exy=10 construimos o grafico representado na Figura 34. A partir do
periodo n = 2 os valores da orbita oscilam indefinidamente entre os valores 30 e 60.

Se por sua vez assumirmos para a taxa de crescimento o valor & = 3 e para a taxa de
competitividade o valor § = 0,008 teremos o grafico representado na Figura 35, que tem
um comportamento dito cadtico pois nao apresenta nenhum padrao e nao possibilita que
fagamos suposigoes sobre os valores que a populagao assume a medida em que o tempo
aumenta.

Comportamento semelhante pode ser observado no grafico da Figura 36, em que
assumimos ter a = 3, § = 0,05 e xg = 10. O comportamento desse grafico é completamente
aleatorio nao se aproximando de nenhum valor fixo a medida que o tempo passa.

Nos gréficos das Figuras 29, 30, 31, 32 notamos que, a medida que a populagao cresce,
a taxa de crescimento populacional, representada pela inclinacao do grafico, diminui. Isso
¢é garantido pelo carater de competitividade considerado nesse modelo. Podemos entender
que, quanto mais individuos existem mais eles vao competir pelos recursos necessarios a
sua sobrevivéncia e menor serd a tendéncia de essa populagao continuar crescendo.

Percebemos que a medida em que variamos o valor das constantes os graficos podem
crescer, decrescer, oscilar, permanecer constantes, etc. Observamos mais possibilidades
de comportamento para as equacgoes do modelo de Verhulst do que para as equagoes do
modelo de Malthus. Dentre outros motivos, isso deve-se ao fato de que na equacgao de
Verhulst a varidvel interage com ela mesma o que é representado pelo termo S22, de grau
2.

Outro comportamento bastante interessante que podemos trabalhar com os alunos
em ambos os modelos é que alguns graficos parecem se aproximar de um valor constante
a medida que os valores de n aumentam. Se um dado modelo evolui para um certo
comportamento caracteristico, diremos que este comportamento é um atrator; sob uma
analise grafica isso equivale a dizer que, a partir de um certo valor de x,,, os resultados das
proximas iteragoes ficarao cada vez mais proximos de um valor fixo, ao qual denominaremos
ponto atrator da equacao de diferencas.

Diremos que um certo ponto é repulsor se a partir de um determinado valor de z,,
todos os proximos valores da variavel ficarem cada vez mais distantes de desse ponto.

Ha inimeros motivos pelos quais ¢ importante determinar pontos atratores e repulsores.
Por exemplo, se uma espécie animal representa uma praga e se o tamanho de sua populacgao
é modelada por uma equacao de diferengas gostariamos de saber em quais condi¢oes o
tamanho dessa populagao se aproximaria um nimero muito pequeno ou de zero.
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6.5 Plano de Aula
6.5.1 Estudo de Equagoes de Diferencas Através de Analise Grafica

Nessa aula estudaremos as equagoes denominadas relacoes de recorréncias ou equagoes
de diferencas observando o comportamento de seus graficos.

Tema Estudo de Equagoes de Diferencas Baseado na Analise Grafica.

Objetivos Apresentar as Equagoes de Diferencas como ferramenta em modelagem mate-
matica. Construir computacionalmente os graficos de suas solugoes e analisa-los a
fim de estudar seu comportamento, por exemplo, determinando e classificando seus
pontos de equilibrio.

Contetudos Construgao e andlise de graficos com uso de recursos computacionais.

Pré-requisitos Saber posicionar pontos no plano cartesiano e ter uma nogao intuitiva de
crescimento, decrescimento e assintotas.

Duracao 3 horas

Recursos Computadores com programas para calculos com operagoes bésicas, construcao
de tabelas e gréaficos, como o Excel. Projetor de slides.

Metodologia Apresentacao dos conceitos de Equacoes de Diferencas e dos métodos para
a construcao de tabelas e graficos. Construgao e analise conjunta com os alunos das
tabelas e graficos de algumas equacoes de diferencas de modelos especificos.

Avaliagao Os alunos levarao para casa a proposta de gerar graficos de uma equacao que
descreve um modelo especifico e tirar conclusoes sobre a existéncia de pontos fixos
para cada valor de parametro sugerido.

6.5.2 Exercicio 1

1. Considere que uma populacao representada pelo modelo malthusiano tenha, inici-
almente g = 20 individuos e cuja taxa de crescimento seja r = 1,9 por periodo.
Quantos individuos havera nessa populacao apés 30 periodos completos?

Solugao: Para resolver esse problema vamos inserir os dados zo =20 e r = 1,2 em
duas células de um programa de planilhas, como o Excel, inserir a férmula da relacao
de recorréncias e fazer as 30 compilagao necessérias.

2. Construa o grafico n x x, dos pontos determinados anteriormente e determine se
esse grafico é crescente ou decrescente, se o crescimento ou decrescimento é rapido
ou lento, porque ele apresenta esse comportamento e o que podemos esperar para o
tamanho dessa populacao caso as condigoes do sistema nao se alterarem e a taxa de
crescimento da populagao permanecer a mesma.
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3. Voce saberia dizer um tipo de ser vivo cujo crescimento populacional seja descrito
por esse modelo? Explique o porque de sua escolha.

Algumas sugestoes: Grama no jardim de uma casa, ratos em uma cidade higienizada,
ratos e uma grande cidade com pouco saneamento bésico, pernilongos em locais com
acumulo de dgua, bactérias em um tubo de ensaio com muita matéria para consumo.
Observe que nao ha uma resposta fechada mas uma série de conclusoes que podem
levar um bidlogo a usar, ou nao, esse modelo para descrever uma populagao.

6.5.3 Exercicio 2

Repita todos os procedimentos realizados no exercicio anterior, agora mudando os
parametros para xg =1ler=12;20=100er=12;20=20er =08, 20 =20 e r = 1.

6.5.4 Exercicio 3

1. Suponha que comecemos com uma populagao de biomassa zy = 0,01 e que a taxa de
crescimento da populacao seja r = 1,2. Quantos individuos havera nessa populacao
apos 30 periodos completos?

Solucao: Para resolver esse problema vamos inserir os dados zo = 0,01 e r = 1,2
em duas células de um programa de planilhas, como o Excel, inserir a formula da
relacao de recorréncias e fazer as 30 compilacao necessarias.

2. Construa o gréfico n x x,, dos pontos determinados anteriormente e determine se
esse grafico é crescente ou decrescente, se o crescimento ou decrescimento é rapido
ou lento, porque ele apresenta esse comportamento e o que podemos esperar para o
tamanho dessa populacao caso as condigoes do sistema nao se alterarem e a taxa de
crescimento da populagao permanecer a mesma.

Esse grafico parece se estabilizar em algum ponto?

3. Voceé saberia dizer um tipo de ser vivo cujo crescimento populacional seja descrito
por esse modelo? Explique o porque de sua escolha.

Algumas sugestoes: Grama no jardim de uma casa, ratos em uma cidade higienizada,
ratos e uma grande cidade com pouco saneamento bésico, pernilongos em locais com
acumulo de dgua, bactérias em um tubo de ensaio com muita matéria para consumo,
a populacao de pessoas de um pais. Reforcamos que nao ha uma resposta fechada
mas uma série de conclusoes que podem levar um bidlogo a usar, ou nao, esse modelo
para descrever uma populagao.
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6.5.5 Exercicio 4

Repita todos os procedimentos realizados no exercicio anterior, agora mudando os
parametros para zog = 0,01 e r = 0,06; xo =00l er=1;20=03er=0_8; xro =0,3 ¢
r=3.

7 Conclusoes

Neste trabalho exploramos os sistemas dinamicos discretos e suas aplicagoes a modela-
gem de fenomenos biolégicos como base para uma proposta de atividades extra curriculares,
em Matematica Aplicada, para alunos do Ensino Médio. Também apresentamos sugestoes
detalhadas de modo que um professor interessado seja capaz de propor essas atividades
diretamente em uma sala de aula e avaliar o nivel de compreensao alcancado pelos alunos.

Acreditamos na relevancia e utilidade dessas atividades para que os alunos percebam a
importancia da Matematica na modelagem de sistemas concretos e aprendam a analisar
o comportamento desses sistemas a partir das informagoes que podem ser extraidas dos
graficos das equacoes desses sistemas. Também vemos nesse processo uma oportunidade de
despertar em alunos e professores a vontade de utilizar ferramentas graficas para auxiliar
o estudo e a compreensao de assuntos que ja sao abordados em sala de aula e de outros
novos assuntos.

A Equacao Linear Equivalente a Um Sistema

O estudo de sistemas linear com k variaveis k equagoes de diferengas de primeira ordem
pode ser reduzido ao estudo de uma equagao de diferencas de ordem k em uma tnica

variavel. Essa se¢ao mostra como o sistema pode ser transformado na equagao de ordem k.

1 2 k

Para ilustrar esse processo, considere o seguinte sistema nas varidveis z,,, xZ, ..., T

1 _ 1 2 k
Tpp1 = G117, + 127, + -+ AT,

2 _ 1 2 k
Ty = 217, + A227,, + -+ Aok T,

E_ 1 2 k
Tpy1 = k1T, + QpaXy, + - + Ay,

Para encontrar a equacao equivalente basta seguir os seguintes passos. Avance k — 1
iteracoes na equacao do sistema cuja variavel serd preservada. Para explicar nosso algoritmo
vamos escolher a primeira equagao do sistema obtendo

1 . 1 2 k
Ty = 0T pq oy + 12Ty 0+ QT g (39)

O primeiro passo é avancar k — 2 iteragoes em todas as equagoes do sistema dado,
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: = : ~ 2 3
obtendo, a partir da segunda equagao do novo sistema, expressoes para Ty ., T 1,
. xfl +x_1, respectivamente, conforme consta abaixo:

1 _ 1 2 k

Tyl = Q1Tp g9 T A12T5 g o+ + Q1T g9 (40)
2 _ 1 2 k

i1 = Q21T o T A22%5 g o+ v+ + A2y g9 (41)
k _ 1 2 k

Tpih—1 = Qk1Tpyp_g + Ak2Tp g o+ + Apkly g9 (42)

Na equagcao (39) proveniente da primeira equagao do sistema avangada k — 1 iteragoes
substitua os termos z?2 k1, até zk +r_1 belas expressoes equivalentes dadas por (41), ...,
(42), obtendo uma equagao da forma

95711+k = A1x711+k—1 + A2x721+k—2 +oeee Akﬂ?ﬁ%-za (43)

em que A, Ao, ..., Ay sdo constantes reais.

A partir da equagao (40) é possivel obter k — 1 equagdes equivalentes. A primeira
. 2 . 3 . . s . k
isolando z7_, ,, a segunda isolando x;,, , e assim por diante, até isolar x; , ,. As
equagoes obtidas devem ser substituidas na equacao (43) obtendo uma equacao da forma

xi}ri’k = leiwrk—l + ngi+k,2 + B3xi+k72 +oeet Bk+1xﬁ+k—2 (44)

O segundo passo é avancar todas as equagoes do sistema original k — 3 iteracoes
obtendo a partir da segunda equacio desse novo sistema expressoes para 2, o, To_ . o,
k . . ~ ~
., @y . o Tespectivamente. Substitua essas expressoes na equacao (44) obtendo uma
equacao da forma

x}ﬁ-k = le}z-i—k—l + Cﬂ}wk—z + 0337i+k—3 Tt Ck+1x7]2+k—3 (45)

Da primeira equacao desse ultimo sistema em que se avangou k — 3 iteracoes podemos obter
~ . . . . 2 . 3

k — 1 equagoes equivalentes. A primeira isolando x;,_ 5, a segunda isolando-se z;,_, 5 e

assim por diante até isolar 2%, .. Obtenha essas equacoes e substitua na equacao (45)

obtendo uma equacao da forma

1 _ 1 1 1 2 k
Topgy = D1y + Dayyy o+ Day g g+ Day g g+ -+ Dyoty g (46)

Repetindo o processo descrito no segundo passo até obter um total de £ — 1 passos. Ao
final do passo k — 1 teremos uma equacao na forma

1’711+k = W133711+k—1 + W2$711+k:—2 + -+ Wiz, (47)

+ Y(W]H_ll’i + Wk+2xi R WQK_leL)
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Para finalizar o processo é preciso observar que a expressao (Wi 122 + Wyioa3 -+ +
WgK_lx’fL) equivale a algxi 4+ 4 alkxfw e usando a primeira equacao do sistema original
podemos substituf-la por z;_; — aj;2). gerando uma equagao da forma

Thw = 21Thp + ZoTh iy o+ ... ZyTh (48)

que depende apenas da varidvel x} e sua iteradas.

B Solugao Geral de Uma Equacao de
Diferencas Linear de Ordem k&

Para detalhar o processo pelo qual se determina a solucao geral para uma equacgao de
diferencas linear com coeficientes constantes da forma

Tp = C1Tp_1 + CoTp_o + -+ + CRTp_k ¢ €R (49)

vamos utilizar algumas defini¢oes e teoremas que podem ser encontrados no trabalho de
Rafael Luis, [6].

Definigao B.1. Diz-se que as funcgoes fi(n), fa(n),...,fr(n) sio linearmente indepen-
dentes para n > ngy sempre que para todos 0s o, s, ...,ap € C, se Z;j a;fi(ln) =0
i=k

entao o; = 0 para todo i =1, 2, ... k. Se existir o; # 0 tal que Y ._] o fi(n) = 0 entdo as
funcoes sao ditas linearmente dependentes.

Definigao B.2. Diz-se que o conjunto {xl 2%, ... 2%} é um conjunto fundamental de

solugdes da equagdo (49) se xk, x2, ... 2F sio k solugdes linearmente independentes dessa

equacao.

Definigao B.3. Seja {x} 22, ... 2} um conjunto fundamental de solugées da equagao
(49). A solugdo geral dessa equagao € dada por

k
i
Ty, = E oy,
i=1
para constantes arbitrarias o; € R.

Qualquer solugao da equagao (49) pode ser obtida a partir da solucao geral, escolhendo-
se, adequadamente, as constantes «;

Exemplo B.1. Mostre que o conjunto {1, n, 3"} é um conjunto linearmente independente.
Solucao Queremos mostrar que se a; + aon + 33" =0 VYV n entdo o = an = az = 0.
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Uma vez que a equacao deve ser valida para todo n pode-se substituir n porn+1 en + 2

obtendo-se o sistema
lag +nag +3"a3 =0

Loy + (n 4 1)y + 3™+ ag =0
10(1 + (n + 2)0&2 + 3(n+2)&3 =0

E facil ver que a; = ag = a3 = 0 € solugao desse sistema. Além disso, a matriz que

caracteriza esse sistema €
1 n 3"

K=1|1 (n+1) 3D
1 (n+2) 30+2)

cujo determinante é |K| = 4.3". Como |K| # 0 Vn entdo a unica solugdo de (49) é, de
fato, a3 = ay = a3 = 0.
A matriz K desse exemplo € denominada matriz de Casorati conforme definiremos a sequir.

Definigao B.4. Sejam zl,22,... 2% k solugoes da equagao (49). A matriz de Casorati

K(n) de dimensao kXk da sequéncia de solugoes € dada por

1 2 k
z,, x. o xy
1 2 k
% Toyr Tngr o0 Tpp
(n) =
1 2 k
Tpik—1 Tnik—1 - Thyg—1

Definigao B.5. Ao valor do determinante de K(n) denomina-se casoratiano da sequén-
cia de solugoes e representa-se por C(n).

O teorema seguinte é uma particularizagao da formula de Abel para equagoes lineares
com coeficientes constantes e homogéneas.

k

Loato ak

Teorema B.1. Dada a equacado de diferencas (49), cuja sequéncia de solugies € x,,, x=.,

entdo para todo n > ng € satisfeita a relagio C(n + 1) = ¢, (=1)*71C(n).

Demonstracao: Vamos fazer a prova para o caso em que k = 3, que podera ser
generalizada para um caso qualquer.
Para esse caso tém-se e, substituindo n por n + 1 temos

1 2 3
xn+1 xn+1 anrl
| o 2 3
C(TL + 1) - xn+2 ‘rn+2 xn+2
1 2 3
xn+3 xn+3 xn+3
De (49) temos x, 13 = C1Tpio + CoTpi1 + 3T,
Substituindo para cada uma das solugoes particulares a terceira linha de C(n+1)
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teremos

1 2 3
xn—l—l In+1 'rn—l-l

_ 1 2 3
Cn+1)= Lpt2 Lp42 Lnt2

1 1 1 2 2 2 3 3 3
C1Ty 9+ CoTy g + C3T, C1T, 9 + CoXy g + C3T;,  C1T, 9 + CoXy g + C3T,
Pelas propriedades de determinantes

1 2
Lo+l Tl Tpta

_ 1 2 3
C(n + 1) - $n+2 xn+2 xn+2
C3I}L CgI?L CgZL’Z
1 2 3
anrl xn+1 anrl

1 2 3
T Tpgo T2 Ln+2

1 2 3
CoTlpi1 C2lpir C2Tppg

1 2 3
anrl xn+1 anrl

1 2 3
T Thgo Lp+y2 Lpt2
1 2 3
Cilpyo C1lpig C1lyn 49

Ainda pelas propriedades de determinantes vemos que os dois tltimos determinantes sao
nulos, pois cada um possui uma linha multipla da outra. Logo
21 3

2
n+1 xn—i—l $n+l

_ 1 2 3
Cn+1)=c3| Tyyo Tiyg Tpio

1 2 3

T Tn Ty,

C(n+1)=c3(-1)*C(n)

A poténcia (—1)? aparece porque a matriz no tltimo determinante provém da matriz de
C(n) a partir de 2 trocas de linhas.

No caso de uma matriz k X k, a matriz em que cada linha aparece na posi¢ao anterior e
a primeira linha aparece no lugar da ultima, provém de pelo menos k£ — 1 trocas de linhas.
De onde teremos que

C(n+1) = a,(=1)*C(n) (50)
O
Teorema B.2. Sejam k22, ... 2% solucoes linearmente independentes de (49) e seja

C(n) o seu respectivo casoratiano. Entdao para n > ng

C(n) = Cp(—1) kDOm0 O ()
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Demonstracao: A equacgao (50) equivale as equagoes
C(n) = cx(=1)*DC(n — 1)
C(n) = ep(=1)* Ve (=1)*DC(n = 2) = (ax(~=1)*V)*C(n —2)
C(n) = ep(=1)* Ve (1) ey (=1)*VC(n = 3) = (en(~=1)*V)*C(n - 3)
que pode ser generalizado por indugao como
C(n) = (ax(=1)*D)'C(n 1)
paral € Nel <n. Tome n —[ = ngy entao

C(n) = ¢ " (—1)n=)E=D ()

Lema B.1. Suponha que ¢ # 0. Entao C(n) # 0 Y n > ng se, e somente se, C(ng) # 0.

Lema B.2. O conjunto de solugoes {z}, z2, ..

de solugoes se, e somente se, para algum ng € N, C(ng) # 0.

xRy de (49) é um conjunto fundamental

Teorema B.3. Se as raizes da equacdo caracteristica \i,\a,...,\, sao todas distintas,
entdo o conjunto AT, ;N5 ... AR € um conjunto fundamental de solugoes de (49)

Demonstracao: Pelo lema (B.2) sabe-se que se C(0) # 0 entao A7, , A5, ..., A} é um
conjunto fundamental de solugoes , onde C'(n) é o casoratiano do conjunto de solugoes de
(49). Temos que

1 1 o1
Mo X

coy=\. 7 7 =11 &-m
’ : o 1>i<j>k
MO N

A dltima igualdade deve-se ao fato de a matriz desse determinante ser uma matriz conhecida
como Matriz de Vandermonde, cujo resultado do determinante é conhecido.
Como, por hipdtese, \; # A; para todo i # j entdao C(0) # 0 e o conjunto A}, A3, ..., A}
é um conjunto fundamental de solugoes.
O

Vamos, agora, determinar um conjunto fundamental de solugoes para o caso em que
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alguma raiz da equacao caracteristica apresenta multiplicidade maior que 1. Para isso
vamos precisar fazer algumas definigoes.

Definigao B.6. Chama-se operador deslocamento da sequéncia (x,) e representa-se
por E ao operador que satisfaz

Exn = Tnt1, N € N

Defini¢ao B.7. Denominaremos operador de diferenca anterior da sequéncia (x,)
e representaremos por /A ao operador que satisfaz

Az, =Tpi1 — Ty, n €N

Definicao B.8. Denominaremos operador identidade da sequéncia (x,) e representa-
remos por I ao operador que satisfaz

Ix, =x,, n €N

Por convencao E° = A =T

Teorema B.4. Se E ¢ o operador deslocamento da sequéncia (x,,), entao,
E*z, =xpip, k€N

A demonstragao desse teorema é feita por indugao em k.
Teorema B.5. Os operadores E e (I + A) sao equivalentes.

Demonstracao: Por definigao, para todo n € N temos Az, = z,11 — x, logo, x,11 =
T, + Ax,,. Também por definicao,

Ex, =z, =x,+ Az, = ([ + A)zx,

O Escrevendo a equagao de diferencas (49) na sua forma equivalente

Tptk T ClTptk—1 + C2Tpik—2 + -+ cpxy =0
e usando o operador de deslocamento, F, a equacao assume a forma
(B + aE" '+ B* 2 + oo+ 1 E 4 ¢p)1, = 0
Denotando-se por P(FE) o operador polinomial
PE)=E*+cE*¥ ' 4 ,B" 2+ 4 ¢ E + ¢, (51)
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escreveremos a equacao de diferencas como
P(E)x, =0

Teorema B.6. Seja P(E) o operador polinomial definido em (51) e g(n) uma fun¢ao de
argumento discreto. Entao

P(E)(b"g(n)) = b"P(bE)g(n)

Demonstracao: E facil ver que E(znyn) = Tni1 Yns1 = Ex, By, assim

P(E)(0"g(n)) = ag E*b" g(n) +ay E*¥"1 6" g(n) + - - - 4+ ax b™ g(n)
=ag 0" EF g(n) + a1 0" EM g(n) + -+ ap b g(n)
=" (agb* E* g(n) + a1 0" " E* 1 g(n) + -+ - + ax g(n))
= b" P(bE) g(n)

Teorema B.7. Seja P(n) = agn® + ayn*~' + -+ + a, um polinémio de grau k, com
coeficientes reais e k € N.
Entio A*(P(n)) = agk! e AF(P(n))=0 parai> 1.

Demonstragao: O operador de diferenca aplicado em P(n) resulta em

AP(n) = P(n+1) — P(n)
_ (ao(n+1)k+a1<n+1)k71+...+ak,1(n+1)+ak>

— (aonk—i-alnk*l+'--+ak_1n+ak)

Sabe-se que
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(n+ 1)1 = § (k ; 1)nk—1—z’

i=0
= 1
(O)n +(1)n+2n++k_2n+
Por substituicao obtém-se
AP(n) = agkn* ™t + q(n),

onde ¢;(n) é um polinémio em n de grau k — 2, com coeficientes reais.
A segunda diferenca do polinémio exprime-se como

A?P(n) = A(AP(n))
= A(agkn " 4+ q(n))
= aokl(n + 1) ="+ qi(n+1) —aq(n)

Como (n + 1)¥1 —n*1 = (k — 1)n*2 + r onde r é um polinémio de grau k — 3 e
¢1(n+ 1) — ¢1(n) é um polinomio de grau k — 3 resulta que

A*P(n) = apk (k — 1) + q2(n)

onde go(n) é um polinémio em n de grau k — 3, com coeficientes reais.
Aplicando k vezes esse processo obtém-se

AFP(n) = ag k!

AFP(n) =0 parai > 1

O Sejam A, Ao, A as raizes da equacao caracteristica de (49) podemos reescrever a

equacao de diferencas como

De forma que, se as raizes distintas sao Ay, Ag, ..., A\, cujas multiplicidades sao, respecti-
vamente, mq, mo, ..., m, entao reescreveremos a equagao de diferencas, agora como
(E—=X)™(E—=X)™ .. (E=X\)"2,=0 (52)

73



Assim, as solugoes de
(E—X)™x,=0 (53)

também sao solugdes da equagao (52). Para se determinar a solugoes de (52) tem-se de
encontrar um conjunto fundamental de solugoes da equacao (53) para 1 > i > r. Podemos
faze-lo aplicando se os seguintes teoremas:

Teorema B.8. O conjunto G; = {\I,nA", n?\", ... ,n™ A"} é um conjunto fundamental
de solugoes de (53).

Demonstragao: Inicialmente provaremos que nf\! |0 < ¢ < m; — 1 é solugao de (53).
Pelo teorema (B.6 ) sabe-se que

(E = X\)™ ' (nIA7) = AP(NE — \;)™ind
= A — T)™ins
— A A

=0

uma vez que m; > ¢, conforme teoremas (B.5) e (B.7). Como \; # 0, entao o conjunto G; é
linearmente independente se o conjunto {1, ,n, n?, ... n™ '} for linearmente independente.
Sejan > ng e ay, o, ..., Quy, constantes nao nulas. Da relagao ay1+asn+-- -—I—Ozminmi_l
sai que ap = ap = -+ = q,, = 0, pelo que o conjunto {1,n,n? ... ™1} é linearmente

independente e, portanto, GG; é um conjunto fundamental de solugoes. O J& se sabe

como determinar a solugao de (53) . Para calcular a solucao geral de (52) também se tem
de encontrar um conjunto fundamental de solucoes, o que sera feito a partir do seguinte
teorema.

Teorema B.9. O conjunto G = U]_,G; € um conjunto fundamental de solugoes da equagao
(52).

Demonstracao: Tem-se que o conjunto GG é dado por

n o \n n n n n 2\n o 2\n
{AT AL, A AT, nAY, L nAL AT, A L
2\n mi—1yn mo—1yn mr—1yn
nEAL, T TN R TIND L ™AL
E necessario provar que para cada i, 1 < ¢ < r a expressao nfA}, 0 < g < m; —1¢
solucao da equacao (52). Seja ¢ = 1 (para os outros valores de i é andlogo). Substituindo

a expressao nYA} na equagao (52) vem

(E — )\1)m1 (E — /\2)m2 N (E — )\r)mrnq)\’f
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e pela comutatividade dos fatores e usando que m; > ¢, temos que

(B =)™ .. (E = \)™(E — A\)™ni\" =
(E—X)™ .. (B = \)™ A (EA — A\)™n =
(E—X)™ .. (B — \)™ XIF™M A0 =

Em relagao a independéncia linear basta ver que da relagao
T
Z Mo+ qian + @ian® + -+ Qppmon™ ) =0 (54)
i=1

saique a;; =0, 1 <i<r, 0<7<m;—1 O

Corolario B.1. A solugdo geral da equagao (52) €
Z )\?(ai,[) + Ozi717’l + Oji72n2 + -4 a@mi_lnmi_l) (55)
i=1

onde «; j sao constantes quaisquer.

Demonstracao: Usando a defini¢ao (B.3) e o teorema (B.8) temos que
Ailano + Qi + g, —n™ 1)
¢ solugao geral de (53) e, consequentemente, uma solugao de (52). Novamente, usando a

defini¢ao (B.3) vem que

1
Ai(oq o+ @ian + G m,—n™ )

é a solucao geral de (49). O

C Critério de Jury

O critério de Jury, [7], permite determinar se todas as raizes de um polinémio da forma
P(n) = anxn + an—lxn_l + ...+ a1x+ag, ap> 0

estao dentro do circulo unitario.
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Inicialmente montamos a seguinte tabela:

Qp Ap—1 Ap—2 . ag ay ao
bnfl bn72 bn73 s bl bO
Cn—2 Cn-3 Cn—4 s Co

hn Yo

20

em que os coeficientes sao dados por
bi:ai—l—l_koan—l—i ZZO,,n—l

Ci:bi—l—l_klbn—Q—i ZZO,,TL—2

di:C,H,l—kQCn,g,i 1= ,...,n—3
com b
Qo 0 Co
kO = kl = b ’ k? -
Qp, n—1 Cn—2

e assim por diante.

A condicao necessaria e suficiente para que as raizes estejam no interior do circulo
unitario é que todos os coeficientes da primeira coluna da tabela sejam positivos. Além
disso, o nimero de elementos com coeficientes negativos na primeira coluna indica o
nimero de raizes fora do circulo unitario.
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