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Resumo: O trabalho desenvolvido aqui se restringe a aplicacao da matemética em uma
area da fisica conhecida como Mecanica Analitica ou Mecanica Classica. Um curso de
Mecanica Analitica é bastante extenso. Desta forma focamos este trabalho nos aspectos
introdutérios da Mecanica Classica desenvolvendo o principio de d’Alambert e as equagoes
de Lagrange, que sao formas alternativas as leis de Newton para solucao de problemas
fisicos.

Este trabalho é apresentado da seguinte forma. Na primeira secao apresentamos uma
introducao a Mecanica Analitica, na segunda secao apresentamos alguns dos conceitos
fisicos e matematicos que serao necessarios para o entendimento das formulagoes que
sao apresentadas nas segoes seguintes. Na terceira segao serao apresentados vinculos e
coordenadas generalizadas, conceitos de grande importancia no texto. Na quarta secao
desenvolvemos o principio de d’Alambert que constitui um avanco relativamente a for-
mulacao newtoniana porque exclui qualquer referéncia as forcas de vinculo. Ainda na
quarta segao apresentamos algumas aplicacoes classicas da mecanica como o péndulo sim-
ples e maquina de Atwood. No exemplo final da secao vamos encontrar as equacoes de
movimento de um péndulo de comprimento fixo e com dissipacao. Na quinta secao de-
monstramos as equacoes de Lagrange para o caso geral. Resolvemos o mesmo exemplo
final da secao anterior e encontramos as mesmas equacoes de movimento do péndulo dis-
sipativo. Logo percebemos que é mais vantajoso usar as equagoes de Lagrange em relacao
ao Principio de d’Alembert, pois usamos um nimero minimo de coordenadas. Finalmente
na ultima secao demonstramos as equagoes de Lagrange para o caso particular em que
o sistema mecanico estd sujeito a potenciais conservativos, além de incluirmos algumas

aplicagoes deste método.
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1 Introducao

Pode-se dizer que a mecanica analitica é a base de grande parte da fisica tedrica e trata-se
de uma disciplina de carater eminentemente matematico. Para uma boa leitura, tém-se
como pré-requisitos matematicos essenciais os cursos de calculo de uma e vérias varidveis,
equagoes diferenciais ordinarias e algebra linear. A mecanica analitica é um ramo da
fisica onde se desenvolve um conjunto de formalismos que se aplicam a uma classe muito
abrangente de problemas.

Este trabalho nao visa o aprofundamento da mecanica analitica e sim usar conceitos
basicos da fisica e do cdlculo de uma e varias variaveis da matematica para tornar possivel
a compreensao do principio de d’Alembert e das equagoes de Lagrange.

Jean le Rond d’Alembert, parisiense no século XVIII, fisico, matemaético e filésofo foi
o responsavel por uma das afirmacoes classicas do movimento: o Principio de d’Alembert.
O fisico foi co-editor da primeira enciclopédia europeia, e por por suas investigacoes em
Matematica sobre as Equagoes Diferenciais e as Derivadas Parciais.

Discipulo intelecual de Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange, nascido em Turin na
Italia em 1736 e pertencente a uma familia rica de origem francesa foi um dos maiores
matematicos de sua época. Suas principais obras sao: Apéndice a Algebra de Euler (1772),
Teoria das Fungoes Analiticas (1798), Licao Sobre o Célculo das Fungoes (1806), entre
outras. Atribui-se a Lagrange importantes descobrimentos mateméticos como a Série de
Lagrange, os Multiplicadores de Lagrange, Féormula da Interpretacao, Série de Lagrange,
Principio de Lagrange e Equacao do Movimento.

Neste trabalho vamos apresentar dois formalismos importantes em mecanica: o principio
de d’Alembert e as equacoes de Lagrange. Estes formalismos estao na base da mecanica

analitica. Um estudo mais aprofundado do assunto ¢ encontrado nas referéncias [4] e [1].

2 Conceitos basicos

No decorrer do texto vamos utilizar alguns conceitos da mecanica classica como as leis de
Newton, energia cinética e trabalho. Vamos comecar apresentando um resumo de alguns
conceitos fisicos e matematicos necessarios ao desenvolvimento da teoria. Nao vamos
delongar nas defini¢oes, mas o leitor que desejar mais detalhes é encorajado a recorrer
a referéncia [2] ou algum outro material de mecanica cldssica. Segue abaixo a definicao

desses conceitos:

, — =
1¢ Lei de Newton: Se nenhuma forga resultante atua sobre um corpo (Fr = 0 ), sua

velocidade nao pode mudar, ou seja, o corpo nao pode sofrer uma acelaragao.



2% Leir de Newton: A forca resultante que age sobre um corpo é igual ao produto da

massa do corpo pela sua aceleracao.
—
FR = mﬁ

3% Let de Newton: Quando dois corpos interagem, as forcas que cada corpo exerce

sobre o outro sao sempre iguais em modulo e tém sentidos opostos.

A energia cinética T é a energia que estd associada com o estado de movimento
de um objeto. Este tipo de energia é uma grandeza escalar que depende da massa e do
modulo da velocidade do objeto em questao. Para um objeto de massa m cuja velocidade

v € muito menor que a velocidade da luz a energia cinética é dada por:

va

=22 (1)

O Trabalho representado pelo simbolo W, é a energia transferida para um objeto
ou de um objeto através de uma forga que age sobre o objeto. Quando o objeto recebe
energia o trabalho é positivo; quando o objeto cede energia, o trabalho é negativo.

O trabalho realizado sobre uma particula por uma forca constante F

durante um deslocamento d é dado por
W = F.d = Fdcos#, (2)

onde 0 é o angulo constante entre Fed.

F

)

=

Figura 1: Trabalho.

Apenas a componente de F na direcao do deslocamento d pode realizar trabalho sobre
o objeto. Quando duas ou mais forcas agem sobre um objeto, o trabalho total é a soma
dos trabalhos realizados pelas forcas, que também é igual ao trabalho que seria realizado
pela forga resultante F R-

Muitas vezes em nosso estudo utilizaremos as derivadas parciais. Nao investimos aqui
muito esforco para apresentar todas as regras de derivagao relevantes. Caso julgue ne-

cessario, o leitor pode recorrer aos livros de célculo diferencial e integral de sua preferéncia.



Um livro texto que aborda este assunto em mais detalhes é apresentado na referéncia [5].
Seguem abaixo algumas regras importantes.

Se f ¢ uma fungao de duas varidveis, vamos denotar suas derivadas parciais de f, e f,.
Como f; e f, sao funcoes de duas varidveis, podemos considerar novamente suas derivadas
parciais, onde denotaremos (f;)z, (f2)y, (fy)z € (fy)y derivadas parciais de segunda ordem

de f. Por exemplo se z = f(z,y), temos:

_ o _ 0 (o _of o (of\ o
== () =5 0=t (5r) = e
_ . _ 0 [of\ _ of .0 (or\ _ of
== 55 (55) =ty © U=t =35 (55) = 5

Teorema 2.1 Teorema de Clairaut Suponha que f seja definida em uma bola aberta
D que contenha o ponto (a,b). Se as fungoes fuy € fyz forem ambas continuas em D,

entao
fay(a,b) = fy(a,b).

Abaixo apresentamos a regra da cadeia em dois casos:

A Regra da Cadeia (Caso 1) Suponha que z = f(z,y) seja uma funcao dife-
rencidvel de = e y, onde = = ¢g(t) e y = h(t) sdo fungoes diferenciaveis de t. Entao z é
uma funcao diferenciavel de t e

dz Ofdx Ofdy
At~ Ordt  Oydt’

A Regra da Cadeia (Caso 2) Suponha que z = f(x,y) seja uma funcao dife-

rencidvel de x e y, onde z = ¢g(s,t) e y = h(s,t) sdo funcoes diferencidveis de s e t.

Entao

0: 000 020y 0:_0:0 0:0y
ds Oxds Oyds Ot Oxot Oyot

Se f é uma funcao de duas varidveis z e y, entao o gradiente de f é a funcao vetorial

V f definida por

Vi) = G )i+ G @)

Uma vantagem do formalismo de d’Alembert sobre as leis de Newton ¢ a utilizacao do
conceito de vinculos, o que simplifica substancialmente o problema a ser resolvido. Como
consequencia das equagoes de vinculo o niimero de coordenadas originais do sistema pode
ser reduzido a um conjunto com o minimo de varidveis, chamadas de coordenadas gene-
ralizadas, necessarias para a descricao do sistema. O formalismo de Lagrange, que sera
apresentado mais a frente, explora os vinculos para obter as coordenadas generalizadas.

Para isto, apresentamos agora os conceitos de vinculo e coordenadas generalizadas.
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Vinculos e Coordenadas Generalizadas

O objetivo deste trabalho é encontrar e aplicar o principio de d’Alembert e as equacoes de
Lagrange que sao particularmente convenientes para descrever as equagoes de movimento
de sistemas que podem estar sujeitos a certas restricoes ou vinculos. Para isso devemos
saber o que sao vinculos e coordenadas generalizadas. Nesta secao apresentamos os con-
ceitos de vinculos e coordenadas generalizadas citando o exemplo do péndulo duplo, um

exemplo classicos da mecanica.

Vinculo é uma restricao de natureza geométrica ou cineméatica ao movimento das
particulas de certo sistema. Sao restrigoes as posicoes ou velocidades das particulas.
Portanto a propria formulacao da equagao de movimento precisa levar em conta esses

vinculos ou essas restricoes.

Exemplo 2.1 Um péndulo duplo oscila num plano vertical fixo, conforme a figura abaizo.
Este péndulo € constituido por um péndulo rigido de comprimento l; e de massa my, ao
qual estd ligado um segundo péndulo rigido de comprimento ly e de massa mo. Os angulos

0, e 0y representam os angulos que as hastes ly e ly formam com a vertical.

v

AN

(1,91)
mi

N2

Lo, s
- mo ( 2 JZ)

Figura 2: Péndulo duplo plano.

Considerando (z1,y1) e (x2,y2) coordenadas das respectivas massas m; e ms, temos
que as coordenadas x; e y; nao sao independentes entre si, pois a distancia de m; a origem

tem que ser igual a l; (dg,,, = (1). Portanto uma condi¢do que temos é:
i +yi = 1. (3)

Por outro lado as coordenadas x5 e 3 também nao sao independentes entre si, a

distancia entre m; e my tem que ser igual a ly (dy, m, = l2), Ou seja

(w2 =21 + (1o —)* = 13 (4)



No caso do péndulo duplo plano hé duas equagoes de vinculo (3) e (4). Elas refletem
que a distancia dg ,,, € dp, m, sdo fixas.

Vinculos Holonomos. Sejam &1, &, ..., &y coordenadas arbitrarias para descrever
um sistema mecanico (podem representar posiges, angulos, etc). Se os vinculos forem

todos da forma:
f(glu 527 3} £M7 t) = 07

eles sao ditos holénomos 3. Um exemplo de vinculos holénomos sao o do exemplo anterior

que podem ser escrito na forma:
iyt —11=0 e (za—21)°+ (o —w) —15=0.

Coordenadas generalizadas é um conjunto minimo de coordenadas necessérias
para descrever a configuracao de um sistema em relagao a algum referencial. Para isso as

coordenadas generalizadas devem

i) Ser independentes entre si,
ii) Caracterizar univocamente a configuragao do sistema a cada instante,

iii) Tornar os vinculos identicamente satisfeitos.

No caso do péndulo duplo, discutido no exemplo (2.1):

v

04 h

(1,y1)
5!

(.L'Q. yg)

Figura 3: Péendulo duplo plano.
Vimos que os vinculos sao

+yi =0 e (ra—x1) + (o — )’ =105

3Vinculos que envolvem coordenadas e velocidades ndo sdo holénomos. Mas se o vinculo é integravel
reduzindo a equagao do vinculo a uma relacao entre coordenadas apenas, entao o vinculo é holonomo.
Nao entraremos em detalhes dos vinculos nao holénomos pois foge do assunto deste trabalho. O leitor

que tiver interesse pode recorrer & referéncia [4] para mais detalhes.



Temos que as duas coordenadas angulares ¢; e 6, atendem os requisitos que definem

coordenadas generalizadas. De fato:

i) Os angulos 6; e 0y sao independentes entre si, ou seja a posigao angular do péndulo de

massa mo € totalmente independente da posicao angular do péndulo de massa m;.
ii) Caracterizam univocamente a configuracao do sistema.

iii) Em termos das coordenadas 6, e 6 as coordenadas cartesianas da posigao das particulas,

(x1,11) e (z2,y2), podem ser escritas como

xy =Ilysenfy, y; =licosb, xo=I[ysenb; +lysenfy e yy =1 cosb; + lycosbs.

Substituindo z; e y; na primeira equagao de vinculo

vl +y; = Iisen®0, + 5 cos® 0,

= [i(sen®0, + cos®6;) = [3.

Substituindo x1, y1, x2 € Yo na segunda equacao do vinculo,

(o —21)? + (yo —y1)® = (lysen® + lasenfy — Iy sen ;) + (I cos Oy + Iy cos @y — I cos 0;)
= I3sen® 0, + 15 cos® Oy

= I5(sen® Oy + cos® ) = 13,

portanto quaisquer que sejam os valores de 0 e 0 as equagoes do vinculo sao

satisfeitas.

Vamos supor que todos os vinculos sejam holonomos, ou seja, para um sistema de N
particulas as equacoes de vinculo sé dependem das coordenadas das particulas e possi-
velmente do tempo. Desta forma os vinculos podem ser representados por expressoes do
tipo

fl(’l?l,...,’l?]v,t) - 0,

fp(Fla"'77?N7t) = 0.

em que p é o numero de vinculos.
Para descrever completamente um sistema de N particulas no espaco tridimensio-
nal a principio sao necessarias 3N coordenadas (x1,y1,21) ... (Zn, YN, 2x). No entanto,

como existem p vinculos holonomos, o niimero de coordenadas indispensaveis se reduz a
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n = 3N — p. Para um sistema de NN particulas no espaco com dimensao d, temos dN
coordenadas, onde apenas n = dN — p podem ser tomadas como independentes entre si,
e diz-se que o sistema possui n graus de liberdade.

Essas n coordenadas indispensaveis sao as coordenadas generalizadas e as represen-
taremos por qi, -+ ,q,. O nimero n é chamado de nimero de graus de liberdade. Em
termos das coordenadas generalizadas, a posicao de cada particula do sistema pode ser

escrita na forma
ﬁ:ﬁ(Q177Qn7t)a 221’7N (5)

Exemplo 2.2 No caso do péndulo duplo haviamos restringido o movimento a um plano.
Como d = 2 e o numero de particulas ¢ N = 2 temos dN = 4 coordenadas dadas por
(x1,91) e (x2,y2) ndo independentes entre si, as quais definem a posi¢do das massas my e
ma. Como existem dois vinculos (p = 2) o sistema possuin = dN —p =4 —2 = 2 graus

de liberdade, ou seja, duas coordenadas generalizadas.

Principio de d’Alembert

Nesta secao determinamos o principio do trabalho virtual e o principio de d?Alembert,
que usa a nocao de coordenadas generalizadas e o conceito dos deslocamentos virtuais
para eliminar as forcas de vinculo da descrigao do problema. Em seguida encontramos as
equagoes de movimento da maquina de Atwood, um exemplo classico da mecanica e no
exemplo final, as equagoes de um péndulo de comprimento fixo e com dissipacao.
Deslocamentos Virtuais. Representamos deslocamento virtual por 67 que é um
deslocamento infinitesimal de um ponto a outro ponto da curva (ou superficie) no mesmo
instante ¢, o vetor formado por esses pontos é tangente a curva (ou superficie). Ou
seja, dado um sistema de N particulas os deslocamentos virtuais 67,7 = 1,2,..., N sao
deslocamentos infinitesimais das posicoes 77, 7, ..., 7'y realizados instantaneamente.
Suponha um vinculo, por exemplo uma curva, que dependa do tempo, ao qual o

movimento da particula estd restrito. A equacao de vinculo, neste caso, é dada por

f(z,y,t) =0.

O vinculo pode também ser uma superficie, neste caso a equagao de vinculo é f(z,y, z,t) =
0.

A figura abaixo ilustra a diferenca entre deslocamento virtual e real para uma particula
restrita a uma superficie onde a velocidade no instante t é w.

Deslocamento real, representado por dr’ é um deslocamento que cada particula do

sistema sofre no intervalo de tempo dt de acordo com as equagoes de movimento do



Figura 4: Deslocamentos em superficie movel.

sistema. O vetor dr em geral ndo é tangente a curva. Se a curva(ou superficie) estiver
fixa, ou seja nao possui dependéncia do tempo, entao dr e § sao ambos tangentes a
superficie.

Se a superficie a qual o movimento da particula estd condicionado é idealmente lisa
(E uma superficie considerada ideal, em que o coeficiente de atrito é igual a zero), logo, a
forga de contato entre a particula e a superficie nao contém componente tangencial, mas
apenas normal a superficie.

Como a forca de vinculo f ¢é perpendicular a superficie no instante ¢ e deslocamento

virtual 07 é tangente a superficie , temos que

—

W=f. 67=0,

ou seja, o trabalho é zero.

2.1 Principio dos Trabalhos Virtuais

A formulacao newtoniana da mecanica para um sistema de N particulas caracteriza-se

pelo conjunto de equagoes diferenciais

onde F; é a forga total, ou resultante, sobre a i-ésima particula.

Na fisica é comum escrever a derivada em relagao ao tempo utilizando um ponto. Por

. N ro, .
exemplo, a velocidade, dada por v = e é escrita como
U=r

Similarmente, a aceleracao é escrita como @ = 7.



Nesse formalismo, a distincao entre forcas de vinculo e outras forcas, que chamaremos
de forcas aplicadas, ¢ fundamental. Escrevemos a forca resultante na i-ésima particula
como

F=F"+f, (7)

)

onde f; é a forca de vinculo e Fi(a ¢ a forga aplicada, ou forca ativa.

Exemplo 2.3 Considere um péndulo simples de massa m.

T
m

mg

Figura 5: Péndulo Simples.

A forca peso € a que chamamos de forga aplicada e a for¢a T, tensao no fio, € a forca
de vinculo pois € a tragcao no fio que mantém a massa m sempre a uma distancia fiza do

ponto de suspensao. Entdo a for¢a responsdavel pelo vinculo € tensdo no fio.

Vinculos cujas forcas associadas nao realizam trabalho durante deslocamentos virtuais

sao chamados de vinculos ideais, ou seja
N
> fidri=0. (8)
i=1
Para um sistema em equilibrio a forca resultante sobre cada particula é zero, ou seja,

N
Zﬁ,»-aﬁ:o pois cada F, = 0. 9)

=1

Substituindo (7) em (9) temos:

N N
STEY 6T+ i o =0, (10)
=1

i=1
Como o trabalho virtual das forcas de vinculo é zero, temos o principio dos trabalhos

virtuais

> EY 57 =0, (11)

=1
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Este principio € valido para qualquer sistema em equilibrio, com uma condicao que sé
envolve as forcas aplicadas, ou forgas ativas, onde as forcas de vinculo nao fazem mais
parte.

A segunda lei de Newton, declara que

—

Contudo note que da expressao do momento linear
Pi = 5Ty,

se derivarmos ambos os lados da equacao acima em relacao ao tempo, onde a massa m;

de cada particula é constante, temos:

Substituindo este resultado na segunda lei de Newton obtemos

Usando o fato de que a forca resultante F; sobre a i-ésima particula pode ser decom-
posta como uma soma de forgas de vinculo com forgas aplicadas, equagao (7), reescrevemos
a equacao acima como:

- FY = fi (14)

7

Multiplicando escalarmente ambos os lados pelo deslocamento virtual 07; temos para

um sistema de N particulas.

N
S B)-om =Y fi- o (15)
i =1

Supondo que os vinculos sejam ideais, o lado direito da equagao acima é nulo, equacao

(8), e temos o Principio de d’Alembert:

N

> (b = F") -6 =0. (16)
i=1
Uma vantagem do Principio de d’Alembert com relacao ao formalismo newtoniano é
que ele simplifica o problema eliminando as forgas de vinculo.
Portanto nos casos em que os vinculos sao holonomos e ideais é mais vantajoso traba-

lhar com o Principio de d’Alembert,pois nao precisa usar forcas de vinculos.
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Exemplo 2.4 A mdquina de Atwood consiste em dois corpos de massas my e mo que
estao suspensos por uma corda inextensivel, de modo que esta corda esteja apoiada sobre
uma polia de massa desprezivel e presa num suporte rigido.

Utilizando o principio de d’Alembert, vamos encontrar as equacoes de movimento para
o sistema mecanico da figura abaixo, conhecido como mdquina de Atwood.

)

Figura 6: Maquina de Atwood.

Seja 1 = w17 0 vetor posicao da massa m; e Ty = X9l 0 vetor posicao da massa mg. A
forga ativa na massa m; é:

ﬁl(a) =g = mygi
analogamente a for¢a aplicada na massa my é:
F_;(a) = mggi

onde g ¢ mddulo da aceleracao da gravidade.

Temos também um vinculo, pois somando x; e x5 temos uma constante.
T1+ Ty = [. (17)

Tendo o vinculo z1 +x9 = [, 0s deslocamentos virtuais 7 e d7 nao sao independentes.
Logo de (17) decorre:

0x1 +0xo =0, ouseja, Oxy = —0x;.

Isto é, os deslocamentos das massas m; e my consistentes com os vinculos sao deslo-
camentos em que se m; sobe (ou desce) dx; e my tem que descer (ou subir) —dz;. Com

isso os deslocamentos virtuais sao dados por
57?1 = 5271@ e 5’/?2 = (51‘2@ = —51’15 (18)

12



Como héa duas particulas no sistema, temos, a partir do principio de d’Alembert

0= (5 - )07 = (5 - £©) - o7 + (55— ) - o7, (19)

i=1

= (@)

vamos substituir (12), (18) e as forgas aplicadas ﬁl(a) e F5 " em (19) logo:

(myry — mygi) - 6210+ (mary — magi) - (—da11) = 0. (20)
Como 7 = 17 € Ty = Tl temos:
F=d10 e 15 = gl (21)
Agora derivando o vinculo duas vezes em relagao ao tempo temos
T+ 22 =0 logo %= —aj.
E assim podemos reescrever T_Q’ como
Ty = diyl = — i, (22)
Substituindo (21) e (22) em (20):
(m1@17 — mygt) - dx10 + (Mmo(—12417) — magi) - (—dz17) =0
myx10xy — mygdry + mex10xy + mogdry = 0,

colocando 0z, em envidéncia
(m1@1 — myg + mady + mag)dx; = 0,
como dxq € arbitrario temos que

0 = (mu@1 —mig + mati + mag)

= (my +mg)a; — (my —ma)g

logo

(mq 4+ mg)a; = (my — ma)g.
Portanto a aceleracao da massa m; é
.. my — Mo
T = )

mi + Mo

e a aceleragao de mqy é 2y = —17.
Neste caso, temos que a aceleragao 2 e o5 sao constantes, onde facilmente obtemos a

velocidade e a posicao de my e mo.
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Exemplo 2.5 Considerando um péndulo de comprimento fixo e com dissipa¢cao, vamos

encontrar suas equagoes de movimento, analisando seu comportamento.

Para o nosso exemplo temos uma unica particula, logo do principio de d’Alembert ou

seja de (16) temos que:

S - B0 = (- F) 67 =0,

ou seja,
0 0F=F %

De (12) em que P, = m,T; temos a seguinte equacao do movimento (d’Alembert)

mr - 6F = F - 67, (23)
como
r=17(0) = z(0)i + y(0)J, (24)
derivando r em relagao ao tempo temos
o 5 dr .~ dy,.
vT=7= @02 + @9], (25)

derivando 7 em relacao ao tempo novamente:
d’x dx d?y

. . . . dy -
— o e A o A~ - J 2 A -J ~
T— d629 z—l—d992+d929 j+d99]

= (T 26 iy (e W) 5, 2
(d92 3 )Z+(d92 8 )] (26)

Considerando [ o comprimento do péndulo, temos:
z(0) =lsen(f) e y(0) =1lcos(d) (27)

derivando z e y em relacao a # temos:

dx @

= cos(0)l e i —sen()l (28)
a derivada de segunda ordem de x em relagao a 6 é:
d2
d—ef = —sen(0)L. (29)
Analogamente, temos que a derivada de segunda ordem de y em relagao a 6 é:
d*y
Tz cos(0)1. (30)
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O nosso objeto é reescrer a equagao (23). Para isso vamos trabalhar primeiramente
com o lado esquerdo da equacdo, ou seja, com mr - 67. Substituindo (28) , (29) e (30) em
(26) temos

B (_ sen(0)16” + COS(@)J@) P+ (— cos(0)16% — sen(@)lé) J-
entao :

mr=m [ (— sen(6)16% + cos(@)lé) 1+ (— cos(0)16° — Sen(9)19> j] : (31)

De (24) onde 7= z(0)i + y(0)j temos

or = dz(0)i + oy(0)7, (32)
dx dy o
como dz(f) = @59 e oy(h) = @59, substituindo dz(f) e dy(#) em (32):
L_de o dy
or = d9502+ daé@j, (33)

agora vamos substituir (28) em (33) ou seja:
07 = [cos(8)l7 — sen(0)1]] 06. (34)

Para obter a nova equacao do lado esquerdo da equagao de (23), vamos fazer o produto
escalar de (31) por (34)

mr-0F = méf (— sen(0)16° + COS(Q)Zé) - cos(0)] + méo (— cos(0)16% — Sen(9)1é> - (—sen(0)])
= mdb [ — sen(f) cos(A)1262 + cos?(0)1%0 + sen(6) cos(0)1%6% + sen2(9)lzé] :

Simplificando a expressao acima, cancelando alguns termos e usando a identidade

trigonométrica sen? § + cos? § = 1, chegamos em:
mr - 6F = ml*650 (35)

Vamos agora analisar o lado direito da equacao de d’Alembert, F. 07, em que a nossa
equagao inclui dissipacao. Uma boa forma de modelar a dissipacao é considerar que a
forca de arraste aerodinamico é proporcional ao quadrado da velocidade. O mdédulo da
forca de dissipacao, neste caso, ¢ A = yv?, em que 7 é a constante de dissipacao.

A forga dissipativa é contraria ao movimento conforme a figura abaixo. Sendo assim
o vetor forca de arraste aponta na direcao oposta ao vetor velocidade e é dado por A=

—yv?—, em que v é o médulo da velocidade.
v
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Y

Figura 7: Dissipacao do péndulo.

Logo temos que a forga F=P+A4 pode ser reescrita como:

F=mgj— 7@2%, = F =mgj— 0. (36)
Substituindo (28) em (25):
7 = cos(6)10i — sen(6)167. (37)

onde o mdédulo de v é

v = \/(008(0)1)2 02 + (—sen(0)1)” 62,

simplificando a expressao acima utilizando a identidade trigonometrica sen? +cos? 6 = 1,
chegamos em:

v =0l (38)

e que
v? = %12, (39)

Substituindo (38) e (37) em (36), temos

F =mgj—v|0|l - [cos(A)li — sen(6)17] 6. (40)

Vamos tirar o médulo de §, tomando cuidado com o sinal ou seja || = sinal(6)d e
reescrever (40) como: *

F = —~sinal(6)6212 cos(6)i + [mg + ~ysinal(§)6%12 sen(@)] J- (41)

Fazendo o produto escalar de (41) por (34) vamos obter uma nova equagao para o lado
direito de (23):
F.6F = |—ysinal(0)6%2 cos(0)i + (mg + sinal(8)621 sen(@)) j}
(cos(0)li — sen(0)17) 00,

4Por exemplo, se z = —7 entdo asinal(z) = —a.
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ou seja,
F - 67 = —vsinal(0)621° cos?(0)56 — mg sen(0)160 — »sinal(§)621° sen?(0)d6.

Simplificando a expressao acima e usando a identidade trigonométrica novamente che-

gamos em:

F - 67 = —vsinal(0)6%1200 — mg sen(6)160. (42)

Portanto, para obter a nova equacao de (23):
mr - 0F = F - 0F
basta igualar (35) e (42), ou seja:
mi?050 = —~sinal(0)0%1°60 — mg sen(0)166,

cancelando os 66, colocando 6% em evidéncia e dividindo todos os termos por m, chegamos

na seguinte equacao diferencial nao linear:
120 + sinal(8) L1362 + gsen(6)l = 0. (43)
m

que ¢é a equacao de movimento do péndulo de comprimento fixo e com dissipacao.

Equacoes de Lagrange

Nesta secao determinamos as equacoes de Lagrange, reduzindo o principio de d’Alembert
(que ainda exige trabalhar com mais coordenadas do que o necessario) a uma soma de
produtos de expressoes por deslocamentos virtuais em que todos esses deslocamentos
virtuais sejam independentes. Como exemplo encontramos as equacoes de movimento do
péndulo de comprimento fixo e com dissipagao, visto na se¢cao anterior. Para alguns casos
do exemplo e com o auxilio do geogebra ®, analisamos graficamente o comportamento das
equagoes.
Partindo do Principio de d’Alembert

N

S (mati - B7) o7 =0, (44)

=1

onde p; = m;0;, vamos reformular cada termo de (44) separadamente e chegar nas equagoes

de Lagrange.

50 GeoGebra é um software de matemética dindmica que reine recursos de geometria, dlgebra e
calculo. Link : www.geogebra.org
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Primeiramente vamos relacionar os deslocamentos virtuais (d7;) das posigoes das particulas
com os deslocamentos virtuais das coordenadas generalizadas, onde os 7; sao fungoes dos
s e possivelmente do tempo, equacao (5), e como os deslocamentos virtuais sao feitos a

t fixo entao:

or;
or; = Z 8qk5qk. (45)

Substituindo (45) em (44):

> (it £)- (3 o) =

i=1

aplicando a distributiva temos

ou seja,
N n N n
- 0r; ~(a) OF;
SO it =YD R Sl (46)
i=1 k=1 r i=1 k=1 r
Definicao 2.1 Seja
(@) Or;
= F; - , 47
Q=2 R -5 (47)

a k-éstma componente da forca generalizada.

Substituindo (47) em (46) temos

N n = n
S o = > Qi (1)

Para encontrarmos as equacgoes de Lagrange precisamos manipular o lado esquerdo da

equacao acima. Note que

. or d or; oF;
Miv; - 5 = — | M0 - —— | —my7; - - 49
(-5 ) = () @

Além disso, como cada vetor posicao é funcao das coordenadas generalizadas e possi-
velmente do tempo temos, de (5) em que 7; = 75(q1, . .., Gn,t), @ =1,..., N, e pela regra

da cadeia que:

drl 87’@ . i —
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da.
onde ¢; = 245 Portanto,

dt 55 oF
1{1 — TZ’ (51)
8(]]' 8qj
o < :
pois 0. ¢ funcao das coordenadas generalizadas e do tempo. De fato
4a;
ov; 0 " or, . OF
- = I Z 49 + 57
G g = 0q; ot
B or; 04 0 (8ﬁ)
= 9q; 9g,. ~ Ogr \ Ot
= - O 94; em que
= 94; 94,
04; _ )0, j#k
g L, j=
Além disso temos que
or; u or; \ . 8 or;
it () ~ 2o () 31 (G o
A, = dq ot \ da
Supondo que as fungdes 7; = 75(q1, - - - , ¢n, t) sejam diferencidveis o niumero necessario

de vezes, podemos reescrever (52) como:

d (o o\ ., 0 (or
dt (aqk) B Z Iqr, (8611) i (8t> %9)
ar; . 07“2 _ ov;
. (Z at) -0 (54

oqy

onde usamos (50). Substituindo (51) e (54) em (49) temos:

mv, Ori _ i (m-z? (%7) — my;U; 0u: (55)
1Y aqk d Y1 aq-k Y aqk'

Note agora que




Semelhantemente temos que

L Ov; 0 (mZ 42>
m;v; - —— v ). 56
Ay, 3% (56)
Substituindo estas duas tltimas expressoes em (55) temos:
. Or d[ o <mZ ﬁzﬂ 0 (ml 42>
m;v; s — = — (¥ V; . 57
Ogr  dt {0% 0 (57)

Agora substituindo a equacao acima em (48)

Z Z:: { th 9. (mlvfﬂ - a% (m?v”) } Oqr = Zn: Q10 (58)

Rearranjando a udltima equacao

“{d o N m; o 0 al mi Lo
2\ wog \ 22 ") o \ ) T Qepla=0 (9)
=1 i=1 =

“[d /(0T oT

Como todos os dq, sao independentes e arbitrarios, esta tltima igualdade s6 pode ser

satisfeita se o coeficiente de cada dq, for zero, ou seja

d (0T 8T

As equacoes acima as vezes sao chamadas de equagoes de Lagrange. Note que as equacoes
acima foram derivadas sem restringir os tipos de forgas aplicadas.
Vejamos que podemos utilizar tanto o principio de d’Alambert quanto as equacoes de

Lagrange para resolver o mesmo exemplo.

Exemplo 2.6 Considerando um péndulo de comprimento fixo e com dissipa¢cao, vamos

determinar suas equacoes de movimento, analisando seu comportamento.

Usando as Equacoes de Lagrange para resolver o exemplo proposto, temos:

d (0T oT
4 (%) T -q (62)
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Lembrando que o exemplo dado apresenta uma particula, e que no lugar das coorde-
nadas generalizadas ¢s temos o angulo 6, a energia cinética que vamos usar na equacao

acima é dada por:

1
T = EmUZ. (63)

Na equacio (39) do exemplo 2.5, temos v? = [262. Logo

1 .
T= 5mz292. (64)

A derivada parcial de T em relacio a 0 é:

a—r = mlzé,

d (0T s

Observando que a energia cinética nao depende da coordenada €, temos que a derivada

logo

parcial de T" em relagao a 6 é:
oT

— =0. 66
00 (66)
Portanto o lado esquerdo da igualdade de (62) é dada por
d (oT or .
— | =) — == = ml*. 67
dt (39) a0 " (67)

Para reescrever o lado direito da igualdade de (62), ou seja, de @ que por definigao é

. oF

—

basta encontrar 8_2’ pois F ja foi calculado no exemplo 2.5. Lembrando que:
7=r1(0) = z(0)i + y(0)),

entao a derivada de r em relagao a 6 é:

dr  dx dy .

Substituindo (28)
dx dy
i cos(f)l e i —sen(0)]

em (69) temos:
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or

50 = cos(0)li — sen(0)l]. (70)

—

- Or
Para fazermos o produto escalar F' - 5 vamos substituir (41) que é:

—

F = —~sinal(8)6%12 cos(A)i + |mg + ~sinal(§)6?12 sen(@)] j

e (70) em (68), ou seja:

I
=

QU|QD

Q = F-
= { ~sinal(6)6%1% cos(6)i + (mg + ~ysinal()6%12 sen(&))j}
{cos )li — sen 9)[4
= —~sinal(0)61% cos®(0) — mgsen(#)l — vsinal(0)6%1% sen?(h).
Simplificando a expressao usando a identidade trigonométrica temos:
Q = —ysinal(0)0%1> — mgsen(0)L. (71)

Substituindo o lado esquerdo (67) e o lado direito (71) na igualdade (62)
a(ory ot
dt \ 09 90

mi*0 = —vsinal(0)0%1> — mg sen(0)L.

temos

Dividindo todos os termos por m, chegamos na seguinte equagao diferencial:

120 + 81nal(9)l392 +gsen(0)l =0 (72)

obtendo a mesma equagao dlferenmal (43) nao linear do exemplo 2.5.
Com o auxilio do geogebra, que resolve a EDO numericamente, geramos a figura 8.
Nesta figura a dissipacao é diferente de zero e utilizamos varias condigoes iniciais.
Tomando as condigoes iniciais C'Ig e C'I; onde a velocidade angular é maior, o péndulo
fica girando até comecar a oscilar e depois tende a parar. Para C'Ig o péndulo fica girando
em sentido anti-horario, sua velocidade angular diminui e por final o péndulo comeca a
oscilar até parar. A diferenca da CI; para Clg é o sentido que os péndulos comegam a

girar, no caso da C'I; o péndulo gira em sentido horario.
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Figura 8: Grafico do péndulo com dissipagao e de comprimento fixo. Fonte prépria

Para obter a equagao do movimento do péndulo simples sem dissipagao (y = 0) e de
comprimento fixo, ou seja [ constante, um exemplo cldssico®, temos da equacao diferencial

(72), a equagao do movimento do péndulo simples.
126 — g(—sen(A)]) =0

que pode ser escrito como

a’0 g
iz + 7 sen(d) =0
e seu comportamento, tomando varias condicoes iniciais é representado pela figura 9.
Quando as condigoes iniciais apresentam velocidades angulares maiores como C'lg, C'I; e
CI; o pendulo dente a girar. No caso das condigoes C'lg e C'I; o péndulo gira em sentido
anti-horario, ja na C'I; o péndulo gira no sentido horario. Para velocidades angulares

menores, quando tomamos as condigoes iniciais C'I3, C'Iy e C'I4 o péndulo tende a oscilar.

SIntimeros avancos tecnoldgicos sé se tornaram possiveis através do estudo dos péndulos na fisica,

visto que sao descritos como objetos de facil previsao de movimentos.
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Figura 9: Gréfico do péndulo simples sem dissipacao e de comprimento fixo. Fonte prépria

As equagoes de Lagrange envolvem um numero minimo de coordenadas, além de elimi-
nar qualquer referéncia as forcas de vinculo. Portanto é mais vantajoso usar as equagoes
de Lagrange em relacao ao Principio de d’Alembert, para encontrar as equacoes de movi-

mento.

Equacoes de Lagrange - Caso Conservativo

Nesta segao escrevemos as equagoes de Lagrange de outra forma, quando as forcas aplica-
das sao conservativas, ou seja, as forgas aplicadas derivam de potenciais. Como exemplo
encontramos as equacoes de movimento do sistema mecanico da maquina de Atwood e do
péndulo duplo usando o formalismo lagrangiano.

Para forcas aplicadas conservativas, vamos supor que existe uma funcao das posicoes

da particulas V' (r1, ..., 7x) tal que

F=-VV
9. . 0. » e
onde V, = —i1+ —)+ k ¢é o operador nabla em relacao a variavel ;. Portanto
~ ov. oV, JV.
L=V, V= —i+—j k 73
(al'iZ " ayij+ 0z; ) (73)
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logo podemos escrever as forcas generalizadas )5 como:

Q=Y A0 S (R 2 0
k i i an - T aqk iy an iz an
N

B —Z oV (’9:1:Z oV Oy; N oV 0z
- 0x; 8qk Qy; Oqr 0z Oqi, )

Pela regra da cadeia:

oV
Qu BT (74)
Substituindo a equagao acima em (61), ou seja, em
d (0T oT
(%) ~ 5 =
temos
d (0T or  ov
dt (8_%) COq Oy’
ou seja,
4oy _or o
Oqi oqr  Og
que ainda pode ser escrita como:
d (0T 0
7 (a—qk> — 0_qk(T V) =0. (75)

Como V' por hipotese é funcao das posigoes, se substituirmos 71, ...,ry por suas ex-
pressoes em termos das coordenadas generalizadas, temos V' como funcao das coordena-

das generalizadas, portanto nao depende das velocidades generalizadas (gx). Sendo assim

ov
—— = 0 e, portanto, podemos reescrever (75) como:

G
d (0T 0V 0
- ) -—(T-V 0,
i (aqk aqk> A
ou seja,
d (0(T-V) 0
- —— ) - —(T - =0.
dt( 94 ) og. L V) =0 (76)

Definindo a funcao de Lagrange L, ou Lagrangiana, como a diferenca entre a energia

cinética e a energia potencial

L=T-V (77)
temos as equagoes de Lagrange na forma padrao:
d (0L oL
— = )—-—=—=0 ,k=1,...,n. 78
<5Qk> Gk (78)



A lagrangiana em geral é uma funcao

L= L(Qla "'7@!17417 "'7q'n7t)

de n coordenadas generalizadas, n velocidades generalizadas e em alguns casos pode de-
pender explicitamente do tempo. Portanto qualquer derivada parcial da lagrangiana em
relagao a suas varidveis também é funcao dessas variaveis. Quando se toma derivada em
relacao ao tempo aparecem segundas derivadas das coordenadas generalizadas. Entao
as equacgoes de Lagrange formam um sistema de n equacoes diferenciais ordinarias de
segunda ordem.

Exemplo 2.7 Refazendo o exemplo da mdquina de Atwood vamos encontrar as equagoes
de movimento para o mesmo sistema conservativo.

Z]

Figura 10: Méquina de Atwood.

Utilizando as coordenadas indicadas da figura acima, o vinculo é dado por x1+ x5 =1,
onde [ é uma constante determinada pelo comprimento da corda e pelo raio da roldana.
Além disso, escolhemos x; como coordenada generalizada.

A energia cinética do sistema é:

.2
mi .o Mg .4 my .o M2 .o (m1+m2)$1
T=—2 — Xyt = —r ) — s —————
p Ty Ty 2
pois de x1 = | — x5 deduz-se 1 = —25. Adotando o nivel zero do potencial gravitacional

no plano horizontal que passa pelo centro da polia, temos

V = —mygr; — magas
= —hmh1gr; — mgg(l - $1)
= —mygr; — magl + maegzy

= (mg — my)gxy — magl.
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Logo a lagrangiana é

(m1 + mz).ié12

L=T-V = 5 — (mg —my)gxy + magl.
Temos que
a—L——(m —myq) 6—L—(m+m)f e i 8_L = (my + mo)d"
3351_ 2 1)9, 0:1:'1_ 1 2)%1, dt \ oz, = 1 2)%1.

Utilizando as equacoes de Lagrange encontramos a equagao de movimento da massa

my

d (0L oL . .
o (0_331) ~ om =0 ouseja (my+my)a + (Mo —my)g =0,

portanto a acelaracao da massa m; ¢é

.. my — Mo

i = ———q.

mi + mo

De forma andloga encontramos a equacao de movimento da massa my. Ou podemos

lembrar que 25 = —17.

Exemplo 2.8 Vamos encontrar as equagoes de movimento de um péndulo duplo plano,

usando o formalismo lagrangiano.

h 4

NG

(1, !/1)
mi

(.1‘2. yg)

4 mao

Figura 11: Péndulo duplo plano.

Com base na figura acima, temos (x1, 1) e (22, y2) como coordenadas cartesianas das
massas mj e me, respectivamente. Os angulos ¢, e 0, sao as coordenadas generalizadas.

Em termos das coordenadas generalizadas temos

r1 =Il1senb; , x9= Iy senb; + lysenbs

1 =1licosty , yo =1y cosby + Iy cosby,
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de onde obtemos

Jfl = 1191 COS 81 s ,I:Q = llél COS 91 + 1292 COS 02

gjl = _llél SEn 91 s yg = —110.1 SENn 01 — 129'2 SEn 92.

A energia cinética do sistema ¢é

mﬂ)% mg’U%

T = :
2 2

ou seja,
my, . . mo , . .
T= 7( ) + 7(51322 +42%).
Substituindo os valores de 1, 41, Z2, Yo na equagao acima temos

T = % (1161 cos 01)* + (—116; Senel)Q]
+ % _(1191 cos 0y + lo0, cos 02)% + (—1191 sen 6 — lyf sen 92)2]
= % (lf cos? 91912 + l% sen? 91912>
+ % <lf€12 cos? 0y + 211156105 cos B, cos O + l%@ég cos® 0y

+ 13912 SeIl2 01 + 211129192 Sen 01 sen 92 + 13922 sen2 92)

colocando alguns termos em evidéncia , temos

T = %l%élz(sef 01 + cos® ;)
+ % l%912(sen2 0; + cos®0,) + lgégz(senQ 0y + cos? 0)
+ 2041560,65 (cos 0 cos B2 + sen 0 sen ;)

Utilizando as identidades trigonométricas sen? +cos? 6 = 1 e cos(6;—05) = cos 0 cos O+

sen 6 sen Oy:

T — @5%912 + @5%912 T @13922 + ™290,1,6,6, cos(6y — 02)
2 2 2 2
ou seja,
T = WZ%QEQ + %@922 + maly 26,6y cos(t — b2).
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Adotando o nivel zero do potencial gravitacional no plano horizontal que contém o

ponto de suspensao de mq, temos

Vo= —migyr — magys
= —myg(ly cosBy) — mag(ly cos by + Iy cosby)

= —(m1 + ng)gll COS 01 - ngglg COS 02.

Potanto a Lagrangiana L =T —V é:

L= WZ%E + %l?@; + mioly 50,0, cos(01 — 02) + (mq 4+ mg)gly cos 1 +magls cos Oy,
Substituindo
g—é—l = (my+ mg)lfél + migly Loy cos(0; — 65),
% (S—Hi) = (mq +m2)20; + malyly05 cos(6; — 65)
— Mmlyly0,60, sen(f; — 6y) + m2l112922 sen(f; — 65),
S—QLI = —molyly0,0, sen(fy — 03) — (my + ma)gly sen by,

na equacao de Lagrange
d (0L oL 0
dt \ 96, 00,
obtemos a primeira equacao do movimento do péndulo duplo:
(m1 +m2)1591+m211l292 COS(@l —92)+m2l1l2922 S€H(91 —92)+(m1 +m2)gl1 sen 91 =0. (79)

Substituindo agora

L . .
a—. = mglgeg + m2l1l291 COS(Ql — 02),
005
d /0L . .
— [ =] = mal3fy + malilyf) cos(h, — 0
dt(aez) 209V2 2016201 (1 2)
— m2l1l2912 sen(@l — 92) + m2l1l29192 Sen(91 — 92),
L .o
27 = m2l1l29162 SGH(@l — 62) — mggl2 Sen 02.
2

na equacao de Lagrange

d (0L oL 0

dt \ 96, 0y
temos a segunda equagao do movimento do péndulo duplo

mglgez + m2l1l26.?.1 COS(91 — 02) — mzlllgélz sen(@l — 02) + ngl2 sen 92 =0. (80)
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As equagoes (79) e (80) formam um sistema de EDOs nao lineares acopladas cuja
solugao fornece os valores de 6; e 05( ou 0, e 92) em funcao do tempo.

Todas as interacoes fundamentais da fisica sao tipicamente representadas por forcas
conservativas ou mesmo que nao sejam conservativas, por exemplo, no caso da forga
eletromagnética ainda sim é possivel dar uma forma Lagrangiana para as equagoes de
movimento para uma particula no campo eletromagnético. O fato é que todas as forcas
fundamentais da natureza conduzem a equagoes de movimento que podem ser colocadas

na forma Lagrangiana.

Consideracoes Finais

A Matematica é uma ciéncia bela por si s6 em sua formulacao e desenvolvimento.
Porém ela vai além disso. A Matematica é uma ferramenta universal no sentido de que ela
¢é usada para quantificar, descrever e fornecer previsoes nas diversas areas do conhecimento
como biologia, quimica, engenharias em geral e fisica, entre outras.

A proposta deste trabalho é apresentar o principio de d’Alembert e as equacoes de
Lagrange de forma que o professor do ensino béasico ou até mesmo alunos graduacao
possam aprofundar seus conhecimentos e tomar o texto como parte introdutoria para o

estudo da mecanica analitica.
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