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RESUMO

No presente trabalho é feito um estudo sobre isometrias no plano, tendo em vista sua signi-
ficancia na Geometria Plana, com énfase na utilizacao de software educativo nas aulas de Mate-
maética. Durante o desenvolvimento desse estudo realizou-se exposigao de algumas aplicagdes
do tema em outras 4reas: na Arte, na Musica, na Engenharia, entre outras. Também, destaca-se
a importancia do processo histérico na construcdo dos contetidos matematicos. Trazemos a
discussdo de algumas ferramentas do Geogebra, as mais relevantes ao desenvolvimento das
atividades propostas. Além disso, apresentamos defini¢des, exemplos e proposicdes a respeito
das isometrias: reflexdo, translagdo, rotacdo e reflexdo com deslizamento. Baseado no pres-
suposto de que o processo de ensino e aprendizagem da matemadtica deve ser interessante e
desafiador aos alunos, foram propostas atividades para serem desenvolvidas na sala de infor-
matica, para estudantes do oitavo ano do ensino fundamental da educagdo bésica de ensino,
com o auxilio das ferramentas do software Geogebra.

Palavras-chave: Isometria, geometria plana, GeoGebra, Laboratério de Informatica.



ABSTRACT

This paper is about an studying of isometries in the plan, considering its importance in Ge-
ometry Plane, emphasising on using educational software in mathematics classes. During the
development of this study , noticed that some theme applications are present in others areas:
art, music, Engineering and others. It was possible to notice how importante is the historical
process in the construction of mathematical content. It is also important to discuss about some
Geogebra tools, the most relevant to the development of the proposed activities. In addition,
we present definitions, examples and proposals regarding the isometries: reflection, transla-
tion, rotation and reflection to slip. Based on the pres-supposed that the process of teaching
and learning mathematics should be interesting and challenging to students, are proposed ac-
tivities to be developed in the inform tica room, for students of the eighth grade of elementary
school teaching of basic education, with the help of Geogebra software tools.

Keywords: isometry, plane geometry, GeoGebra, Computer Lab.
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INTRODUCAO

Desde que se tem lembranca, o homem deparou-se com situagdes, do seu cotidiano, que
tinham a ver com a simetria: de figuras, de objetos, de fendmenos naturais, de lugares, entre
outros. A primeira percepcao talvez tenha sido a de se olhar na beira de um lago com dguas
paradas ou mais adiante no tempo, ao olhar-se diante de um espelho, por exemplo. Nesse
sentido, (BOYER, 1996) afirma que Aristételes, enxergava a circunferéncia e a esfera no plano,
como as mais perfeitas figuras geométricas existentes, referindo-se dessa maneira a simetria
entre elas.

Dessa forma, a necessidade de se estabelecer conceitos e regras, fez com que ao passar dos
anos, os estudiosos procurassem fazer um estudo mais detalhado das simetrias, chegando en-
tdo ao conceito de isometrias, que sdo transformagdes geométricas que nado alteram a regido do

plano em que o objeto ocupa.
No mundo contemporaneo o estudo de isometrias, além da matemadtica, estd ligado a cul-
tura, em especial a arte e a musica, assim como a outras dreas, como a Arquitetura, a Engenha-

ria e a Fisica, entre outras. Diante desse cendrio tdo enriquecedor, podemos relacionar diversas

situagdes de nosso cotidiano, onde as isometrias aparecem com maior veemeéncia, tais como:

e Nas telas do artista M.C Escher;
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Figura 1: "Pintura de M.C Escher"disponivel em [17]

Nas esculturas de Antonio Francisco Lisboa, o Aleijadinho, nas Igrejas mineiras;

Na Lei da Conservagado da Energia em Fisica;

No equilibrio de balangas, utilizando as equagdes em algebra;

Na Engenharia e na Arquitetura: Em diversos monumentos erguidos em Brasilia, obras

do genial Oscar Niemeyer;

Figura 2: "Catedral de Brasilia"disponivel em [18]

e No estudo da arte indigena, com Vicente do Rego Monteiro;
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e Através da arte africana e barroca, no candomblé, por Rubem Valentim nas igrejas baia-

nas;
e Mediante representagdes artisticas e corporais;

e Na escrita de poesias, cordel, misicas de embolada e cdco;

Figura 3: "Canone do Caranguejo, de ].S5.Bach, inserido em uma fita de Moebius."disponivel em

e Na montagem de sélidos geométricos, como o cubo o tetraedro;
o Na forma simétrica com foram assentadas as cerdmicas na sala de aula.

e Associadas ao significado da perfeicdo, que pode ser encontrado em varios exemplos de
seres vivos: crescimento de plantas, populagdo de abelhas, escamas de peixes, presas de
elefantes, flor de girassol, entre outros.

(a) Colmeia de Abelhas dispo- (b) Girassol disponivel em [20]
nivel em [20]
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e E também em espirais de galéxias.

Figura 4: "Espiral de uma galdxia inserida no retangulo dourado'disponivel em

Levando-se em conta todos esses aspectos e a motivagdo em promover aulas que aproxi-
mem cada vez mais os diversos contetidos matematicos do nosso cotidiano, levou-nos a

escolha do tema proposto neste trabalho cientifico.

Neste trabalho procuraremos estabelecer os principais conceitos de Geometria plana, es-
pecificamente aqueles cujos resultados serdo aplicados no desenvolvimento do tema Iso-

metrias no Plano.

Dessa forma, no Capitulo 1, faremos uma abordagem histérica sobre a evolugdo da Geo-
metria e, em particular das isometrias no plano, assim como esse contetido da Matematica
estd relacionado com outras areas de ensino, principalmente nas Artes. Além disso, pro-
curamos justificar a necessidade do ensino das Isometrias no Ensino Fundamental, da
Educacdo Bésica, assim como da importancia do ensino de Geometria num mundo cada

vez mais globalizado.

Por outro lado, no Capitulo 2, para dar sustentabilidade tedrica e manter o rigor cientifico,
procuramos apresentar neste trabalho: conceitos e proposi¢des fundamentais no estudo
das isometrias, além de destacar o fato de existirem apenas quatro tipos de Isometrias:

15



reflexdo, translacao, rotacao e reflexdo com deslizamento.

No Capitulo 3, faremos uma breve apresentacio do GeoGebra, algumas de suas ferra-

mentas e a abordagem de algumas isometrias com os recursos desse software.

Para finalizar, no Capitulo 4, apresentaremos uma sequéncia de quatro atividades a se-
rem desenvolvidas em sala de aula ambientada (computadores com software GeoGebra
instalados), as quais o leitor verificara os principais resultados obtidos na abordagem teé-

rica, vista no Capitulo 2.

Dessa forma, esperamos propor que ao aplicar essa sequéncia didética, através do GeoGe-
bra, no final sejam promovidas discussdes sobre os contetidos abordados e sua relevancia

na formacdo académica do aluno, bem como na sua vida extra escolar.

16



CAPITULO 1

ISOMETRIAS E O MUNDO A NOSSA VOLTA

UM mundo cada vez mais globalizado, onde a necessidade de compreensdo induz cada
N vez mais a utiliza¢do de situag¢des reais, a Geometria, nesse contexto é a parte da Ma-
temdtica mais recorrente. Nesse sentido, hd uma contradi¢do, pois os contetidos geométricos,
na maioria dos curriculos escolares, ficam sempre para o final do ano letivo e, quase sempre

trabalhado de maneira bastante sucinta. De fato:

No Brasil, ja fomos mais além: a Geometria esta ausente ou quase ausente da
sala de aula. Varios trabalhos de pesquisadores brasileiros, entre eles Peres (1991)
e Pavanelo (1993), confirmam essa lamentavel realidade educacional. E por que
essa omissdo? Sdo intimeras as causas, porém, duas delas estdo atuando forte e
diretamente em sala de aula: a primeira é que muitos professores ndo detém os
conhecimentos geométricos necessarios para a realizagdo de suas praticas pedagé-
gicas.... A segunda causa da omissdo geométrica deve-se a exagerada importancia
que, entre nés, desempenha o livro didético, quer devido a ma formagdo de nossos
professores, quer devido a estafante jornada de trabalho a que estdo submetidos
(LORENZATO, 1995, p.3-4).

Na Geometria, o estudo de isometrias tem despertado o interesse de docente e discentes.

Mas, o que é mesmo isometria?

17



Isometria é uma palavra de origem grega (Isos = igual e metria = medida) na qual representa
uma transformacdo geométrica que, aplicada a uma figura geométrica, mantém as distancias
entre pontos. Em outras palavras, os segmentos da figura transformada sdo geometricamente
iguais aos da figura original, podendo variar a direcdo e o sentido. Os angulos mantém tam-

bém a sua amplitude.

Historicamente o termo Isometria foi abordado pela primeira vez pelo geémetra aleméao
Felix Klein, no seu célebre programa de Erlangen, no ano de 1872. Nele sugeriu que a "sime-
tria"(conceito que, em portugués, poderia ser mais fielmente traduzido por "isometria") seria o
principio organizador e unificador da geometria, onde na altura utilizava-se o termo "geome-
trias", no plural. Este foi um principio mais abrangente do que axiomatico. Inicialmente esse
programa abriu caminho para investigagdes sobre grupos relacionados com as "geometrias".
Em consequéncia, estabeleceu-se o termo "transformacdo geométrica"(aspecto da Nova Mate-
madtica, mas muito controverso na préatica matematica atual). Este conceito hoje é aplicado, sob
varias formas, como um modelo aplicado na resolugao de varios problemas do cotidiano.

Uma forma de relacionar os contetidos matematicos (em especial Geometria ), através das
isometrias, é trabalhar com o ltdico. Por exemplo, como ja mencionamos antes as artes seriam

um desses caminhos.

Nesse sentido, Read enfatiza que:

[...] a arte é uma dessas coisas que, como o ar e o solo, estdo por toda nossa
volta, mas que raramente nos detemos para considerar. Pois a arte ndo é apenas
algo que encontramos nos museus e nas galerias de arte, ou em antigas cidades
como Florenca e Roma. A arte seja 14 como a definimos, estd presente em tudo o

que fazemos para satisfazer nossos sentidos (READ, 2001, p.16).

Quanto a classifica¢do, existem quatro tipos de isometrias no plano: rotagdes, translacdes,
reflexdes e reflexdes deslizantes.

Assim, duas figuras sdo isométricas ou congruentes quando é possivel através de um movi-
mento rigido sobrepor uma figura na outra. Em Geometria, no Ensino Fundamental, explora-
se a congruéncia de tridngulos de forma insistente, analisando as mais variadas condi¢des que
garantem a igualdade entre tridngulos. Entretanto, para estudar as Isometrias, no Ensino Fun-

damental usamos ferramentas matematicas ainda ndo acessiveis aos alunos. Entdo, para o

18
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Figura 1.1: "Tipos de Isometria"disponivel em [20]

professor realizar oficinas, apresentando todas as isometrias no plano, é essencial buscar uma
linguagem mais acessivel ao aluno, de forma clara e pratica. Dessa forma o ensino das Isome-

trias é justificado por Ripplinger, (2006, p. 25), que afirma:

e Uma razdo é matematica: a busca da regularidade, os padrdes que se repetem na esséncia

do conhecimento matematico;

e Estar presente no SAEB (Sistema Nacional de Avaliagdo da Educagao Bésica), com ques-

toes a serem verificadas no aprendizado dos alunos, relativas ao tema;

e Faz-se presente em outras dreas do conhecimento como Biologia, Arqueologia, Artes,

Fisica, estabelecendo inter-relacdes dessas dreas com a matematica;

e Dentro da propria disciplina, existem conexdes entre contetidos e poderiamos citar mui-

tos exemplos, um deles nas retas numeradas, os nimeros inteiros;

e Consta nos documentos oficiais, propostas Curriculares como parte integrante do curri-

culo, o contetido de Simetria, a ser desenvolvido nas séries finais do Ensino Fundamental;

e E uma das partes da Geometria, onde o belo, a harmonia na matematica pode ser facil-

mente trabalhada;

e Faz parte dos trabalhos, e consequentemente da cultura de alguns povos, como, por
exemplo, os povos indigenas, mais especificamente através do seu artesanato; Esse re-

corte tem como objetivo verificar se os Livros Didaticos de Matematica do Ensino Funda-
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mental recomendados pelo PNLD (Plano Nacional do Livro Didética) trabalham o tema

Isometrias de acordo com as orienta¢des dos PCN (Parametros Curriculares Nacionais).

A importancia do topico de Isometrias é também reforcada por Neves e Murari, que afir-

mam:

Comumente, quando se fala em simetria é razodvel pensar, de modo geral, em
correspondéncia de partes dispostas em lados opostos de uma linha ou em torno
de um eixo. Entretanto, simetria abarca um conceito muito mais amplo. Ela en-
volve movimentos, os quais variam e ocorrem periodicamente de forma regular.
Tais caracteristicas levaram a Matematica a estudar e classificar os diferentes movi-
mentos rigidos ou isometrias das figuras simétricas, nas quais se podem encontrar
reflexdes, rotacoes, translacdes, e reflexdes deslizantes. (NEVES e MURARI, 2010,

p-2)

Diante dessa importancia, no Capitulo seguinte, abordaremos as principais defini¢des e

proposi¢des referentes as isometrias, em particular aquelas no plano.
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CAPITULO 2

ISOMETRIAS NO PLANO

PRECISAMENTE uma figura s6 pode coincidir com ela mesma, entretanto, se essa figura re-
alizar um deslocamento no plano, sem alterar a sua forma e as suas dimensdes, diremos
que elas sdo congruentes. Dai a ideia de isometrias, que sdo transformacgdes geométricas. Sao

transformagdes geométricas que ndo alteram nem a forma e nem as dimensodes de uma figura.

Ao longo deste capitulo, constataremos que s6 existem quatro tipos de isometrias no plano:
reflexdo, translacao, rotagdo e reflexdo deslizante, as quais constituem a base do presente tra-
balho.

Ao longo do texto A, B, C, - - - denotardo pontos; r,s,t,- - - retas; e ©,A, Il --- planos. Ad-
mitiremos uma unidade fixada de comprimento e a distancia do ponto A ao ponto B indica-
remos por d(A, B) ou AB, cumprindo as sentengas: (i) d(A, B) > 0,d(A, B) = 0 se, e somente
se, A = B; (ii) d(A,B) = d(B,A) e (iii) d(A,C) < d(A,B) +d(B,C), para quaisquer pontos
A, B, C € I1. Observamos que os pontos A, B e C para serem colineares é condic¢do suficiente, e
necessaria, para que d(A,C) = d(A,B) +d(B,C).

Definicao 2.1. Uma transformagio geométrica é uma fungio que faz corresponder a cada ponto do

plano, um novo ponto do plano.

Em particular iremos analisar as transformagdes geométricas denominadas isometrias, que

definiremos na continuacao.
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Definicdo 2.2. Uma isometria entre os planos I1 e I1' ¢ uma fungio T : 11 — IT, que preserva a
distdncia. Isto significa que, para quaisquer pontos X,Y € I1,, pondo X =T(X)eY = T(Y), temos
dX,Y)=d(X,Y).

Exemplo 2.1. O exemplo mais 6bvio de isometria é a fungio identidade 1d : 11 — 1L
Proposigdo 2.1. Toda isometria T : IT — TI é uma funcio injetiva.

Demonstracdo. Provemos que T : TI — II é injetiva. Considere dois pontos X e Y, onde
X # Y. Nesse caso, pela defini¢do da distancia entre dois pontos, tem-se que d(X,Y) > 0.
Dai, de acordo com a Definicdo 2.2, temos que d(X,Y') = d(X,Y), donde d(X,Y') > 0, o que
implica em X #Y,0 que prova que T € injetiva. [

Proposicao 2.2. Toda isometria T : 11 — 1T transforma retas em retas.

Demonstragdo. De fato, considere uma reta r contida em I1. Dessa forma, tomemos dois pontos
distintos A e B pertencentes a r, facamos ainda A’ = T(A), B = T(B) e chamemos de r’ a
reta contida no plano 1T, que passa por A’ e B'. Obviamente se X € 7, temos que um dos trés
pontos ou X, ou A ou B estd entre os outros dois. Consideremos que o ponto B estd entre os
pontos A e X (ver figura 2.1). Dai, B € AX. (Os outros casos sdo tratados de maneira anéloga).
Segue-se que AX = AB + BX. Se fizermos X' =T(X), chegamos a seguinte igualdade: A'X =
A'B +BX e consequentemente que B' € A'X". Assim os pontos A', B' e X' sdo colineares.
Isto mostra que X € r, implica que X er. Logo, a restricdo de T a r é uma isometria entre
rer. Como toda isometria entre retas é sobrejetiva(veremos na Proposigdo 2.4), temos que
T(r) =7+ O

FRl

Figura 2.1: Proposigao 2.2
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Proposigdo 2.3. Uma isometria T : I1 — T1 transforma retas perpendiculares em retas perpendicu-

lares.

Demonstragio. Com efeito, sejam duas retas perpendiculares r e s em Il, imaginemos: o ponto
A de intersecdo entre r e s, dois pontos B e C em 1, a uma mesma distancia de A, e um ponto
qualquer D sobre s (ver Figura 2.2). Dessa forma, a isometria T transforma a mediana AD do
tridngulo isésceles BCD na mediana A'D" do tridngulo isdsceles A'C'D' . Dai BD' ¢ perpendi-
cular a A'C". Em outras palavras, ' é perpendicular a s, como queriamos mostrar. O

Figura 2.2: Proposicao 2.3

Lema 2.1. Toda isometria T : v — s é uma fungdo bijetiva, cuja inversa T™' : s — r é ainda uma

isometria.
Ver demonstrac¢do em [9], p.2-3.

Proposigdo 2.4. Toda isometria T : TT — TT é uma funcio bijetiva, cuja inversa TV : TT — TIé

ainda uma isometria.

Demonstragdo. Ja mostramos na Proposicdao 2.1 que T : IT — I é injetiva. Agora, vamos
mostrar que T : [T — T é sobrejetiva.

Consideremos X um ponto arbitrario pertencente a IT. Nosso objetivo dessa vez é determinar
um ponto X € I1, de tal forma que T(X) = X'. Tracemos uma reta r qualquer, de tal forma
que r C II. Observamos, nesse caso, que a imagem de r por T é uma reta 7 no plano IT. Dessa
forma, se X er entdo, existe um ponto X € r, tal que T(X) = X'. Caso contrdrio, seja s a

reta perpendicular baixada de X' sobre 7. Agora, seja Y' o ponto de intersecio de r com s
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Como Y’ € 7, temos que existe Y € 7, tal que T(Y) = Y. Considere s a reta perpendicular
a r passando por Y (ver Figura 2.3). Notamos que a imagem de s dada pela isometria T é
perpendicular a 7’ e contém Y. Logo T(s) = s'. Como X € s, existe X € s, tal que T(X) = X,
0 que prova a sobrejetividade de T.

Como T é injetiva e sobrejetiva, concluimos que T é bijetiva como queriamos demonstrar.

Evidentemente a fung¢ao T : IT — IT é ainda uma isometria. O

Figura 2.3: Proposicao 2.4

Proposicao 2.5. Sejam F,G isometrias do plano 11 no plano 11. Entdo, a composta F o G é uma

isometria.

Demonstragio. Sejam P e Q elementos arbitrarios de IT, assim d((F o G)(P) , (Fo G)(Q)) =
d((F(G(P)), F(G(Q))). Considere: P' = G(P) e Q" = G(Q). Como ambos sdo elementos de I
e F é uma isometria, entdo: d((F o G)(P), d(Fo G)(Q)) = d((F(P"),F(Q")) = d(P',Q) =
d(G(P),G(Q)). Mas, por hipdtese G também é uma isometria. Assim, d((G(P), G(Q)) =
d(P,Q). Dessa forma, d((F o G)(P), (Fo G)(Q)) = d(P,Q), o que implica que F o G é uma

isometria. O

Definigdo 2.3. A simetria em torno de A é a fungio SA : 11 — TI assim definida: SA(A) = Ae,
para X # A, SA(X) = X, onde X' ¢ o simétrico de X relativamente a A. Noutras palavras, A é o
ponto médio do segmento de reta XX .

Proposic¢do 2.6. Uma simetria em torno de um ponto é uma isometria.

Demonstragio. Consideremos um ponto A no plano Il. De acordo com a defini¢do 2.3, mos-

traremos que S 4 é uma isometria. Para tanto, bastar notar que dados X, Y € II, os triangulos
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AXY e AX'Y' (ver Figura 2.4) sdo congruentes pelo caso LAL, visto que AX = AX', AY = AY
e os angulos XAY e X' AY' sdo opostos pelo vértice (opv). Logo XY = X'Y’, o que prova que

S 4 é uma isometria. O

Y' X'

Figura 2.4: Proposigao 2.6

2.1 Tipos de Isometria

Vamos agora para abordagem dos quatro tipos de isometrias mencionado no inicio deste

capitulo.

2.1.1 Reflexao em torno de uma reta

Definicao 2.4. Seja r uma reta no plano I1. A reflexido em torno da reta r é a fungio R, : I1 — 11,
definida por:

R, (X) =X,
para todo seja X € re, para X ¢ r, R,(X) = X é tal que a mediatriz do segmento XX ¢é a reta
r. Noutras palavras, seja Y o pé da perpendicular baixada de X sobre r. Entdo Y é o ponto médio do

segmento XX

Proposicdo 2.7. A reflexdo R, : I1 — I1é uma isometria.
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Figura 2.5: Reflexdo em torno da reta r

Demonstragio. Para mostrar que R, é uma isometria, consideramos dois casos. Primeiro caso:
X e Y estdo do mesmo lado da reta 7 no plano I1, com R,(X) = X e R,(Y) = Y. Sejam A E
A pontos do plano I, onde A’ é 0 simétrico de A em relacdo a reta r nesse caso, inicialmente
tracamos os segmentos XA e X A’, paralelos a r, com A e A’ sobre YY'. Os triangulos XAY
e X’A/Y/, retangulos, tem os catetos com medidas iguais e, consequentemente, com mesmas

medidas das suas hipotenusas, ou seja, XY = X'Y'.

Figura 2.6: Proposicao 2.7

Segundo Caso: X e Y estdo em lados opostos da reta r. Nesse caso, consideremos A e B
os pontos de intersecdo de XY e XX com a reta r, respectivamente. Note que X, A e Y sdo

colineares (ver Figura 2.7). Os tridangulos retangulos ABX e ABX' tem o cateto AB em comum

26



e BX = BX'. Segue entdo que suas hipotenusas possuem o0 mesmo comprimento, ou seja,
7 T~ . T~ T~ N / / ~

AX = AX'. De maneira semelhante, AY = AY’. Dessa forma, os triangulos AXX e AYY séo
o 4 . . N ~ 4 . . / /
isésceles. Logo, suas medianas, relativas as bases, sdo também bissetrizes: « = o e p = B.

. 4 . ~ A T
Temos ainda que & = 8, pois os mesmos sdo angulos opostos pelo vértice.

-"('I

Figura 2.7: Proposigao 2.7

Nessas condicdes, temos: &« +a = S+ . Mas, B+ B é o angulo suplementar de XAY'.
Segue-se que a + ' também é suplemento de XAY'. Logo, X, AeY sio pontos colineares.
Portanto,

XY =XA+AY =XA+AY =XY.

O]

Observacdo 2.1. Os pontos fixos da reflexdo R, : 11 — 11 sdo os pontos da reta r. Para todo x € 11
tem-se R, (R,(X)) = X. Logo R, o R, = identidade, ou seja, (R,) "' = R,.

Observacao 2.2. Vale ressaltar, do ponto de vista geométrico, que a reflexido R, : 11 — I1 transforma
o triangulo ABC num tridngulo A'B'C', sendo que o sentido de rotacio dos vértices A' — B — C éo
oposto do sentido A — B — C. (Ver figura 2.8)
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Figura 2.8: Observacao 2.2

2.1.2 Translagao

Definicdo 2.5. Sejam A e B pontos distintos do plano I1. A transformagio Tap : 11 — I1é a fungdo

assim definida: dado X € T1 sua imagem X = Tap(X) é o quarto vértice do paralelogramo que tem
AB e AX como lados.

Figura 2.9: Translacdo

Essa defini¢do de T4p se aplica quando A, B e X ndo sdo colineares. Qualquer que seja a
posi¢do de X no plano I1, sua imagem X' = Tup(X) fica inteiramente caraterizada pelo fato
de que os segmentos de reta AX' e BX tem 0 mesmo ponto médio M. Assim, se quisermos
construir X', geometricamente, a partir de A, B e X tomamos o ponto médio M do segmento
BX e prolongamos o segmento AM até X' de modo que MX' = AM (ver figura 2.10).

Figura 2.10:

Observacao 2.3. Na definicido de Txp é conveniente levar em conta a ordem em que sio descritos os
pontos A e B. A translacdo Tpn é diferente de Tap , visto que Tpa = (Tap)~'. Nessa situacio,
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mencionaremos o segmento de reta orientado AB para significar que o ponto A foi tomado como origem
e o ponto B como extremidade. No segmento BA, oposto de AB, B é a origem e A a extremidade.

Observacao 2.4. Vale ressaltar que a translagio T p ndo possui pontos fixos. Na realidade, qualquer
que seja X € TI, T(X) = X, tem-se d(X, X ) = d(A, B).

Proposicao 2.8. A translagio Tap : I1 — I1é uma isometria.

Demonstragio. Tomemos dois pontos arbitrarios X, Y € II e suas imagens X =Tup(X)eY =
Tap(Y). Se a reta que contém X e Y é paralela ou igual a reta s que contém AB, entdo Txp,
restrita a 7, é a translagdo Ty,» : r — r, logo d(X',Y') = d(X,Y). Por outro lado, se r
ndo for paralela nem igual a s, entdo XX e YY sdo lados opostos de um paralelogramo e,
consequentemente, XY e X Y' também so. Dai, d(X,Y') = d(X,Y). O

2.1.3 Rotacao

Definigao 2.6. Sejam O um ponto tomado no plano 11 e & = AOB um angulo do vértice O. A rotagio
de dngulo o em torno do ponto O é a fungio po , : 11 — Il definida da segquinte forma: po ,(0) = O
e para todo ponto X # O em T1, po,.(X) = X/, é 0 ponto do plano 11 tal que d(X,0) = d(X',0),
XOX' = weo "sentido da rotacdo” de A para B é o mesmo de X para X .

Observagio 2.5. A condicio XOX = a significa em termos geométricos, que se tomarmos os pontos
A e B tais que AO = OB = OX = OX' entio AB = XX'. A exigéncia de que o sentido de rotagio
de X para X' seja o mesmo que o sentido de A para B é clara intuitivamente e pode ser formulada em
termos precisos dizendo-se que os angulos BOX e AOX' tem a mesma bissetriz.

Figura 2.11: Rotacao
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Proposicao 2.9. A rotacio po  : 11 — I1 é uma isometria.

Demonstragido. Dados os pontos X,Y € I, diferentes de O e sejam X e Y suas imagens pela
rotago pp . Na figura 2.12, observamos os angulos X O e XOY' tem a mesma bissetriz, segue-
se que XOY = X' OY'. Mas, por definicio, OX = OX e OY = OY'. Entdo, os tridngulos XOY e
X' 0Y’ sdo congruentes (caso LAL). Logo, XY = XY, ou seja, 0o, € uma isometria, cujo tinico

ponto fixo é O. ]

Figura 2.12: Proposigao 2.9

Observacao 2.6. Para que a rotagio p,, a , de centro O e dngulo o = AOB, esteja bem definida, torna-
se necessdria a ordem das semi-retas OA e OB seja levada em conta: OA é a primeira e OB a sequnda.
Nessa situagio, dizemos que « = AOB é um dngulo orientado e, considerado diferente do angulo orien-
tado —a = BOA. Na realidade, tem-se po,_, = (00,.) ", como se percebe facilmente.

2.1.4 Reflexao com deslizamento
Definicdo 2.7. Seja um vetor o nio-nulo e r uma reta paralela a o no plano IL

A reflexdo com deslizamento, determinada pelo vetor 7 e pela reta r, é a isometria T =
Ty o R, : Il — II, obtida fazendo a translagdo T(U) seguir-se a reflexdo R, . A reflexdo com

deslizamento, assim como a transla¢do T, ndo possui ponto fixo.

Observacao 2.7. Como o vetor é paralelo a reta r, verifica-se que T, o R, = R, o Ty,
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Figura 2.13: Reflexdo com deslizamento

Proposicdo 2.10. Existem apenas quatro tipos de isometrias T : 11 — 11 do plano 11, além da fungdo
identidade, a saber: translagdo, rotagio, reflexdo e reflexdo com deslizamento.

Nota: Ver a demonstragdo desta Proposi¢do em [9], p.26 — 27 — 28 — 29.

Neste capitulo abordamos os quatro tipos de isometrias no plano e algumas de suas propri-

edades. As imagens presente neste capitulo estdo disponiveis em [9].

No capitulo seguinte abordaremos as isometrias no plano segundo o viés do software Geo-
Gebra.
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CAPITULO 3

O SOFTWARE GEOGEBRA

A Um aplicativo de matemadtica dindmica que combina conceitos de geometria e dlgebra em
E uma tnica GUI ( é um tipo de interface do utilizador que permite a interagdo com dispo-
sitivos digitais através de elementos graficos como icones e outros indicadores visuais) . Sua
distribuicdo é livre, em varios idiomas, inclusive em portugués, nos termos da GNU General
Public License, e é escrito em linguagem Java, o que lhe permite estar disponivel em varias

plataformas.

Foi criado por Markus Hohenwarter para ser utilizado em ambiente de sala de aula. O pro-
jeto foi iniciado em 2001, na Universitdt Salzburg, e tem prosseguido em desenvolvimento na

Florida Atlantic University.

O programa permite realizar constru¢des geométricas com a utilizacdo de pontos, retas,
segmentos de reta, poligonos etc., assim como permite inserir fungdes e alterar todos esses
objetos dinamicamente, apds a construcdo estar finalizada. Equagdes e coordenadas também
podem ser diretamente inseridas. Portanto, o GeoGebra é capaz de lidar com varidveis para
nameros, pontos, vetores, derivar e integrar fungdes, e ainda oferecer comandos para se en-
contrar raizes e pontos extremos de uma fungdo. Dessa forma, o programa retine as ferra-
mentas tradicionais de geometria com outras mais adequadas a élgebra e ao calculo. Dai, a
vantagem diddtica de representar, ao mesmo tempo e em um unico ambiente visual, as ca-

racteristicas geométricas e algébricas de um mesmo objeto. A partir da versdo 5.0 também
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é possivel trabalhar com geometria em trés dimensdes.. Podemos fazer o download deste
software no site https://www.geogebra.org/ e encontrar materiais construidos no GeoGe-
bra dos mais diversos assuntos de Matematica nos sites https://tube.geogebra.org/ e http :
/ /www.geogebra.im-uff.mat.br/ .

Apresentaremos agora o software GeoGebra, através da alguns de seus comandos e respecti-

vas ferramentas.

Novo ponto: selecionando esta ferramenta e clicando na janela geométrica, com o botado

esquerdo do mouse, cria-se um novo ponto.

A
°

v

Figura 3.1: Novo ponto

Segmento definido por dois pontos: marcando-se dois pontos, determinam-se as extremi-

dades do segmento a ser tragado.

=3

i

Figura 3.2: Segmento definido por dois pontos

Segmento com dado comprimento a partir de um ponto: marca-se a origem do segmento

e digita-se a medida desejada para o mesmo, em uma janela que se abre automaticamente.

Figura 3.3: Segmento com dado comprimento a partir de um ponto

Reta definida por dois pontos: marcando-se dois pontos, traca-se a reta definida por eles.
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Figura 3.4: Reta definida por dois pontos

Vetor definido por dois pontos: marcando-se dois pontos, que determinam as extremida-

des do vetor tragado.

o
Figura 3.5: Vetor definido por dois pontos

Poligono: para construir um poligono, marca-se ao menos trés pontos e clica-se, com o bo-

tdo esquerdo do mouse, no primeiro ponto novamente (para fechar o poligono).

*
&)
Figura 3.6: Poligono

Poligono regular: é possivel construir poligonos regulares usando o comando no qual é

necessdrio digitar o nimero de lados na janela de dlgebra que aparece no centro da tela.

]
L

Figura 3.7: Poligono regular

Rotagdo em torno de um ponto: essa ferramenta desenha um objeto rotacionado em relagao
a um ponto. Clique, com o botdo esquerdo do mouse, no objeto a ser rotacionado, e, a seguir,
clique no ponto que funcionara como centro da rotagdo. Aparecerd uma janela na qual vocé

especificard a medida do dngulo de rotacdo, em graus.
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Figura 3.8: Rotagdo em torno de um ponto

Reflexao com relacdo a uma reta : essa ferramenta desenha um objeto refletido em relagdo
a uma reta. Clique no objeto a ser refletido, com o botdo esquerdo do mouse e, a seguir, clique

na reta através da qual ocorreré a reflexdo.

Figura 3.9: Reflexdo com relagdo a uma reta

Translacdo por um vetor: essa ferramenta desenha um objeto transladado. Clique, com o

botdo esquerdo do mouse, no objeto a ser transladado e, a seguir, clique no vetor de translagao.

~
'f{ 4
Figura 3.10: Translacdo por um vetor

Isometrias no plano é um tépico de estudo da Geometria das Transformacdes e sua aborda-
gem Visa propiciar conceituagdes de congruéncia e de semelhanca, procurando desenvolver a
capacidade de perceber se duas figuras tém ou ndo a mesma forma e o mesmo tamanho inde-

pendente da posicdo que elas ocupam no plano.

Nesse texto vamos abordar algumas isometrias no GeoGebra.

3.1 Translagao

Na translacdo obtém-se uma imagem da figura original deslocada uma medida c dada, a

qual pode ser representada por um vetor.
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No GeoGebra é possivel obter um poligono (pol2) a partir de um poligono (poll), por exem-

plo. Inicialmente construimos um poligono (poll) e um vetor (u).

Clicando em Translacdo por um Vetor e, em seguida, clicando no poligono e no vetor obte-
mos a figura transladada. O mesmo resultado pode ser obtido digitando Transladar [, ] com os
seguintes parametros e obtemos outro poligono (pol2) transladado por u.

/,\

s ¥

Utilizando o comando Sequéncia[<Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>],

Enfrada: Transladar[pol1,u]

juntamente com o comando Transladar podemos obter uma sequéncia de poligonos translada-

dos por mdltiplos do vetor u.
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Entrada: Sequéncia[Transladar[ pol1,u®i],i,1,4]

O comando Sequéncia[<Expressdo>, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>], possibilita
criar sequéncias de ntiimeros, de pontos, de segmentos, de poligonos, entre outros. O comando

deve ser digitado uma expressdao em uma variavel a sua escolha, por exemplo:
e Para obter os seis primeiros niimeros pares Sequéncia[2*n, n, 0, 5]

e Para obter dez pontos da fungdo f(x) =2 " x : Sequéncia[(n, {(n)), n, 1, 10] Nos comandos

acima o “n” é a varidvel do comando e os dois préximos valores determinam os limites

minimo e maximo em que o comando deve ser executado.

3.2 Rotacao

Na de rotacdo, obtemos a imagem de um objeto por meio de um giro em torno de um ponto

fixo, chamado de centro de rotacao.

-

A ferramenta Rotacido em torno de um Ponto por um Angulo permite obter uma figura B
girando uma figura A.
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Arquive Edfar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda
(Y| (P P I o ) [P E ABe | _us1 | g
TLkE :\' Fefexio em Relacfo & uma Reta
.*" Reflexio em Aslagdo a um Ponto
A .0 Referio en Relagio & um Circulo (Inversda)
A " . Fotaglc em Toma de um Porto por um Angulo
+ 2 Translscia per um Vedsr
Homatetia dades Centro e Razls

Assim, com a ferramenta Rotagdo em torno de um Ponto por um Angulo ativa, clica-se na
figura e no ponto. O GeoGebra exibe uma caixa com um campo para ser preenchido com a

medida do Angulo. Além disso, hd op¢des para escolha do sentido do giro.

™ = sentido anti-horario

sentido horario

Definida a amplitude do dngulo e o sentido do giro, clica-se em OK para que seja obtida a
imagem girada pelo ponto O (centro de rotagao).

E possivel ainda obter a imagem girada de uma figura digitando-se comandos na Entrada.

Para isso, utiliza-se uma das seguintes sintaxes:
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e Girar[<Objeto>, <Angulo>]
e Girar [<Objeto>, <Angulo>, <Ponto>]

As duas sintaxes acima apresentam diferencas quanto aos resultados obtidos. Na primeira
a imagem girada é obtida em relagdo a origem, ou seja, o ponto (0,0), j& que ndo é especificado
o centro de rotacdo. E na segunda, a imagem girada é obtida em relacdo a um centro escolhido
arbitrariamente.
Da mesma forma que fizemos com o comando Transladar, podemos utilizar o comando Girar
[<Objeto>, <Angulo>, <Ponto>] aninhado ao comando Sequéncia para obter uma série de po-
ligonos que correspondem a giros de poll em torno do ponto O.

Entrada: Sequéncia[Girar[pol1,-30°i,0],i,1,10]

3.3 Reflexdo

Na reflexdo hd um segmento passando pela figura ou fora dela que atua como espelho, re-

fletindo a imagem desenhada. Esse segmento recebe o nome de eixo de simetria.

O eixo e divide a figura em duas partes iguais ou congruentes. A figura A e sua simétrica,
a figura B, estdo a mesma distancia do eixo e. No GeoGebra podemos obter imagens refletidas

utilizando as ferramentas Reflexdo em Relacdo a uma Reta ou Reflexdo em Relagdo em Relacao
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a um Ponto. Com uma das ferramentas selecionadas, clica-se na figura a qual deseja-se obter
a imagem refletida e clica-se na reta (ou ponto). E possivel ainda obter a imagem refletida de

uma figura digitando-se comandos na Entrada. Para isso, utiliza-se uma das seguintes sintaxes:

o Reflexdo [<Objeto>, <Ponto>]

o Reflexdo [<Objeto>, <Reta>]
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CAPITULO 4

PROPOSTAS DE ATIVIDADES PARA O ENSINO DE
ISOMETRIAS COM A UTILIZACAO DO GEOGEBRA

Inser¢do das TIC (Tecnologias da Informagdo e Comunicagdo) no mundo globalizado, em
A especial na escola, tem proporcionado mudangas significativas na aprendizagem dos
nossos educandos, ja que é possivel a produgdo e internalizacdo dos contetidos em tempo
real. Dessa forma, entendemos que os recursos computacionais associados aos didéticos-
pedagogicos sdo capazes de proporcionar uma melhor compreensao dos contetidos matemati-
cos, em especial, isometrias no plano, ja que alguns aspectos como: o pensamento, a deducéo, a
visualizagdo, a cria¢do e a conclusdo estardo sempre presentes na constru¢do do conhecimento,
sendo que as atividades desenvolvidas no software Geogebra somar-se-do as metodologias uti-

lizadas, para um processo de ensino aprendizagem enriquecedor.
A seguir apresentamos quatro atividades com GeoGebra, propostas para o estudo de iso-

metrias no plano, para alunos do oitavo ano do ensino fundamental da educacéo basica, as

quais proporcionardo ao leitor uma breve ideia da potencialidade desse software.

4.1 Atividade 1: Construcao de um poligono utilizando a fer-
ramenta translac¢ao

Tema: Construgdo de um poligono utilizando a ferramenta translagdo
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Objetivo: Com esta atividade pretende-se que os alunos construam um poligono qualquer
a partir de dois pontos A e B e, em seguida, percebam que numa translagdo dado um ponto X
do plano, a sua imagem X' = Tup(X) é o quarto vértice do paralelogramo que tem AB e AX
como lados.

Publico alvo: Alunos do 8° ano do ensino fundamental da educacdo bésica de ensino.

Material utilizado: Computadores com o software GeoGebra instalado.

Tempo previsto: Duas aulas, com duragdo de 50 minutos cada.

Desenvolvimentos:
Ferramenta Procedimentos para construgao \
Vetor Clique no ponto A e depois no ponto B, obtendo assim o vetor AB.
Poligono Clique na Janela construindo o poligono desejado.
Translagdo de um vetor Clique no poligono e, em seguida, no vetor.
Conclusiao:

1. Movimente os vértices do poligono original e veja o que acontece com o segundo poli-

gono. O que vocé observou?

2. Mude o tamanho do vetor, deixando-o primeiramente mais longo e depois num tamanho

menor. Descreva a transformacdo que vocé observou na figura.
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3. Meca o comprimento deste vetor e as distancias de um poligono até o outro. Que conclu-
sdo vocé chegou?

4. Qual é o papel do vetor para efetuar a translagdo?
5. E possivel transladar o poligono de modo a sobrepd-los?

6. A translagdo da figura é sempre a mesma, isto €, conserva o tamanho e a forma da figura?

4.2 Atividade 2: Construcao de um tridngulo conhecendo-se
um lado e dois angulos utilizando a ferramenta rotacao

Tema: Construcdo de um tridngulo conhecendo-se um lado e dois dngulos utilizando a fer-

ramenta rotacao.

Objetivo: Com esta atividade pretende-se que os alunos construam um tridngulo conhecendo-
se um lado (4cm) e dois angulos de medidas iguais a 34 e 36 graus, respectivamente e, além
disso, percebam as relacdes entre o objeto a ser rotacionado, o centro de rotacdo e o dngulo de
giro, ou seja, que percebam que ao girar o tridngulo construido o mesmo nao sofre deforma-

coes.

43



Piublico alvo: Alunos do 8° ano do ensino fundamental da educacdo basica de ensino.
Material utilizado: Computadores com o software GeoGebra instalado.

Tempo previsto:Duas aulas, com duracdo de 50 minutos cada.

Desenvolvimentos:
Ferramenta Procedimentos para constru¢ao
Segmento com comprimento fixo Selecione um ponto A e na janela 4,
obtendo assim o segmento AB medindo 4cm.
Rotagdo em torno de um ponto Clique no segmento AB e, em seguida, no ponto A.
Na janela, coloque um angulo de 34° (sentido anti-horario).
Rotagdo em torno de um ponto Clique no segmento AB e, em seguida, no ponto B.
Na janela, coloque um angulo de 56° (sentido horario).

Conclusio:

1. Como voceé classifica o triangulo que vocé construiu?

2. O que aconteceu com o segmento AB quando vocé utilizou a ferramenta rotagdo em torno

de um ponto pela primeira vez?

3. O que aconteceu com o segmento AB quando vocé utilizou a ferramenta rotagdo em torno

de um ponto pela segunda vez?

4. O que ponto B representa na segunda vez em que foi utilizada a ferramenta rotagdo em

torno de um ponto?

5. Quais sdo os elementos necessarios para realizar uma rotacao?
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4.3 Atividade 3: Construcao de um triangulo utilizando a re-
flexao de um ponto em relacao a uma reta

Tema: Construc¢do de um tridngulo utilizando a reflexdo de um ponto em relagdo a uma

reta.

Objetivo: A partir desta atividade pretende-se que os alunos construam um triangulo qual-
quer e percebam que dado um ponto A pertencente a uma reta r e para A’ ndo pertencente a r,
a reflexdo em torno de uma reta, R,(A) = A/, é tal que a mediatriz do segmento AA  éaretar.

Piublico alvo: Alunos do 8° ano do ensino fundamental da educacgdo basica de ensino.

Material utilizado: Computadores com o software GeoGebra instalado.

Tempo previsto: Duas aulas, com duragdo de 50 minutos cada.

Desenvolvimentos:
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Ferramenta Procedimentos para constru¢ao

Ponto Selecione um ponto A.

Reta Selecione dois pontos quaisquer no plano,
exceto o ponto A, obtendo assim a reta s.
(esconda os pontos criados na reta s)

Reflexdo em relacdo a uma reta Clique no ponto A e depois na reta s.
Ponto Clique sobre a reta s e nomeei o ponto de B.
Poligono Clique nos pontos A, A’ e B,

I, . .
onde A é um dos pontos criados no segundo procedimento.

Conclusio:

1. Quais as caracteristicas do triangulo AA’B, vocé percebeu?

2. Existe alguma relacdo entre a reta s e o segmento AA’. Qual?

3. Existe relacdo entre a reta s com o dngulo ABA’? Em caso afirmativo qual?

4.4 Atividade 4: Reflexao com deslizamento

Tema: Reflexdo com deslizamento
Objetivo: A partir desta atividade pretende-se que os alunos utilizem o software GeoGebra
para definir a quarta isometria, a reflexdo com deslizamento.
Publico alvo: Alunos do 8° ano do ensino fundamental da educagéo béasica de ensino.
Material utilizado: Computadores com o software GeoGebra instalado.

Tempo previsto: Duas aulas, com dura¢do de 50 minutos cada.

Desenvolvimentos:

1. Construa um vetor z@ .

46



2. Construa um Triangulo acima do eixo OX com a ferramenta Poligono regular.

3. Em seguida com a ferramenta (Translagdo por um vetor) clique no poligono depois no

vetor.

4. Com a ferramenta (Reflexdo em relacdo a uma reta) clique no tridngulo transladado e de-
pois no eixo OX.

5. Agora repita os procedimentos 3 e 4, mas na ordem inversa, e verifique o que acontece.

Sugestio: usar a malha e os procedimentos detalhados a seguir.

w

1V Y
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Ferramenta Procedimentos para construcao
Vetor Clique no ponto A e depois no ponto B.
Poligono Regular Clique em dois pontos C e D e na Janela digite 3.
Translagdo de um vetor Clique no triangulo e, em seguida, no vetor.
Reflexdo em relacdo a uma reta Clique no triangulo e, em seguida, no eixo OX.
Repita 3 e 4 na ordem inversa. (4 e 3)

Conclusio:

1. Movimente o ponto B e veja o que acontece com os Triangulos?

2. O que vocé observou?

Na realizacdo dessas atividades espera-se que o docente tenha como mais uma alternativa
do uso do laboratério de informaética nas aulas de Matematica, percebendo assim, que uso da

informética na escola se faz nosso aliado.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho teve como objetivo mostrar a importancia da Geometria Plana, em particular:
Isometrias no Plano, na contribuigdo das ciéncias e no avanco da Matemadtica. Isso foi possivel,

quando relacionamos isometrias com aplicagdes em outras dreas.

Com a construgdo desse trabalho, observamos a grande relevancia do uso de um software
educativo no processo de ensino aprendizagem. Nesse caso, 0 GeoGebra. Assim, foram apre-
sentadas algumas atividade com uso do Software Geogebra, relacionadas ao contetido de iso-
metrias no plano, para que o docente possa utilizar as mesmas nas suas aulas de Matematica

do oitavo ano do Ensino Fundamental.

Vale ressaltar, também, a importancia do processo histérico, em que ocorreu o desenvolvi-
mento da Geometria, sendo hoje de grande valor nos contetidos matematicos trabalhados no
Ensino Fundamental e na constru¢do do conhecimento do ser humano sobre a histéria dessa
ciéncia. No capitulo especifico que trata de Isometrias no Plano, inspirado na obra Isometrias,
do ilustre Elon Lages Lima, destacamos o rigor e a precisdo, principalmente nas demonstra-
¢Oes das proposicoes ali apresentadas, que entendemos que devem ser uma pratica nas aulas

de matemaética.
Reconhecemos que algumas dificuldades poderdo ser encontradas na execugdo desse traba-

lho no ambiente escolar, tais como: falta de condi¢des apropriadas para utilizagdo do software

(falta de computadores ou maquinas obsoletas); professores com baixa formagado sobre Novas
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TIC; e trabalhar isometrias no plano com alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental, devido

a falta de dominio de contetidos bésicos da matemaética.

Diante do exposto, esperamos que com esse trabalho possamos contribuir para uma apro-
ximacgdo maior entre os contetidos matematicos, desenvolvidos em sala de aula, de modo es-
pecial Isometrias no Plano, com o nosso cotidiano. E, acreditamos que isso se tornard possivel,
na medida em que fizermos o uso das TIC, de forma mais presente, no processo ensino apren-

dizagem.
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ANEXOS

.1 Conceitos Geométricos Basicos

O leitor certamente tem uma ideia intuitiva, a partir da observagdo do seu cotidiano, do que
vem a ser um ponto, uma reta ou um plano. Dai, vamos imaginar essas no¢des como conheci-
das.

Figura 1: pontos e retas no plano

Na figura 5.1, temos os pontos A e B, o plano « e as retas r e s, nos quais denotaremos os
pontos por letras latinas maitisculas, o plano por letras mintisculas do alfabeto grego e as retas

por letras latinas mintsculas.

Definicao .1. (Distdncia entre dois pontos) Dados os pontos A e B no plano, definimos a distdncia
d(A, B) entre os mesmos como o comprimento AB do segmento AB:

d(A,B) = AB.
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.2 Segmento de reta e semirreta

Definicao .2. Segmento de reta é a porgio da reta r que fica entre dois pontos diferentes, A e B, que

estdo sobre essa reta r. Assim teremos o segmento de reta AB, como mostra a figura 5.2.

Definicao .3. Um ponto M sobre a reta r divide-a em duas semirretas de origem M. Se colocarmos um
ponto N sobre a reta r, teremos a semirreta MIN de origem M, como ilustra a figura a seguir.

M N

Figura 2: segmento de reta e semirreta

.3 Ponto médio e ponto simétrico

Definicao .4. Numa semireta de origem A existe, para cada niimero real d > 0, um iinico ponto X tal
que AX = d. Segue-se que, sobre uma reta r, existem exatamente dois pontos Xo, X1 situados a uma

distdncia d > 0 de um ponto dado A € r: um em cada semireta de origem A. Tem-se
XoX1 =XpA+AXy=d+d=2d
e A chama-se o ponto médio do segmento XoX1, de acordo com a figura 5.3.

Definicao .5. Quando A é o ponto médio do segmento de reta XX, diz-se que X; é o simétrico de Xy
relativamente a A. Assim, d(Xo, A) = d(X1,A) > 0.

4 Congruéncia de triangulos

Os casos LAL, ALA e LLL serdo definidos como axiomas.

Axioma .1. (LAL) Se dois lados de um tridngulo e o dngulo formado por esses dois lados forem respec-
tivamente iguais a dois lados de outro tridngulo e ao dngulo formado por esses dois lados, entdo os dois
tridngulos sdo congruentes.
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M N

Ae » B ¢ s

Figura 3: Ponto médio e ponto simétrico

Axioma .2. (ALA) Se dois dngulos de um tridngulo e o lado compreendido entre esses dois dngulos
forem respectivamente iquais a dois Angulos de outro tridngulo e ao lado compreendido entre esses dois
angulos, entdo os dois tridngulos sido congruentes.

Axioma .3. (LLL) Se os trés lados de um tridngulo sdo, em alguma ordem, respectivamente congruentes
aos trés lados de outro tridngulo, entdo os dois tridngulos sido congruentes.

Axioma .4. (LAA,) Se dois tridngulos tem respectivamente congruentes um lado, um dngulo adjacente
e um dngulo oposto a esse lado, entdo eles sido congruentes.

.5 Semelhanca de Tridngulo

A seguir serdo descritos os Casos de semelhanga LLL, ALA e AA.

Proposigdo .1. (LLL) Sejam ABC e A’B'C’ triangulos no plano tais que

AB  BC  AC
A'B B'C  ACT

Entdo, ABC ~ A'B'C’, coma correspondéncia de vértices A <+ A’, B <+ B/, C <> C'. Em particular,
A=A,B=BeC=C.

Proposi¢io .2. (ALA) Sejam ABC e A'B'C’ triangulos no plano tais que

AB BC

0 = o =K
A’B BC

B=18. Entdo, ABC ~ A'B'C, coma correspondéncia de vértices A <+ A’, B <> B/, C <+ C'. Em

|
particularA = A, B=B e ,—C, =K.
AC
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Proposicio .3. (AA) Sejam ABC e A'B'C’ triangulos no plano tais que A = A', B = B'. Entio,
ABC ~ A'B'C, coma correspondéncia de vértices A <» A’, B <+ B/, C <» C' . Em particular,

AB  BC AC
A'B B'C  AC

.6 Vetores

Definicado .6. Um vetor do plano é um conjunto o constituido por todos os segmentos orientados que
sdo equipolentes a um dado segmento de reta orientado, isto é, que tem uma determinada direciio, um
determinado sentido e um determinado comprimento. Qualquer segmento orientado (A,B) de T e um

representante do vetor T e escreve-se T = AB.

v i B

Definicdo .7. (Norma ou comprimento de um vetor) ? Norma de um vetor o ¢é a medida do seu
complemento e representa-se por ||1ﬁ| |. Assim, se T = (v1,02), temos

|AB|| = \/o? + 2.

Definicdo .8. A distdncia entre dois pontos A e B, é definida a partir da norma de um vetor: d(A, B) =
| |1@| |. A distancia entre dois conjuntos de pontos A, B C R? é definida por

d(A,B) = infd(A,B) = infd(A,B): A€ A, B € B.
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