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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns problemas classicos envolvendo maximos e mini-
mos na Geometria Euclidiana como, por exemplo, o conhecido Problema de Dido e sua

relacao com a Desigualdade Isoperimétrica.

Palavras-chave: Area, Perimetro, Desigualdade Isoperimétrica.






Abstract

In this work we study some classical problems envolving maximum and minimum in
the Euclidean Geometry. For example, the well known Dido’s Problem and its relation

with the Isoperimetric Inequality.

Keywords: Area, Perimeter, Isoperimetric Inequality.
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1 Introducao

O presente trabalho baseia-se no texto Problemas de Mdzimo e Minimo na Ge-
ometria Euclidiana, de Djairo G. de Figueiredo [1]. Nele, o autor trata de alguns
problemas elementares cuja formulacao e solugao sao acessiveis aos alunos do Ensino

Médio. Dentre esses problemas, estao os seguintes:

Problema 1. Entre todos os tridngulos de mesma area, qual é o de menor perimetro?
Problema 2. Entre todos os tridangulos de mesmo perimetro, qual é o de maior area?

Problema 3. Entre todos os poligonos de n lados e de mesma area, qual deles tém o

menor perimetro?

Problema 4. Entre todos os poligonos de n lados e de mesmo perimetro, qual deles

tém a maior area?

Problema 5 (O Problema de Dido). Dentre todas as curvas planas fechadas e re-
tificaveis, de um dado comprimento L fixado, qual é aquela que engloba maior

area?

Os problemas acima citados sao conhecidas questoes do Calculo Variacional e po-
dem ser tratados com as técnicas do Célculo Diferencial e Integral. No entanto, uma
discussao quase que completa pode ser feita apenas utilizando resultados da Geome-
tria Euclidiana, como ¢ feito em [1]. Nosso objetivo neste trabalho ¢ o de estudar, e
de apresentar como uma possibilidade em sala de aula as solucoes para os problemas
acima conforme essa ultima perspectiva.

Acreditamos que esse seja um tema relevante no sentido de despertar os alunos para

a beleza e a elegancia da Geometria Euclidiana.
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2 Problemas de Maximo e de Minimo

2.1 Maximizando a area, minimizando o perimetro

dentre os triangulos
Nessa secao, discutiremos os seguintes problemas:

Problema 1. Entre todos os tridngulos de mesma area, qual é o de menor perimetro?

Problema 2. Entre todos os tridngulos de mesmo perimetro, qual é o de maior area?

A resposta para ambos os problemas acima é a mesma: trata-se do triangulo equi-

latero. A prova baseia-se na proposigao 2.1 abaixo.

Definicao 2.1. Em um lugar geométrico, definimos uma linha através de pontos suces-
siwos que se deslocam no espaco, porém se esses pontos mudarem de direcdo, a figura

descrita é definida como curva.

Proposicao 2.1. Dados dois pontos P e () do mesmo lado de uma reta r em um plano,
a curva de menor comprimento ligando P e () e tocando r é formada pelos segmentos
PA e AQ, onde A € r é tal que os angulos PAN e m sao iguais. Designamos por
F\f a semirreta ortogonal a r, que tem origem A e que esta do mesmo lado dos pontos
P e @ (Figura 2.1).

Demonstracao. O argumento todo se baseia no fato de que a curva de menor com-
primento ligando dois pontos ¢ o segmento de reta com extremidades nesses pontos.

Usando isso, vemos:

i) A curva v de comprimento minimo toca r em apenas um ponto. De fato, suponha,
o contrario, que 7y tocassem r em dois pontos, A e A’. Seja M um ponto de ~ fora
de r tal que ao percorrer a curva de A para M, passa-se por A’. Entdo a curva +/
obtida a partir de 7 pela substituicao do trecho AM pelo segmento de reta AM

tem um comprimento menor que o comprimento de 7.

21
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Figura 2.1: Proposigao 2.1

ii) A curva «y deve ser formada por dois segmentos de reta. De fato, seja A o ponto
onde v que toca r. Entao, necessariamente, o trecho PA da curva é um segmento

de reta.

iii) O ponto A & obtido como a interseccdo da reta r com o segmento P'Q onde P’ é
o simétrico a P com relac¢do a r, (isto é, o segmento PP’ é perpendicular a 7 e o
comprimento dos segmentos PC e C'P’ sdo iguais, onde C ¢ a inteseccao da reta r
com o segmento W) De fato, se o ponto de contato de v com r fosse um outro
ponto B teriamos uma curva de maior comprimento que aquela tocando em A.
Para ver isso, observe que os triangulos PCB e P'C'B sao congruentes, bem como
os triangulos PCA e P'C A. Entéo, temos

donde conclui-se que

PA+AQ < PB + BQ.

Finalmente, a igualdade dos angulos PAN e m ¢ estabelecida pelo seguinte
argumento: os triangulos PC A e P'C A sao congruentes, logo os angulos APC ¢ AP'C
sao iguais. Por outro lado, se considerarmos o teorema das paralelas cortadas por uma

transversal, temos que:
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Figura 2.2: Solucao do Problema 1

i) os angulos 1@ e PAN so congruentes, pois sao angulos alternos internos, e
ii) os angulos AP'C e m sao congruentes, pois sao angulos correspondentes.
[

Demonstraremos agora que a resposta para o Problema 1 do inicio da segao ¢é de

fato o triangulo equilatero.

Solugao do Problema 1. Seja ABC' um tridngulo com menor perimetro dentre os
triangulos com uma dada area fixada. Suponha, o contrario, que os lados AB e BC
sao de comprimentos diferentes. Seja r a reta que passa pelo ponto B e é paralela ao
lado AC' e seja D a interseccio da reta r com a reta s perpendicular a r passando pelo
ponto médio de AC (Figura 2.2). Pela Proposicdo 2.1, o triangulo ADC' tem perimetro
menor que o triangulo ABC. E, por outro lado, esses tridngulos possuem mesma érea,
por terem mesma base e mesma altura. Uma contradi¢ao, uma vez que supusemos ser
o triangulo ABC um de menor perimetro, fixada a area. Portanto, o triangulo ABC' é

equilatero. O

Observagao 2.2. O que na realidade foi demonstrado acima é que dado um triangulo
nao equilatero sempre existe um outro que tem menor perimetro e mesma area, nesse
caso um triangulo isésceles. Na resolugao acima assumimos implicitamente que o pro-
blema tem solugao. Mais precisamente: entre todos os triangulos de mesma area, existe
um que tem o menor perimetro. Isso é razoavel de assumir, e de fato verdade, e para
uma solucao absolutamente rigorosa necessitaria de prova. No entanto, nao tratamos
da existéncia neste trabalho. A mesma postura serd mantida nos demais problemas.
Admitindo que os problemas apresentados admitem solugao, o que é razoavel, iremos

caracteriza-los.
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Abaixo, apresentamos uma solucao para o Problema 2.

Solucgao do Problema 2. Afirmamos que se trata de um triangulo equilatero. De
fato, seja ABC um triangulo com maior area dentre os triangulos com um dado pe-
rimetro fixado. Suponha, o contrario, que os lados AB e BC sao de comprimentos
diferentes. Usamos a mesma construcao da resolu¢ao do Problema 1: r é a reta que
passa pelo ponto B e é paralela ao lado AC e D ¢é a interseccao da reta r com a reta s
perpendicular a r passando pelo ponto médio de AC. Entdo, existe um ponto D’ sobre

a reta s e acima de D tal que

AD'+ D'C = AB + BC.

Logo, os triangulos AD'C' e ABC possuem o mesmo perimetro. Ademais, o trian-
gulo AD'C possui area maior que o triangulo ADC. Uma vez que a area de ADC' é
igual a area de ABC, concluimos que a area do triangulo AD'C' é maior que a area
de ABC, uma contradicdo. Logo, os lados AB e BC possuem o mesmo comprimento.
Analogamente, demonstra-se que ABe AC possuem o mesmo comprimento. Portanto,

o triangulo ABC' é equilatero. m

Faremos agora uma pequena discussao sobre a questao de existéncia do Problema

2. Algumas técnicas do Calculo Diferencial serao utilizadas.

Demonstragao. Seja o triangulo ABC' com lados a, b, e ¢; sendo s o semiperime-

tro do tridngulo dado por 2s = a + b+ ¢; e A a area do triangulo dada por A =

V/s(s —a)(s —b)(s — ¢). Considerando o perfmetro constante, fixando a base a do

triangulo e renomeando o lado ¢ do tridngulo como x. Temos que maximizar a fungao:

flz) = V/s(s — a)(s = b)(s — z),

0 que equivale maximizar a funcao:

h(z) = s(s —a)(s —b)(s — x)

h(z) =s(s—a)(s—(2s —a—x))(s — x)

que é o mesmo que maximizar a funcao:
g(x) = (s =b)(s —x)

g(z) = —2* +2(s — a)x + (as — §%)
2s —a
2

O ponto méaximo da func¢ao é encontrado pela média das raizes, ou seja, x =

o que equivale a 2z = 2s —a =b — x, logo b = z. Assim o triangulo é isésceles.
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Desta forma, suponha um triangulo isésceles de lados x,b e b. Temos 2s = x + 2b.

Temos agora que maximizar a fungao:

f(x) = s(s —x)(s = b)(s = b).

) x . ..
Porém, s — b = 5 Logo, iremos maximizar

para z > 0.

Fagamos a derivada de g para encontrar o ponto critico para x > 0)

g (x) = x(—3x + 2s)

: 2s :
Para = > 0, temos apenas o ponto critico: x = 3 Segue que x = b, ou seja, o

triangulo é equilatero. O

O lema a seguir, que serd usado posteriormente, complementa a Proposicao 2.1.
Numa linguagem intuitiva, ele essencialmente estabelece o seguinte: referindo-se a
Figura 2.1, imagine o ponto B na reta r como sendo mével; entao PB + B() aumenta

a medida que B se afasta de A.

Lema 2.3. Seja A a solugao do problema de minimizagao estudado na Proposigao 2.1.

Sejam B e B; pontos da reta r tais que B esteja estritamente entre A e B. Entao

PB +BQ > PB, + B10. (2.1)

Demonstra¢ao. Como na Proposigao 2.1, seja P’ o simétrico de P com relacao a r.

Entao, a desigualdade a provar é equivalente a provar que

PB+BQ > P, + BiQ.

Observe que B; é um ponto do interior do triangulo P’B@). Assim, nosso problema se

reduz ao seguinte.

Lema 2.4. Seja D um ponto do tridngulo ABC, com D # B. Entao,

AB+ BC > AD + DC.

Demonstracdo. Seja E a interseccio da reta passando por A e D com o segmento BC.
Se D pertence ao lado AC, a conclusdo é imediata, uma vez que, num tridngulo, a
soma dos comprimentos de quaisquer dois de seus lados é superior ao comprimento do
terceiro. Suponha entdo que D néo pertence ao lado AC. Usaremos sucessivamente o
fato supracitado: num triangulo, qualquer de seus lados é menor que a soma dos outros

dois. Assim
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DE + EC > DC,

o que implica

i) AE + EC > AD + DC,

uma vez que AE = AD + DFE.

Por outro lado, temos

AB+ BE > AE.

Logo,

ii) AB + BC > AE + EC.

De (i) e (ii), conclui-se que

AB+ BC > AD + DC.

2.2 Maximizando a Area, minimizando o perimetro

de poligonos
Nesta secao estendemos os Problemas 1 e 2 para o caso de poligonos.

Problema 3. Entre todos os poligonos de n lados e de mesma area, qual deles tém o

menor perimetro?

Problema 4. Entre todos os poligonos de n lados e de mesmo perimetro, qual deles

tém a maior area?

A resposta para ambos os problemas acima é a mesma: trata-se do poligono regular
de n lados, que é aquele que tem todos os lados de mesmo comprimento e todos os

angulos internos iguais. Vejamos como prové-lo.

Solucao do Problema 3. Suponha, o contrario, que o n-agono 9, que tem o menor
perimetro, possui dois lados, AB e BC, de comprimentos diferentes. Seja r a reta
paralela a AC e que passa por B.

Pela Proposicao 2.1, existe B’ sobre r tal que

AB'+ B'C < AB + BC
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Figura 2.3: Solugao do Problema 3

Logo, o poligono obtido substituindo-se os lados AB e BC por AB’ e B'C' tem a
mesma area do poligono original §, mas um perimetro menor, uma contradi¢ao. Logo,

o poligono ¢ deve ser equilatero. Provemos agora que ¢ é equidngulo. Considere trés

lados consecutivos, AB, BC' e C'D, que ja sabemos possuirem o mesmo comprimento.
Suponha que os angulos ABC ¢ BOD sio diferentes. Para fixar as ideias, suponha que
o primeiro angulo tenha medida o maior que o segundo, com medida «;. Veja Figura
2.3.

Seja F o ponto sobre C'D de modo que o angulo @, com medida [, seja tal que
26 < o — . Tome E o ponto sobre o prolongamento de AB de modo que EC seja
paralelo a BF. Temos, assim, que os angulos 3 e ; sdao alternos internos. Portanto,
B = (1. Seja 6 a medida do angulo EBF e 0, a medida do angulo BFC. Temos entio

a+l0—-pF=m

041—|—91+B:7T.
Logo,
91—0206—041—2ﬁ

o que implica #; > 6. Isso, mais a Proposic¢ao 2.1, implica

BE + EF < BC +CF. (2.2)

(Ver Lema 2.5).
Logo, substituindo a parte ABC'D do poligono § por AEF D, obtemos um outro

poligono de mesma &rea e perimetro menor que o de 9, o que é uma contradicao.
m
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Lema 2.5. Seja BECF um quadrilatero onde os lados BF e EC sao paralelos e os
angulos 0 = EBF e b = ﬁ\B sao tais que 6 < #,. Entao,

BE+ EF < BC+CF.

Demonstracao. Seja r a reta que passa pelos pontos E e C. Seja s a reta perpendicular
a BF e que passa por seu ponto médio. Seja X o ponto de intersecao entre as retas r

e s. Vemos, da Proposicao 2.1, que o ponto X € r é exatamente aquele para o qual

BX + XF < BP + PF,

para todo P € r tal que P # X.

Temos duas possibilidades para os pontos E e C:

(i) E e C estao do mesmo lado do plano com respeito a reta s. Nesse caso, temos
que E estéd estritamente entre X e C' e, entao, o resultado segue imediatamente
do Lema 2.3.

(ii) F e C estao em lados opostos do plano com respeito a reta s. Nesse caso, tome
C' o simétrico de C' em relagao a reta s. O fato de o angulo EBF' ser menor que

o angulo CFB implica que F esté entre C’ e X. Logo, pelo Lema 2.3, temos que

BE+ EF < BC"+ C'F.

Agora, note que BC" = C'F e que C'F = BC. Fica assim demonstrado o resul-
tado.

Solugao do Problema 4. Vamos utilizar algumas construgoes que apareceram na
Solugao do Problema 3. Seja 6 um n-agono de maior area entre todos os n-agonos
que tém o mesmo perimetro L. Designemos por S a area de §. Se d nao for regular
entdo existe um n-agono (regular) § de area S e perimetro L < L (ver Solugao do
Problema 3). Agora, vamos construir a partir de § um n-agono ¢’ de perimetro L e
area S’ > S, contradizendo a natureza do poligono §. Tome dois lados consecutivos de
0, AB e BC .

Agora, escolha um ponto B’ sobre a reta s perpendicular a AC' de modo que

(AB'"+B'C) - (AB+ BC) =L - L
(Veja Figura 2.4)
O poligono ¢ é entdo obtido de § substituindo-se os lados AB e BC por AB' e
B'C. O
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Figura 2.4: Solucao do Problema 4

2.3 A Desigualdade Isoperimétrica

Nesta secao, demonstraremos a desigualdade isoperimétrica para poligonos, que diz:

em um poligono qualquer, de area A e perimetro L, tem-se
4rA < L* (Desigualdade Isoperimétrica) (2.3)

Depois, discutiremos a desigualdade isoperimétrica em sua forma mais geral: dada
uma curva plana fechada e retificivel, denotando por A a area da regiao por ela limitada
e por L o seu perimetro, tem-se a desigualdade 47A < L2, Ademais, a igualdade
ocorre se, e somente se, tal curva é um circulo. Para tal, sera necesséario fazermos uma
discussao sobre o conceito de area que vai além das discussoes presentes em um curso
de Geometria Plana do Ensino Médio.

O fato é que a desigualdade isoperimétrica, em sua versao geral, nos fornece a

resposta para o Problema de Dido:

Problema 5 (O Problema de Dido). Dentre todas as curvas planas fechadas e re-
tificaveis, de um dado comprimento L fixado, qual é aquela que engloba maior

area?

2.3.1 Um resultado preliminar

Lema 2.6. Dados dois poligonos requlares de mesmo perimetro L, aquele que tem

mator drea € o que possui um maior numero de lados.
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Figura 2.5: Lema 2.6

Demonstracao. (i) Vamos inicialmente expressar a area A(n) de um n-agono regular
em termos do perimetro L dado. O n-dgono é a uniao de n triangulos como o da Figura
2.5, onde O corresponde ao centro do poligono, AB é um lado e OC é o apotema.

Usamos as notacoes [ = AB e a = OC.

Temos, entao
L =nl (2.4)
A(n) = gla (2.5)
Como o angulo COAcde ~ radianos, e o apdtema é perpendicular ao lado, obtemos
n
l T
—=atg—. 2.6
5 =atg (2.6)
Assim de (2.4), (2.5) e (2.6) obtemos
L? 1
An) = — —
dn tg =~
que reescrevemos na forma
>z
An)=— 2 2.7
)= F 2 (27)
(ii) Para ver o modo como A(n) varia em termos de n, basta estudar a funcao
’ (2.8)

f(x):tg_x
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™ . L . ~
e ver seu comportamento quando x € (0, 5), pois isso nos dard informagoes sobre

0

A(n) para n > 2, usando-se z = —. Para tal, faremos uso de resultados do Calculo
n

Diferencial. Temos que

lim f(x) =1 e lim f(z)=0. (2.9)

x—0 m—)%

m
Além disso f é continua no intervalo (0, 5) ¢ a derivada satisfaz f'(x) < 0 para = €

(0, g) Logo, f é estritamente decrescente em (0, z) Isso nos mostra que A(n) é
estritamente crescente. Logo, se n < m e A(n) e A(m) designam, respectivamente, as
areas do n-agono regular e do m-agono regular de mesmo perimetro, temos A(n) <
A(m). O

Observagao 2.7. A demonstracao anterior, nos diz algo mais. Ela também nos diz
que, para todon € N, n > 2,

L2
E7

onde A(n) denota a area de um n-adgono regular de perimetro L. Isso, unido & solugéao

A(n) < (2.10)

do Problema 4, nos da a desigualdade isoperimétrica para poligonos:

Teorema 2.1 (Desigualdade Isoperimétrica para poligonos). Seja P um poligono qual-

quer de n lados, com drea A e perimetro L. Entdo
4mA < L2

Demonstragao. Seja P’ o poligono regular de n lados e com perimetro L. Seja A(n) a

sua area. Ja sabemos que A < A(n) e que 47 A(n) < L% Logo, 4mA < L. O

Observagao 2.8. Na demonstragao do Lema 2.6, usamos o Calculo Diferencial para

obtermos rapidamente uma ideia do grafico da funcao f(z) = % para z € (0, g)
x

. senx :

Vamos detalhar alguns passos: Usamos o fato que lim = 1 para concluirmos que
z—0

111’% ter 1. Também, usamos a derivada de f para concluirmos que f é estritamente

s
decrescente em (0, 5) Aplicando a regra do quociente, temos:

tgx — xsec’

fi(x) =

tg?x

Assim,
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f(z) <0
tgx — xsectr <0

tgx < zsec’ x

senax T

cosT  cos?x
cosrsenz < T

(I O

1
—sen2x <
5 Sen2z <z

sen2x < 2x

A desigualdade sen2z < 2z ¢é satisfeita para todo x € (0,7/2). Na verdade, as
funcoes sen e cos sao exatamente caracterizadas como sendo o tnico par de funcoes

definidas em R, satisfazendo as seguintes propriedades

1. sen(0 = 0.
2. cos0=1.
3. sen (a — b) = senacosb — senbcosa, para todo a,b € R.
4. cos(a — b) = cosacosb — senasenb, para todo a,b € R.

5. 0 <senz < x < tgx para todo x € (0, 7). Ver [2], paginas 150 a 153.

sen . . .
= 1. Considere um circulo de raio

Uma demonstracao geométrica de glclir(l) .
1 e centro em O. Veja a Figura 2.6. Sejam A e C' pontos nesse circulo tais que o
angulo AOC medido em radianos esteja entre 0 e 7/2. Assim OA = OC = 1; e
designemos CD = a e AB = b. Obtém-se a medida do angulo AOC de z radianos,
entao a = senx. Ademais, o arco AC no circulo de centro O e raio 1 possui perimetro
igual a z. Agora, note que a é menor que AC que, por sua vez, ¢ menor que o arco
AC. Assim, concluimos que a = senz < x. Ainda, a area do setor circular OAC' é /2
e é menor que a area do tridngulo OAB, que é b/2. Assim, z < b. Note que b = tgx.

Entao, para todo z € (0,7/2),
senr < x < tgx.

, para todo = € (0,7/2). Assim,

<
sen x COs T

sen x
cosx < —— < 1, para todo x € (0,7/2). Pelo Teorema do Confronto, quando z se
x

Dessas desigualdades, segue que 1 <

se aproxima de 1.

sen x
aproxima de 0 pela direita,
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B
C
© L
O D A

Figura 2.6: Demonstracao geométrica

2.3.2 O comprimento de uma curva planar e a area de uma
regiao planar

Um caminho no plano ¢ uma fungao continua « : [a,b] — R? definida em um
intervalo fechado [a,b] de R e com valores em R% O ponto a(a) € R? é chamado de
ponto inicial do caminho e a(b) € R? de ponto final. Quando a(a) = «(b), dizemos
que o caminho « é fechado.

Dado um caminho « : [a,b] — R? injetivo, cada particio P : a = ty < t; <

. < t. = b do intervalo [a,b] determina uma poligonal inscrita na imagem de «,
cujos vértices sdo, por definigdo, os pontos a(ty) = a(a), a(ty),...,a(ty) = a(b). O

comprimento dessa poligonal é definido por

l(o; P) = Z lee(ti) — et

onde || || denota a norma usual de R2.

Consideramos o conjunto dos nimeros nao negativos
{l(a; P) | P & particao de [a, b]}

Se o conjunto acima for limitado superiormente, diremos que o caminho « ¢é retificavel

e que seu comprimento é
[(a)) = sup{l(c; P) | P é partigao de [a,b]}

Caso contrario, diremos que o caminho « nao é retificavel.
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Seja a : [a,b] — R? uma caminho fechado, injetivo e retificavel. Definimos a area
da regiao limitada por a do seguinte modo: seja P :a =ty < t; < ... <t = b uma

partigdo qualquer de [a,b]. Considere a poligonal fechada de vértices a(ty) = «(a),

a(ty),...,a(ty) = a(b) e denote por
A(a; P)
a area da regiao por ela limitada. Consideremos o conjunto
{A(a; P) | P é particgao de [a, b]},

o qual é limitado superiormente. Definimos a area da regiao limitada por o como
sendo o numero
A(a) = sup{A(a; P) | P é particao de [a, b]}.

Com essas defini¢oes, podemos demonstrar o seguinte:
Teorema 2.9 (Desigualdade Isoperimétrica para uma curva fechada, injetiva e retifi-

cavel qualquer). Dada uma curva fechada, injetiva e retificavel « : [a, b] — R? qualquer,

tem-se

4mA(a) < ()

Demonstracao. Seja P :a =ty < t; < ... <ty = b uma partigdo qualquer de [a,b].

Pelo Teorema 2.1, ja sabemos que
4 A(o; P) < I(ov; P)?.

Uma vez que I(«a; P) < l(«), temos que

I[(a)?

; <
At P) < 05,

para toda partigao P de [a,b]. Como A(a) = sup{A(«; P) | P é parti¢ao de [a,b]},

segue que

e, portanto,

2.3.3 A Solucao do Problema de Dido

O problema de Dido, uma amenidade. Dido, filha de um rei fenicio, refugiou-se
no norte da Africa, depois que seu marido foi assassinado. Prometeram a ela a extensao

de terra que pudesse cercar com o couro de um boi. Diz a lenda que ela preparou com
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o couro uma longa e fina correia e cercou com a mesma um terreno circular. Essa ¢ a
legendaria histéria da fundacao de Cartago. O problema de Dido é o seguinte: “Entre
todas as curvas planas fechadas de um dado comprimento L, encontrar aquela que
possui a maior area”. A desigualdade isoperimétrica dada no Teorema 2.9 implica que
o circulo é uma solug¢ao mas nao garante que essa seja a tnica. Mostraremos, a seguir,
que de fato o circulo é a tnica solugao. Nos basearemos na demonstragao devida a
Jakob Steiner (1796-1863).

Teorema 2.10. Se v é uma curva que soluciona o problema de Dido entao 7 é convexa.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradigao, que v possua uma reentrancia (cavidade)
o entre A e B. Mais precisamente, existem dois pontos A e B em v de modo que o
segmento aberto AB esté fora da regido delimitada por 7. Seja ¢’ a reflexdo do trecho &
da curva com relacdo ao segmento AB. A curva 7 obtida a partir de vy substituindo-se
o trecho o por ¢’ tem o mesmo comprimento que -y, porém possui uma area maior.

Logo, v é convexa. O]

Vejamos agora o Problema de Dido com parede. Seja r uma reta do plano
e seja X a uniao de r com um dos semiplanos determinados por r. Consideremos as
curvas em X de um dado comprimento e cujos pontos inicial e final estao sobre r.
Mostraremos que entre essas curvas, aquelas que englobam maior area sao exatamente
os semicirculos com base sobre r. E isso sera suficiente para solucionar o problema de
Dido na forma inicial. De fato, seja v uma curva que soluciona o problema de Dido.
Sejam A e B pontos sobre v que a dividem em dois arcos v; e v, de igual comprimento.
As regioes R; e Ry delimitadas pela reta r, que passa por A e B, e pelos arcos v; e 72,
respectivamente, devem ter a mesma area pois se, por exemplo, R; tivesse maior area
que R, obteriamos uma curva 7 de mesmo comprimento que v e englobando maior
area. Bastaria tomar 7 = v, U] onde 7 é a reflexao de 7; com relagao a r. Agora,
as curvas 7; € o sao solugoes do problema de Dido com parede, pois se nao fossem,
existiria uma curva 73 de igual comprimento unindo pontos C' e D de r e delimitando
com 7 uma area maior. Seja 4 a imagem refletida de 3 com relacéo a reta r. A curva
fechada 3 U~} teria o mesmo comprimento que v e delimitaria uma maior area, o que

nao é possivel.

Um semicirculo é caracterizado pela seguinte propriedade:

Proposicao 2.11. Considere a figura formada por uma curva convexa 7, e pelo seg-
mento AB, veja a Figura 2.7. Suponha que a seguinte propriedade se verifica: dado

qualquer ponto P sobre 7y, o angulo APB ¢ reto. Entio ~1 € um semicirculo.
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Figura 2.7: Proposicao 2.11

Figura 2.8: Solu¢ao do Problema de Dido

Demonstragdo. Seja O o ponto médio do segmento AB. Devemos entdo provar que
OP = OA. Para isso, basta mostrar que @ = «;. Trace uma reta paralela a PB
passando por O. Entdo, a interseccio C dessa reta com AP é o ponto médio do

segmento AP. Logo, os triangulos ACO e PCO sao congruentes. Logo, o = a;. O]

Podemos agora finalizar a demonstracao da resolucao do problema de Dido.

Seja v, a curva convexa que, entre as curvas convexas de comprimento L, delimita
juntamente com a reta r a maior area. Mostraremos que 7; é um semicirculo. Pela
Proposicao 2.11, denotando por A e B os pontos de intersecao de 7, com a reta r,
basta mostrarmos que, para todo ponto C' € 7, C'# A e C' # B, tem-se que o angulo
A/C'\B ¢ reto.

Suponha, o contrario, que o angulo A/C\B seja menor que 7/2 (Ver Figura 2.8). Nesse

caso, rotacionamos o segmento C'B, com C' fixo, juntamente com a regiao limitada por
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v e por CB, no sentido anti-horario de modo a obter o angulo reto ACTH'. Temos que
a area do triangulo AC' B’ é maior que a area do triangulo AC'B. De fato, a area do

triangulo AC'B é dada por

% sen(A/C'\B)AC’C'B < %AC’C’B’,

11—
onde §ACCB’ é a area do triangulo AC'B’. Assim, obteriamos uma curva de mesmo

perimetro que ~y; englobando area maior, uma contradi¢ao. Portanto, o angulo ACB
deve ser reto.

Assim, fica demonstrado que o Problema de Dido com parede é resolvido apenas
pelo semicirculo e, consequentemente, o Problema de Dido inicial é resolvido apenas

pelo circulo.






Referéncias

[1] FIGUEIREDO, D. G. de. Problemas de maximo e minimo na geometria euclidiana.
Revista Matemdtica Universitdria, v. 9/10, p. 69-108, 1989.

[2] RUDIN, W. Principles of Mathematical Analysis. New York: McGRAW-HILL
BOOK COMPANY, INC, 1953.

[3] CASTRUCCI, B. Fundamentos da Geometria - Estudo Aziomdtico do Plano Eu-

clidiano. Rio de Janeiro: Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A., 1978.

[4] BARBOSA, J. L. M. Geometria Euclidiana Plana. 10. ed. Rio de Janeiro: Sociedade
Brasileira de Matemética, 2006.

39






A Apéndice

As referéncias para este capitulo sao os livros [3] e [4].

A.1 Geometria Axiomatica

Axioma A.1l. Qualquer que seja a reta existem pontos que pertencem e pontos que

nao pertencem a reta.
Axioma A.2. Dados dois pontos distintos existe uma tinica reta que os contém.

Proposicao A.3. Duas retas distintas ou nao se intersectam ou se intersectam em um

Ginico ponto.

Demonstracao. Sejam m e n duas retas distintas. A intersecao destas duas retas nao
pode conter dois (ou mais) pontos, caso contrario, pelo A.2 elas coincidiriam. Logo, a

intersecao de m e n é vazia ou contém apenas um ponto. 0

Axioma A.4. Dados trés pontos distintos de uma reta, um e apenas um deles localiza-

se entre os outros dois.

Definicao A.5. O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos os pontos que
se encontram entre A e B é chamado segmento AB. Os pontos A e B sao denominados

extremos ou extremidades do segmento.

Definigao A.6. Se A e B sao pontos distintos, o conjunto constituido pelos pontos do
segmento AB e por todos os pontos C tais que B encontra-se entre A e C, é chamado
de semirreta de origem A contendo o ponto B, e é representado por Ssp. O ponto A

¢ entao denominado origem da semirreta Sap.

Observe que dois pontos A e B determinam duas semirretas Sap e Sga, as quais

contém o segmento AB.
Proposicao A.7. Para as semirretas determinadas por dois pontos A e B tem-se:

a) Sap U Spa € a reta determinada pelos dois pontos, A e B.

41
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Figura A.1: Semirreta

Figura A.2: Reta

b) SapN Spa= AB.

Demonstracao. (a) Seja m a reta determinada por A e B. Como Sap e Spa s@o
constituidas de pontos da reta m, entao Sap U Spa C m. Por outro lado, se C é
um ponto da reta m entao, de acordo com A.4, uma das trés possibilidades exclusivas

ocorre:
1) C esté entre A e B,
2) A estéa entre B e C,
3) B esta entre A e C.

No caso (1), C' pertence ao segmento AB; no caso (2), C pertence a Sga; € no caso

(3), C pertence a Syp. Portanto, em qualquer caso, C' pertence a Syp U Spa. n

Axioma A.8. Dados dois pontos distintos A e B sempre existem: um ponto C' entre

Ae B e um ponto D tal que B esté entre A e D.

Definicao A.9. Sejam m uma reta e A um ponto que nao pertence a m. O conjunto
constituido pelos pontos de m e por todos os pontos B tais que A e B estdao em um
mesmo lado da reta m é chamado de semiplano determinado por m contendo A, e sera

representado por P, 4.

Axioma A.10. Uma reta m determina exatamente dois semiplanos distintos, cuja

intersecgao ¢ a reta m.

A.2 Area

A principal fungao desta segao é contextualizar o leitor com alguns termos utilizados
no estudo de areas.
Uma regiao triangular ¢ um conjunto de pontos do plano formado por todos os

segmentos cujas extremidades estao sobre os lados de um triangulo, Figura A.4 (a).
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Figura A.3: Ponto e Reta

Figura A.4: Regioes poligonais

O tridngulo é chamado de fronteira da area triangular. O conjunto de pontos de uma
regiao triangular, que nao pertence a sua fronteira é chamado de interior da regiao
triangular.

Uma regiao poligonal é a uniao de um numero finito de regioes triangulares que,
duas a duas, ndo possuem pontos interiores em comum, conforme Figura A.4 (b).

Um ponto € interior a uma regiao poligonal, se existe alguma regiao triangular
contida na regiao poligonal e contendo o ponto no seu interior. O interior da regiao
poligonal é o conjunto dos pontos que lhe sao interiores. A fronteira da regiao poligonal
¢é constituida pelos pontos da regiao que nao pertencem ao seu interior.

A Nocao de area de regioes poligonais ¢ introduzida na geometria através dos se-

Figura A.5: Ponto no interior de uma regiao poligonal
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Figura A.6: Area do Paralelogramo

guintes axiomas:

Axioma A.11. A toda regiao poligonal corresponde a um niimero maior do que zero.
Ela pode ser formada pela uniao de duas ou mais regides poligonais que nao tenham

pontos interiores em comum.

Axioma A.12. Regioes triangulares limitadas por triangulos congruentes tém a mesma

regiao poligonal.

A essas regioes poligonais citadas nos axiomas anteriores, sao denototadas como
area da regiao.

Em geral, utilizamos a expressao “a area de um poligono...”, sendo assim, tomaremos
a liberdade para usar essas expressoes como “a area de um quadrado” quando queremos
dizer realmente a area da regiao poligonal, cuja fronteira é um quadrado. Assim, o
axioma A.12 acima poderia ter sido enunciado como: “tridngulos congruentes possuem

areas iguais’.

Axioma A.13. Se ABCD é um retangulo, entao sua regiao poligonal, ou seja, sua
area é dada pelo produto:
AB - BC.

A partir desses axiomas, vamos determinar a area de algumas regides poligonais
simples. Vamos iniciar pelo paralelogramo.

Dado um paralelogramo ABCD, designemos por b o comprimento do lado AB,
e por h o comprimento de um segmento ligando as retas que contém os segmentos
AB a CD e que seja perpendicular a ambas. Chamamos o segmento h de altura do

paralelogramo relativamente ao lado AB.

Proposicao A.14. A area do paralelogramo é o produto do comprimento de um de

seus lados pelo comprimento da altura relativo a esse lado.

Demonstracao. Para provar que a area do paralelogramo ABCD é b.h, trace a partir

dos pontos A e B, dois segmentos, AE e BF, perpendiculares a reta que contém CD.
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Figura A.7: Area do Triangulo

O quadrilatero ABFE é um retangulo cuja area ¢ AB.BF a qual, em termos de nossa
notagao, ¢ exatamente b.h. Para concluir a demonstragao observe que os triangulos

ADFE e CBF sao congruentes e que
Area (ABCD) = Area (ABCE) + Area (ADE) =
— Area (ABCE) + Area (CBF) =
— Area (ABFE) =b-h

Isso conclui a demonstracao. O]

Proposicao A.15. A area de um tridngulo é a metade do produto do comprimento

de qualquer de seus lados pela altura relativa a esse lado.

Demonstracao. Dado um triangulo ABC)| trace pelo vértice C' uma reta paralela ao lado
AB, e pelo vértice B uma reta paralela ao lado AC'. Essas duas retas se interceptam
em um ponto D. O poligono ABDC' é um paralelogramo e os dois triangulos ABC e
CDB sio congruentes. Como Area (ABDC) = Area (ABC) + Area (CDB) e Area
(ABC) = Area (CDB), entdo:

Area (ABC) = % Area (ABDC).

Para finalizar a demonstragao, observe que a altura do vértice C do tridngulo ABC

¢ exatamente a altura do paralelogramo ABDC relativamente ao lado AB.
O

Proposicao A.16. A area de um trapézio é a metade do produto do comprimento de

sua altura pela soma dos comprimentos de suas bases.
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Figura A.8: Area do Trapézio

Demonstracao. Seja ABC'D um trapézio cujas bases sao os lados AB e C'D. Trace a
diagonal AC' para dividir o trapézio em dois triangulos.

Trace as alturas C'E do triangulo ACB, e AF do triangulo AC'D. Entao teremos
que AF = CFE, ja que os lados AB e C'D sao paralelos. Entao teremos:

Area(ABCD) = Area(ACB) + Area(ACD) = (A.1)
1 1

= 3AB-CE+ ;DC - AF = (A.2)

_ %(AB +DC)-CE (A.3)

[l

Proposicao A.17. A area de um poligono regular de n lados, inscrito numa circunfe-

réncia de raio R é §R2n sen(360°/n).

Demonstragao. Seja O o centro do circulo. Ligando-se cada um dos vértices do poligono
ao ponto O formam-se n tridngulos isdsceles cujas bases sao os lados do poligono, cujos
lados iguais tém comprimento R e cujo angulo do topo mede 360°/n. Seja OAB um
tal tridngulo. Trace a altura do vértice A. Esta altura mede Rsen(360°/n) e o lado
OB mede R. Logo, a area desse triangulo ¢ 3 R? sen(360°/n) ¢ a area total do poligono
¢ inR?sen(360°/n). O

Considerando poligonos inscritos, podemos observar que ao aumentarmos um veér-
tice em um de tais poligonos, aumentamos a sua area. Assim, nao existe um poligono
inscrito no circulo com area maxima.

Valores aproximados para a area da regiao limitada por um circulo podem entao
ser obtidos a partir da féormula apresentada na Proposicao A.17 para a area de um
poligono regular inscrito. Na tabela A.1, n é o nimero de lados do poligono inscrito
no circulo de raio 1 e A,, é a sua area.

Se considerarmos um poligono regular inscrito com um grande niimero de lados, o

valor de cos(180°/n) sera extremamente proximo do valor de cos0°, enquanto que o



Area 47

Figura A.9: Area de um Poligono Regular

An

Ay

1,299038106

2

2,377641291

2,598076211

2,828427125

10

2,938926261

12 3 16
32 3,121445152 64
128 | 3,140331157 256
512 | 3,141513801 1024 3,141572940
2048 | 3,141587725 4096 3,141591422
65536 | 3,141592649 | 1048576 | 3,141592654

3,061467459
3,136548491
3,141277251

Tabela A.1: Areas de Poligonos Regulares

valor de A, estard muito proximo do valor da area da regiao limitada pelo circulo e
o valor de p, serda aproximadamente o valor do comprimento do circulo. E, portanto
razoavel esperar que, para o circulo, duas vezes sua area seja igual a R vezes seu

perimetro.

Teorema A.18. A area da regiao limitada por um circulo é igual a metade do produto

do raio pelo comprimento do circulo.

Demonstragcao. Representamos por p o comprimento do circulo e por A a area da regiao
por ele limitada. Se P é um poligono inscrito no circulo, representemos por p(P) o
seu perimetro, por A(P) a sua area e por L(P) o comprimento do maior de seus lados.

Tomemos um nimero positivo a qualquer, e seja P um poligono inscrito tal que

a) L(P)<a
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Figura A.10: Area de um Poligono Inscrito
b) A— A(P) <a.R

c) p—p(P)<a

Para fazer a escolha deste poligono podemos inicialmente escolher trés poligonos:
Py, onde se verifica (a), P, onde se verifica (b) e Ps, onde se verifica (c). A é&rea e
perimetro do circulo permite afirmar que as escolhas de P, e Ps sao possiveis. Agora,
forme um novo poligono que tenha como vértices os vértices dos trés poligonos. Este
novo poligono satisfaz as trés condi¢oes acima. A ele chamaremos de poligono P. A
area deste poligono pode ser calculada somando-se as areas de todos os tridangulos com
vértice no centro do circulo e tendo como lado um dos lados do poligono P. Seja OAB

um destes triangulos. Sua area seré
P 11— —
Area(OAB) = §AB -0C

onde OC' ¢ a altura do vértice O deste triangulo.
Como OA > OC > OA — AC, tem-se que

%AB (OA—AC) < Area(OAB) < %E .04
Observando que OA = R e AC < L(P) < a, concluimos que
1— . 1—
§AB -(R—a) < Area(OAB) < §AB -R

Desde que uma desigualdade como esta vale para cada um dos triangulos em que

subdividimos o poligono P, podemos somar todas elas para obter

S9(P) - (R—a) < A(P) < p(P) - R
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Como o poligono P satisfaz a condigao (c), temos que p — a < p(P). Por outro
lado, sabemos da definigdo do perimetro do circulo, que p(P) < p. Utilizando essas

duas informacoes na desigualdade acima, obtém-se:
s(p—a) (R—a) <A(P)<jp-R,

ou seja,
1 1 1
§p-R—§(aR+ap—a2) < A(P) < §p-R

Desta desigualdade decorre que a area do poligono A(P) difere de p.R/2 em menos
que (aR + ap — a?®)/2. Ja que pela escolha do poligono P, A — A(P) < a.R, entao
concluimos que

1 1
\A—§p-R|<a~R+§(aR+ap—a2)

Como o valor de a é arbitrario, podendo ser tomado tao pequeno quanto se queira,
e o lado esquerdo dessa desigualdade nao depende da escolha de a, s6 podemos concluir

que a diferenca A — %p.R é zero. n

Como o nimero 7 é o comprimento de um semicirculo de raio 1, entao podemos

reescrever o enunciado do Teorema A.18, para o seguinte:

Corolario A.1. A drea de um disco de raio v € mr2.



