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RESUMO

GUSMAL R. M.. Um estudo sobre trés problemas classicos da geometria euclidiana. 2016.
96 f. Dissertacdo (Mestrado — Programa de Mestrado Profissional em Matemética) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

Este trabalho aborda os trés problemas cldssicos de geometria da Grécia antiga trazendo as
principais historias e conceitos necessarios para compreensdao dos mesmos. Constru¢des geomé-
tricas com régua nao graduada e compasso, nimeros construtivos, corpos, nimeros complexos e
polindmios sdo alguns dos assuntos que antecedem o tratamento dos problemas. As construgdes
sdo exibidas usando as relagdes existentes nas operacdes aritméticas, dd op¢des de como se
representar geometricamente as quatro operagdes bdsicas e a extracdo de raizes quadradas,
mostrando que todo problema modelado nessas condi¢des pode ser solucionado através dos
instrumentos euclidianos. Essa exibi¢cdo vem ao encontro dos niimeros construtivos, trazendo a
tona quais os principais pensamentos sobre constru¢des com régua e compasso, deixando claro a
defini¢ao de constru¢des geométricas para os gregos. Sao apresentados também propriedades da
algebra abstrata envolvendo conjuntos numéricos que possuem caracteristicas de corpo, dentre
eles os nimeros complexos. Além disso, tratamos dos polindmios, os quais sao fundamentais nas
demonstracdo das impossibilidades cldssicas. Por fim, esta pesquisa deixara claro a integracdo de
todos os contetidos citados acima e de que forma toda teoria pode ser organizada na realizacao
das demonstracdes da impossibilidade da duplicagdo do cubo, trissec¢do do dngulo e quadratura
do circulo, frizando a mobilizacdo dos matematicos ao longo da histdria para tentar explicar tais

problemas, acarretando um alto desenvolvimento da Matematica.

Palavras-chave: Construcdes geométricas, Numeros construtivos, Extensao de corpos.






ABSTRACT

GUSMAL R. M.. Um estudo sobre trés problemas classicos da geometria euclidiana. 2016.
96 f. Dissertacdo (Mestrado — Programa de Mestrado Profissional em Matemética) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

This work addresses the three classic problems ancient Greek geometry bringing the main stories
and concepts needed to understand them. Geometric constructions with non-graded ruler and
compass, building numbers, bodies, complex numbers and polynomials are some of the issues
that precede the statements of problems. The buildings are displayed using the relationships in
arithmetic operations, the options of how to represent geometrically the four basic operations and
extraction of square roots, shows that every problem can be modeled in such conditions solucionas
through Euclidean tools. This view comes against constructive rising numbers which the main
thoughts of constructions with ruler and compass, making clear the definition of geometric
constructions for the Greeks. It also present properties of abstract algebra involving numerical
sets that have body characteristics, including complex numbers, also explains the importance
of polynomials in the statement of classical impossibilities building the definition of degree of
extension. Finally this research will clarify the integration of all the contents mentioned above
and how every theory can be organized in the realization of doubling the cube demonstrations,
angle trisection and squaring the circle, plus the mobilization of mathematicians throughout

history for trying to explain such problems causing a high development of mathematics

Key-words: Geometric constructions, constructive numbers, bodies Extension.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Desde épocas mais remotas até nossos dias, a Matemdtica vem se mostrando uma
ciéncia fascinante para todos que buscam aprimorar seus conhecimentos, por sua utilidade,
beleza, forma de explicar o mundo com intimeras aplicac¢des e por ser fundamental para o pleno
desenvolvimento das pessoas. A todo momento, em todos os lugares, estamos rodeados por
numeros e formas, que muitas vezes nem nos damos conta de sua existéncia, mas, as utilizamos
naturalmente. Uma ci€ncia que traz consigo vasta simbologia, capaz de explicar fendmenos
altamente complicados, dando possibilidade para o ser humano planejar e tomar decisdes com
maior seguranga. Nos séculos V e IV a.C, houve um periodo bastante produtivo na Grécia
antiga no que diz respeito a Matematica, em especial a geometria, mostrando-se extremamente

importante para o desenvolvimento da humanidade.

A geometria plana, que é a principal drea da matemadtica desenvolvida pelos gregos,
possui trés problemas que nao tem solucdo. Sdo eles: duplicacdo do cubo, trissec¢do do angulo
e quadratura do circulo. A fim de tentar responder porque tais problemas ndo tem solugdo,
foram coletadas informagdes e posteriormente sintetizadas neste trabalho ao longo de seis
capitulos, denominados: Introdugdo, Revisao sistematica, Histérias e descobertas, Conceitos
de algebra, Extensdo de corpos e Conclusdo. Em todos eles constam reflexdes acerca dos
principais acontecimentos € conceitos responsaveis por dar origem as impossibilidades cladssicas

da geometria grega.

Antes de iniciar a constru¢do do trabalho, foi necessario ter uma visdo geral do tema. No
capitulo Revisdo sistemadtica, temos os procedimentos adotados no levantamento do referencial
tedrico, que mostrou como o assunto é abordado atualmente, quais as metodologias adotadas e
as conclusdes dos autores. Apoiando-se em outros métodos e descobertas, foi possivel tracar um
percurso proprio, que seja eficiente para mostrar a verdadeira importancia em estudar os trés

problemas cléssicos.

Historias e descobertas € outro capitulo que faz parte desse percurso tragado. Carrega
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a funcdo de contextualizar os acontecimentos e conceitos envolvidos. Sua importincia esta
principalmente em dar motivacdo para essa busca de conhecimento, apresentando fatos historicos,
destacando os grandes matemadticos da época, necessidades a serem superadas, costumes e hébitos.

Assim, € possivel entender com maior significado o surgimento dessas ideias matematicas.

Ao expor ideias que surgiram de necessidades cotidianas, naturalmente aparecem for-
mulas e conceitos matematicos. Sao formalizadas algumas definicdes no capitulo que trata de
algebra, visando demonstrar a ndo solucao usando somente régua e compasso dos trés problemas
classicos, evidenciando o vasto campo da matemadtica que norteia o tema. A compreensao de cer-
tos conceitos torna-se fundamental. Veremos que a dlgebra exerce um grande papel na explicacdo

de conceitos geométricos, e o quanto as diversas dreas do conhecimento estdo interligadas.

No capitulo intitulado Extensao de corpos, temos o ponto central de uma das descobertas
do matemdtico Evariste Galois. Essa teoria foi usada pelo matematico francés Pierre Laurent
Wantzel (1814 - 1848) foi quem apresentou em 1837, pela primeira vez, a impossibilidade das
construgdes dos problemas classicos, resolvendo assim, uma discussdao que perdurava por mais

de 20 séculos.

O objetivo desse trabalho € mostrar a relevancia do tema para o ensino de Matemaética
hoje, pois sabemos o quanto essa disciplina estd se mostrando desafiadora para alunos e profes-
sores. Espera-se que o0 mesmo venha trazer alternativas que auxilie no processo de constru¢do do
conhecimento, contribuindo de forma positiva na realizagdo dos desafios enfrentados dentro e

fora da sala de aula.

Todos os graficos apresentados no capitulo revisdo sistematica foram plotados no pro-
grama Wolfram Mathematica 9, Tive o cuidado de construir cada uma das demais figuras
expostas ao longo do texto no programa GeoGebra, onde, em vdrios casos, sdo apresentadas

adaptacgdes de figuras constantes em publicacdes de outros autores.

1.1 Contribuicoes

A presente dissertacdo traz como contribui¢do os fatores de relevancia no estudo dos
trés problemas clédssicos da geometria euclidiana no que diz respeito ao ensino de matematica
atualmente. Faz uma sintese histdrica das tentativas de resolucao dos trés problemas evidenciando
uma vasta gama de conhecimentos matematicos desenvolvidos em busca de tais tentativas.
Usando explicacdes envolvendo dlgebra de polindmios, teoria de corpos e a relagdo entre
teoria de corpos e as construgdes geométricas, foi possivel construir as demonstracdes das

impossibilidades cldssicas.

Fazer um estudo aprofundado sobre as impossibilidades clédssicas implica conhecer
diversos outros assuntos ligados a matemadtica. E imprescindivel entender o quanto as diversas

areas se relacionam, para conseguirmos obter argumentos concretos acerca de um determinado
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objeto de estudo.
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CAPITULO

REVISAO SISTEMATICA

A importancia da Revisdo sistemadtica estd em nos guiar até as referéncias bibliograficas
relevantes para o desenvolvimento do tema, os trés problemas cldssicos, possibilitando analisar
metodologias e estratégias seguidas por outros autores. Conhecer a fundo parte do que ja foi
publicado é um diferencial relevante para qualquer pesquisador, uma vez que, jamais poderdao

ser desconsideradas descobertas cientificas aceitas no mundo académico.

Essa revisdo tem por objetivo verificar qual a relevancia dos problemas classicos para o
ensino de Matemadtica. Entendendo a funcionalidade dos problemas, seus primeiros questiona-
mentos e sua aplicabilidade, conseguiremos construir argumentagdes que expressem esse fascinio
existente. Todos os métodos apresentados na estruturacdo e conducdo da revisdo sistematica
encontram-se em maiores detalhes nas referéncias (KITCHENHAM, 2004) (BIOLCHINI et al.,
2005) (BERTOLLI, 2010) (FERRARI; MALDONADO, 2007).

2.1 Metodologia

2.1.1 Quais fontes foram pesquisadas na realizacao dos estudos pri-

marios?

Os sites de busca Google Académico e Scielo, langando nas maquinas de busca a seguinte
frase: os trés problemas cldssicos de geometria da Grécia antiga. Com isso surgiram dados iniciais
pertinentes, que possibilitaram coletar informacgdes ligadas diretamente ao tema da presente
revisdo, dando origem aos estudos primdrios. Serd visto, logo mais, 0 quao importante serdao

esses resultados para desenvolver as proximas etapas.
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2.1.2 Que dados foram extraidos nos estudos primarios?

Para os estudos primdrios foram extraidos apenas palavras chaves, apds uma breve andlise
dos resultados exibidos na secdo 2.1.1, percebe-se a forte ligacao que esses dados t€ém com o
tema pesquisado, com a intencao de facilitar a visualizac@o dessas informacdes, temos a lista de

1 a4 logo a seguir:

1. O problema da duplicacdo do cubo.
2. A trissec¢do do angulo.
3. A quadratura do circulo.

4. Numeros construtivos.

2.1.3 Quais foram os critérios de inclusdao e exclusao ?

Prioritariamente, as datas de publicacao, estabelecendo o periodo, 2010 até 2015, em
seguida foi avaliado o tipo de documento, pois sé serd incluido aqueles que se enquadrem como
sendo, livros cientificos, artigos cientificos publicados em jornais e revistas ou apresentados em
congressos, dissertacdes de mestrado ou doutorado, trabalhos de conclusio de curso pertencentes
ao Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional (PROFMAT) nos
idiomas, inglés e portugués, que estejam relacionados ao tema: os trés problemas cldssicos de

geometria da Grécia antiga. Foi possivel sintetizar trés critérios.

1. Data; ter data de publicacdo minima a 2010.

2. Tipo; ser livro, artigo cientifico, trabalho de conclusao de curso do PROFMAT, dissertacao

de mestrado ou doutorado.

3. Tema; estar relacionado ao tema, os trés problemas classicos de geometria da Grécia

antiga.

Observe que a aplicacdo de 1 e 2 ocorre quase que de forma imediata, enquanto que o
critério de nimero 3 depende de uma verificacdo minuciosa do resultado encontrado, para s

assim ter certeza de sua inclusio ou exclusao.

2.1.4 (Questoes a serem respondidas

Quais sdo os problemas classicos de geometria da Grécia antiga, e de que forma influen-

ciaram o desenvolvimento da matematica atual?

Qual ou quais matemdticos provaram, ou estao envolvidos na prova da impossibilidade

de tais problemas, e de que forma isso foi feito?
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Por que esses problemas perduraram por tanto tempo, com tantos génios que surgiram

ao longo da histéria?

Existem dudvidas e interesse em tais demonstragcdes nos dias atuais?

2.1.5 Aplicacao

O conteddo dessa revisdo servird como auxiliador para futuras pesquisas realizadas sobre
o tema, ou proximos a ele. Pois apresenta o que ja foi publicado nos ultimos 5 anos, destacando
quais os principais sujeitos envolvidos, comentando sobre as defini¢des, axiomas, demonstracdes

e, principalmente, as conclusdes de outros pesquisadores.

2.2 Conducao da revisao sistematica

Nos estudos primarios foram langados nos sites de busca Google Académico e Scielo
a seguinte frase: os trés problemas classicos de geometria da Grécia antiga. Selecionadas as
palavras-chaves numeradas na secdo 2.1.2, tais frases foram lancadas nas mdquinas de busca,
sempre com a configuracdo de frases exatas, e, em seguida, foram feitos os registros dos
resultados encontrados, e, dentro deles, quais foram incluidos ou excluidos, e o motivo de tal

decisdo pautada nos critérios estabelecidos na secao 2.1.3.

2.2.1 Resultados obtidos

Apresentam-se em 4 etapas, O problema da duplicag@o do cubo, A trissec¢cdo do angulo,

A quadratura do circulo e Nimeros construtivos.

2.2.2 O problema da duplicacao do cubo

Ao pesquisar nas maquinas de busca, o problema da duplicacdo do cubo, o Google
Académico encontrou 26 itens, onde 8 deles foram incluidos, ja o Scielo ndo retornou nenhuma
resposta. Serd considerado nimeros de 1 até 26 nesse caso, onde, 1 representa o 1° resultado, 2
representard o 2°, 3 0 3°, e assim por diante, ao incluir por exemplo o nimero 8 na linha 2 (Tipo)
da tabela 1, significa que o oitavo resultado foi excluido pelo critério 2 (Tipo), e assim seguira
com todos eles. Logo na sequéncia, apresento um grafico de setor 1 que indicard os resultados

em porcentagem.

O resultado 5 foi colocado no critério 2 (Tipo), contudo podera verificar que existe algum

erro, indicando a mensagem bad request (Invalid hostname).

Para doubling the volume of a cube o nimero de resultados foi menor, 8 ao todo, onde 2
deles foram considerados, ver tabela 2, Scielo nao apresentou resultados. A fim de complementar

as informacdes foi elaborado o gréfico 2.
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Tabela 1 — Duplicacao do cubo (a)

8 Resultados Incluidos
3-7-9-11-13-14-19-21

18 Resultados Excluidos Critérios
1-2-6-12 1 (Data)
8-5 2 (Tipo)
4-10-15-16-17-18-20-22-23-24-25-26 3 (Tema)

Figura 1 — Representa¢do grifica da tabela 1

30,77%
,15,38%

Data

o Incluidos
0,
« 7.70% 1 Excluidos

46,15%

Tabela 2 — Duplicacdo do cubo (b)

2 Resultados Incluidos

1-3

6 Resultados Excluidos Critérios
1 (Data)
2 (Tipo)

2-4-5-6-7-8 3 (Tema)

Figura 2 — Representa¢do gréfica da tabela 2

25%
Inc

o Incluidos
o Excluidos

Tema
75%
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2.2.3 O problema da trisseccao do angulo

Os resultados pertinentes a trisseccao do angulo no Google Académico sio 32 ao todo,
dos quais 16 passaram pelos critérios estabelecidos. Assim como feito até entdo, nomeando
os itens com nimeros de 1 a 32, e informando quais foram ou ndo incluidos como descrito na
tabela 3, e nas informa¢des complementares no grafico 3. O Scielo novamente nio apresentou
resultados.

Tabela 3 — Trissec¢do do angulo

16 Resultados Incluidos
1-6-7-8-10-11-12-13-14-15-18-20-21-23-25-29

16 Resultados Excluidos Critérios
2-9-24 1 (Data)
3-4-16-17-19 2 (Tipo)
5-22-26-27-28-30-31-32 3 (Tema)

Figura 3 — Representag@o grafica da tabela 3

50,00%

Inc

o Incluidos
o Excluidos

9,37%

Data

Tema Tipo
25,00%

15,63%

Observando que o resultado nimero 18 ja havia sido analisado anteriormente, 4 e 17 apre-
sentam erro, sendo estes respectivamente, (Not found) e Bad Request (Invalide Hostname).
Seguindo o mesmo processo para Trisecting an arbitary angle nenhum dos sites retornaram

algum resultado.

2.2.4 O problema da quadratura do circulo

Agora, para o problema da quadratura do circulo, no Google Académico surgiram 44
resultados e 16 foram considerados, o Scielo novamente ndo apresentou resultados, continuando
a justificar de acordo com os critérios tais escolhas, sabendo que agora os itens variaram de 1 até

44, veja tabela 4 e posteriormente o grafico 4.

Os resultados 20 e 31, ja haviam sido incluidos anteriormente. Para frase em inglés The

problem of squaring the circle, ndo foi encontrado nenhuma resposta.
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Tabela 4 — Quadratura do circulo

9 Resultados Incluidos
5-8-16-20-21-23-25-26-31

35 Resultados Excluidos Critérios
3-6-15-33-34-35 1 (Data)
1-17-24-27-40-42 2 (Tipo)
2-4-7-9-10-11-12-13-14-18-19-22-28-29-3032- 3 (Tema)
36-37-38-39-41-43-44
Figura 4 — Representacdo gréfica da tabela 4
—13,64%
20,45% Data 13.64%
Inc
o Incluidos
o Excluidos
Tema
-52,27%

2.2.5 Nudameros construtivos

Apenas o Google Académico retornou alguns resultados para niimeros construtivos

surgiram 22, onde 13 deles foram incluidos, veja tabela 5 e grafico 5.

Tabela 5 — Numeros construtivos (a)

13 Resultados Incluidos
1-2-5-6-7-10-11-13-14-17-18-20-21

9 Resultados Excluidos
15-21
3-4-8-9-12-16-19

Critérios
1 (Data)
2 (Tipo)
3 (Tema)

Esta etapa serd finalizada com a pesquisa de The Constructible numbers. Observe a

tabela 6 e o grafico 6, apenas o Google Académico exibiu resultados, 19 no total.

Tabela 6 — Numeros construtivos (b)

3 Resultados Incluidos

3-4-14

16 Resultados Excluidos Critérios
15 1 (Data)
1-2-11-12 2 (Tipo)

5-6-7-8-9-10-13-16-17-18-19

3 (Tema)
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Figura 5 — Representacdo gréfica da tabela 5

—99,09%

o Incluidos
o Excluidos

Figura 6 — Representacdo gréfica da tabela 6

5,26%

N,

57,90%

21,05%

15,79%

o Incluidos
o Excluidos

2.3 Analise detalhada das bibliografias

De acordo com Ribeiro (2012), as tecnologias fazem parte de nossa realidade e devem
ser usadas dentro da sala de aula. A matematica assume boa parte dessa responsabilidade,
inovando as formas de ensino-aprendizagem. Contribuir diretamente para o desenvolvimento
das capacidades dos alunos respeitando suas individualidades ndo € tarefa facil. As tecnologias
usadas adequadamente podem auxiliar o processo de construcdo do conhecimento, porém, o

ensino repleto de informacgdes, ndo garante a promog¢ao da aprendizagem.

Nesta dissertacdo a autora aborda tipos variados de curvas e suas propriedades visando
a educacgdo bdasica. Assuntos como conicas, cicloides e os problemas clédssicos, sio mostrados
com vista a um novo olhar que desafia os professores propondo-lhes adaptacdes no seu modo de
trabalho.

Sua ideia € a utilizacdo de um ambiente de geometria dinAmica que permite operar
diretamente sobre os objetos matematicos. Assim, o aluno poderd manipular pontos, retas,
circulos, coeficientes de equagdes, curvas e graficos, realizando descobertas significativas, dentro
de contextos previamente propostos pelo professor, que atuard na funcao de mediador desse

processo de constru¢ao do conhecimento por parte do aluno.
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Conclui que a integracdo de programas matemdticos nas rotinas escolares quando usados
corretamente favorece a superacdo de diversas dificuldades. Dessa maneira, procedimentos auto-
matizados que demandam muito tempo podem ser substituidos por acdes de maior importancia,

como o desenvolvimento de ideias e pensamentos.

Menezes (2014) apresenta informagdes que revelam a inadequada formacgao docente,
refletida pelo mal desempenho dos alunos no desenvolvimento das atividades escolares, vestibu-
lares, concursos publicos e pela dificuldade de ingresso no mercado de trabalho. Aponta que,
dentre as disciplinas, matemadtica se mostra como a grande vild. Na atualidade, o professor deve
adaptar-se aos novos moldes educacionais, principalmente em relagdo a matematica que deve ser
relacionada a realidade, pois o aluno ndo € mais visto como aquele que simplesmente recebe
as informacoes, devendo a todo momento ser considerado seus conhecimentos prévios. Essa
reflex@o nos indica a necessidade da formacao continuada dos docentes, para assim conseguir

reverter a situacao da educacdo atual.

O autor propde recursos diferenciados para o ensino de Geometria Euclidiana. Usando
dobraduras de papel desenvolve o trabalho em trés etapas: discricdo axiomdtica, teoremas e
resolucdo de problemas. A primeira dobradura baseia-se na formulagdo de sete axiomas funda-
mentais para desenvolver com propriedade constru¢des como, retas concorrentes, unicidade da
reta passando por dois pontos, ponto médio, angulos opostos pelo vértice, retas perpendiculares,
soma dos angulos internos de um tridngulo, entre outras. Na etapa teoremas, explica-se provando
formalmente as dobras utilizadas nas constru¢des. Finaliza com a resolucdo de problemas, apre-
sentando o teorema de Pitdgoras, trissec¢ao do lado de um quadrado e duplicac¢do do cubo, segue

descricdo deste dltimo com mais detalhes.

Inicialmente, a solucdo € dada trissectando um dos lados do quadrado ABCD, observe na
Figura 7, ao tracar seguimentos paralelos aos lados encontramos os pontos H e E, por ultimo
desloca-se o ponto A até o ponto médio de BC, nessas dobras constam as medidas aproximadas

das arestas, com volume original e apds a duplicagao.

Dessa forma, o autor conclui que as expectativas de aprendizagem no que diz respeito ao
ensino de matemadtica poderao ser alcangadas somente se os professores inovarem suas praticas.
Porém, a evolucao educacional sé prosseguird mediante a formacdo docente continuada, capaz

de indicar caminhos alternativos que contribua para o bom desenvolvimento dos alunos.

A dissertagdo apresentada por Freitas (2014) traz os trés problemas cldssicos mostrando o
envolvimento da teoria de extensdo de corpos na demonstracao de suas impossibilidades usando
somente régua nao graduada e compasso. Define pontos e retas construtivos, colocando-os sobre
um conjunto de pares ordenados em um sistema de coordenadas cartesianas, dessa forma, sao
feitas varias demonstracdes relacionadas a essas construcoes, retas perpendiculares, paralelas,
ponto médio, trapézios e triangulos, considera tais conhecimentos fundamentais para um estudo
inicial de geometria, mostrando a incrivel ligacdo existente entre dlgebra e geometria, com breve

aprofundamento em corpos, subcorpos, extensdo, grau de uma extensao, nimeros algébricos
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Figura 7 — Duplicacdo do cubo. Adaptado de Menezes (2014)
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e transcendentes, em particular nesse caso o 7, analisa o corpo dos nimeros construtivos
observando a importancias dos racionais Q. Através da geometria analitica que trabalha em um
sistema de coordenadas cartesianas (X,Y ), com a reta escrita como y = ax+ b e a circunferéncia
(x —a)? + (y — b)?> = r* demonstra que suas interseccdes originam equacdes de 1° ou 2° grau,
afirmando que o grau de extensao dos nimeros construtivos sao poténcias de 2, informagdo essa

fundamental para demonstrar a impossibilidade dos trés problemas cldssicos.

A dissertagdo também apresenta solugdes desenvolvidas pelos gregos com instrumentos
diferenciados dos Euclidianos, relatando acontecimentos histéricos que os levaram a desenvolver
essas descobertas. Destaca, como possivel motivo responsdvel por despertar a curiosidade dos
gregos nos problemas classicos, o fato de conseguirem duplicar a drea do quadrado, o que pode
ter influéncia em problemas envolvendo duplicacao. Do mesmo modo, dominavam estratégias
relacionas a divisdo de angulos em 2n partes, e quadrar poligonos de n lados. Essas informagdes

podem servir de justificativa para fascinagdo na trisseccdo de angulos e quadraturas de circulos.

Ainda explica uma maneira para duplica¢do do cubo usando origami. As dobras consis-
tem em achar duas meias proporcionais para modelar o problema. Destaca Hipdcrates de Quios
(viveu em torno de 430 a.C) como o primeiro matematico que utilizou esse pensamento para

atacar o problema.

A autora nao deixa ddvidas do quanto € importante usar formas variadas de estratégias
ao desenvolver o trabalho em sala de aula. E que um assunto usado como eixo temdtico obriga-
toriamente nos remete ao aprofundamento de outros temas que muitas vezes ndo se esperava
encontrar. Neste trabalho, partiu-se de um problema naturalmente geométrico, originando o

surgimento da 4lgebra, usada para tornar as demonstracdes ainda mais concretas.

De acordo com Costa (2013), ensinar Matemadtica é um desafio presente na sociedade

atual, com barreiras que precisam ser superadas. O autor comenta que tal acontecimento se
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da pelo fato de grande parte dos professores terem sido educados em uma escola totalmente

tradicional, refletindo no modo de trabalho que se mantém resistente e conservador.

Em sua pesquisa, trata os nimeros construtivos e suas propriedades para alunos do 2° e

3° ano do ensino médio frisando trés questionamentos:

1. /2 é construtivel?
2. /T é construtivel?

3. cos3u € construtivel =—> cos & € construtivel?

Adota como metodologia o uso da régua e do compasso, programa de geometria dindmica,
contextualizagdo com a histéria da matematica em exercicios e aplicagdes. Para o autor, é
papel do professor orientar corretamente seus alunos nas atividades escolares usando essas
multiplas estratégias de ensino, tornando a Matematica atrativa e estimulante. O que facilitard no

desenvolvimento dos conhecimentos bésicos de geometria essenciais em estudos futuros.

Dessa maneira, mostra o quanto é fundamental estudar nlimeros construtivos no ensino
médio, e que o mesmo deve fazer parte dos planos de ensino sempre sendo trabalhados com

atencdo especial.

Lima (2014) apresenta a problemadtica de como as cOnicas sdo trabalhadas atualmente.
Nota-se que certos conceitos estdo sendo esquecidos com o passar do tempo. Abordagens
superficiais em livros didaticos de forma mecanica e sem nenhuma contextualiza¢do concreta
com a realidade acaba refletindo no trabalho dos professores, que se mantém estaticos, como o

antigo modelo tradicional de ensino.

Como alternativa, o autor destaca as Tecnologias Digitais de Informacgao (TDI) como
proposta inovadora para o trabalho em sala de aula. Porém, afirma que a implementagdo tecnold-
gica deve ser bem planejada, esbocando com clareza os objetivos que almejam ser alcancados.
Uma maneira estd em propor sequéncias didaticas estruturadas envolvendo elementos historicos,

tecnoldgicos e praticos.

Sao elaboradas explicagdes praticas em um ambiente dindmico exclusivo para geometria
analitica plana e espacial. Relaciona as se¢des conicas ao problema de duplicacdo do cubo com
fatos relevantes sobre sua origem. Mostra as principais descobertas de alguns matemaéticos e

como as mesmas foram pensadas até se transformar nas propriedades que utilizamos hoje.

Assim, deixa claro a necessidade de implementacao das (TDI) e de reflexao por partes
dos professores sobre suas praticas de ensino. Evidencia que o ensino de Matemdtica e outras
areas do conhecimento ndo deve permanecer inerte, precisando de inovacdes que combata a falta

de interesse e os altos indices de evasao.

Lopes (2014) afirma em sua dissertacdo a existéncia de uma precdria utilizacao de

constru¢des geométricas nos curriculos da educacao bésica brasileira, o que prejudica a formacdo
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dos futuros professores. O bom entendimento das defini¢cdes, conceitos, demostracdes e resolugdo
de problemas encontra-se diretamente ligado a uma boa visualizagdo geométrica, que se dard por

meio da realiza¢do de procedimentos e métodos.

Com critérios de construgdo para poligonos regulares no programa GeoGebra define o
conjunto dos nimeros construtivos, partindo para dlgebra abordando anéis, dominio de integri-
dade e corpos provando quais s6lidos ndo sao construtivos expondo demonstragdes pertinentes.
Destaca a espiral durea exibida na Figura 8, e explica sua importancia para constru¢do do penta-
gono regular. O autor faz referéncia aos poligonos regulares construtivos e a teoria de Galois
com objetivo de descobrir aqueles que podem ser construidos com régua e compasso. Afirma que
conhecimentos algébricos sdo diferenciais importantes para provar formalmente as conjecturas

realizadas.

Figura 8 — Espiral durea

.

Lugli (2014) acredita poder motivar alunos do ensino médio com aspectos distintos de

constru¢des geométrica, afirma que alguns problemas tornam-se mais simples quando analisados
do ponto de vista algébrico. Perceber a viabilidade em usar dlgebra ou geometria em situagdes

problemas € uma excelente qualidade a ser desenvolvida por estudantes de Matematica.

Elaborou um titulo curioso Nao precisamos de régua, sim de algebra e compasso,
assim, verifica quais pontos sao construtivos no plano cartesiano, demonstra que todo problema
cuja solucdo se restringe as quatro operacoes e extracdo de raizes quadradas possui solucao
geométrica. Define e prova propriedades relacionadas aos nimeros construtivos e as impossibili-
dades cldssica. Para duplicacdo do cubo e trissecc@o do angulo usa o método de pesquisa das

raizes racionais de um polindmio, nesse caso x> —2 = 0 e 8x> — 6x — 1 = 0 respectivamente.

Dessa forma, mostra o quanto € importante um olhar global em qualquer area de estudo,

e que situagdes aparentemente simples acabam exigindo vasto conhecimento.

A dissertacdo apresentada por Silva (2014) esclarece o quanto é importante o estudo da
geometria plana. Utiliza um dos problemas classicos, a trissec¢cdo do dngulo. Acredita que a
apresentacdo de registros historicos e o uso de recursos computacionais refor¢a o lado pedagdgico

no que diz respeito o ensino de Matemitica.
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O autor adota como recurso metodoldgico o programa GeoGebra destacando a facilidade
que o mesmo apresenta na manipulacdo de seus objetos. Encontra solugdes por aproximagao
para o problema da trissec¢ao explicando como e quais ferramentas do programa foi utilizada
na sua obtencdo. D4 grande enfoque para espiral de Arquimedes exibida na Figura 9, pois
sua construcdo estd relacionada a resolucdo aproximada do problema. Expde o teorema de
Morley, que faz referéncia ao encontro das trissetrizes dos angulos internos de tridngulos,
paralelogramos e poligonos regulares. Constru¢do impossivel de ser feita com exatidao, ja que

possui a necessidade de se obter trisseccoes de angulos.

Figura 9 — Espiral de Arquimedes

O autor finaliza fazendo uma critica sobre os problemas de geometria, cuja solucdo
privilegia de forma insuficiente os conteido genuinamente geométricos em detrimento de

aplicagdes exaustivas de calculos e desenvolvimentos algébricos.

Ao verificar a pesquisa de Peixoto (2013), percebe-se sua preocupagdo com o ensino
de geometria analitica. Destaca algumas consideracdes tiradas da disciplina MA23 (Geometria
Analitica) do proprio PROFMAT frisando que tais consideragdes sao fundamentais para os

estudantes.

Seu principal contetido de estudo € a pardbola, inicialmente em um modelo bem préximo
daquele visto por alunos do ensino médio. Faz aplica¢des utilizando sua propriedade refletora e
os elementos que a compde. Com imagens de objetos comuns que estdo ao nosso redor, como
lanternas, fardis e antenas, por exemplo, consegue construir a contextualizacdo do espelho
parabdlico, com o objetivo de levar compreensao acerca da importancia de suas propriedades.
Finaliza com a apresentacdo das cOnicas, pardbola e elipse, em coordenadas polares explicando

a relacdo entre os coeficientes das equagdes com o auxilio do GeoGebra.

Dias (2014) inicia sua pesquisa com um questionamento. Como a disciplina Histéria
da Matemdtica € trabalhada nas atividades curriculares da atual escola brasileira? O autor faz
um levantamento em algumas escolas de educacdo bésica, a fim de tentar descobrir como os

professores utilizam a disciplina e qual o seu grau de importancia. Neste trabalho, temos acesso
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aos resultados encontrados, onde verifica-se que os curriculos escolares ndo dao destaque para
fatos historicos pertinentes ao desenvolvimento da matemdticos. Conclui que essa postura afeta

de forma negativa o ensino de Matematica.

Com contetdos como a quadratura de poligonos a partir do tridngulo, explica como se
iniciou a geometria na Babildnia. O envolvimento de alguns matematicos nessas descobertas
através dos tempos abrem portas para nomes como Arquimedes, Apolonio e Euclides. A necessi-
dade natural da geometria no Egito Antigo, na Grécia, no Império Romano até os dias atuais

acabam servindo de motivacdo usada pelo autor para dar énfase a evolucdo da Matemadtica.

Juca (2011) apresenta propostas de ensino em um ambiente virtual de aprendizagem, esse
€ o grande propdsito por trds da tese de doutorado elaborada pelo autor . Explica sua preocupagao
em compreender como os alunos aprendem Matematica realizando um experimento em uma
plataforma conhecida como Telemeios. Nele ministra aulas de geometria plana para alunos da
educacdo bdsica, e explica quais os principais desafios a serem superados para que os professores

sejam capazes de ministrar aulas significativas.

Dentre esses desafios, temos a formagdo docente continuada, pois € necessario que o
professor domine as ferramentas tecnoldgicas para que nao seja mais uma dificuldade. Fala
também sobre a necessidade de programas com suporte para simbolos mateméticos, que seja de

facil digitacdo, destacando que os atuais editores de texto nao otimiza a exposi¢do de féormulas.

Dessa maneira, apresenta como conclusdo o fato de que o ensino a distancia é uma
proposta inovadora com um grande rol de possibilidades, mas que acarreta em intimeras mudan-
c¢as nos sistemas educacionais, levando os professores a repensarem suas praticas pedagégicas

adaptando-se a novas linguagens que vao muito além de aulas expositivas e tradicionais.

Pereira (2013b) traz areas de figuras planas em sua principal problemdtica mostrando
ideias de como construir esse conhecimento na educagao bésica. Inicia discutindo as regides
circulares com a exposi¢do de fatos historicos e justificativas para o surgimento do numero 7.
Fala sobre um matemdtico chamado Hipias de Elis, responsdvel pela criagdo de uma curva que
ficou conhecida como quadratriz ou trissetriz. Tal curva foi usada por outros matematicos para
obter aproximacdes da trissec¢ao de angulos e da quadratura de circulos, destacando o uso do
conceito de limites em sua construcao. Define o conjunto dos nimeros construtivos explicando
a transcendéncia do nimero 7, curiosidades a respeito do simbolo, niimeros racionais que se

aproximam de 3,14159--- deixando claro a ordem cronoldgica dos acontecimentos.

Portanto, afirma que métodos diferenciados de aproximacao aliados a narrativas histdricas
podem servir de motivacado para os alunos. E que conhecé-las propicia ao professor maneiras

mais ricas de abordagens pedagdgicas no decorrer das aulas.

Vitor (2013) traz uma proposta que tenta quebrar a ideia de distanciamento entre dlgebra
e geometria formalizada pelos alunos. Orienta sobre as varias possibilidades encontradas no

GeoGebra, por exemplo, a realizacdo de constru¢des geométricas em um modelo de aula que
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promova a investigacdo e o pensamento, e que tal aula pode ser incluida em uma plataforma
online em que alunos e professores poderdo acessar. Para o autor, os beneficios sao mais do
que evidentes pela mobilidade que o programa da aos objetos, ao passo de ser mostrar bastante

intuitivo.

Com a utilizacdo de sequéncias didéticas faz referéncia a uma parcela considerdvel
da geometria analitica. Levanta questionamentos pertinentes sobre como surgiu determinados
conceitos e quais fendmenos estdo envolvidos em suas aplicagdes. Uma forma apresentada pelo
autor a fim de propiciar a diminui¢do desse distanciamento entre dlgebra e geometria € o estudo
das seccdes conicas. Sequéncia de atividades nos programas de geometria dindmica, promovida
de maneira contextualizada trard uma maior compreensdao dos conhecimentos por parte dos

alunos.

Lima (2013) levanta trés questionamentos: a utilizacao das tecnologias podem trazer
dificuldades para o ensino? serd possivel incorporar novos recursos as praticas pedagogicas?
os alunos e professores estdo preparados para interpretar os resultados dos computadores e

calculadoras? esses sdo os eixos norteadores de sua pesquisa.

Ao refletir sobre esses questionamentos, autor afirma que a conduciao de uma boa pratica
pedagdgica requer do educador disponibilidade para que possa explorar a fundo as potencia-
lidades de uma determinada ferramenta tecnolégica. Desenvolve estudos sobre aproximagdes
de raizes quadradas e ctubicas, nimeros irracionais, técnicas de aproximagao, dentre elas temos
a /7, nimero fundamental na quadratura do circulo. Salientando que para uma abordagem
concreta sobre esses conteudos € necessdrio pleno dominio dos meios que o professor se dispor

a usar.

Deixa claro que as mudancas estdo ocorrendo e que € possivel sim inovar metodologias
de ensino. Porém, nio basta simplesmente incorporar um meio as atividades curriculares por sua
utilidade didria, e sim desenvolver maneiras de promover para nossos alunos uma compreensao

de mundo atualizada, o que exigird grande preparacao dos professores.

Fazer com que alunos do 3° ano do ensino médio entenda a autenticidade dos nimeros
complexos C. Essa € a proposta que Pereira (2013a) apresenta logo apds detectar essa dificuldade.
Destaca que tal situacao precisa ser superada pois envolve conceitos de extrema importancia

para qualquer estudante de Matematica.

Especificando estruturas algébricas através das operagcdo de adicao e multiplicagdo
fechada em um conjunto nao vazio, define operacao bindria, grupos, dominio de integridade e
corpos. Posteriormente constrdi o conjunto dos nimeros complexos C em sua forma algébrica,

trigonométrica, matricial, e a transformagdo de Mébius.

As explicacgdes e atividades especificadas levaram o autor a concluir que o ndo enten-
dimento das unidades imagindrias nas aulas de Matemadtica s6 serd minimizada através de

uma exposi¢cdo detalhada, e que a omissao de informacgdes deixa aberturas que acarretam em
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incertezas no processo de ensino-aprendizagem.

Junior (2013) destaca em sua dissertacdo que a maioria dos livros didaticos aborda
conteidos de geometria em seus ultimos capitulos, o que acaba acarretando em um estudo
superficial do contetido. Por isso , optou por desenvolver uma proposta que trabalhe construc¢des

geométricas durante todo o ano letivo e ndo apenas no final.

Em sua obra construgdes geométricas por régua e compasso e niimeros construtivos, foca
na promocao da aprendizagem dos conhecimentos de reta perpendicular, bissetriz, mediatriz,
ponto médio, pontos notdveis em tridngulos e outras situagdes. Contém também uma breve
histéria dos trés problemas cldssicos, definicdo de nimeros construtivos € pontos no plano
utilizando as equacdes da reta e circunferéncia, tudo modelado através de atividades que poderdo

ser aplicadas em sala de aula.

O autor conclui que, ao introduzir novas metodologias na resolugdo de atividades no
ensino fundamental, os alunos obterdo uma visao matematica diferenciada. Desse modo, os
estudantes serdo capazes de prosseguir suas carreiras académicas nas mais variadas dreas das

ciéncias exatas.

Biazzi (2014) d4 énfase ao matemdtico Evariste Galois, que desenvolveu importantes
teorias sobre a resolugdo de equagdes algébricas e trabalhos que o qualificaram como precursor

da dlgebra moderna, onde se insere o principal objeto de estudo levantado pelo autor.

Explora em sua metodologia estruturas algébricas, polindmios, suas propriedades e
aplicagdes, relacionando esses contetidos as construcdes geométricas. Segundo o autor tal
material pode ser adaptado para o ensino médio e uma parcela para o fundamental. Também
apoia o uso dos laboratdrios de informédtica contidos nas escolas como um diferencial importante

do processo.

Sugere como tema central a impossibilidade dos trés problemas cldssicos em algumas
aulas de Matematica do ensino médio, além de outras formas de exposi¢do presente no decorrer da
pesquisa. O autor percebe a riqueza em tais abordagens como solu¢do do processo de constru¢ao
do conhecimento, capaz de motivar o aluno a entender verdadeiramente certos conteudos, para

que consiga aplicd-los em situacdes problemas.

As autoras Schubring e Roque (2014) elaboram suas ideias tendo por base um artigo
publicado em 1936 por Arthur Donald Steele, que procura responder questdes acerca do tra-
tamento de constru¢des geométrica com o uso de régua e compasso pelos gregos. Afirma que
outros métodos de resolu¢cdo com instrumentos, além dos cldssicos, eram usados na época, porém

queria-se sempre que possivel simplifica-las.

Essas resolugdes deram origem a trés tipos de problemas: planos (uso de apenas régua e
compasso) solidos (resolvidos com a utilizacdo de conicas) e lineares (curvas construidas com
movimentos, espirais, quadratriz, conchoides e cissoide). As restricdes a régua e compasso via

de regra eram seguida pelos gedmetras da época mas havia também aceitacdao usando certos
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ajustamentos nas construgdes, o problema é que sempre carregava pequenos erros em suas

respostas.

Finalizam dizendo que os alunos devem entender que os problemas cldssicos nao fo-
ram resolvidos usando os procedimentos exatos de constru¢gdes geométricas, mas que varias
aproximagdes suficientemente razoaveis foram encontradas pelos matematicos ao longo do

tempo.

Precioso e Pedroso (2011) trazem em seu artigo ideias interessantes sobre niimeros cons-
trutivos. Usando 6timos exemplos de construcdes geométricas conseguem exibir o seguimento
que represente a media da expressado 2.1, explicando de forma clara todos os procedimentos

adotados.

\/8+\/\/f1+\/§+x/§+5 2.1

Fazem um paralelo a teoria de extensao de corpos justificando o conceito de nimeros

construtivos, enfatizando a demonstrag¢do do teorema 2.3.1.

Teorema 2.3.1. Se uma equacao cubica de coeficientes racionais nao tem raiz racional, entdo

nenhuma de suas raizes sdo construtiveis partindo do corpo Fy

Em seguida utilizam o teorema 2.3.1 para provar a impossibilidade dos problemas

classicos e a construcao do heptdgono regular, modelando ambos os problemas a polindmios.

No decorrer do desenvolvimento da pesquisa, os autores também explicam nimeros algé-
bricos e transcendentes, e o critério de irredutibilidade para polindmios, atribuido ao matemético

Eisenstein exibido no teorema 2.3.2.

Teorema 2.3.2. Seja f(x) = aux" + -+ +ajx+ ap um polindmio ndo constante de coeficientes

inteiros e p um primo tal que:

1. p ndo divide ay,
2. pdivide ay,ay,--- ,a,_1

3. p? divide ag
Entdo f(x) é irredutivel sobre Q.

O teorema acaba sendo mais uma ferramenta para justificar as impossibilidades classicas,
destacando que o polindmio x*> — 2 = 0 descreve o problema da duplicag¢io do cubo, e que
o mesmo € irredutivel de grau 3 com raizes ndo construtiveis, como exposto nos teoremas
acima. Mostra que com raciocinio analogo € possivel provar a impossibilidade da trisseccao,

e comenta sobre a relacdo da transcendéncia de /7 com a impossibilidade da quadratura do
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circulo. Finaliza o desenvolvimento da pesquisa apresentando alguns tipos de solu¢@o por néusis

(ajustamento) e explica a construcio do poligono regular de 15 lados.

Concluem que o uso da régua e do compasso pensado em conjunto com teorias algébricas
modernas é um conhecimento fundamental para qualquer professor de Matemadtica, causando
reflexos positivos em sua pratica na sala de aula e automaticamente promovendo um ensino de

maior qualidade.

Barbosa (2013) realiza uma aproximacgao entre aritmética e geometria usando o problema
da trissec¢do do angulo. Fez a andlise de uma carta escrita por Rene Descartes onde dizia
ter solucionado trés tipos distintos de equacdes cibicas, x> = fa+bx, x> = ta+x’ e x> =
+a+ bx + bx? e que esta terceira equagio podera nos levar a solugo da trisseccdo de angulos.

Foi a partir dessas informag¢des que o autor elaborou seu artigo.

Desenvolve textos que analisam a interacdo entre aritmética e geometria onde conta
sobre um curioso instrumento usado por Descartes auxiliando-o em suas conclusdes batizado de
mesoldbio, 0 mesmo permitia a construcdo de certas curvas fundamentais em suas descobertas.
Além disso € apresentado uma série de exemplos relacionando elementos aritméticos a sua

representacio geométrica a fim de nao deixar dividas a cerca da conexao existente entre as dreas.

Nascimento e Feitosa (2010) responde: como os gregos entendiam o conceito de nimero?
Tal pergunta foi usada como ponto de motivagao pelos autores na elaborac¢ao da pesquisa. Inicia-
se com um texto sobre a histéria de Evariste Galois, destacando acontecimentos pertinentes aos
momentos histéricos até sua tragica morte aos vinte anos de idade em um duelo. Apresentam
problemas sobre equagdes polinomiais que podem ser resolvidas por radicais e suas respectivas
resolucdes. Termina enunciando os trés problemas cldssicos apresentando de forma simples as

principais ideais usadas na demonstragao.

Chegam a conclusdo do quanto € importante aprofundar os estudos em Matemética, com
0 objetivo mostrar que problemas relativamente simples carregam pensamentos extremamente

sofisticados em suas solucoes.

Souza e Alitolef (2011) também escrevem sobre Evariste Galois contando trechos de
sua historia, destacando a incrivel habilidade em matematica do jovem, e a dificuldade dos
examinadores da época em compreender descobertas matematicas que iriam além de tudo que ja
havia sido publicado. Galois foi reprovado duas vezes no exame de admissdo em uma famosa

escola da Franga, Ecole Polytechnique, pois nido conseguia cumprir as formalidades exigidas.

Comenta sobre a posi¢ao politica assumida por ele logo apds a morte de seu pai, um
seguidor fiel das teorias de Napoledo Bonaparte. Tinha como principal drea de estudo as equacdes
algébricas. Conseguiu aos 18 anos de idade fazer publica¢des no principal jornal cientifico
da Franca. Sua pesquisa originou a brilhante teoria dos grupos, pena que um dos grandes
matematicos daquele tempo, Cauchy, ndo deu grande importancia aos seus registros. Quase

concorreu em um concurso de ciéncia muito conhecido, mas por ironia do destino, Fourier, que
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recebeu o seu artigo morreu antes de coloca-lo para publicacdo e a obra se perdeu novamente.
Era um tanto temperamental, afrontou grandes intelectuais e autoridades, foi preso, € morreu de
forma trigica ao participar de um duelo, de sorte que antes de sua morte escreveu trés cartas,

sendo que em uma delas continha os teoremas e demonstracdes de sua teoria.

Junior e co-autores (2013) trazem uma abordagem metodoldgica para o estudo das
cOnicas mostrando que as propriedades algébricas se relacionam de forma natural com as
geométricas. Conta algumas histdrias que possivelmente podem ter originado os problemas

classicos.

Utilizam como metodologia a elaboracdo de atividades curriculares que podem ser
aplicadas em oficinas, e novamente adota-se o0 GeoGebra para auxiliar na realizacdo dessa tarefa.
Sao expostas construgdes geométricas, conicas como sendo lugares geométricos, e algumas

aplicacoes.

Os autores percebem que os programas de geometria dindmica sao 6timas ferramentas
na aplicacdo de aulas bem preparadas com objetivos claros, mas que o mesmo cobra boa
preparacao por parte do professor, exigindo-o dominio ndo s6 do conteido, mas também uma

6tima manipulag¢do do programa.

O artigo escrito por Vacari (2011) fala sobre o método de exaustdo, usada na realizagdo
do célculo de areas em figuras curvas aproximando-as de regides poligonais. Segundo o autor

esse método originou antigos problemas sobre dreas, volumes e comprimentos de arcos.

Em sua metodologia retrata a histéria da matemaética frisando a descoberta dos incomen-
surdveis. Apresenta resolucdes de problemas voltados a encontrar dreas de circulos, e os resolve
fazendo comparagdes entre as dreas de poligonos regulares inscritos e circunscritos, observe
tal exemplificacdo na Figura 10. Faz o seguinte questionamento: quem desenvolveu o método
de exaustdo? E conclui atribuindo tal feito a Eudoxo (408-355 a.C) astrobnomo, matematico e
filésofo de origem grega. Afirma que o mesmo fez contribui¢cdes importantissimas a respeito dos

incomensuraveis, amenizando a crise existente na escola pitagdrica.

7z

O artigo cujo titulo € "Construgdes geométricas com régua e compasso - Nimeros
construtiveis"foi escrito pelos autores Novais, Felix e Santos (2014). Nele consta a problematica

existente na incorporagdo de constru¢des geométricas nos curriculos de Matematica.

Para os autores as construcdes geométricas nas aulas de Matematica estdo caindo em
desuso, a fim de reverter essa situagdo usam como estratégia o significado dos nimeros cons-
trutivos por apresentarem facilidade na relagdo entre pensamentos algébricos e geométricos.
Acreditam que com moldes de aulas bem planejadas, como as que estdo contidas no seu artigo, é

possivel incluir construgdes geométricas aos novos curriculos.

O artigo escrito por Veras (2010) usa a quadratura do circulo objetivando aproximar a 16-
gica formal da retdrica, com seus conhecimentos cientificos, aos métodos de exaustdo realizados

por Eudoxo, j citado por Vacari (2011) e a dupla reducdo ao absurdo com o desenvolvimento da
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Figura 10 — Area do circulo pelo método de exaustio

integragao, realizada por Newton e Leibniz.

A metodologia utilizada pelo autor traz argumentos que expressao a importiancia em
estudar técnicas de argumentacao nas aulas de Matemdtica e como as mesmas podem contribuir
para construcdo dos conhecimentos mencionados. Usando estratégias relacionadas a retdrica,
elabora uma narrativa que contextualiza o centro de sua pesquisa. Dessa maneira, mostra o
quanto € importante fazer com que alunos se apropriem de alguns elementos que fazem parte

dessa técnica.

Verbytska (2014), em sua dissertacdo de mestrado, apresenta uma proposta que demons-
tra a funcionalidade da matemética no cotidiano, destacando sua utilidade na explicagcao de
fenomenos Fisicos e Quimicos. Também procura oferecer formas de trabalho alternativas para o

ensino das ciéncias exatas dos curriculos escolares atuais.

Com o estudo de fungdes quadraticas, trigonométricas, exponenciais e logaritmicas cria
excelentes exemplos contextualizados. Apresenta uma sequéncia diddtica envolvendo estudos
na construcao civil. Além de aplicagdes e curiosidades surpreendentes sobre o nimero de ouro
sempre dando énfase aos modelos mateméticos que descrevem os problemas. Por fim, conclui
que o ensino significativo s ocorrera efetivamente através de aulas contextualizadas, que sejam

capazes de fazer sentido aos alunos.

Através de uma andlise apoiada em diversas teorias educacionais, Voskoglou e Kosyvas
(2012) tentam responder em seu artigo Analyzing students’ difficulties in understanding real
numbers: porque alunos apresentam dificuldades na compreensao dos nimeros reais R? Arti-
culando argumentos, provoca reflexdes nos professores, incentivando-os a descobrir quais os

motivos dificultadores na aprendizagem dos conjuntos numéricos.

Afirmam que uma possivel maneira de vencer essas dificuldades é apresentar as necessi-
dades enfrentadas pela sociedade ao longo da histéria, entendendo o real pensamento que for¢cou

a humanidade descobrir de novos conjuntos.
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Martins (2013) apresenta o estudo da geometria analitica na educacao basica mostrando
0 quanto € importante para o aluno desenvolver a habilidade de fazer relagdes entre equagdes
algébricas e construgdes geométrica. Da exemplos de que até mesmo no ensino fundamental, ao
estudar sistemas lineares com duas varidveis, pode-se iniciar uma abordagem que seja diferenci-
ada, apresentando uma reflexdo aprofundada sobre o significado das solu¢des encontradas nos

exercicios.

Dentre varias situagdes apresentadas pelo autor, fica evidente sua preocupacdo com a
contextualizagdo nas aulas de Matematica. Utilizando aplicagdes envolvendo leis da Fisica,
orbitas de corpos celestes, outras ligadas a dispositivos odontolégicos, criagdo e transformacao
de coordenadas, classificacdo das cOnicas usando ferramentas da dlgebra linear e os proprios
elementos que as caracterizam, abre um leque de possibilidades que contribuird no processo de

ensino-aprendizagem.

Conclui que uma abordagem completa de alta qualidade sobre o assunto esta diretamente
ligada a ndo omissao de informacdes, cabendo ao professor elaborar meios diferenciados que

expliquem os contetidos elencados como fundamentais para o desenvolvimento do educando.

Fermino (2013), ao escrever sua dissertacao, busca respostas para construtibilidade dos
nimeros reais R baseado nas constru¢gdes fundamentais no plano com compasso e régua nao
graduada. Essa foi a motivacdo que o levou a falar sobre a impossibilidade dos trés problemas

cldssicos e a construcao de poligonos regulares.

Explora aspectos conceituais e técnicos que complementam o tema, como por exemplo,
construtibilidade geométrica e conceitos de dlgebra. O autor apresenta todas ferramentas sufici-
entes para realizar o fechamento de seu trabalho, que acontece com a prova das impossibilidades

cléssicas e a elaboragdo de critérios para constru¢do do n-dgono regular.

O autor conclui que a dlgebra pode sim ser motivada pela geometria, pois partindo de
problemas geométricos podemos caminhar até descobertas ligadas a dlgebra abstrata. Completa
dizendo que uma compreensio profunda do conteudo por parte do professor implica em um

ensino de Matematica com maior qualidade.

2.4 Conclusao da Revisao

A revisao foi escrita objetivando responder qual a relevancia existente no estudo dos trés
problemas para o ensino de Matemadtica e se existem dividas e interesse em tais demonstracdes
nos dias atuais. Como se V&, fica evidente que muito se pesquisa sobre o tema, indicando sua

importancia para o desenvolvimento de teorias matemaéticas ao longo dos tempos.

Percebe-se que a matemética foi construida aos poucos. Isso € evidenciado pelos esfor¢cos
dos matematicos em solucionar conjecturas que foram surgindo, algumas por necessidade

humana, outras por pura curiosidade. Para os gregos era um tanto contraditério conseguir
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duplicar a drea de um quadrado e nao o volume de um cubo, ou fazer a bissec¢do e ndo a
trissec¢cdo de angulos e quadrar certos poligonos regulares e ndo um circulo. Existem histérias
sobre esses problemas que talvez nao sejam verdadeiras, mas o grande fato € que os mesmos
desafiaram sdbios a pensar durante séculos, o que acabou gerando teses que, mesmo quando
ndo provadas matematicamente, serviram de abertura para aquelas em que realmente foram

demonstradas como vélidas, passando a fazer parte dos contetidos estudados atualmente.

Observar-se, ao analisar as referéncias, que os problemas foram demonstrados usando
extensio de corpos, o que nos remete a Evariste Galois, porém ele mesmo nio estava interessado
em responder tais problemas, mas sim provar que equagdes de 5° grau ou mais nao podiam ser
resolvida por radicais, ou seja, representando a varidvel em fungdo dos coeficiente da equagdo
através de operagdes aritméticas. Embora Galois tenha sido o grande precursor atribui-se ao

matematico francés Pierre Laurent Wantzel (1814 - 1848) como o primeiro a expor tal prova.

Tais problemas resistiram por um longo periodo por falta de uma base matemdtica
consistente, a teoria de extensdo de corpos trouxe uma nova estruturagao até entdo desconhecida.
S6 tempos depois essas descobertas foram associadas aos problemas cldssicos pelo fato do
amadurecimento ndo acontecer de forma instantanea. Conceitos que hoje parecem obvios tiveram

que ser trabalhados e lapidados até atingir a simplicidade em que se apresentam.

Nao ha dividas acerca de que é impossivel resolver os problemas cldssicos usando régua
ndo graduada e compasso. Porém, o assunto chama aten¢do por sua simplicidade e beleza, além
de carregar uma considerdvel bagagem conceitual. As bibliografias apontam para um problema
existente no ensino de matematica onde, por vérias vezes, surge a necessidade de mudanga nas
estratégias utilizadas, em parte deles sugere-se como solugdo dois fatores: maior contextualizagdo

dos contetidos e o uso das novas tecnologias digitais.

O primeiro aspecto pode ser sanado através de um maior aprofundamento dos contetidos
excluindo-se a ideia de que existe separacdo entre as dreas da Matemadtica e suas aplicacdes. J4 o
segundo diz respeito a evolucao tecnoldgica obrigando os sistemas educacionais, curriculos e

professores a adaptar-se a0 mundo moderno.

Portanto, além de obter respostas sobre os questionamentos mencionados e indicar
caminhos permitindo coletar bibliografias relevantes sobre o tema, a revisao sistemética mostra
claramente a importancia dos trés problemas cldssicos para o ensino de Matemadtica. Assim,
verifica-se o quanto € imprescindivel que professores utilizem esse tema na educacgdo bdésica
pois percebe-se a existéncia de uma grande quantidade de conceitos matematicos por trds
dos trés problemas. Ter clareza a respeito de como esses conceitos podem contribuir para o
desenvolvimento 16gico matemdtico € fundamental para que os estudantes se desenvolvam

plenamente.
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CAPITULO

HISTORIAS E CONSTRUCOES
GEOMETRICAS

Este capitulo traz curiosidades histéricas de possiveis acontecimentos que deram ori-
gem aos trés problemas cldssicos. Faz uma exposi¢cao de conceitos importantes que relacionam
operacdes aritméticas e construgdes geométricas. Finaliza mostrando algumas solug¢des por
aproximacdo dos trés problemas. Um maior aprofundamento das informag¢des apresentadas
poderé ser encontrado nas referéncias (EVES, 2011) (SCHUBRING; ROQUE, 2014) (PRECI-
OSO; PEDROSO, 2011) (BARBOSA, 2013) (RIBEIRO, 2012) (WAGNER, 2007) (FERMINO,
2013) (FREITAS, 2014) (COSTA, 2013) (DIAS, 2014) (CARVALHO, 2010) (JUNIOR, 2013)

organizadas no final do trabalho.

3.1 Como tudo comecou

Cada um dos trés problemas clédssicos da Grécia antiga traz consigo suas particularidades,
comecaremos falando da duplicagdo do cubo, também conhecido como problema de Delos,
fundamenta-se em construir um cubo cujo volume é o dobro de um outro existente. Delos foi o
nome dado a uma das ilhas situadas no arquipélago de Mar Egeu. Historicamente comegou a ser
ocupada pelos Jonios a cerca de 1 000 a.C. que possuiam conhecimentos da escola jonica fundada
por Tales de Mileto. Tais conhecimentos davam prioridade a uma geometria do ponto de vista
demonstrativo. Foram os JOnios que iniciaram os cultos ao Deus Apolo, segundo a mitologia
Apolo nasceu naquela regido, por isso a ilha também é conhecida como santuério de Apolo. Diz
a lenda que uma peste assolava os Atenienses, entdo os sdbios da época (aproximadamente 429
a.C) procuraram o ordculo do Deus Apolo, onde 0 mesmo informou um jeito para solucionar
aquela situag@o dizendo que deveriam duplicar o volume do altar que era utilizado no santudrio.
Seu formato era cubico, ingenuamente simplesmente dobraram o tamanho das arestas para o

novo altar, e o volume ficou 8 vezes maior em relacao ao inicial, apds isso a peste ficou mais
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forte dificultando ainda mais a vida dos Atenienses. Sabemos hoje que a medida da aresta inicial

deveria ser multiplicada por v/2.

Nascia em Atenas ou préoximo daquela regido um matemadtico que apresentou uma
solucdo por aproximacgdo da duplicacdo do cubo. Platdo, aproximadamente 427 a.C foi um
grande estudioso, que andava por diversas regides em busca de conhecimento, retornou para sua
cidade natal em 387 a.C fundando sua famosa academia, uma institui¢do pautada na investigacdo
cientifica e filoséfica. Grande parte dos trabalhos matematicos importantes do século IV a.C
foram feitos por amigos ou discipulos de Platdo, tinha convic¢do de que os estudos da matematica
refinavam o treinamento espiritual, o lema de sua academia dizia: "Que aqui ndo adentrem aqueles

que ndo versados em geometria".

Também temos uma versiao envolvendo um antigo rei grego, conhecido como Rei Minos.
Ap6s a morte de seu filho, Glauco, o rei, ordenou que dobrasse o volume do timulo onde o
mesmo estava enterrado, um poeta ao descrever a ordem do rei pediu que dobra-se as dimensoes
do timulo mantendo-se sua forma original, tal erro matematico despertou a curiosidade dos

gedmetras em dobrar o volume de s6lidos mantendo-se sua forma.

Os Gregos antigos eram mestres na resolucao de problemas com a utilizacao de régua
ndo graduada e compasso, os chamados instrumentos Euclidianos. Solucionar um problema com
régua e compasso significa ser capaz apenas de tragcar uma reta de comprimento qualquer por
dois pontos ja conhecidos e, tragar uma circunferéncia conhecendo-se dois pontos, o centro, €
um pertencente a circunferéncia. O que impressiona € a quantidade de constru¢des geométricas
desenvolvidas com exata precisdo, retas paralelas, perpendiculares, divisdo de um segmentos em
n partes iguais, divisdo de um angulo qualquer em 2rn partes iguais, porém o problemas citados
acima, duplica¢do do cubo, ficou conhecido como uma impossibilidade cldssica. Seguindo tais

regras, ndo foi possivel na época encontrar a medida da nova aresta.

Dentre tantas construcdes, tiveram vdrias tentativas para encontrar uma solucao para
outro problema cléssico, a trisseccdo do angulo. Nada mais € do que dividir um angulo qualquer
em 3 partes iguais, o problema pode ter surgido apds a descoberta de métodos relacionados a
divisao de segmentos ou a bissecdo de angulos, o que deve de certa forma ser a grande surpresa,
pois, como ndo serd possivel fazer algo aparentemente tao simples? Tal problema também podera
estar relacionado a constru¢do do poligono regular de 9 lados, onde os angulos internos sao

dados por

(n—2)180

(9—-2)180
0 = ——— que paran =9 teremos o0 = ————
n

=7-20
9

Como os gregos ja tinham conhecimento sobre a constru¢do do dngulo de 60° através do tridngulo
equilatero, talvez possam ter tentado fazer a trissec¢ao do angulo de 60° para obter o de 20°, e

assim construir o poligono de 9 lados.

Por fim o terceiro problema diz respeito a quadratura de um circulo, ou seja, construir

um quadrado cuja drea € equivalente a de um circulo dado. Existiu um matematico (cerca de
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499 a.C) chamado Anaxdgoras que a histdria faz ligacdes do problema ao seu nome, porém suas
contribui¢des sdo desconhecidas. Anaxdgoras deixou um sucessor, Hipdcrates, que teve sucesso
em quadrar certas luas. Ao que parece foi esse o caminho seguido por ele, pois percebeu que as

mesmas eram formadas por arcos de circunferéncias.

O nome mais forte € de Hipias de Elis, matemadtico, historiador, 6timo orador, além
de artesdo, dominava geometria, astronomia, musica e filosofia (aproximadamente 425 a.C)
responsavel por mudangas fundamentais na matemdtica grega no final do século V a.C. Destaca-
se por contar vantagens sobre grandes quantias de dinheiro que ganhou através de seu trabalho
intelectual, por conhecer pessoas influentes e ter um vasto conhecimento. Se tornou embaixador
de Elis, tendo oportunidade de conhecer outras cidades como Atenas e Esparta, criou o ensino
mnemotécnica, a arte da memorizacao, inventou a curva chamada quadratriz, que resolveria
tanto o problema da quadratura como a trissec¢ao, destacando que tais solu¢cdes nio seguem as

regras dos instrumentos Euclidianos, tratando-se de métodos por aproximacao.

3.2 Conceitos Envolvidos

A busca por solu¢des dos problemas cldssicos serviram de motivag¢ao para o desenvolvi-
mento de diversos conceitos. Destaque para os pontos construtivos, que sao aqueles possiveis
de serem obtidos com um numero finito de operacdes usando régua e compasso, ou seja, Sao
dados por intersec¢des de duas retas, duas circunferéncias, ou uma reta e uma circunferéncia. Ao
imaginarmos que tais construgdes sdo realizadas no plano sobre um sistema de eixos perpendi-
culares OXY de origem no ponto O, cujas coordenadas sdo (0,0), vemos que tais coordenadas
podem ser representada em uma reta, e que cada ponto dessa reta estd associado a um unico
numero real R. Esses nimeros serdo chamados construtivos, as operacdes de adicao, subtracio,
multiplicagdo, divisdo e extracdo de raizes quadradas estdo bem definidas nesse conjunto. Isso

podera ser visto em maiores detalhes nas representacdes a seguir.

Considere dois segmentos de medidas a e b respectivamente onde a > b. Sobre uma reta r
marque o segmento AB = a, observe na Figura 11. Com o compasso centrado em B construa uma
circunferéncia de raio b e marque os pontos C e D de interseccao da circunferéncia com a reta
r, de modo que o ponto C ¢ AB. Observe que AC =AB+BC=a+beAD=AB—DB=a—b.
Essas construgdes realizadas em r representam as operacoes de adicdo e subtracdo entre duas

grandezas a e b.

Ao construirmos duas semirretas ndo colineares com origem no ponto A, veja Figura 12,
podemos marcar sobre uma delas outros dois pontos, sejam eles B e C,com AB=1e¢ BC = b.
Na outra semirreta marque o ponto E onde AE = a e construa uma reta ¢ paralela a BE passando
pelo ponto C. Prolongue a semirreta AE até encontrar o ponto D de intersec¢do com a reta t. No

tridangulo AACD os segmentos BE e CD sio paralelos, o que nos permite dizer pelo teorema de

Tales que — = DE e DE = ab. Tal construcao representa geometricamente o produto de duas
a
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Figura 11 — Adicao e subtracdo de duas grandezas AC = a+b e AD = a— b. Adaptado de Costa ( 2013)

grandezas a e b.

Figura 12 — Multiplicacdo de duas grandezas DE = ab

Com a construcdo de um tridngulo AABE, onde AB = b e AE = 1, acompanhe na Figura
13, é possivel prolongar o lado AB até que consigamos marcar sobre ele o ponto C de tal forma
que BC = a. Trace uma reta s paralela ao segmento BE passando pelo ponto C. Prolongue também

o lado AE até encontrarmos o ponto D correspondente a intersec¢io de s com o prolongamento

1 ED
do lado AE. Novamente pelo teorema de Tales temos que — = — e ED = g. Como se V€,
a

conseguimos representar geometricamente a razdo entre duas grandezas a e b.

E possivel através de construcdes geométricas fazer a extracdo de raizes quadradas.
Inicialmente construa um segmento AB = 1, veja na Figura 14. Posteriormente na mesma reta
que contém AB, trace a partir de B um segmento BC = a, marque o ponto M, médio de AC, e
construa o semicirculo AC. Faca um segmento BD perpendicular a AM, onde o ponto D € dado

pela interseccdo do segmento com o semicirculo. Pela semelhanga entre os tridngulos AABD e
1 BD )
ACBD, temos que D" 4 — BD*=a=— BD=/a
a

Importante observar que qualquer situacdo problema em nimeros reais R, em que a

solucdo esteja baseada nas quatro operacdes e em extracao de raizes quadradas, poderd ser
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Figura 13 — Razio entre duas grandezas DE = %

b B a \

resolvida através de construcdes geométricas. Portanto tal solucdo estard sendo representada por

um namero dito construtivo.

3.3 Algumas solucoes por Neéusis

Os trés problemas cldssicos da matemadtica grega resistiram a genialidade de varios
matemadticos ao longo dos tempos. Apresentamos aqui trés solucdes por Néusis, cada uma
relacionado a um dos problemas, que nada mais € do que um tipo de solucao por ajustamento, o
que acarretard em uma aproximacao da resposta correta. Hipdcrates de Quios, viveu em torno de
430 a.C elaborou a solucdo do problema Deliano usando duas meias proporcionais x € y entre 1

e 2, Observe as equacdes abaixo:

De onde podemos tirar que x> = y, ao multiplicarmos ambos os lados da igualdade por x, temos

x> = xy, da relagdo inicial xy = 2, o que nos leva a concluir que x> = 2 assegurando a ligacdo

entre as meias proporcionais e o problema de duplicacdo do cubo.
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Sera exibida uma solu¢do desenvolvida por Platdo que ficou conhecida como a Médquina
de Platdo. Observe na Figura 15 a construcdo, os segmentos AB € DC sdo paralelos, ja o
segmentos BC e EF, sdo paralelos entre si e ambos perpendiculares a AB e DC. Veremos que a
grande facilidade em encontrar as meias proporcionais estd no fato do segmento EF ser capaz

de se deslocar horizontalmente sem que os pontos E e F' saiam da reta que os contém.
Figura 15 — Mdquina de Platdo. Adaptado de Carvalho (2010)

D b C

A Hp
F

Ao ajustarmos a maquina em um sistema de eixos ortogonais OXY como na Figura 16
de tal forma que o ponto E fique sobre o eixo Y, o ponto C sobre o eixo X, e simultaneamente

OH = a e OL = b. As meias proporcionais entre a e b serdo as medidas dos segmentos OF e

OE OC
OC, ou seja, teremos é =o0c= b O problema de estudo trata-se de uma caso particular
paraa=1eb =2. Veja
1 _0E_0cC
OE 0OC 2

Observe da relagdo anterior que OE> = OC e OE - OC = 2, portanto OE - OE? =2 — OF> =

2 = OE = v/2 representando o valor da aresta do cubo apés a duplicacdo do volume.

Figura 16 — Mdquina de Platdo ajustada ao problema de duplica¢do do cubo. Adaptado de Carvalho (2010)

D v




3.3. Algumas solugoes por Néusis 53

Como justificativa do seu funcionamento, veja que os tridngulos AOHE ¢ AOCL
sdo semelhantes, os angulos ZEOH e ZCOL sdo opostos pelo vértice e ZEHC e ZHCL s@o

OH O
alternos internos, o que garante a igualdade OFE — OL’ temos por construcdo que o tridngulo
EHC ¢é retangulo no ponto E, e que EO, € a altura baixada de E relativa a hipotenusa HC,

HO OF
portanto os tridngulos AEHO e AEOC também sdo semelhantes, garantindo que OE_ oC e
consequentemente.

HO _OE_0C__ a OE_oC
OE 0C OL OE OC b

A respeito da trissec¢do do angulo temos uma solugdo atribuida a um matematico
chamado Hipias de Elis. Ele foi um dos primeiros a solucionar o problema usando um tipo de
curva que ficou conhecida como trissetriz ou quadratriz, ganhou esse segundo nome pois a mesma
também auxilia na resolu¢do da quadratura do circulo, curva essa impossivel de ser obtida usando
apenas régua e compasso, para produzir a trissetriz devemos considerar um quadrado ABCD,
Figura 17, e no seu interior um arco correspondente a um quarto de circunferéncia iniciando
em A e terminando em C. Sobre esse mesmo arco um ponto D', capaz de mover-se pelo arco
AZ‘, possibilitando a constru¢do do segmento BD'. Também € possivel termos o segmento HK,
paralelo ao lado AD, onde os pontos H e K, estdo sobre os lados do quadrado e movimenta-se
verticalmente. Considere I o ponto de intersec¢do de HK e BD', ao deslisar o ponto D’ sobre o
arco a partir de A, e simultaneamente descer o segmento HK a partir de AD, ambos na mesma
velocidade, fazendo que D' e HK chegue ao mesmo tempo sobre o lado BC, automaticamente

teremos um rasto provocado pelo ponto /, esse rasto € a chamada trissetriz de Hipias.

Figura 17 — Trissetriz de Hipias. Adaptado de Carvalho (2010)

A D
D/
I
H K
B J C

Para fazer a trissec¢do do dngulo /D'BC, acompanhe na Figura 18, basta dividir o
segmento BH em trés partes iguais, construcdo essa possivel com os instrumentos Euclidianos,

em seguida fazer um segmento NM paralelo a BC onde N encontra-se dividindo BH na razao 2
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para 1. Como o tempo gasto para H chegar até N é o dobro do tempo necessario para N chegar

em B, teremos as relagées entre oS arcos H/W = 2@, € consequentemente A//I\J = 51/.\]

—~ 1~
Figura 18 — Trissetriz de Hipias onde MJ = glJ . Adaptado de Carvalho (2010)

A D
D/
I
H K
N M
B J C

Assim como dito anteriormente € possivel encontrar a solu¢do para quadratura do circulo
usando a trissetriz de Hipias, porém agora denominada quadratriz. A drea de um quadrado de

lado x é equivalente a x2, ja 77>

corresponde a area de um circulo de raio r. Portando a solugdo
da quadratura depende de x*> = wr> = x = r+/7 resumindo o problema ao encontro de um

segmento cuja medida € /7.

Considerando ainda na Figura 18, pela movimentacdo constante de D’ ¢ HK, existe uma
proporcionalidade entre o dngulo 8 = ZIBJ e o lado x = HB. Podemos escrever uma constante
de proporcionalidade

k==
0

Para 6 = g teremos x = a onde a € a medida do lado do quadrado, e

a 2a
k: = —
2
T 2a0
.Comok:£:>6:)—C:L:x—eporconsequénciax: v

0 k 2a 2a
T
X X 2a0
T também sin@ = — BI = —
emos também sin Bl — pr — P

Ao fazermos lim Bl = lim

—— ¢ observando que lim —
0 6—0 T sin 6—0 sin

! = 1 resultado proveni-
ﬁ
ente do calculo diferencial.

3 . 2a0 . 2a 0 2a
Concluimos que lim ——— = lim ——— =
6—07msin@ 60 w sin@ W
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2a
Isso mostra que para 6 tendendo a zero o valor do segmento BJ = o Usando constru¢do
semelhante a da Figura 13 serd possivel construirmos um segmento de media 7. Observe na

Figura 19 onde temos as medias AE,ED e AB faltando apenas BC =.

Figura 19 — Construgdo do segmento t = 1

2a
= 1 1
Pela proporg¢ao entre os segmentos (ZL) = == ey —> T =1t, do mesmo
a

modo, se € possivel termos um segmento de media 7, usando constru¢cdo semelhante a

Figura 14, encontraremos /7 solucionando assim o problema.

Tais estratégias de solugdo para os trés problemas cldssicos além de apresentarem
numeros consideravelmente proximos dos valores reais também foram responsdveis ao desen-
volvimento de vdrias ideias matematicas importantes para os dias atuais. Mais adiante veremos

muitos outros conceitos que podem ser abordados tendo como tema central esses problemas.
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CAPITULO

CONCEITOS DE ALGEBRA

Nesse capitulo serd abordado conceitos algébricos essenciais para o desenvolvimento da
principal ferramenta que utilizaremos na prova das impossibilidades cldssicas. O grande objetivo
estd em entender como surgiram os nimeros complexos usando como exemplo as solucdes por
radicais, além de perceber tal conjunto como sendo um corpo. Deixar claro o envolvimento
dos polindmios com as descobertas dos conjuntos numéricos € como 0s mesmos podem ser
operados usando adicdao e multiplicagdo. Todos os conceitos aqui apresentados podem ser
aprofundados nas referéncias (FERMINO, 2013) (BIAZZI, 2014) (JUNIOR, 2013) (PEREIRA,
2013a) (IEZZI, 2005) (LIMA, 2012) (HEFEZ, 2014) lembrando que serdo de grande valia para

0 bom entendimento das préximas demonstragdes.

4.1 Anel, Corpo e Homomorfismo

Antes de iniciarmos, precisaremos rever algumas propriedades algébricas fundamentais
necessdarias para classificarmos o que chamamos de estruturas algébricas, que sdo conjuntos
numéricos nao vazios onde seus elementos satisfazem certas propriedades relacionas as operacoes
de adi¢do e multiplicagdo. Dessa maneira saberemos as possibilidades e limitagdes existentes em
um dado conjunto numérico operando seus elementos em total exatiddo. Observe a descricao de

Al, A2, A3 e A4 logo abaixo, todas envolvendo operagdes bindrias em relagdo a adicao.

(A1) Associatividade: V a,b,c,€ A, (a+b)+c=a+ (b+c)
(A2) Comutatividade: V a,b,€ A, a+b=>b+a
(A3) Elemento neutro: 30 € A tal que Vx € A, x+0=0+x=x

(A4) Elemento simétrico: Vx € A, 3 —x € A, tal que x+ (—x) = —x+x=0
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As préximas propriedades, M1, M2 e M3, envolvem a multiplicacio entre dois elementos

quaisquer dentro de um conjunto ndo vazio A.

(M1) Associatividade: V a,b,c € A, (a-b)-c=a-(b-c)
(M2) Comutatividade: Va,b €A, a-b=>b-a

(M3) Elemento neutro: 31 € A tal queVy €A, y-1=1-y=y

Teremos também a distributividade da multiplicagdo em relacdo a adicdo, a propriedade

D envolve as duas operacdes simultaneamente.
(D) Distributividade: V a,b,c €A, a- (b+c)=a-b+a-c

Divisores por zero, D0, descreve o comportamento do elemento neutro da adi¢cdo sobre a

operacdo de multiplicacao.
(D0) Divisores por zero: Va,b €A, a-b=0=a=00ub=0

Ter conhecimento das propriedades mencionadas acima e saber identificar a validade ou
ndo das mesmas € fundamental na identificacdo da primeira estrutura algébrica aqui apresentada.

Veja a defini¢do de Anel.

Definicdo 4.1.1 (Anel). Se um conjunto A for fechado em relagdo as operagdes de adi¢do (+) e
multiplicac¢@o (-), chamamos a terna (A, +, -) um anel se as propriedades, A1, A2, A3, A4, M1e

D forem verdadeira.

Se ao aplicarmos as operacgdes de adicao ou multiplica¢io entre dois elementos quaisquer
de um determinado conjunto A observarmos que o resultado encontrado continua sendo um
elemento pertencente a A. Diremos que A € fechado em relacdo as operacdes de adigdo e

multiplicacao.

Agora que sabemos identificar se um conjunto possui caracteristicas de Anel, podemos
ir um pouco mais adiante e reconhecer Anéis comutativos, com unidade e sem divisores por zero.

A especificacdo matematica dos trés tipos encontra-se nas proximas defini¢des.

Definicao 4.1.2 (Anel comutativo). Seja (A,+,-) um anel, se M2 é verdadeira, o mesmo serd

chamado anel comutativo.

Definicio 4.1.3 (Anel com unidade). Seja (A,+,-) um anel, se M3 é verdadeira, o mesmo é

chamado anel com unidade.

Definicdo 4.1.4 (Anel sem divisores por zero). Seja (A, +,-) um anel, se DO é verdadeira, o

mesmo é chamado anel sem divisores por zero.



4.1. Anel, Corpo e Homomorfismo 59

Se em um conjunto qualquer identificarmos a validade das defini¢des 4.1.2, 4.1.3 e 4.1.4,

poderemos classificar tal conjunto como sendo um dominio de integridade.

Definicao 4.1.5 (Dominio de Integridade). Seja (A,+,-) um anel, se M2, M3 e DO for verdadeira,

0 mesmo serd chamado dominio de integridade.

A fim de complementar as propriedades acima, temos as demonstragdes que provam a
unicidade dos elementos neutros, aditivo e multiplicativo e também a unicidade do elemento

simétrico.

Demonstracdo. O elemento neutro da adi¢o € dnico. De fato, sendo o € &’ os elementos neutros
aditivos, ao selecionarmos um elemento qualquer x € A, temos x + & = x pois & € elemento
neutro. Do mesmo modo x+ o’ = x, o’ também € elemento neutro. Com isso podemos concluir

que x+a =x+a’' = o = a’. Como conhecemos @ é simbolizado pelo nimero zero. 0

Demonstragcdo. O elemento neutro da multiplicag¢ao € tinico. De fato, considere um elemento
x €A, e os elementos e, ¢’ € A, onde e, ¢ sdo elementos neutros multiplicativos de x, entdo
x-e =x, do mesmo modo x- ¢’ = x portanto x-e = x- ¢’ = ¢ = ¢/. Como conhecemos o elemento

neutro multiplicativo é representado pelo nimero 1. [

Demonstracdo. O elemento simétrico da adi¢do € tinico. De fato, sendo a,a’ € A sdo elementos
simétricos de um outro elemento qualquer x € A, podemos dizer que a+x=0ed +x=0
mostrando que a +x = @’ +x => a = @’. Simbolizamos o simétrico de um elemento a usando o

simbolo —a. A operagdo a+ (—b) é simplesmente representada por a — b. O

A préxima propriedade faz parte da operacdo de multiplicagdo, e serd importante para
definirmos mais um conceito fundamental em anéis. Identificar a validade dessa propriedade nos
permitird classificar os conjuntos exatamente como serd necessario para o tratamento das proxi-
mas situacdes que serdo apresentadas. Veremos agora quando um Anel assume caracteristicas de

corpo.

(M4) Elemento Inverso: Vx € A, x 40,3y € A tal que, x-y =1

Defini¢sio 4.1.6 (Corpo). Seja (A, +,-) um dominio de integridade, se V x € A, M4 for verdadeira,
entdo a estrutura algébrica (A, +, -) serd chamada de corpo

Enquadram-se como sendo corpo o conjunto dos nimeros racionais Q = {§ | p,q €
Z}, reais R e complexos C = {a+bi | a,b € R}. A propriedade M4, existéncia de elemento
inverso caracteriza os nimeros racionais ( como o menor corpo existente. Complementando a

propriedade M4 serd demonstrado que existindo o elemento inverso, esse € Unico.
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Demonstracdo. Sejam b, b’ € A elementos inversos de um dado elemento x € A, pela defini¢do
dada aos elementos invertiveis temos, a-b=1ea-b' =1 portantoa-b=a-b' = b=1>b".0

inverso de um elemento x é representado pelo simbolo x~!. ]

Em muitos casos, hd a necessidade de se levar em consideragdo conjuntos menores,
pois nem sempre precisamos de todos os elementos do conjunto, ou seja, subconjuntos que
possuem propriedades de anéis ou corpos e que estdo contidos dentro de outros conjuntos
também classificados como anéis ou corpos. A esses subconjuntos damos o nome de subanéis e

subcorpos. Observe as duas defini¢cdes a seguir:

Definicdo 4.1.7 (Subanéis). Seja (A, +, ) um anel e B um subconjunto de A tal que B# Qe B é
fechado em relag@o as operagdes de adi¢do (+) e multiplicacdo (-). Se a terna (B, +, -) for um

anel entdo também poderemos chama-la um subanel do conjunto A.

Definicao 4.1.8 (Subcorpo). Seja (A,+,-) um corpo e B um subconjunto de A tal que B # 0 e B

€ um subanel do conjunto A. Se Vx € A, x ' eA,aterna (B,+,-) definird um subcorpo de A.

Existem funcdes relacionando anéis e corpos que sdo chamadas de homomorfismos. Um
homomorfismo € uma funcio f que relaciona elementos de dois conjuntos A e B onde 0os mesmos
possuem caracteristicas de anéis ou corpos além de obedecerem duas propriedades bésicas. A
primeira diz que adicionar de dois elementos do dominio e aplicar a fun¢do f € equivalente a
aplicar a funcdo f em cada elemento separadamente para s6 entdo adiciona-los. A segunda segue
a mesma estratégia da primeira, porém ao invés de usar adi¢ao usa-se multiplicag¢do. Tal relacdo

esta exemplificada na préxima defini¢ao.

Definicao 4.1.9 (Homomorfismos). Sejam A e B dois anéis, uma funcido f : A — B serd

chamada homomorfismo de A em B, se as condi¢do a seguir forem satisfeita

@) flx+y) =) +f) VxyeA
(®) flx-y) =f(x)-f(¥) Vx,yeA
Sabemos que f € uma fungdo que pode ser injetiva, quando tal fato ocorrer teremos

um homomorfismo injetor ou monomorfismo, e se f for uma funcao bijetiva o homomorfismo

bijetivo também € conhecido como isomorfismo.
Lema 1. Dado a € C a aplicacdo

¢,:ClX]—C

n . n .
p= Y ox' — } oid
i=1 i=1

E um homomorfismo de anéis chamado homomorfismo de valoragio. Notacdo: p(a) := ¢,(p)
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Lembrando que C[X] € o conjunto dos polindmios com varidvel x e coeficientes a; € C.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que a aplicagdo ¢, ndo seja um homomorfismo de anéis.
Como homomorfismo por defini¢do ja é uma aplicacgdo, entdo C[X] e C ndo possuem caracteris-

ticas de anel, contradi¢do observe a secdo 4.2 [

4.2 Numeros complexos

Na resolu¢do de equagdes dentro do conjunto dos nimeros naturais N, como por exemplo
x+4 =9 = x =5, ndo teremos problema algum em ver significado para raiz encontrada, pois
x € N. J4 para equagdes do tipo x+8 =7 =—> x = —1 onde x ¢ N, a raiz desta equagio ndo faz
sentindo para os naturais N, mas faz total sentido para os nimeros inteiros Z. Do mesmo modo
que3y=12=—y=4,y€Z,jdnocasody=6—y = % onde y ¢ Z, teremos y € Q, e no caso
de equacdes como x> = 7 onde x = +/7 fard sentido para reais R. Pelo mesmo motivo surgiram os
ndmeros complexo C. Ao nos depararmos com raizes de indice par com radicando menor do que
0, por exemplo v/—4, s6 pode ser explicada no conjunto dos niimeros complexos C. A teoria dos
grupos de Galois explica formas para maior entendimento de pensamentos nesse caminho. Aqui
nao serd demonstrado, mas entenderemos o envolvimento do teorema fundamental da dlgebra

com o fato do ndo aparecimento de outros conjuntos além dos complexos C.

Basicamente, essa maneira de pensar em outros conjuntos apareceram da necessidade de
se resolver equacdes. Entenderemos melhor essa necessidade estudando métodos de resolugao

por radicais e as principais caracteristicas dos nimeros C relacionadas as raizes de polindmios.

Falar de nimeros reais R estd associado a pensar em uma reta marcada com um ponto
inicial representando o nimero 0, e a partir dai ser possivel representar todos os demais nessa
mesma reta. Agora ao falarmos dos complexos C precisamos pensar se seria possivel a existéncia
de valores além da reta. A resposta € positiva pois temos os pontos representados em um plano
que contenha a reta real R. Mas como operar adi¢do (+) e multiplicagdo (-) envolvendo pontos

de um plano? Para tal resposta acompanhe as proximas defini¢des:

Definicao 4.2.1. Um ndmero complexo C é um nimero da forma z = a + bi onde a,b € R
sendo a = Re(z) e b = Im(z) chamadas de partes real e imagindria de z respectivamente. O valor

i = v/—1 chama-se unidade imagindria.

Ao considerarmos um sistema de eixos ortogonais OXY podemos representar infinitos
pontos por pares ordenados (x,y). Do mesmo modo é possivel construir um outro sistema de
eixos ortogonais onde os eixos sejam representados respectivamente pela reta real R e pelo eixo
imagindrio Im, nesse ultimo representaremos a parte imaginaria do complexo z. Veja o complexo

z = a+ bi representado na Figura 20.
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Figura 20 — Representacdo do nimero complexo z = a + bi no plano

Se € possivel representar cada nimero complexo C em um plano entdo existe uma
relagio entre os complexos C e os pontos de R?, lembrando que R? = {(x,y) | x,y € R}.
Portanto podemos pensar nos nimeros complexos como sendo vetores onde o par ordenado

(a,b) representa as componentes do vetor.

Para realizarmos a soma de dois vetores basta somarmos suas componentes de forma
correspondente. Do mesmo modo ocorrerd com os nimeros complexos C, adicionaremos as

partes reais e em seguida as imagindrias.

Exemplo 4.2.1. Considere os nimeros complexos z; = a+ bi e z; = ¢+ di teremos a soma
zi+z=(a+c)+i(b+d)

Logo em seguida na Figura 21 temos uma representagdo grafica da soma de dois nimeros
complexos C. Quando estamos trabalhando com vetores a mesma ¢ chamada de regra do

paralelogramo.

Para realizacdo do produto z; - 7o temos que distribuir a parte real e imagindria de z; para

ambas as partes de z;.

Exemplo 4.2.2. Sejaz) =a+biez; =c+dientdo z; -zp = (a+ bi)(c+di) = ac+ adi+ bci +
bdi? observando que i* = —1 teremos z; -z, = ac — bd + i(ad + bc)

Tal produto definido dessa forma mantém o funcionamento das operacdes em reais
R dando significado para o nimero y/—1. O produto dos pares ordenados (0,1)-(0,1) =
(0-0—1-1,0-14+1-0) = (—1,0). Como (0, 1) é a unidade imagindria i e (—1,0) representa o

numero real puro —1 temos a equivaléncia nas equagdes

0,1)-(0,1)=i-i=i>=(—1,0) = —1



4.2. Numeros complexos 63

Figura 21 — Representag@o da soma dos nimeros complexos z; 4z no plano

Vetores possuem moédulo direcdo e sentido e para calcular o médulo de um vetor temos
que elevar cada uma de suas componentes ao quadrado somar e extrair a raiz quadrada da soma.

Assim como os vetores os nimeros complexos C também possuem médulo.

Definiciio 4.2.2. O médulo de um nimero complexo z = a + bi serd representado por |z| ou p e

define-se por p = v a? + b2.

Podemos também representar um nimeros C em sua forma trigonométrica ou polar.
Acompanhe na Figura 22, o diferencial estd em destacarmos a funcionalidade do angulo 6
existente entre o semi eixo positivo real R e o segmento formado pela origem O e o ponto onde

localiza-se o complexo z.

~ . o a
Podemos escrever usando relagdes trigonométricas como cos@ = — =—a=pcosf e

b
sinf = l; —> b =psin6. Portanto z =a+bi = pcosO +ipsin® = p(cos O +isinh)

A préxima defini¢@o sistematiza como operar com nimeros complexos C percebendo-os

como pares ordenados.

Definicao 4.2.3. Dados dois nimeros complexos C onde seus pares ordenados sdo representados
respectivamente por z; = (a1,b1) e 2o = (a2,b7). A adigdo e a multiplica¢do desses pares serd

dada por:

zi+z2 = (a1,b1)+(az2,b2) = (a1 +az,b1 + b2)

z1°22 = (a1,b1)-(a2,b2) = (a1a2 — b1by,a1b2 + b1az)

Além das j4 citadas acima temos a definicdo do conjugado de um nimeros complexo
z que pode ser obtido multiplicando a parte imaginéria por —1. Veremos mais adiante sua

importancia na determinagao do elemento inverso de um complexo.
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Figura 22 — Representacdo do médulo do niimero complexo z

Definicao 4.2.4. O conjugado do nimero complexo z = a + bi serd denotado por 7 = a — bi

Veremos a seguir que o conjunto dos nimeros complexos C possui caracteristicas de
corpo ao definirmos (+) e (-) como em 4.2.3. Para tal verificacdo precisaremos analisar as
propriedades de adicdo e multiplicagdo formuladas no inicio do capitulo especificadas como
Al1,A2,A3, A4, M1, M2, M3,D,D0 e M4. Devemos também considerar a partir de agora nas
demostragdes de todas as propriedades z1,22,23 € C, onde z; = (a+bi) 20 = (c+di) e z3 =

(e+ fi).
Demonstragdo. Al associatividade: Provar que (71 +22) +23 =21 + (22 + 23)

(z14+z22)+z3 = [(a+bi)+(c+di)|+(e+ fi)=|a+c+i(b+d)|+ (e+ fi)
= a+tcteti(b+d+f)=a+ct+e+ib+id+if
= a+ib+c+id+e+if=(a+ib+c+id)+e+if
= [(a+ib)+ (c+id)]+ (e+if) = (z1+22) + 23

Demonstracdo. A2 Comutatividade: Provar que z1 +z20 = 20+ 21
271+ = (a+bi)+(c+di)=a+c+i(b+d)
= a+c+ib+id=c+id+a+ib= (c+id)+ (a+ib)

= 2+271
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Demonstragdo. A3 Elemento neutro: Provarque 3z=x+yi€ C |V =a+bi€C, zp+z=1z

ktz =

(a+bi)+ (x+yi) = a+x+i(b+y) = (a+bi) =
atx=a=x=0 b+y=b=—y=0
Z:(0,0)

Demonstrag¢do. A4 Elemento simétrico: Provar que Vz=a+bi € CJoutro C, zp =x+yi | z+

7z = (0,0)

2tz = (a+bi)+ (x+yi)=a+x+bi+yi=(a+x)+i(b+y)=(0,0)
at+x = 0= x=—a b+y=0=y=—b

ok = (—a—bi) = —((1+bi) =—z

Demonstracdo. M1 Associatividade: Provar que (z1-22) 23 =21 (22-23)

(z1-22) 23 =

[(a+Dbi)(c+di)](e+ fi) = [ac — bd +i(ad + bc)] (e + fi)
(ac —bd)e — (ad + bc) f +i[(ad + bc)e + (ac — bd) f)
ace —bde —adf —bef +ilade + bce + acf — bd f]
a(ce—df)—b(de+cf)+ila(de+cf)+b(ce—df)]
(a+bi)[ce—df +i(de+cf)]

(a+bi)[(c+di)(e+ fi)]

21+ (22 23)

Demonstragdo. M2 Comutatividade: Provar que z1 - 22 = 22 - 21

z21-22 = (a+bi)(c+di)=ac—bd+i(bc+ad) =122

Demonstra¢do. M3 Elemento neutro: Provar que 3z =x+yi € C |V zx = a+bi, € C teremos z -
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N
I

<k

-z = (a+Dbi)(x+yi) =ax—by+i(bx+ay) = (a+ bi)
a+by

ax—by=a=—ax=a+by—x=

b ba+b*y+ a*
a+t y)+ay:b:>w:b:>
a

bx+ay:b:>b< p

0
2 2\ _ —
a+by a
X = :—:1
a a

7z = 140i=1

Demonstracdo. D Distributividade: Provar que z; - (20 +23) =21 22 +21 - 23
z1-(z2+z3) = (a+bi)[(c+di)+(e+ fi)] = (a+bi)c+e+i(d+ f)]
= a(c+e)—b(d+f)+ib(c+e)+a(d+f)]
= ac+ae—bd—bf+ilbc+be+ad+af]
= |ac—bd+i(bc+ad)]|+ [ae—bf +i(be+af)]
= (a+bi)(c+di)+ (a+bi)(e+ fi)
= 21°22+21°23

]

Para préxima demonstragio precisamos ter em mente que x € R = x> > 0 e que dados

x,y € R, a adi¢do de x>+ y? = 0 se e somente se x =y = 0.

Demonstragdo. DO Divisores por zero: Provar que zj -z = 0 =>z; = (0,0) ou zo = (0,0)

2122 = (a+bi)(c+di)=ac—bd+i(bc+ad)=(0,0)

bd bd
ac—bd =0=—ac=bd —a=—ouc=—
C a
bd
bc+ad=0:b(—) tad=0=b*d+a*d=0=—=b*+a*=0
a

Portanto a=b=0ez =(0,0)

bd
be + (7)d:o:>bc2+bd2:o:>c2+d2=o

Do mesmo modo c=d=0ez=1(0,0)
[]
Essas sequéncias de demonstragdes ja nos garante que os nimeros complexos C enquadram-

se como um dominio de integridade. Para proxima prova descreveremos o inverso de um nimero

complexo garantindo a validade de M4.
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Demonstragdo. M4 Elemento inverso, 3z ' € C|Vz€Cz 1. z=1

. 1:>71_1_ 1 a—>bi\ ([ a—bi
Lo = £ 7z a+bi a+bi\a—bi) \a2+b?

_l_a_bi
A2+ br at+b?

<

Agora estd provado que o conjunto dos complexos € de fato um corpo. Essa informacao
servird de base para discussdao do préxima capitulo, Extensdao de Corpos, pois toda teoria

apresentada estd construida sobre subcorpos de niimeros complexos.

4.3 Equacoes

Essa necessidade de se estender os conjuntos numéricos foi originada através da busca
incessante de se resolver equacdes. Nesta secdo serdo expostas algumas das principais ideias
relacionadas a resolucdo das mesmas. Veremos que as vdrias tentativas em representar as raizes de
uma equacio cujo grau € igual ou superior a dois de forma explicita levaram alguns mateméticos

a desenvolver as chamadas solu¢des por radicais.

4.3.1 Equacoes de 1° grau

Sendo a, b e ¢ numeros reais R. Equacdes do tipo ax+ b = ¢ sdo ditas lineares na varidvel
c—b

a

x ou de 1° grau. Sua solucdo é simples ax+b =c = x =

4.3.2 Equacao quadratica

Equacdes do tipo ax? 4 bx + ¢ = 0 exigem solucdes utilizando radicais. Com a técnica
completamento de quadrados € possivel apresentarmos o valor da incdgnita x de forma explicita.
Surgird também o discriminante A = b*> — 4ac que possibilita a discussio sobre as raizes da
equacdo. Para A > 0 teremos x € R e caso contrdrio as raizes ndo estardo mais em reais R, mas
sim nos complexos C. Como podemos ver temos uma necessidade natural apresentada pela

matematica na resolucdo de problemas quadraticos.
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ax? bx ¢

b
altbxte=0=—= "1+ 0=+ 20—
a a a a a
b (b\* [b\* ¢ b\* [(b\* ¢
2
—t(—] = (=) +==0 Z) () +5=0
e x2a+<2a) (2a) +a :><x+2a> <2a) +a —

e EY (Y e (Y P e
2¢) \2a a 2a) 4d?2 a

( b>2 b? — dac b b2 — dac
- —_—

b*—4ac b _j:\/b2—4ac b _—bi\/b2—4ac

442 2a x 2a 2a o 2a

x==

Situagdes que recaem em equagdes de segundo grau sdo equivalentes a problemas do
tipo soma e produto, ou seja, encontrar dois nimeros x| € x onde x; +x, = b e x -x3 = c. Esse

raciocinio também nos levard até as unidades imagindarias dos nimeros complexos.

4.3.3 Equacoes cubicas

A equacio do terceiro grau em sua forma geral apresenta-se como ax> +bx*> +cx+d =0
onde também € possivel encontrarmos solucdes por radicais. Em 1494 um renomado professor
de Matemdtica conhecido como Frei Luca Pacioli afirmou, em uma de suas publica¢des, que ndo
podia haver regra geral para equagdes do tipo x> + px = ¢. Alguns mateméticos acreditaram nessa
afirmacdo e se deram por vencidos. Scipione Ferro (1465-1526) foi professor da Universidade
de Bolonha e descobriu a solugdo por radicais da equagdo do terceiro grau contrariando o
posicionamento de Pacioli, porém publicacdes sobre o assunto foram realizada por Girolamo

Cardano (1501-1576). Ferro ndo publicava suas descobertas.

ax> +bxt+ex+d = 0
ax®> bxr ex d

— 4+ —+—+- =0
a a a a
b d
P+ Sat s =0
a a a

Isso mostra que podemos considerar equacdes em que o coeficiente de x> é igual a 1, ou

. . a
seja, x> 4+ ax? 4+ bx+c = 0 e sobre a mesma devemos substituir x =y — 3 obtendo
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(-2) o= -9 - o

a? a’ 2a? a’ ab

y —ay +—3y——27+ay e v+ — 9 +by——3 +¢c = 0
a? 2a? @ ab &

y —ay +ay+3y—7y+by+§—?—ﬁ+c = 0

2 3 3
3 a a’ ab a
b—— _———_—— — = 0
+( 3>y+<9 3 27—|—c)

2 3
3 _@ 2a” _ab _
y+<b 3)y+(27 3+c) =0

Observe que agora a equagdo encontra-se sem o termo quadritico, a0 nomearmos

reduzimos o problema a encontrar as solu¢des de x> + px + g = 0. Precisaremos fazer outra

substituicdo, porém agora por x = u + v,

x3+px—|—q =
(utv) +plutv)+q =

w32y 4+ 3u? £+ p(u+v) +¢
P+ 43w (u+v) + putv)+q =
v+ Buv+ p)(u+v)+q

I
© © o o o

A equacio ser4 satisfeita se ocorrerem duas situacdes simultaneamente, u> +1° = —¢,

ao passo que (Buv+p)(u+v) =0=3uv+p=0=uv = _Tp elevando ambos os membros

3
ao cubo, teremos V> = 21; onde temos um problema de soma e produto como citado em

4.3.2, teremos que resolver uma equagao quadratica,

3
t +tq—12)—7

Aplicando a férmula para equacdes quadraticas
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Dessa maneira

2 3 2 3
we= oyt gt ey 2 a7
1solando u e v,
2 3 2 3
I /A A B B S B
“e= » Vgt Y

2 3 2 3
30 q /4 p 3[4 19 V4
Portant = = — = = 42 1 _
ortanto x = u+v \/2+ 4+27+\/ ) 4+27
2

3
Para esse tipo de equacdo a discussdo das raizes estd sobre D = CIZ + 127—7 Se D >0
teremos uma raiz real e duas complexas conjugadas. Se D = 0 as trés raizes serdo reais, sendo
uma dupla. E para D < 0 a férmula mostrara trés raizes reais distintas. Este tltimo é o chamado

caso irredutivel pois ao tentar eliminar os radiais recai-se em outra equagdo do terceiro grau.

4.3.4 Equacoes de quarto grau

Veremos agora os procedimentos para equacdes do tipo ax* 4+ bx> +cx> +dx+e =0, esse
tipo de solucdo foi desenvolvido por Ludovico Ferrari que foi discipulo de Cardano conduzindo

a importantes avangos na teoria das equagdes.

Primeiramente deve-se dividir cada um dos termos por a

ax* bx® cox? dx e
—_—t—t—+—+- =0
a a a a a
d
x4—|— x3—|—£xz—i——x—|—E =0
a a a a

Ou seja, nossa equagio se resumird ao estudo de x* +ax® + bx*> + cx+d = 0. Em seguida

. . .. a . .. ~
serd preciso substituir x =y — 1 ocasionando a eliminacdo do temor ax>.
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o 4) o) oo =) - o

a a\?3 3 ra a
_Z _Z 3yl 3y
(-3 0-3) “‘(y Y306 6d) T

2
b(yz—gy+a—>+cy—£+d = 0

27 16 4
<y— %) <y3—3y2§+3yil—z - (61_431) +ay® —32—2y2+3§y—(61—:+by2 -
bgy+bil—z+cy—c§+d =0
y4—3gy3+3%y2—g—:y—gy3+3f—2y2—3gy +
%+ay3—3%2y2+3§y—g+by2—bgy+b%+cy—cj—:+d =0
y4+3;’—2y2+3%y2—3j—2y2+by2—g‘—iy—3g—iy +
3%y—bgy+cy—g—:+%+b%—cg+d =0

—342 a’ a a* a? a

4 2

_ — —b— —3—+b——c—+d =0
y+( 3 >y +(8 2—|—c>y—|—< 256+ 6 c4+>

Ao considerarmos
—342 a’ a at a? a
— — (= —b= =|-3—F+b——c-+d
p ( g > <8 2+C> d ( 256 716 C4+>

Teremos nossa equagio reduzida a y* + py? + gy +r = 0 onde podemos fazer completa-

mento de quadrados.

)’ : ()2 ()2

>+ (%) =%

() +y2+ > ’ +qy+r 0
2

23)2:”—— . 4.1
(y+2 T A 4.1)

Devemos agora introduzir um novo parametro u e em seguida usando a equacdo 4.1,

substituimos em 4.2 e obteremos o desenvolvimento a seguir

2 2
(430 = (g ea(rabese e
2
- (e
_ P’ 2 2
= Z—qy—r+2uy +pu+tu

2

= 2uy’—qy+ (% —r+pu+ u2> 4.3)
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Na equacdo 4.3 pensando em quadrados perfeitos € possivel reescrevermos os termos
+2uy® —qy

2 2 q q2 612 q 2 q2
2uy? — gy = 2uy” — 2y 2u +— - = Voau————1) - = 4.4
Yy —qy y y e T8 su (y 5 Tu) 8 4.4)

Substituindo 4.4 na equagao 4.3

2 2 2
2 2) )2:2 2 gL 4 d (P 2
((y+2 T N o TR sa g TR

Para que a equagdo acima se torne um quadrado perfeito a proxima equacao devera ser

verdadeira.

2 2
—q—+ (p——r+pu+u2) =0

8u 4
—q* + 2up® — Sur + 8pu’ + 8u’ _ 0
8u B

8u’ + 8pu’® + (2p2—8r) u—qg*> = 0

Tratando-se de uma equagdo cubica em u. Usando a férmula apresentada em 4.3.3

encontramos o valor de u e consequentemente

2

2 p) )2 B 2 q q
+=)+u = 2uy“—2yV2u + —
((y Y Y 24/ 2u 8u

<<y2+£)+u - (y@—z;;gy
(y2+§>+u = i(y\/Z_— 1 )
p
2

24/ 2u
+u = 0

Ao resolver a equacdo quadratica em y finalizamos o problema.

4.4 Equacoes polinomiais

As equagdes de 1° grau, quadraticas, cubicas e quarticas sdo exemplos de equagdes
polinomiais, basta igualarmos uma fun¢do polinomial a 0. Normalmente os zeros apresentados
por uma fung¢do polinomial sdo as solu¢des de problemas que precisamos solucionar o que
de certa forma explica o porqué de tantos esforcos em desenvolver métodos sistematicos para

solucdes dessas equagdes.
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4.4.1 Funcao polinomial

Seja o conjunto de nimeros complexos definido por {ag,a;,a2,a3, -+ ,an—1,a,}. E

possivel considerarmos uma fun¢do f : C — C da por

n
1 2 -1 '
flx)= ap® +arx' +arx® + a1 +ax = Z a;x'
i=1
Cada elemento a; é chamado de coeficiente da fungdo polinomial. J4 as parcelas ag, aix, arx?, - - - , anx"

Sao oS termos:

Exemplo 4.4.1. Para a fungdo polindmial f(x) = 6x% +3x+ 8 os coeficientes sdo {6,3,8} e os
termos {6x%,3x, 8}

Uma funcio polinomial de um unico termo é denominada fungdo monomial ou simples-

mente monomio.

Para determinarmos o valor numérico de um polindmio, basta substituir o nimero
desejado na varidvel correspondente. Observe o0 mesmo polindmio exibido em 4.4.1 para o valor
de x = 3.

Exemplo 4.4.2. f(3)=6-32+3.3+8=54+9+8=71

Ao substituirmos um valor @ na varidvel de um polindmio qualquer f(x) e 0 mesmo

assumir como valor numérico o zero, ou seja f(a) = 0, dizemos que a é uma raiz da fungio f.

Seja A um anel. Ao fixarmos um polindmio p € A[X]| podemos selecionar um elemento
qualquer a € A. Definimos f(a) substituindo x por a na expressdo que representa p . Fazendo a
associa¢do de cada polindmio a uma fun¢do polinomial. Como essas fun¢des podem assumir
valores numéricos apds a substitui¢ao de sua varidvel, podemos também fazer a relagcdo entre

polindmio e equacgdo polinomial.

4.4.2 Igualdade

Agora veremos quais os critérios necessdrios para estabelecermos a igualdade entre dois
polindomios. Existem certas caracteristicas que devem ser observadas entre dois polindmios para
que possamos afirmar se podemos ou ndo estabelecer a igualdade entre eles. A proxima defini¢dao

estabelece o comportamento dos polindmios nulos ou identicamente nulo.

Definicao 4.4.1. Dizemos que um polindmio f € nulo (ou identicamente nulo) quando f assume

o valor numérico 0 para todo x € C, em simbolos f(x) =0 <= f(x) =0,Vx€ C

Teorema 4.4.1. Um polindmio f é nulo, se e somente se, todos os coeficientes de f for igual a

Z€10.
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Demonstragdo. Considere f(x) = apx’ + ajx! +axx® + azx® +--- + a,_1x* ' +a,x" queremos

demostrar que f(x) =0 <= ap=ai=ary=a3=---=ay,—1 =a, =0.

Como f(x) =0 Vx € C e inclusive para todos os elementos de um determinado conjunto
definido por A = {0, a1, 0,03, -+ , 01,04} com cada o; € C e 0 < i < n. Dessa maneira

serd possivel construirmos um sistema de equacoes lineares.
( 2 3 -1

flap) =ao+aop+axoy+azoy+---+a,_ 10 +a,0f =0
flog) =ap+aioy +a2(X12 —|—a30613 + .- +an,1af_1 +ayaf =0

flop) =ap+aon +a2a22+a3a§’+-~+an_1a§_l +a,0 =0

\f(ocn) =ap+aiOy +ayo +azop +--+a,_ 10" +a,a" =0

Estamos diante de um sistema linear homogéneo do tipo (n+ 1) x (n+ 1) onde as
incOgnitas sdo os coeficiente de f(x). O determinante da matriz principal desse sistema serd

dado por.

2 3 n—1 n
Loy af & +-+ o' af
D=|1 oo & & ++ o' of

1 o af of +-+ ! o

Temos um determinante de uma matriz de Vandermonde onde os elementos caracteristi-

cos sd0 O, O, 0, 03, - - - Oy —1, O, todos distintos. A tnica solucdo € a trivial em que a; = 0. [

Teorema 4.4.2. Dois polindmios f(x) e g(x) sdo iguais, se e somente se, os coeficientes de f e

g foram iguais, seguindo a mesma ordem, f(x) = g(x) <= a; =b;,Vi € {0,1,2,3,--- ,n}

Demonstragdo.

n
Sendo f(x) =ap+ajx+ x>+ a3+t ap X an = Z a;x'
i=0

n
g(x) =bo+bix+byx® +b3x” + -+ by X+ byx = Y b
i=0

Sea;j=b; < a;,—b;=0 <— (a,'—b,')xl:()<:> Z(ai—bi)x’:O<:> Zaix’—):bix’:
i=0 i=0 i=0

0 <= Yax'=Y bx' < f(x)=gx). [
i=0 i=0
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4.4.3 Operacoes

Adicdo entre dois polindmios f(x) = ag+ajx+ ax* + a3+ Fap X axt =
n . n .
Y aix’ e g(x) = by + b1x + byx> +b3x> + ---b, X" +bx" = ¥ bix' pode ser realizada
i=0 i=0
somando-se de forma correspondente os termos semelhantes que sdo aqueles que apresentam

mesmo expoente na varidvel.

(f+8)(x) =Y a'+) bix'
i=0 i=0

:a0+a1x+a2x2—|—---—I—anxi—i—@o—l-blx—i—ngz—l----+bnx'j

f(x) 8(x)
=ag+bo+ (a1 +b1)x+ (ar +b)x> + -+ (ap + by)x"
= Z(ai + D) X"

i=0

Definindo a soma dessa maneira todos os axiomas da adi¢do sdo satisfeitos para o

conjunto dos polindmios.

Agora iremos conjecturar uma forma de descrever o comportamento para o produto de

dois polindmios: seja

fo(x) = ao go(x) = by

fl(x) =ap+aix gl(x) =byo+b1x

fr(x)=ap+ aix+ arx* g2(x) =bo+Dbix+ box*
(x)

f3(x) = ap + arx+ axx® + azx® g3(x) = bo+ bix+ byx* + b3x®

fn(x) =ao+ a1x+ arx® + a3 + - + apx gn(x) =bo+ bix+ byx> +
+b3x> 4+ by

Para o produto fy(x) - go(x) temos (fo - go)(x) = apbp onde a soma dos indices é nula. Na

sequéncia faremos fj(x) - g1(x) o que acarreta em

(fi-81)(x) = (ao+aix)(bo+bix)
= apbo + (aghy + arby)x+a1b1x* (4.5)

Observe agora que para o termo aobox” a soma dos indices dos coeficiente apbg é nula,
enquanto para o terno (apb; + albo)xl, a soma dos indices dos coeficientes agbi,a1bg, é 1, e

para o termo a1b1x%, temos a1 by, onde a soma dos indices é dois.
Veremos tal padrdo para f>(x) - g2(x) e f3(x) - g2(x)

(fa-g2)(x) = (ao+a1x+a2x2)(bo+b1x+b2x2)
= apbo+ (apb) +aibg)x+ (aphy +a1b; + azbo)x2 + (a1by +a2b1)x3 + apbyx*
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(f3-g3)(x) = (ap+ax+ arx* + a3x3) (bo+b1x+ byx® + b3x3)
= apbo+ (a1bo + aoby)x + (apby + a1b) +a2b0)x2 + (aob3 +aiby + axby +
a3b0)x3 + (a1b3 + azby + azby )x4 + (axb3 + a3b2)x5 + azb3x®

Com isso parece que f,(x) - g,(x) se apresenta como descrito abaixo

(fu-8n)(x) = aobo+ (aohi +aibo)x + (aghs + arby +azbo)x*+ -+ +
(anbO +an_1b1 +ay—2br+---+axb,—»+ab,—1 +a0bn)xn (4.6)

Para garantir a funcionalidade do padrao estabelecido serd usado o principio de inducdo
finita.

Demonstragdo. Base da indugdo Para n = 1, estd provada na equagdo 4.5.
Hipotese : (fn-gn)(x) = aobo + (aoby +arbo)x+ -+
(anbo+ ay_1by + -+ +ayb,_1 + agh,)x"

Tese : (fut1-8n+1)(x) = aobo+ (apby +arbo)x+---+
| (@ns1b0 +anby + -+ a1by+aghys1 )2+

Passo da inducao

(fn-gn)(x) = aobo + (apb1 + a1bo)x + (aphy + a1b; + azbo)x2 + -+ (anbo + an—1by +
an—2by+---+asb,_»+aib,_1 +aoby)x" < (ap+1bo+anb1+---+aib,+

aobu )X+ (fu - gn) (x) = aobo + (aoby + arbo)x + (aghy + arby + axbo)x” + - -+
(@nbo + an—1b1 +ay—2by + -+~ +azby—2 +arby—1 +aobn)x" + (ant1bo + anb1 +- - +
arby + aohy1)x" <= (ani1bo+anbi + - +a1by + agby1 )X+ (i ga) (x) =
(fus1 - 8nr1)(x) <= (ans1bo+anby + - +a1by+aohy1)X" ™ = (fus1 - gnr1)(x) —
(fn-gn)(x)

Pelo principio de indugdo finita (f, - g,)(x) = apbo + (aphy +a1bp)x+ -+
(anbo+ an—1by + - - +ayby—1 + apb,)x" para todo n € N. O

Agora serd possivel encontramos uma maneira para representar o produto de polindmios

com n termos, perceba que em 4.6 cada um dos termos pode ser escrito usando somatorios.

(fngn)(x) = Z aibj+ Z aibjx+ Z Clibsz-f—"'"f— Z a,-bjx”_l—k Z aibjx"
i+j=0 i+j=1 i+j=2 it+j=n—1 itj=n

(fn-8gn)(x) = i‘, ( Z aibjxi+j>

k=0 \i+j=k
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Para multiplicagdo vale as propriedades associativa, comutativa, elemento neutro e
distributiva, o que garante ao conjunto dos polindmios a classificacdo, dominio de integridade. O

mesmo ndo assume caracteristicas de corpo pois falha na propriedade M4, elemento inverso.

Com efeito suponha por absurdo que todo polindmio f(x) admite um polinémio g(x) tal

que f(x)-g(x) =1 isso acarreta em f(x) = e 0 que obriga g(x) # 0, ora, a Gnica forma onde
g(x

Vx € C g(x) # 0 é com g(x) sendo um polindmio constante # 0. Portanto apenas os polindmios

constantes diferentes de zero possuem elemento inverso.

Logo o conjunto dos polindmios com coeficientes complexos C munidos das operacdes

de adi¢do e multiplicag¢do constituem um dominio de integridade.

4.4.4 Grau

Definiciio 4.4.2. Seja f(x) = ag +ayx+axx* +azx* + - - +a,_1x" ' 4+ a,x" um polindmio niio
nulo. Chama-se grau de f e representa-se por d f ou grf o nimero natural n tal que a, # 0 e
a;=0,Vi>n

ap,#0

a;=0,Yi>n

df =n

O grau de um polindmio é o expoente do termo de mais alto grau ndo nulo.

4.4.5 Irredutibilidade

Um polindémio f € irredutivel sobre um determinado conjunto A se o valor numérico
de f for diferente de zero para qualquer elemento que pertenca ao conjunto A. Essa ideia sera

explicada através do teorema das raizes racionais.

Teorema 4.4.3 (Teorema da raizes racionais). Se uma fungdo polinomial f(x) = ag+ ajx+

arx* + -+ a,x com a, = 0 de coeficientes inteiros Z admitir uma raiz racional = sendo

p,q € Z e q+#0,além de p e g primos entre si, entdo p € divisor de ag e ¢ é divisor de aj,.

2 n
Demonstracdo. Sendo P raiz de f entdo f (B) = ap +a1£ +a2p_2 + ---+anp—n =0. Ao
q q q q q
multiplicarmos a equagio por ¢" teremos agq” + a1 pq" ' +ayp?q" >+ -+ a,p" = 0 nessa
mesma equacdo podemos isolar o termo a,p” e em seguida colocar g em evidéncia.
—anp" = ap 1" g an2p" P+’ +aipd" + aod”

anp" = —q(an_1p" "t an2p" 2"+ v ap’ " taipg? +aod" )

Como os coeficientes ag,ay,asz,- - ,a,, p € g sao inteiros Z entdo um inteiro z; = (61,,,1;9’1*1 +
_ _ _ _ . an
an-2p" 2"+ +arp*q" +aipg  +apg" ) comisso a,p”" = —gz = o = i ecomo

p" e g sdo primos entre si, concluimos que ¢ |ay,.
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Sobre a equacdo inicial podemos isolar o termo aoq"
—aoq" = anp" +an 1" g+ an2p" P+ +ap’d" " +arpg"!
aoq" = —planp”" ' +an1p" g+ anop" g+ arpg" P +arg")

n
) ) . ao

Assim como feito anteriormente podemos escrever agq”" = —pz — T _ —27 sendo 70 =
4

(anp" ' ¥ a1 p"2q+an2p" 3¢* + -+ aypq" % +a1g"') um niimero inteiro. Dessa ma-

neira p |ag O

Esse teorema sera fundamental na prova das impossibilidades cldssicas pois exigira a

identificag@o de polindmios irredutiveis sobre o conjunto dos nimeros racionais QQ

4.5 Teorema fundamental da algebra

Teorema 4.5.1. Seja f um polindmio sobre o conjunto dos complexos C com df > 1. Entdo

existe pelo menos um raiz z € C tal que P(z) = 0.

A importancia em tal teorema estd no fato de garantir a existéncia de a0 menos um zero
para uma funcdo polinomial sobre os complexos C. Isso explica o fato do nao surgimento de
outros conjuntos numéricos que vao além dos complexos, pois como vimos no decorrer do
capitulo os conjuntos numéricos foram sendo descobertos a partir da necessidade de buscar
explicagdes para equacdes que nao admitiam solucao sobre um dado conjunto. Situa¢des como
essas pararam de acontecer, ja que ndao importava mais o fendmeno de estudo, muito menos a
polinomial usada para fazer o modelamento, sempre é possivel obtermos alguma solucdo em

complexo C.
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CAPITULO

EXTENSAO DE CORPOS E OS TRES
PROBLEMAS CLASSICOS

Evariste Galois foi um génio, porém um tanto azarado segundo Eves (2011) ao contar
relatos de acontecimentos a respeito da curta trajetoria do jovem, veja Figura 23. Nasceu perto
de Paris, em 1811, mostrando seu extraordindrio talento para Matematica. Pouco depois de ter
completado 16 anos, descobriu a teoria dos grupos, ou grupos de Galois, ramo fundamental para

atual dlgebra abstrata.

Figura 23 — Evariste Galois

Fonte: http://super.abril.com.br/cultura/evariste-galois-o-genio-azarado, 2015

Um dos motivos que nos leva a considerar Galois um génio azarado esté ligado a Escola
Politécnica da Franca, que tinha como politica admitir somente alunos que se mostrassem acima
da média, fez o exame por duas vezes e foi reprovado por ndo conseguir cumprir as formalidades
exigidas. Entrou em uma escola comum em 1829, mas foi expulso por envolver-se nas agitacdes
da revolucdo de 1830, além de ganhar alguns meses de prisdo. Outro fato relevante € o suicidio
cometido por seu pai, acredita-se que o fez por estar se sentindo perseguido pela igreja. Ja Galois,

com 22 anos incompletos, se envolveu em um caso amoroso, levando-o a aceitar um duelo para
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defender sua honra, e morreu a tiros.

E considerado um génio por ter escrito na noite que antecedia sua morte uma carta
em forma de testamento cientifico a um amigo onde continha a teoria dos grupos, que fornece
critérios para a possibilidade das construcdes geométricas com régua e compasso, € sobre a

resolubilidade de equacdes por radicais.

Uma abordagem moderna de sua teoria explicitada por outros matematicos, como por
exemplo, Richard Dedekind e Leopold Kronecker envolve o estudo de automorfismos ( aplicagdao

de uma estrutura algébrica em si mesma) de extensao de corpos.

A partir de agora iremos construir o caminho percorrido até alcangcarmos ferramentas
suficiente para construcdo das provas de impossibilidade dos trés problemas cldssicos. Primeiro
relacionando a teoria de extensdo de corpos com equagdes polinomiais, posteriormente extensoes
simples, polindbmio minimal e grau de uma extensao algébrica simples. Todos os conhecimentos
aqui explicitados podem ser encontrado em maiores detalhes nas referéncias (RIBEIRO, 2012)
(FREITAS, 2014) (COSTA, 2013) (LOPES, 2014) (LUGLI, 2014) (PEREIRA, 2013b) (VITOR,
2013) (PEREIRA, 2013a) (JUNIOR, 2013) (FERMINO, 2013) organizadas ao final do trabalho.

5.1 Extensoes e equacoes polinomiais

Extensdes de corpos e equacdes polinomiais, agora serd exposto a relacdo existente entre
esses dois conceitos. Ao considerarmos dois subcorpos complexos C, sejam eles os conjunto A e
B, e uma determinada equacdo polinomial f(x) = a,x" + ay_1 X" 1+ 4+ ax+ap, e considere
que a aplicacdo de A em B onde x € A e f(x) € B define uma fun¢do. Normalmente a resolug¢do
de problemas do cotidiano modelados por equacdes polinomiais esta na busca de suas raizes, que
podem ndo estar contidas no dominio da nossa funcdo. Ou seja, voltando para o nosso exemplo,

€ possivel que existam raizes da funcdo f que ndo pertengam ao conjunto A.

Em simbolos: Seja a fun¢do polinomial f : A — B de grau n, por possuir grau n a

mesma terd n raizes, sendo elas x,xy,x3,- -+ ,X,, é possivel que exista alguma raiz x; ¢ A.

Situacdes como essa fard sentido se conseguirmos explicar x;, 0 que acontecera somente
se o incluirmos em A, ou melhor, se estendéssemos A mantendo seus elementos e a funcionalidade
de suas operagdes, para que possa comportar x;. Observe a defini¢do 5.1.1 e o exemplo 5.1.1 a

seguir.

Definicao 5.1.1. Uma extensdo de corpo € um monomorfismo #: A — K, em que A e K, sdo
subcorpos complexos C. Onde A, € dito o corpo menor e K, o corpo maior. Tal extensao pode

também ser representada pelo simbolo K : A.

Lembrando que homomorfismo é uma fungdo entre anéis, logo também € uma func¢do

entre corpos, pois todo corpo € necessariamente um anel, quando tal fun¢do apresenta-se de



5.1. Extensoes e equagoes polinomiais 81

forma injetiva, o homomorfismo € classificado como sendo monomorfismo.

Exemplo 5.1.1. Consideremos uma funcao polinomial

f:Q — Q definida porf(x) = x> + 3x*> + 3x +x+3

Usando a pesquisa das raizes racionais € possivel descobrir que —3 € uma raiz, através

da divisao de polindmios podemos decompor a fun¢ao f obtendo
flx)= (x2 +1)(x+3)
Igualando f a zero teremos (x*> +1)(x+3) = 0 e pela lei do cancelamento temos
x4+ 3 = 0= x = —3 onde ndo teremos problemas pois, —3 €
Mas também temos que considerar
X +1=0=x==4v—1=—x=+ienessecaso +i¢ Q

Portanto as raizes sdo {—i,+i,—3} onde apenas —3 € QQ, diante dessa situagdo, é possivel
construir um novo conjunto para fazer parte do dominio da fungcdo f que compreenda suas raizes
e mantenha sua estrutura algébrica. Construir esse conjunto € fazer uma extensdo de corpos

como descrito da defini¢ao 5.1.1.

Esse conjunto é formado por nimeros k € C da forma

k= p+qi+3r+3iwonde p,q,r,w € Q

Ao considerarmos o conjunto D dos elementos k, vemos de acordo com a defini¢ao 5.1.1
que A € o corpo menor e D o maior, ou seja, fazer a substituic@o € realizar uma extensao do tipo

D : A. Assim dizemos que D é uma extensao de A.

Importante perceber que os racionais QQ, estdo imersos no conjunto D, basta verificarmos

que para g =r = w = 0 teremos k = p.

Os ntimeros naturais N e inteiros Z ndo caracterizam um corpo, j4 os racionais (Q satisfaz
todos os axiomas necessarios para receber tal tratamento. Com isso podemos considerar algumas
funcdes entre corpos presentes na educacdo bdsica, porém nao € explicado com a profundidade

aqui apresentada.

A funcdo fi : Q — R € uma extensio, basta pensar na inclusao dos nimeros irracionais
nos racionais. Do mesmo modo f> : R — C, nesse caso inclui-se a unidade imagindria aos

nimeros complexos C. Agora convém vermos a prova do teorema 5.1.1.

Teorema 5.1.1. Todo subcorpo complexos C contém os racionais Q.
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Demonstragcdo. Seja um subcorpo K C C, como K € um subcorpo o mesmo contém o conjunto
{0,1}. Usando processo de indugéo finita temos que 1 € K e n € K, mas K é fechado em relagéo
a adigdo, entdo n+ 1 € K, com isso temos que os naturais N C K. Ainda pelo fato de K ser
subcorpo, podemos afirmar que existe um elemento simétrico para cada um de seus elementos,
ou seja, para cada n existe um —n, consequentemente o conjunto dos ndmeros inteiros Z C K.
Por fim podemos considerar os nimeros a,b € K sendo a, b nimeros inteiros Z. Cada elemento
de K pode ser associado ao seu inverso, portanto b~' € K e ab~! € K por ser fechado em relacio

a multiplicagdo, logo podemos concluir que o conjunto dos nimeros racionais (Q € K. ]

O conjunto dos nimeros racionais QQ estdo contidos em todos os subcorpos complexos
C, isso quer dizer que fazer a interseccdo de todos os subcorpos complexos C é o mesmo que

obter os racionais (Q, tal observacdo nos possibilita entender a préxima definicao 5.1.2.

Defini¢ao 5.1.2. Seja X um subconjunto complexo C. Entdo o subcorpo complexo C gerado por

X ¢ a interseccdo de todos os subcorpos de C que contém X.

1. O conjunto que representa o menor subcorpo complexo C que contém X é tinico.

2. O conjunto dos nimeros complexos C pode ser obtido as partir de elementos de X por

uma sequéncia finita de operacdes.

Uma questao que acaba surgindo naturalmente ao estudarmos esse assunto € a existéncia
de um menor corpo contido nos complexos C, este ¢ denominado como sendo um subcorpo

primo.

Exemplo 5.1.2. Procuraremos um subcorpo complexo K gerado pelos conjunto X = {1, V2, i}.
Pelo que vimos no teorema 5.1.1, K deve conter os nimeros racionais Q. Como K foi gerado
por X seus elementos sdo da forma & = p +qv/2 +ri+ siv/2 com p,q,r,s € Q. Chamaremos de
A o conjunto onde todos os elementos podem ser escritos como ¢, logo podemos concluir que
A C K e por defini¢cdo K C A e portanto A = K. Assim os elementos de A acabam dando uma

descricdo do subcorpo K gerado por X.

O mesmo também pode ser representado por Q(X), ou seja, um subcorpo complexo que

foi gerado adicionando-se o conjunto X.

Definicao 5.1.3. Se K : A € uma extensao de corpos e Y é um subconjunto de K, entdo o subcorpo
complexo C gerado por AUY ¢ escrito como A(Y) é dito ser obtido a partir de A adicionando Y,

pode ser representado por K = A(Y).
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5.2 Extensoes Simples

Podemos aplicar a defini¢cdo 5.1.3 onde o conjunto adicionado € unitario, considere
Y = {a} e acompanhe a defini¢do 5.2.1 a seguir onde é adicionado apenas o elemento & ao

corpo menor A afim de obtermos o corpo maior K.

Definicio 5.2.1. Uma extensdo simples é uma extensdo de corpos K : A tal que K = A(a) para
algum «a € K, ou seja, uma extensao simples € resultado da adi¢ao de um tnico elemento ao

COrpo menor.

Exemplo 5.2.1. 1. O subcorpo complexo R(i) contém todos os elementos da forma x + yi,
com x,y € R. Mas, estes elementos acabam por percorrer todo o conjunto dos nime-
ros complexos C, nos permitindo concluir que C = R(7). Temos um extensdo simples

adicionando i aos nameros reais R.

2. P é um subcorpo real R, seus elementos sdo da forma p + ¢gv/2 com p,q € Q, nesse caso

P= Q(\/Q) Trata-se de uma extensdo simples adicionando \/§ aos numeros racionais Q.

Extensdes simples classificam-se em dois tipos: algébricas e transcendentes. Seja K um
subcorpo complexo C, ao fazermos uma extensio de simples de K adicionando como novo
elemento @, e caso verifica-se que  satisfaz uma equagdes polinomial construida sobre K, essa
extensdo serd classificada algébrica, do contrario sera transcendentes. A explicacdo de tal fato

encontra-se na proxima defini¢ao.

Definicao 5.2.2. Seja K um subcorpo complexo C, e seja o € C. Entao « é algébrico sobre K
se existir um polindmio ndo pulo f sobre K, tal que, f(a) = 0. Caso contrario, dizemos que ¢ é

transcendentes sobre K.

Exemplo 5.2.2. O nimero 7 ¢ transcendente sobre os racionais QQ, pois ndo existe um polindmios

com coeficiente racionais, cuja raiz € 7.

5.3 Polinomio Minimal

Vemos no exemplo anterior que o polindmio f(¢) = ¢> — 5 nos da garantia de que V5 é
algébrico sobre o conjunto dos racionais (Q, fazendo a extensio Q(\/g) : Q ser uma extensao
algébrica simples. Porém os polindmios f|(t) =13 — 5t e f>(t) = t* — 5t> também mostra que
\/3 ¢ algébrico, pois 0 mesmo € raiz dos trés polindmios, dando a ideia de ser trés extensdes
algébricas distintas. A fim de explicar essa falsa impressao da nao unicidade das extensdes

simples serd exposto defini¢cdes que estdo relacionadas ao polindmio minimal.

Definicio 5.3.1. Um polindmio f(t) = ag+ait + - - - + a,t" sobre um subcorpo K é ménico se
an, = 1, portanto, se o coeficiente do termo de maior expoente € 1.
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Considere uma extenséo algébrica simples K() : K, portanto existe um polindémio f
sobre K, tal que « seja raiz, ou seja f (o) = 0. Também podemos afirmar que f é um polindmio
monico, caso nao seja bata multiplicar cada um dos termos pelo inverso do coeficiente do termo
de maior expoente. Dessa maneira, existe um tnico polindmio moénico de menor grau que tenha

O como raiz.

Teorema 5.3.1. Seja K : A uma extensdo de corpos, € suponhamos que & € K € algébrico sobre
A. Entdo o polindbmio mdnico f sobre A de menor grau que possui & como raiz € Unico. A ele

da-se o nome de polindmio minimal.

Demonstragdo. Suponha por absurdo a existéncia de dois polindmios f e g distintos nas condi-
¢Oes acima, portanto ¢ é zero de ambos os polindmios e f(a) — g(a) = 0, tal diferenca gera um

novo polindmio monico tendo & como raiz, contrariando o fato de f e g serem os unicos. [

5.4 Grau de uma extensao simples

Agora somos capazes de fazer uma relac@o entre extensao de corpos e espacos vetoriais.
Veremos que toda extensao algébrica simples pode ser associada a dimensao de um espago

vetorial V, e que a mesma determinard o grau de uma extensao simples.

Considere a extensdo algébrica simples K (o) : K, sabemos que existe um polindmio

monico de menor grau f que possui & como raiz, tal polindmio podera ter grau n, ou seja d f = n.

Seja f(t) = ag +ait +axt®> +---+a, 11"~ + 1", substituindo o na funcdo f teremos:
fla) =ap+a 0+ a0+ +a, 1" o =0

De onde podemos afirmar que

n—1 — n

ao+a1a+a2a2+m+an_1a -

Podemos olhar a equacdo acima como uma combinag¢do linear de um conjunto de vetores.
Onde os coeficientes sdo os elementos do conjunto B = {ag,a,az,as, -+ ,a,_1 }, a0 passo que
os vetores sdo elementos de A = {1, &, a3, ,a”_l}, observe ainda que tal combinacgao

descreve a constante —", 0 que garante que os vetores sdo linearmente independentes.

O conjunto A representa uma base que estd contida em K(a). Todos os elementos de K

podem ser escritos como combinacao linear dos elementos de A.

A dimensao de um espaco vetorial é determinada pelo nimeros de vetores necessario
para descrever todos os outros do espaco em questiao. No caso do conjunto A temos n elementos,
por isso trata-se de um espago vetorial de dimensao n e por consequéncia n representard o grau

da extensao. Em simbolos teremos:

K(a): K] =
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Para termos certeza de que uma extensao de corpos representa de fato um espago vetorial
nao basta que seus vetores sejam linearmente independentes, também € necessario verificar a

validade dos oito axiomas que caracterizam um espago vetorial.

Seja K : A uma extensdo de corpos. As operagdes
(B,u)— Bu, BcAeueck
(u,v) = u+v, u,y €K
Essas operacgdes definem sobre K uma base de um espaco vetorial sobre A.

Demonstragdo.

1. Comutatividade da adiciou+v=v+u, Vu,v € K

2. Associatividade da adi¢do (u+v)+w=u+ (v+w), Vu,y,w €K
3. Existéncia de elemento neutro aditivo O+u=u, Vu € K

4. Existéncia de inverso aditivos u+ (—u) =0, Vu € K

5. Distributividade de um escalar em relacido a soma de vetores

B(u+v)=PBu+Pv,VBeAeVuvek
6. Distributividade de um vetor em relacdo a soma de escalares

ulB+y)=uf+uy,Vp,ycAeVueck

7. Existéncia de elemento neutro multiplicativo 1 -u =u, Vu € K

8. Associatividade de escalares em relagdo a vetores

B(yu)=(By)u, VB, ycAeVu € K

]

Exemplo 5.4.1. Considere o polindmio p(t) = 1> — 3 sobre o conjunto dos niimeros racionais Q,
o mesmo é irredutivel, claramente vemos que /3 é um zero de p(z), ou seja p(v/3) = 0, facamos
uma extensio simples Q(1/3) : Q. Observe ainda que p(¢) = > +0t! — 3% ao substituirmos o

encontramos:
p(V3) = (V32 +0(V3) —3(V3)=0=0v3-3-1=-3

A equagdo nos mostra que —3 foi escrito como combinag@o linear dos coeficientes {0, —3} e dos

vetores {1/3,1}. Observe que com esses dois vetores é possivel através de combinacdes lineares
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descrever qualquer elemento dos ndmeros racionais @(\/5), como sao apenas dois elementos, o

espaco vetorial possui dimensao 2, portanto:

Q(V3:Q)] =2

Defini¢do 5.4.1. O grau, [K : A], de uma extensdo K : A é a dimens@o do espago vetorial de K
construido sobre A.

Note que a extensdo C = R(i) : R tem como grau 2, uma vez que, {1,i} determina uma

base para o espago vetorial C sobre R. Isso quer dizer que [C : R] = 2.

5.5 Construcoes Geométrica

Suponha em um plano, dois pontos A e B descritos sobre um sistema de eixos XY,
onde cada ponto desses eixos sdo representados por um Unico nimero real R, sem perda de
generalidade suponha eixos ortogonais. Os pontos A = (x1,y;) € B = (x,y2), trazem em suas
coordenadas elementos suficientes para constru¢do do conjunto X = {xy,y;,x2,y2 }, que por sua

vez satisfaz a condi¢ao de estar contido nos reais R.

O fato de X C R nos permite dizer que X é um subconjunto dos nimeros complexos C, e
de acordo com o teorema 5.1.2 € possivel construirmos um subcorpo complexo C gerado a partir
de X, basta fazermos a intersec¢do de todos os subcorpos complexos que contenha X, € evidente
que na intersecdo dos mesmo existird o conjunto X pois estamos escolhendo-os dessa maneira,
por outro lago o teorema 5.1.1 mostra que o conjunto dos racionais QQ estd contido em todos os
subcorpos complexos C, o que nos garante a existéncia dos racionais (Q no subcorpo que esta

sendo construido. Portanto, sendo H tal subcorpo, teremos que H = X UQ.

Sendo assim H possui caracteristica de corpo, a0 mesmo tempo em que representa
coordenadas de pontos em um plano, aos elementos do conjunto H damos o nome de nimeros

construtivos, onde podem ser usados para dar origem aos pontos construtivos.

As construcdes geométricas realizadas pelos gregos estdo relacionadas aos pontos de um

plano, para compreender essa relagdo precisamos entender o conceito de construcdo dos gregos.

Constru¢do com régua ndo graduada e compasso, os famosos instrumentos Euclidianos,

fundamenta-se na execucdo de apenas duas operagdes, regras que jamais podem ser violadas.

1. Tragar uma reta por dois pontos conhecidos.

2. Construir uma circunferéncia conhecendo-se dois pontos, onde um devera ser o centro e o

outro estar sobre a circunferéncia.

E possivel executar essas operagdes um nimero finito de vezes obtendo nesse processo

diversos outros pontos, que surgiram da interseccao de duas retas, reta e circunferéncia, ou duas
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circunferéncias. Cada novo passo que realizamos na constru¢do geométrica dd origem a um novo

ponto. Perceba que temos aqui o conceito de extensao de corpos para pontos construtivos.

Ainda com os pontos A e B, € possivel com uma régua nao graduada tracar uma reta
passando por A e B, em seguida construir duas circunferéncia, ambas com raio AB, porém uma
com centro em A e outra em B a intersec¢do dessas circunferéncias geram outros dois pontos,

digamos C e D, como nao pertencem a H, a solugdo € fazer uma extensao do tipo:
H(C) : H sendo H(C) = H, em seguida H.(D) : H,

Tal construcao é a descricao do ponto médio, veja a Figura 24. Para determinarmos o ponto
médio temos que tracar uma reta por C e D, obtendo a interseccdo com a reta que passa por A e

B, sendo o ponto M procurado.

Figura 24 — Ponto Médio

AX c
Fl FQ
gy ___ A B
Y M
| |
| |
| |
i i Y}
@) T z
D

Da geometria analitica temos uma forma para representacao de retas usando a chamada
equacao geral ax+ by +c =0, do mesmo modo podemos fazer a representacdo de circunferéncias,
por exemplo, em sua forma candnica (x —a)? + (y — b)? = r2. Os pontos construtivos podem ser

representados analiticamente por trés condi¢des, vejamos a primeira delas:

Intersecao de duas retas
ax+by+c=0

aix+byy+c; =0

—c—by
a

Isolando a varidvel x na primeira equacao temos x = , a0 substituirmos tal valor

na segunda temos:
—c—b
aj (Ty) +b1y+c1 =0

que € um polindmio de grau 1 na varidvel x.
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Interse¢do de retas e circunferéncias

ax+by+c=0
(x—ar)*+(y—b1)*=r

Assim como feito acima, isolando a varidvel na primeira equacdo e substituindo na segunda

encontraremos um polindmios de grau 2 na varidvel y.

—c—by 2
(FT5-a) vo-np=r

O mesmo ocorre para duas circunferéncias.

Todo ponto construtivo, ou seja, que pode ser obtido através de um nimero finito de
interseccoes usando retas e circunferéncias pode ser descrito analiticamente por polindmios de

grau 1 ou 2. Com o exposto anteriormente obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 5.5.1. Seja H o conjunto dos pontos construtivos de um plano, e P um ponto nio

pertencente a H, entdo a extensdo simples H(P) : H, sempre apresentard grau 1 ou 2.

5.6 Provando as impossibilidades classicas

Agora somos capazes de atacar com propriedade os trés problemas classicos. Como as
provas de impossibilidade da duplicacdo do cubo e da trissec¢do do angulo foi apresentadas pela

primeira vez pelo matemdtico Wantzel, provaremos dois de seus teoremas.

Teorema 5.6.1 (Wantzel). O cubo ndo pode ser duplicado usando construgdes com régua e

compasso.

Demonstragdo. Dado um cubo de aresta 1, seu volume v também serd igual a 1. Queremos
duplicar tal volume, ou seja, encontrar a medida da aresta de outro cubo cujo volume € igual a 2.

Portanto teremos

@P=2=a-2=0

Portanto podemos relacionar tal equagio ao polindmio x* —2 € Q[X] por homomorfismo

de valoragdo 1.

Tal polindmio é mdnico, minimal e irredutivel sobre os racionais Q. Logo [Q(a) :
Q] = 3, mas sabemos que as constru¢des geométricas com régua e compasso possui grau dois,

contradicdo, portanto nao podemos fazer a duplica¢iao do cubo nessas condicdes. ]

Antes de provarmos o proximo teorema, serd necessario o uso de uma identidade trigo-

nométrica, observe o desenvolvimento abaixo:
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cos(30) =cos(20+6) = cos(20)cos(0)—sin(26)sin(O)
= cos(B+0)cos(0)—sin(0 + 0)sin(0)
= (cos?(8) —sin’*(0))cos(8) —2sin()cos(H)sin(H)
= cos’(0) —sin?(6)cos(8) — 2sin?(6) cos(O)
0s>(0) — 3sin?(0) cos(H)
= cos’(0) —3(1—cos?*(6))cos(H)
(6) —3(cos(8) —cos*(6))
(6) —3cos(8) 4 3cos*(0))
= 4cos’(8) —3cos(h)

I
o

— cos’(@

= cos (6

cos(360) =4cos>(6) —3cos(0)

Defini¢ao 5.6.1. Um determinado angulo & é construtivo somente se 0 seu cosseno também o

for.

v/ . ~ £
Teorema 5.6.2 (Wantzel). O angulo 3 ndo pode ser trissectado usando construgdes com régua e

compasso

Demonstragdo. Suponha por absurdo que seja possivel realizar a trissec¢do de um angulo
qualquer usando régua e compasso. Logo poderemos fazer a trisseccdo de um angulo cuja

Sy T . A . . T
medida é 6 = 3 e trissectar tal Angulo € equivalente a obtermos 3 = 5

Agora, na Figura 25 temos um plano coordenado XY, e uma semirreta OA a partir da
origem, que forma um angulo de medida B no primeiro quadrante sobre o eixo positivo OX. E
possivel realizarmos uma projecdo no eixo X pelo ponto A, obtendo o ponto A’, observe ainda
que a media OA’ = x = cos <g> = cos(f)

T
Figura 25 — Trisseccdo do dngulo 0 = 3
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Agora usando a identidade cos(30) = 4cos>(0) — 3cos(8) ao substituirmos 6 por g

cos (%) =4cos’ (g) —3cos <g> = %

Sendo assim podemos fazer a relacdo da equagdo acima com a equacado polinomial

encontramos

8x% —6x — 1 = 0 € Q[X], novamente podemos fazer tal associacio através do homomorfismo de

valoragdo 1.

Tal polindmio € irredutivel, e caracteriza cos <§> = cos(f3) como um ndmero algébrico

sobre os racionais Q. Portanto podemos construir uma extensao algébrica simples do tipo

Q(cos(B)) : Q

E o grau dessa extensao serd 3
[Q(cos(B)) : Q] =

T
Contradlgao pOlS S€ 5 é COHStYuthO entdo cos ( ) construtivo. Mas sabemos que o grau de

extensdo para nimeros construtivos sempre serd 1 ou 2. O

Lema 2. Todo nimero construtivo a serd algébrico sobre os racionais Q.

Demonstragdo. Suponha por absurdo um nimero a construtivo e ndo algébrico sobre os racionais
Q. Se a ndo for algébrico entdo ndo existird um polindmio cujos coeficientes sejam racionais e
possua raiz a, inclusive polinomios de grau 1 ou 2 . Contradi¢ao, pois todo nimero construtivo

possui grau de extensdo 1 ou 2. ]

Teorema 5.6.3. Nao € possivel fazer a quadratura do circulo através de régua e compasso

Demonstragcdo. Suponha por absurdo que podemos encontrar a medida da aresta de um quadrado
cuja drea € equivalente a area de um circulo dado usando régua e compasso. A drea do circulo de
raio r é dada por A = 7r?, fazer a quadratura do circulo significa determinar a medida / da aresta
de um quadrado tal que I> = 77> = > — > = 0.

Novamente por homomorfismo de valoragao 1 tal equagao pode ser associada ao po-
lindmio x> — wr? e nesse caso r/7 é raiz da equacio, usando a contra positiva do lema 2,
todo nimero transcendente sobre os racionais Q nao sera construtivo. Com isso temos nossa
contradi¢iio, pois /7 é um niimero transcendentes sobre o conjunto dos racionais Q e nio pode

ser construtivo e simultaneamente néo podera ser raiz do polindmio x> — 7wr2. ]
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CAPITULO

CONCLUSAO

O ensino de Matematica nos dias atuais tornou-se um desafio para professores e sistemas
de ensino, principalmente no que diz respeito a inclusdo de estudos relacionados a construgdes
geométricas nos novos curriculos das escolas brasileiras publicas e privadas. Esta dissertacao foi
executada objetivando responder quais sdo os principais fatores de relevancia no estudo dos trés
problemas classicos da geometria euclidiana relacionado ao ensino de matematica atualmente.
Compreender se existe dividas e interesse em tais demonstragdes nos levaram a novas técnicas e

estratégias de aprendizagem vitais para qualquer professor.

Os desafios enfrentados pelos professores foram levantados a partir de olhares voltados
ao ensino de geometria, especificamente os trés problemas cldssicos. Os resultados convergem
para uma perca de conteddos fundamentais que com o passar do tempo estio caindo em desuso
nas atividades curriculares. A falta de contato com as constru¢des geométricas € 0 nao uso
da régua e do compasso nas aulas de matemdtica estdo prejudicando o desenvolvimento de
conhecimentos matematicos por parte dos alunos. Identificamos varios fatores que prejudicam o
ensino de geometria de um modo geral, tais como, tempos e espagos escolares, falta de preparo
dos professores, deficiéncia na formagao inicial e apds o término da graduagado, além das préprias

estruturas que compdem os curriculos.

No intuito de tentar vencer as dificuldades apresentadas grande parte dos pesquisadores
aqui citados orientam para duas estratégias de complementacdo nas aulas de Matematica: uso
dos recursos tecnoldgicos e da histéria da Matematica. Percebe-se a importancia dos fatos
histéricos para tornar o ensino mais significativo ligando-o as demais disciplinas, em contra
partida as tecnologias fazem parte das nossas rotinas e integra-las hoje é de extrema importancia
na compreensao de conceitos que antes ficavam apenas no imagindrio, sistematizando cdlculos
e tarefas macantes dando maior espago a novas ideias e pensamentos que sao priorizados pela

matematica.

As demonstracdes das impossibilidades dos trés problemas cldssicos mostram as limita-
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coes existentes nos poderosos instrumentos Euclidianos. Por outro lado, conhecemos a infinidade
de construcdes geométricas pertinentes a um vasto campo profissional, como por exemplo,
arquitetura, engenharia e mecanica. Essa trajetoria percorrida até a prova das impossibilidades
carregam saberes matematicos que aparentemente ndo pareciam estar ligados aquela situagao,
como a dlgebra de polindmios e teorias de corpos por exemplo. Nomes como Platao, Galois,
Gauss e Wantzel estdo em evidéncia nessa e em outras descobertas, produzindo assim uma gama

enorme de discussoes cientificas.

Uma explicacdo rdpida para o fato desses problemas terem perdurado por tanto tempo é
0 ndo conhecimento das teorias de extensao de corpos do matematico Galois, pois s6 tempos
ap6s sua descoberta Wantzel foi capaz de utilizar esse recurso para compor a demonstragio
dos teoremas que viriam provar a impossibilidade dos problemas classicos. O grau de uma
extensao simples foi a grande ideia por tras dessas demonstragdes, mas como a mesma nao foi
criada pensando-se nessa aplicacdo, foi preciso algum tempo para associd-las as construgdes
geométricas e finalizar de vez essa divida que acabou contribuindo para o surgimento de novas

descobertas matematicas.

Hoje em dia ndo se tem duvidas sobre a validade dos teoremas de Wantzel e ainda
muito se pesquisa sobre os trés problemas classicos, pois sdo variados os campos da Matematica
necessdrios para explicar de forma concreta suas impossibilidades. Professores percebem a
duplicacdo do cubo, a trisseccdo do angulo e a quadratura do circulo como temas geradores para
aulas de geometria na educacio bdsica e em sua propria formagdo visando sanar essa deficiéncia

existente no ensino de Matematica.

Apo6s fazer o levantamento dessas informagdes, a presente pesquisa foi construida
pensando-se em quais 0s conceitos e acontecimentos histéricos fundamentais para que se possa
compreender as demonstracdes dos trés problemas, e a partir disso foi possivel realizar a formu-
lagdo de uma estratégia para tal. Expor conceitos histdricos e acontecimentos que possibilitem
fazer associagdo entre dlgebra e geometria. Explicar estruturas algébricas até que seja possivel
compreender o conceito de extensdo simples. Por fim, fazer associacdo entre extensdes simples e

espacos vetoriais nos levando ao grau de um extensao para entdo construir as demonstracoes.

Dessa maneira verifica-se que € imprescindivel a abordagem de tal assunto na educacio
bésica pois percebe-se a existéncia de uma grande quantidade de conceitos matemdticos por tris
dos trés problemas clédssicos. O desenvolvimento cognitivo € responsavel pelo sucesso dentro e

fora da escola, e depende, entre outras situagdes, de boas aulas de Matematica.
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