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Resumo

LIMA, C. L. G.. Um estudo sobre Teoria dos Grafos e o Teorema das Quatro Cores. 2016.
106 f. Dissertagdo (Mestrado - Programa de Mestrado Profissional em Matematica.) - Instituto de

Ciéncias Matematicas e de Computacao (ICMC/USP), Sao Carlos - SP.

Neste trabalho estudamos um pouco de Teoria dos Grafos, abordando diversas definigoes e teo-
remas interessantes. Apresentamos o Teorema das Quatro Cores, desde o surgimento do problema
com Francis Guthrie. Analisamos a demonstracao do teorema realizada por Alfred Bray Kempe e
sua refutagdo através do contraexemplo de Percy John Heawood. Analisamos também a demons-
tracao do Teorema das Cinco Cores de Percy John Heawood. Por fim, apresentamos a primeira
demonstracao valida do Teorema das Quatro Cores, como sua particularidade de ter sido feita com
o auxilio de um computador. O trabalho é concluido com uma andlise sobre os beneficios que o
conhecimento de Teoria dos Grafos pode render aos alunos do Ensino Bésico, e como professor o

pode trabalhar este assunto em sala de aula, inclusive abordando o problema de coloracao de mapas.

Palavras-chave: Teorema das Quatro Cores, Teorema das Cinco Cores, Teoria dos Grafos.






Abstract

LIMA, C. L. G.. A study on Graph Theory and the Four Color Theorem. 2016. 106
f. Dissertation (Master - Professional Masters Program in Mathematics.) - Instituto de Ciéncias

Matemadticas e de Computagao (ICMC/USP), Sao Carlos - SP.

In this paper we study Graph Theory, addressing various definitions and interesting theorems.
We present the Four Color Theorem, since the origin of the problem with Francis Guthrie. We
analyze the proof of the theorem presented by Alfred Bray Kempe, and its refutation by Percy
John Heawood counter-example. We also analyze the Percy John Heawood demonstration of the
Five Color Theorem. Finally, we present the first valid proof of the Four Colors Theorem, with its
peculiarity of having been done with the aid of a computer. We conclude with an analysis of the
beneficial that the knowledge of Graph Theory can render students of Basic Education, and how a

teacher can work this topic in the classroom, including addressing the problem of map coloring.

Key-words: Four Colors Theorem, Five Colors Theorem, Graph Theory.
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Capitulo 1

Introducao

No século XVIII surgiu um novo ramo da matematica, conhecido hoje como Teoria dos Grafos.
Desde o seu surgimento, a Teoria dos Grafos tem sido muito 1til na resolucao de problemas do
cotidiano, como no Problema das Pontes de Konigsberg e no Problema das Quatro Cores. Uma das
maiores vantagens de se trabalhar com grafos é por eles serem facilmente representados graficamente,
o que facilita a andlise de problemas, tornando-os mais acessiveis as pessoas com menor grau de

conhecimento cientifico, como, por exemplo, aos alunos que ainda cursam a Educacao Basica.

O Problema das Quatro Cores é um dos mais conhecidos problemas ja estudados e solucionados
com o auxilio da Teoria dos Grafos. A histéria de sua origem e das vérias tentativas de soluciona-lo
¢ muito interessante. Entre os seus pontos mais interessantes, temos a demonstracao desenvolvida
por Alfred Bray Kempe, que foi bem aceita pela comunidade matemética, mas que, incrivelmente,
continha uma falha, encontrada somente onze anos depois por Percy John Heawood. A descoberta
s6 nao foi tao tragica por Heawood ter salvo parte da demonstracao de Kempe e demonstrado o

Teorema das Cinco Cores.

Tendo em vista a atual necessidade que o sistema educacional traz de encontrar maneiras de
envolver os alunos com a matemadtica, de forma que essa lhes faga sentido, ou seja, de modo que
eles vejam uma real aplicacao do conhecimento adquirido, este trabalho apresenta um estudo sobre
Teoria dos Grafos e o Teorema das Quatro Cores, funcionando como apoio aos professores para o

uso da Teoria dos Grafos como forma de representar e resolver problemas do cotidiano.

Apés iniciarmos o trabalho, no Capitulo |2, com um estudo sobre Teoria dos Grafos, apresenta-
mos, no Capitulo 3] o estudo do Problema das Quatro Cores como exemplo principal de modelagem

e resolugao de problemas do cotidiano através de grafos. Este estudo rendeu, por meio de Percy

19



20 CAPITULO 1. INTRODUCAO

John Heawood, o primeiro fruto: o Teorema das Cinco Cores. Além da promissora estratégia usada

por Alfred Bray Kempe em sua demonstragao sutilmente falha do Teorema das Quatro Cores.

Apés analisarmos a demonstragao de Alfred Bray Kempe e o contraexemplo apresentando por
Percy John Heawood, apresentamos a demonstragao do Teorema das Cinco Cores que Heawood
“garimpou” da demonstracao falha de Kempe. A demonstragdo do Teorema das Cinco Cores de

Heawood envolveu prova por inducao finita e por contradicgao.

Ainda no Capitulo[3] apresentamos algumas estratégias que foram usadas para tentar solucionar
o Problema das Quatro Cores, como a coloracao de arestas de grafos, e o Jogo Icosiano, que
envolve os chamados circuitos hamiltonianos. Chegamos também a comentar a complexidade da
primeira demonstracao valida do Teorema das Quatro Cores, e o inovador uso de computadores em
sua demonstragao, possibilitando, assim, uma reflexdo e discussao sobre o uso e importancia dos
computadores na matematica, e as mudangas na forma de se ver e estudar matematica que esse

processo inovador nos traz.

Finalizamos este trabalho, no Capitulo |4} fazendo algumas aplicagoes (sugeridas para a sala de
aula) da Teoria dos Grafos na modelagem e resolugao de problemas do cotidiano, como forma de

motivar os educadores a optarem por trabalhar este rico conteiido com seus alunos.

Esperamos que o presente trabalho seja 1util para professores, alunos de licenciatura, alunos do
Ensino Bésico, e demais leitores, como fonte de conhecimento sobre Teoria dos Grafos e o Teorema
das Quatro Cores, além de incentivo a utilizagao dos grafos como ferramenta para a resolucao de

problemas.



Capitulo 2

Um pouco de Teoria dos Grafos

A Teoria dos Grafos é uma das areas da matematica de origem contemporéanea. Sua origem se deu
com a ilustragdo que Leonhard Euler (1707-1783) usou para representar e estudar o Problema
das Pontes de Ké'mgsbergﬂ e o seu desenvolvimento e consolidagao se deve, dentre outro motivos,

ao estudo que diversos matematicos fizeram sobre o Problema das Quatro Cores.

O problema conhecido como Problema das Pontes de Kéonigsberg foi criado pelos moradores da
cidade. Parte da cidade de Kdnigsberg consistia em duas ilhas cercadas pelas dguas do rio Pregel.

Para permitir chegar até elas havia sete pontes conforme ilustrado na Figura [2.1

Figura 2.1: Pontes de Konigsberg

Fonte: (CARDOSO], 2005)

Os moradores de Kdnigsberg queriam encontrar um trajeto em que eles passassem por todas as
pontes uma unica vez, terminando no ponto de partida. Para resolver o problema, Leonhard Euler

representou o mesmo através de uma figura que hoje chamamos de grafo, conforme ilustrado na
Figura [2.1]

Leonhard Euler chegou até o grafo mostrado na Figura [2.1] ao eliminar os detalhes do mapa de

!Pequena cidade hoje chamada de Kaliningrado, localizada no norte da Europa.

21



22 CAPITULO 2. UM POUCO DE TEORIA DOS GRAFOS

Konigsberg que eram irrelevantes para encontrar a solugao do problema, como as dimensoes das
pontes e as dimensoes das ilhas. O grafo encontrado por Euler tinha quatro vértices (representados
pelos pontos), dois deles representando, cada qual, uma das duas margens do rio Pregel, e os outros
dois, representando, cada qual, uma das ilhas. O grafo tinha também sete arestas (representadas

pelas linhas), que representavam as pontes interligando as regioes da cidade.

Analisando o problema através da ilustracdo por grafo, Leonhard Euler concluiu que era im-
possivel encontrar uma solugao para o Problema das Pontes de Kdnigsberg, visto que, para atravessar
cada vértice v seriam necessérias duas arestas incidindo (com ponta) em v, uma para entrar e outra
para sair dele, ou seja, para que cada aresta (ponte) fosse percorrida uma tnica vez, cada vértice
deveria possuir um numero par de arestas incidindo sobre ele, o que nao acontece, como podemos
ver com o vértice C da Figura Logo, sabemos que é impossivel encontrar uma solucao para

este problema.

Desta forma, se deu o principio do que chamamos hoje de Teoria dos Grafos, tendo inicio com
Leonhard FEuler, como citamos acima, e evoluindo ao ser usado como ferramenta no estudo do

Problema das Quatro Cores sobre o qual falaremos no Capitulo [3]

2.1 Alguns conceitos basicos

Apresentaremos agora algumas definigoes sobre grafos, alguns de seus tipos e propriedades, e alguns

exemplos e ilustracoes.

2.1.1 O que sao grafos?

Um grafo é um par (V, A), em que V é um conjunto qualquer, e A é um subconjunto de V@ ou
seja, dos pares nao ordenados de elementos distintos de V. Chamamos os elementos do conjunto

V', de vértices, e os elementos do conjunto A, de arestas.

Sendo v e w dois vértices distintos de um grafo, representaremos a aresta formada por esse par

de vértices como {v,w} ou vw, ou ainda por wv.

Sendo vw uma aresta, diremos que esta aresta incide em v e w, ou que v e w sdo pontas desta

aresta. Além disso, diremos que os vértices v e w sao vizinhos ou adjacentes.
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2.1.2 Algumas notacoes

Dado um grafo qualquer G, representamos o conjunto de vértices deste grafo por V(G) e o conjunto
de arestas por A(G). Representamos o nimero de vértices de um grafo qualquer G por n(G) e o

numero de arestas por m(G), ou seja, n(G) = |V(G)| e m(G) = |A(G)|.

Sendo G um grafo correspondente ao par (V, A), chamamos de complemento de G e represen-
tamos por G o conjunto (V, V() \ A).
Chamamos um grafo G de completo quando A(G) = V(G)?, e chamamos de vazio quando

A(G) = 0. Um exemplo é apresentando na Figura

Figura 2.2: Exemplo de grafo completo e de grafo vazio

Grafo completo Grafo vazio

Chamamos de K, os grafos completos que possuem n vértices. Semelhantemente, chamamos de
K,, os grafos vazios com n vértices.
2.1.3 Alguns tipos de grafos

Vejamos agora alguns tipos especiais de grafos.

Grafo planar

Um grafo G é chamado de planar se é possivel desenhd-lo em um plano, sem que suas arestas se

cruzem, ou seja, sem que haja intersecao entre suas arestas.
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Podemos ver na Figura um exemplo de grafo planar e de grafo nao-planar.

Figura 2.3: Exemplo de grafo planar e de grafo nao-planar

Grafo Planar Grafo ndo-planar

Se G é um grafo planar, entdao uma representacao grafica de G no plano divide o mesmo em
regioes chamadas faces. Cada face de um grafo é caracterizada pelas arestas que a contornam, ou
pela regiao infinita do plano que nao é contornada por arestas. A Figura destaca as faces de

alguns grafos.

Figura 2.4: Faces de alguns grafos

@

Grafo com 2 faces Grafo com 3 faces Grafo com 4 faces

Grafo das arestas

Dizemos que duas arestas de um grafo GG sdo adjacentes ou vizinhas, quando elas possuem uma

ponta em comum. Desta definicao resulta o que chamamos de grafo das arestas de G.

Seja G’ o grafo das arestas de G. Temos que o conjunto de vértices V(G’) é A(G), e o conjunto

de arestas A(G") é formado pelos pares de arestas adjacentes de G.
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As Figuras e sao dois exemplos de grafo das arestas.

Figura 2.5: Grafo das arestas do K3

JANGAN

G‘mfﬂ das arestas

BC

Figura 2.6: Grafo das arestas do Ky
AC

Grafe das arestas

2.1.4 Isomorfismo

Existe isomorfismo entre dois grafos G e H caso haja uma funcao bijetora f(V(G)) — V(H) de
forma que dois vértices v e w sdo adjacentes em G se e somente se f(v) e f(w) sdo adjacentes em

H. Dados dois grafos G e H, dizemos que eles sdo isomorfos caso exista um isormofismo entre eles.

Quando existe um isomorfismo entre dois grafos, é possivel alterar os nomes dos vértices de um

deles de forma que os dois grafos se tornem exatamente iguais.
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A Figura 2.7 apresenta exemplos de grafos que, embora estejam desenhados de forma diferentes,

sao isomorfos.

Figura 2.7: Exemplo de grafos isomorfos

No exemplo da Figura [2.7) temos que V(G) = {4, B,C,D,E,F,G,H} e
V(G ={A",B,C',D',E',F',G', H'}. Nossa funcao bijetora de f(V(G)) = V(G') é:

2.1.5 Vizinhancga

Sendo X um conjunto de vértices de um grafo GG, chamamos de vizinhanca de X o conjunto de
todos os vértices pertencentes a V(G) \ X que s@o vizinhos de algum vértice de X, e representamos

este conjunto por I'(X).

Definimos também a vizinhanga de um tinico vértice v pertencente a V' (G) como sendo o conjunto

de todos os vértices pertencentes a V(G) \ {v} que sdo vizinhos de v, e representamos este conjunto

por I'(v).
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Vejamos um exemplo ilustrado na Figura [2.8

Figura 2.8: Vizinhanga
:

Grafo G

Tomemos o conjunto X = {A, B} de vértices pertencentes ao grafo G (representado na Fi-
gura [2.8), temos que a vizinhaca de X é I'(X) = {C,E}. J4 a vizinhanca do vértice E é
I'(E) ={A, B, D}.

2.1.6 Corte

Sendo G um grafo qualquer, e X um conjunto de vértices pertencentes a V' (G), chamamos o conjunto
das arestas que tém uma de suas pontas pertecentes ao conjunto X e a outra pertencente ao conjunto

V(G)\X de corte associado ao conjunto X. Representamos este tipo de conjunto por Vg(X).

Podemos também ter um corte associado a um tnico vértice v pertecente a um grafo G, que é
o conjunto de arestas de G que incidem no vértice v e em outro vértice pertencente ao conjunto

V(G) \ {v}. Representamos este tipo de conjunto por Vg (v).

Tomemos como exemplo o grafo ilustrado na Figura

Figura 2.9: Corte

Tomando o conjunto X = {A, B,C, D} de vértices pertencentes ao grafo W (representado na Fi-
gura[2.9)), temos que o corte em W associado ao conjunto X é o conjunto Vi (X) = {(4, E), (C,G)},

ou seja, é o conjunto que possui arestas com uma ponta em X e a outra em V(W) \ X.
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Ja o corte associado ao vértice E é o conjunto Vy (E) = {(4, E), (E,F),(E,H)}, ou seja, é
o conjunto das trés arestas que incidem no vértice E e em outro vértice pertencente ao conjunto

V(W) \{E}.

2.1.7 Graus

Sendo v um vértice de um grafo qualquer, chamamos de grau de v o nimero de arestas que incidem

sobre ele. Representamos este nimero por g(v).

Observemos que g(v) ¢é igual a cardinalidade de I'(v), e também igual a cardinalidade de V¢ (v),

ou seja, g(v) = [T(v)] = [V(v)] -

Dado um grafo G, chamamos de grau maximo de G o maior grau entre todos os vértices de

G, e o representamos por A(G), ou seja, A(G) = max{g(v)|v € V(G)}.

De maneira andloga, definimos o grau minimo de um grafo qualquer G como sendo o menor

grau entre todos os vértices de G, e o representamos por §(G), ou seja, §(G) = min{g(v)|v € V(G)}.

Caso todos os vértices de um grafo tenham o mesmo grau, dizemos que este grafo é regular.

Se o grau de todos os vértices for k, também dizemos que este grafo é k-regular.

Vejamos alguns teoremas relativamente simples, porém muito uteis no estudo de grafos.

Teorema 2.1.7.1 A soma dos graus de todos os vértices de um grafo qualquer € igual ao dobro do

numero de arestas.

Demonstracao: Dado um grafo G qualquer, cada aresta de G incide em dois vértices, logo, cada

aresta contribui em duas unidades na soma dos graus de todos os vértices, ou seja

2vev 9(v) = 2|A(G)].

Teorema 2.1.7.2 Todo grafo tem um numero par de vértices de grau impar.

Demonstragao: Podemos calcular a soma dos graus de todos vértices de um grafo como:

n = np + Ny,
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em que n, é a soma dos graus dos vértices de grau par, e n; ¢ a soma dos graus dos vértices de grau

impar.

Como, para todo grafo (V,A), a soma dos graus dos vértices é igual ao dobro do nimero de

arestas, a somatoéria dos graus dos vértices (n) é par.

Sabemos que n, é par, pois é uma soma de nimeros pares.

Ja n; é uma soma de ntimeros impares que resulta em:

par < total de vértices somados for par;

impar < total de vértices somados for impar.

Como n e ny, sao pares, e n = n, +n;, temos que n; é par. Portanto, o total de vértices de grau

impar é um ndmero par, como se queria demonstrar. |

Teorema 2.1.7.3 Todo grafo que possui dois ou mais vértices tem pelo menos dois vértices de

mesmo grau.

Demonstragao: Supondo G um grafo em que todos os n vértices possuem graus diferentes, como

o maior grau que um vértice pode ter é n — 1, os graus dos n vértices sao: 0,1,2,...,(n —1).

Porém, sabe-se que em um mesmo grafo nao é possivel existir um vértice de grau (n—1) e outro
vértice de grau 0, pois um vértice de grau (n — 1) é adjacente a todos os outros vértices, o que

impossibilita a existéncia do vértice de grau O.

Portanto, por contradicao, conclui-se que em todo grafo GG pelo menos 2 vértices possuem mesmo

grau. |
Teorema 2.1.7.4 Para todo grafo G, temos que A(G) = n(G)—6(G)—1 e §(G) = n(G)—A(G)—-1.

Demonstracao: Seja G um grafo qualquer, e v um vértices de G, denotemos por T o mesmo vértice
v visto em G. Como n(G) = n(G), temos que n(G) — 1 é o valor maximo para g(v) e para g(7).
Logo, g(v) + g(v) = n(G) — 1, ou seja, g(v) + g(v) é constante. Desta forma, ¢(v) serd méximo

quando g(v) for minimo, ou seja, g(v) = A(G) quando g(v) = §(G). Portanto,

A(G) = n(G) — 6(G) — 1.
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Analogamente, ¢(v) serd minimo quando g(v) for méximo, ou seja, g(v) = 0(G) quando

g(v) = A(G). Portanto,

2.1.8 Passeios, caminhos, circuitos, arvores e florestas

Chamamos de passeio em um grafo G uma sequéncia alternada de vértices v,, v1, v2, ..., v, € arestas
ai, az, ...ap, comegando e terminando em vértices, como em P = vgaiviasvs...apvp, €m que v; € v;_1
sdo as pontas da aresta a;, € v, € v, sao respectivamente a origem e fim (extremos) do passeio P.

Um passeio ¢ dito fechado se vyg = v, e dito aberto, caso contraro.

Se todos os vértices de um passeio em um grafo G sao distintos, ele é chamado de caminho, e
no caso de todas as arestas serem distintas, ele é chamado de trilha (ou trajeto). Porém, se todos
os vértices de um passeio sao distintos, entao todas as arestas também sao, logo, todo caminho em
G é também uma, trilha em G. Para representar um caminho, podemos escrever os vértices e arestas
C = vpaivia2v3...apv,, como também somente os vértices C' = vgv1vz...vp. Como um caminho é

também um grafo, uma outra forma de representa-lo é C' = ({v1, v2, ..., vp }, {vivit1]1 < i < n}).

Chamamos de circuito os passeios fechados, em que todos os vértices, com excegao dos extremos,
sao distintos. E chamamos de tamanho (ou comprimento) de um passeio (caminho ou circuito) o
nimero arestas que ele possui. Notemos que um caminho de tamanho k possui k& + 1 vértices, ja
um circuito de tamanho k possui k vértices. Se o tamanho de um passeio for zero, significa que o
grafo consiste de apenas um vértice. Dizemos que um passeio (caminho ou circuito) é par se tem

tamanho par e impar se tem tamanho fmpar.
A Figura[2.10] apresenta um exemplo de caminho, circuito e trilha.

Figura 2.10: Exemplo de caminho, circuito e trilha
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E comum que circuitos de tamanho trés, quatro, cinco, seis,..., sejam respectivamente chamados

de triangulo, quadrado, pentagono, hexagono, e assim por diante.

Dado um grafo G, se G nao possui nenhum circuito, dizemos que este grafo é uma floresta. Se,
além disso, para todo par u, v de vértices de G ha um caminho de u a v, dizemos que G é uma

arvore.
A Figura [2.T1] apresenta um exemplo de floresta e drvore.

Figura 2.11: Exemplo de floresta e arvore

A E A E
B c D F G B [+ D E G

Floresta Arvore

Vejamos um teorema relacionado a circuitos.

Teorema 2.1.8.1 Todo corte de um circuito tem cardinalidade par, ou seja, para qualquer conjunto

X de vértices de um circuito O, o corte Vo(X) tem cardinalidade par.

Demonstragao: (Prova por Inducéo Finita) Sejam O um circuito e X um conjunto de vértices de
O, tomemos como base da indu¢ado um conjunto X de cardinalidade 1. Neste caso, o corte Vo (X)
tem cardinalidade par = 2, pois cada vértice em um circuito tem grau 2 e, sendo assim, as duas
arestas que incidem em X tem sua outra ponta em V(G)\X. Logo, o enunciado é verdadeiro para

um conjunto X de cardinalidade 1.

Agora, supondo que a cardinalidade de X é n > 1, em que o corte Vo(X) tem cardinalidade

par, provemos que um conjunto X’ de n + 1 elementos também tem corte de cardinalidade par.

Supondo que a cardinalidade de X é n, em que o corte Vpo(X) tem cardinalidade par, se
acrescentarmos um vértice y € V(G)\X ao conjunto X, obtemos um novo conjunto X' = X U {y}

de n + 1 elementos. Desta forma, temos trés casos possiveis:

Caso 1: y é adjacente a dois vértices {a,b} € X. Neste caso, a cardinalidade de Vo (X') é
|IVo(X)|—2, pois as duas arestas ya e yb que pertencem a V(X ) ambas nio pertencem a Vo (X')
(pois possuem ambas as pontas em X'). Sendo assim, como a cardinalidade de Vo(X) é par, a

cardinalidade Vo (X’) também é par.
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Caso 2: y é adjacente a dois vértices {u,v} € V(G)\ X. Neste caso, a cardinalidade de Vo (X’)
é |[Vo(X)| + 2, pois as duas arestas yu e yv que nao pertencem a Vo(X), ambas pertencem a
Vo(X') (pois uma de suas pontas y pertence a X’ e outra {u,v} pertence a V(G) \ X’). Desta

maneira, a cardinalidade de Vo (X’) também é par.

Caso 3: y é adjacente a um vértice ¢ € X, e a um vértice z € V(G) \ X. Neste caso,
IVo(X")| = |Vo(X)|—1+1=|Vo(X)|, visto que a aresta yc que pertence a Vo (X) nao pertence a
Vo(X') (pois possui ambas as pontas em X'), porém a aresta yz que nao pertence a Vo (X) pertence
a Vo(X') (pois uma de suas pontas y pertence a X’ e a outra ponta z pertence a V(G) \ X'), e

desta maneira, a cardinalidade de Vo (X’) também é par.

Logo, por indugao, provamos que todo corte de um circuito tem cardinalidade par. |

2.1.9 Subgrafos

Chamamos de subgrafo de G qualquer grafo H, em que V(H) C V(G) e A(H) C A(G). Caso
V(H) #V(G) ou A(H) # A(G), dizemos que o subgrafo H é préprio.

Dado um grafo G e um conjunto X tal que X C V(G), chamamos de subgrafo de G induzido
por X ao grafo (X,B), em que B C A(G) é o conjunto de todas as arestas cujas duas pontas

pertencem ao conjunto X. Representamos este tipo de grafo por G[X].

Caso um caminho C' seja um subgrafo de um grafo G, dizemos que C' é um caminho em G, ou
que o grafo G contém o caminho C'. A mesma nomenclatura também se aplica para os circuitos

que sao subgrafos de G.

Teorema 2.1.9.1 Um grafo G é uma floresta se e somente se cada uma de suas arestas € um corte,

ou seja, para cada aresta a existe um subconjunto X de V(G) tal que V(X) = {a}.

Demonstracao: Vamos provar primeiramente que, se G é uma floresta, entdo cada uma de suas

arestas é um corte.

Sendo m uma aresta qualquer de G com pontas a e b, chamemos de X o conjunto uniao de
todos os vértices dos caminhos de extremo a (incluindo a), que ndo contenham o vértice b. Vamos

provar que m é um corte associado ao conjunto X.
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Supondo existir um vértice v pertencente a X, e adjacente a um outro vértice v’ pertencente

a V(G)\ X, temos que v' pertence ao conjunto de vértices de algum caminho de extremo b (caso
s e ! . z . 7 . / . .

contrario v’ pertenceria a X ), logo, como a é adjacente a b, v é adjacente a v’ e existe caminho entre
a e v, e também entre v e b, entdao existe um circuito (cujo conjunto de vértices contém a, b, v e
v'), 0 que é um absurdo, visto que, por hipétese G é uma arvore. Portanto, por absurdo concluimos
que m é a Unica aresta com uma ponta em X e a outra em G\ X, ou seja, m é um corte. Portanto,
como m é uma aresta qualquer de (G, concluimos que, se G é uma floresta, entao cada uma de suas

arestas é um corte.
Provemos agora que, se toda aresta de G é um corte, entao G é uma floresta.

Se toda aresta m de G, cujas pontas podemos chamar de a e b, é um corte V(X) associado a
um conjunto X de vértices, em que a pertecence ao conjunto X, e b ao conjunto V(G) \ X (como
exemplificado na Figura , nao existe nenhuma outra aresta com uma ponta em X e outra em
V(G)\ X além de m. Consequentemente, nao existe nenhum outro caminho de extremidade a e b
além da aresta m, ou seja, m nao pertence a nenhum circuito. Portanto, se toda aresta de G é um

corte, G nao possui circuitos (é um floresta).

Figura 2.12

2.1.10 Grafos conexos e componentes

Dizemos que um grafo G é conexo quando, para quaisquer dois vértices u e v, existe um caminho

de origem u e fim v.

Dado um subgrafo conexo H de um grafo GG, se nao existe nenhum outro subgrafo conexo H’

de G tal que H C H', ou seja, H é subgrafo préprio de H', entao dizemos que H é maximal.
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Chamamos de componente (ou componente conexo) de um grafo G a qualquer subgrafo conexo

maximal de G.
Vejamos agora alguns teoremas relacionados a grafos conexos.

Teorema 2.1.10.1 Seja G um grafo tal que A(G) < 2, entao cada componente de G é um caminho

ou um circuito.

Demonstragao: Se C' é um componente do grafo G, no qual A(G) < 2, temos que todo vértice de

C possui grau 0, 1 ou 2.
Consideremos trés situagoes possiveis:

Caso 1: C possui vértice de grau 0.

Se C possui um vértice v de grau 0, entao v é um vértice isolado, e sendo assim, C' é um caminho.

Caso 2: (' possui vértice de grau 1.
Se C' possui um vértice w de grau 1, pelo Teorema C possui um ntmero par de vértices de
grau fmpar. Sendo assim, C' necessariamente possui outro vértice z igualmente de grau 1, e nao
havendo nenhum outro vértice em C, entao C = wx é um caminho. Porém, caso C' possua algum
outro vértice y, como C' é conexo, existe um caminho entre w e y e entre x e y, ou seja, y pertence

ao caminho de pontas w e x, portanto C' é um caminho.

Caso 3: C nao possui vértice de grau 0 e 1.
Se C' nao possui vértice de grau 0 e 1, logo todos os vértices de C' sao de grau 2, portanto C' é um

circuito.

Desta forma concluimos que, se G é tal que A(G) < 2, entdo cada componente de G é um

caminho ou um circuito. [ |

Teorema 2.1.10.2 Todo grafo G satisfaz a desigualdade m(G) > n(G) — ¢(G), em que ¢(G) € o

numero de componentes de G.

Demonstragao: (Prova por Inducao Finita) Tomemos como base da indu¢ao um grafo G, em que

n(G) = 1. Neste caso, temos que m(G) =0 e ¢(G) = 1. Logo, substituindo na desigualdade
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Verificamos assim que a desigualdade é verdadeira.

Agora, supondo que m(G’) > n(G") — ¢(G") é valido para um grafo G’ qualquer com n(G’) = z,
provemos que para um grafo G com n(G) = x + 1 a desigualdade também ¢ valida.

Tomando um grafo G com n(G) = z + 1 e retirando um de seus vértices v, obtemos um novo

grafo G’ com n(G’) = z, portanto, por hipGtese, temos que m(G') > n(G’) — ¢(G').

Restituindo o vértice v ao grafo G’, obtemos novamente o grafo G, e temos as seguintes possi-

bilidades:

Caso 1: O vértice v possui grau zero, desta forma é também um componente maximal. Neste
caso, temos que m(G) = m(G"), n(G) = n(G') + 1 e ¢(G) = ¢(G') + 1. Logo, substituindo na

desigualdade

m(@) > n(G') - o(G')
=m(G) >n(G)—1—-(c(G) —1)
= m(G) >n(G)—1-¢(G)+1
= m(G) > n(G) — c(G).
Portanto, a desigualdade m(G) > n(G) — ¢(G) é verdadeira.
Caso 2: O vértice v possui grau k + y, e é adjacente a k componentes diferentes (fazendo com

que k componentes se tornem um unico componente). Neste caso, temos que m(G) = m(G') +k+vy,

n(G) =n(G")+1ec(G) =c(G)— (k—1). Logo, substituindo na desigualdade

m(G") > n(G') — c(G")
=m(G)—k—y>n(G)—1-(c(G)+ (k—1))

Como y é maior ou igual a zero, entdao m(G) > m(G)—y > n(G)—c(G). Portanto a desigualdade
m(G) > n(G) — ¢(G) é verdadeira.

Dos casos 1 e 2 concluimos que se a desigualdade é vélida para G’ com n(G’) = z, entao a
desigualdade também vale para G, em que n(G) = x + 1. Logo, por indugdo, provamos que todo

grafo G satisfaz a desigualdade m(G) > n(G) — ¢(G). [
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Teorema 2.1.10.3 Um grafo conexo G € uma floresta se e somente se, para cada aresta a de G,

o grafo G — a ndo é conezxo.

Demonstracao: Vamos provar primeiramente que, se um grafo conexo G é uma floresta, entao

para cada aresta a o grafo G — a nao é conexo.

Tomando uma aresta a qualquer de G cujas pontas sao u; e u, e, supondo, por absurdo, que
G — a é conexo, temos que existe um caminho ujus...u, entre uy e uy,. Logo, ujus...u, Uuiu, é um
circuito em G, mas, por hipédtese, G é uma floresta. Portanto, concluimos que G — a (em que a é

uma aresta qualquer) nao é conexo.

Provemos agora que, se para cada aresta a de um grafo conexo GG, o grafo G — a nao é conexo,

entao G é uma floresta.

Tomando um grafo G em que, para toda aresta a, G — a nao é conexo, e supondo, por absurdo,
que GG possui um circuito v1vs....v,v1, entao, ao retirar de G uma aresta a cujas pontas sdo v, € v1,
ainda existe um caminho (vivs....v,) entre v e vy, ou seja, se G é conexo, entdao G — a também é
conexo. Mas, por hip6tese, G — a nao é conexo. Portanto, concluimos que G nao possui circuito (G

¢ uma floresta).

Desta forma, podemos concluir que, um grafo conexo G é uma floresta < para cada aresta a, o

grafo G — a nao é conexo. |

2.2 Conjuntos estaveis e cliques

Dependendo de algumas caracteristicas, podemos classificar os conjuntos de vértices de um grafo

como conjuntos estdveis ou como cliques, como veremos abaixo.

2.2.1 Conjuntos estaveis

Dizemos que um conjunto de vértices X de um grafo G é estével (ou independente) se todos os seus
elementos sao dois a dois nao adjacentes, ou seja, nenhuma aresta tem como pontas dois vértices

de X.
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A Figura [2.13] apresenta alguns exemplos de grafos mostrando conjuntos estdveis de vértices

(vermelhos).

Figura 2.13: Exemplos de conjuntos estaveis

Fonte: HTTP://MATHWORLD.WOLFRAM.COM /INDEPENDENTVERTEXSET.HTML. Acesso em: 21 nov. 2015.

Quando um conjunto X de vértices de um grafo G é estavel e, para todo conjunto estavel Y
de vértices de G, a cardinalidade de X ¢é maior ou igual a cardinalidade de Y, ou seja, | X| > |Y],

dizemos que o conjunto estavel X é maximo.

Chamamos a cardinalidade de um conjunto estavel maximo de vértices de um grafo G de indice

de estabilidade de G, e o representamos por o(G).

2.2.2 Cliques

Dizemos que um conjunto C de vértices de um grafo G é um clique se todos os seus elementos sao
dois a dois adjacentes, ou seja, para todo par de vértices u e v pertencentes a C' existe uma aresta

com pontas u e v.

Quando um conjunto C' de vértices de um grafo G é um clique e, para todo conjunto clique C’
de vértices de G, a cardinalidade de C' é maior ou igual a cardinalidade de C’, ou seja, |C| > |C'],

dizemos que o conjunto clique C' é maximo.

Chamamos a cardinalidade de um conjunto clique maximo de vértices de um grafo G de nimero

clique de G, e o representamos por w(G).

Existe uma forte relagao entre conjuntos estaveis e cliques: um conjunto X de vértices de um
grafo G é estavel se e somente se X é um clique no grafo complementar G.
2.3 Coloragao de vértices

Chamamos de coloragao de vértices de um grafo G a atribuicao de cores aos vértices de G de

tal forma que vértices adjacentes tenham cores distintas. Podemos entender a coloracao de vértices
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de G como uma funcao: f : V(G) — {1,..,k}, tal que para vértices adjacentes sejam atribuidos
numeros distintos, em que cada nuimero representa um cor diferente, e k é a quantidade total de

cores.
A Figura traz alguns exemplos de grafos apresentando uma coloracao adequada de vértices:

Figura 2.14: Exemplos de coloracao de vértices

Fonte: HTTP://MATHWORLD.WOLFRAM.COM/VERTEXCOLORING.HTML. Acesso em: 21 nov. 2015.

2.3.1 Coloragoes minimas

Nao ha grandes dificuldades para realizar uma coloracao de vértices quando nao ha uma restrigao
quanto ao nimero de cores a ser usado. Porém, a tarefa de encontrar uma coloracao utilizando o

menor nimero possivel de cores é onde se encontra o desafio.

Chamamos a coloragao dos vértices de um grafo G de minima quando a quantidade de cores
diferentes usadas é a menor possivel. A esse niimero minimo de cores nés chamamos de nimero

cromatico. O nimero cromético de um grafo G é representado por x(G).
A Figura traz alguns exemplos de niimero cromético para alguns grafos:

Figura 2.15: Exemplos de niimero cromatico

&0 A

x(K¢) =6 x(C5) SD =2

Fonte: HTTP://MATHWORLD.WOLFRAM.COM/CHROMATICNUMBER.HTML. Acesso em: 21 nov. 2015.

Dizemos que um grafo G é colorivel com k cores ou que G é k-colorivel quando x(G) < k.
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2.3.2 Delimitagao superior do niimero cromatico

Podemos obter um delimitador superior para o nimero cromético, conforme Teorema, [2.3.2.1
Teorema 2.3.2.1 Para todo grafo G, temos que x(G) < A(G) + 1.

Demonstracao: Considere um grafo G, cujo conjunto de vértices representamos por
V(G) = {v1,....,v,}, e 0 conjunto de suas possiveis cores pelo conjunto dos nimeros naturais N, em
que cada numero x € N representa uma cor diferente. Realizamos a coloracao dos vértices de G
colorindo cada um de seus vértices v; com a cor representada pelo menor nimero de N que ainda

nao foi usada para colorir algum dos seus vizinhos.

Como cada vértice v; de G possui grau menor ou igual a A(G), ou seja, cada vértice v; possui
no maximo A(G) vizinhos, temos que sempre haverd uma cor representada por um nimero menor
ou igual a A(G) 4 1 disponivel para colorir cada vértice de G. Desta forma, este processo cria
uma coloragao adequada para qualquer grafo G, de forma que x(G) < A(G) + 1, como queriamos

demonstrar. [ |

2.3.3 Delimitagao inferior do nimero cromatico

Também podemos obter um delimitador inferior para o nimero cromatico, conforme o teorema/|2.3.3.1
Teorema 2.3.3.1 Para todo grafo G, temos que x(G) > PR

Demonstracao: Denotamos por classe de cor o conjunto de todos os vértices de uma mesma cor.
Sendo G um grafo adequadamente colorido com x(G) cores, temos que cada uma de suas classes
de cor Vi, Va,....V () € um conjunto estdvel. Entao, a cardinalidade de cada classe de cor em G é

no méximo «(G). Logo,

(@)
n(G) =Y Vil < x(G) - a(G).
=1

(@)
a(G)’

3

= x(G) >

Desta forma, concluimos a demonstracao do teorema. |

Ha também um outro delimitador inferior para o nimero cromaético, apresentado pelo Teo-

rema [2.3.3.2
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Teorema 2.3.3.2 Para todo grafo G, temos que x(G) > w(G).

Demonstragao: Sendo f: V(G) — {1,..,k} uma coloracao dos vértices de um grafo G qualquer,
em que cada numero representa uma cor diferente, e k representa a quantidade total de cores, se C

é um conjunto clique de vértices de G, sabemos que k > |C/.

Supondo que o grafo G possua coloracao minima de seus vértices, e C' é clique maximo, ou seja
k= x(G) e |C| = w(@), entao, pela desigualdade acima, temos que x(G) > w(G), como queriamos

demonstrar. H

2.4 Coloragao de arestas

Chamamos de coloracao de arestas de um grafo G a atribuigao de cores as arestas de G de tal
forma que arestas adjacentes tenham cores distintas. Podemos entender a coloragao de arestas de G
como uma funcado: f: A(G) — {1,..,k}, tal que para arestas adjacentes sejam atribuidos ntimeros

distintos, em que cada numero representa um cor diferente, e k é a quantidade total de cores.
A Figura traz alguns exemplos de grafos apresentando uma coloracao adequada de arestas:

Figura 2.16: Exemplos de coloracao de arestas

Kk Bl

Fonte: HTTP://MATHWORLD.WOLFRAM.COM/EDGECOLORING.HTML. Acesso em: 21 nov. 2015.

2.4.1 Coloragoes minimas

Semelhante a coloracao de vértices, nao hé grandes dificuldades para realizar uma coloragdo de
arestas quando nao ha uma restricdo quanto ao niimero de cores a ser usado. O desafio se encontra

em conseguir uma coloragao utilizando o menor nimero possivel de cores.

Chamamos a coloragao das arestas de um grafo G de minima quando a quantidade de cores
diferentes usadas é a menor possivel. A esse nimero minimo de cores nés chamamos de indice

cromatico. O indice cromético de um grafo G é representado por x'(G).
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Existe uma relacao entre coloragao de arestas com coloracao de vértices, visto que a coloragao
de arestas de um grafo G qualquer é equivalente a coloragao dos vértices do grafo das arestas de G.
Logo, se G’ é o grafo das arestas de G, temos que \'(G) = x(G’).
2.4.2 Delimitacao inferior do indice cromatico

Podemos obter um delimitador inferior para o indice cromatico, conforme Teorema [2.4.2.1
Teorema 2.4.2.1 Para todo grafo G, temos que X' (G) > A(G).

Demonstracao: Sendo G um grafo qualquer, cuja coloragao das arestas possui k cores, temos que,

para qualquer vértice v € V(G), o nimero k é maior ou igual ao grau de v, ou seja, k > g(v).

Supondo que o grafo G possua coloracao minima de suas arestas, e o vértice v seja de grau
méximo, ou seja k = }'(G) e g(v) = A(G), entdo, pela desigualdade acima, temos que Y/ (G) >

A(G), como querfamos demonstrar. [

2.4.3 Delimitagao superior do indice cromatico

Também podemos obter um delimitador superior para o indice croméatico, como indicado pelo

Teorema ([2.4.3.1) de Vizing.

Teorema (de Vizing) 2.4.3.1 Para todo grafo G, temos que X'(G) < A(G) + 1.

Um demonstracao deste importante teorema pode ser encontrada em

(FEOFILOFF & KOHAYAKAWA & WAKABAYASHI, 2011).

E interessate observarmos que, conciliando o Teorema [2.4.3.1f com o Teorema |2.4.2.1} encontra-

mos:

Com este resultado, concluimos que o indice cromatico de qualquer grafo é A(G) ou A(G) + 1,

ou seja, ele pode variar em apenas uma unidade em relagao a A(G).

Vimos até aqui algumas delimitagoes que valem para grafos quaisquer. Porém, é importante
destacarmos que para grafos especificos, podemos ter delimitadores ainda melhores. Por exemplo,

para grafos planares, como veremos mais adiante, o nimero cromatico é menor ou igual a quatro.
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Capitulo 3

O Problema das Quatro Cores

3.1 Um pouco de histoéria

A histéria da matematica, em especial a do Problema das Quatro Cores, é muito interessante, pois
através dela podemos compreender melhor como surgiram curiosos problemas da matematica, as
diferentes estratégias usadas pelos matematicos em busca de solucioné-los, e os sucessos e “fracassos”
que alcancaram no decorrer dos tempos. Nas secoes e é apresentado um pouco da curiosa

histéria do Problema das Quatro Cores.

3.1.1 Surge o problema

No ano de 1852, um matemaético inglés chamado Francis Guthrie (1831-1899), recém-formado na
University College, em Londres, estava pintando um mapa dos condadosE] da Inglaterra, utilizando

o critério de pintar condados vizinhos com cores diferentes.

Ao realizar esta pintura, Francis Guthrie notou que era possivel colorir aquele mapa (respeitando
o critério estabelecido) utilizando apenas quatro cores. Em seguida, Francis Guthrie tentou o mesmo
procedimento com outros mapas diferentes, e conseguiu pintar cada um deles com apenas quatro

cores.

Desta forma, surgiu o conhecido Problema das Quatro Cores: “Todo mapa (plano ou sobre

uma superficie esférica) pode ser pintado com apenas quatro cores?”

Francis Guthrie, como era matemaético, tentou provar que a resposta ao Problema das Qua-

!Divisao territorial existente na Inglaterra e nos E.U.A..
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Figura 3.1: Mapa dos Condados da Inglaterra
)ﬁ) ?ff \U‘{\‘)
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North Ses
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Fonte: <HTTPS://WWW.PINTEREST.COM/DLDEEDA/MAPS/>. Acesso em: 21 nov. 2015.

tro Cores era “sim”, porém nao conseguiu elaborar nenhuma demonstracao matematica para tal.
Francis Guthrie, entdo, passou o problema para seu irmao Frederick Guthrie (1883-1866), que
nesta época era estudante de matematica. Frederick Guthrie também nao conseguiu demonstrar
que a conjectura era de fato verdadeira, entao passou o problema para seu professor Augustus De
Morgan (1806-1871), que se interessou pelo problema e por isso se empenhou por encontrar uma

resposta.

Com Augustus De Morgan, o Problema das Quatro Cores comegou a evoluir rumo a uma
resposta. Ele observou que em alguns mapas existem quatro “paises” e que cada um deles faz
fronteira com os outros trés, e que nestes casos nao é possivel pinta-lo com somente trés cores,
respeitando o critério de variacao de cores entre “paises” vizinhosﬂ A Figura é um exemplo de

mapa com estas caracteristicas.

Figura 3.2: Exemplo de mapa que nao pode ser pintado com menos de quatro cores

2Aqui e até o final do texto consideraremos que um mapa é possivel de ser colorido caso seja possivel colori-lo
respeitando o critério de que “paises” vizinhos nao possuam a mesma cor.
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Um exemplo real de mapa que nao pode ser pintado com menos do que quatro cores (dito mapa
tetracromético) é o mapa da América do Sul, no qual os quatro paises Brasil, Paraguai, Argentina
e Bolivia tem a propriedade de que cada um deles faz fronteira com os outros trés, como podemos

observar na Figura [3.3]

Figura 3.3: Exemplo de mapa tetracromatico

Binck Usiversity Map Libwry

Fonte: Adaptagdo de HTTP://WWW.DOMINIOPUBLICO.GOV.BR/DOWNLOAD/IMAGEM/BU000007.GIF.
Acesso em: 21 nov. 2015.

Seguindo a mesma linha de raciocinio mencionado acima, Augustus De Morgan conjecturou:
tomando cinco “paises” quaisquer de um mapa, pelo menos dois deles nao sao vizinhos
entre si. Ou seja, Augustus De Morgan supunha que a conjectura de Francis Guthrie era verdadeira,
pois caso exista algum mapa contendo um conjunto de cinco paises, em que cada um deles faz
fronteira com os outros quatro, entao é necessario pelo menos cinco cores para colori-lo, sendo desta
forma um contraexemplo para afirmacao de que todo o mapa pode ser colorido com quatro cores.

Veremos mais adiante que a conjectura de Augustus De Morgan é verdadeira.

3.1.2 O problema se torna conhecido

Talvez a maior contribuicdo de Augustus de Morgan para a resolu¢ao do Problema das Quatro
Cores tenha sido a divulgagdo do problema (repassou-o para outros matemédticos e também para

seus alunos). Tanto é que ele foi considerado por muitos como o autor original do problema.
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O problema se tornou mais amplamente conhecido 26 anos depois de ter sido formulado por
Francis Guthrie, quando em 1878 um artigo chamado the solution of a problem which recently
achieved some renown, que dizia respeito ao problema, foi publicado no periédico Nature pela
London Mathematical Society por meio de seu presidente Arthur Cayley (1821-1895). A
divulgacao do problema trouxe frutos rapidamente, tanto que, no ano seguinte ao da divulgacao
(1879), um advogado ligado & London Mathematical Society, chamado Alfred Bray Kempe
(1849-1922), publicou uma demonstragao de que quatro cores eram suficientes para colorir qualquer
mapa. Embora advogado, o inglés Alfred Bray Kempe havia estudado matemética na Cambridge

University, e por isso manteve seu interesse por ela.

A demonstracao de Alfred Bray Kempe foi analisada por diversos matematicos, que anuiram a
ela, pondo fim as investigagoes sobre o Problema das Quatro Cores. Porém, a curiosidade e desejo
de encontrar uma resposta ao Problema das Quatro Cores recomecou novamente apds onze anos
(1890) da calmaria trazida pela demonstracao de Alfred Bray Kempe, quando um homem chamado
Percy John Heawood (1861-1955), que foi membro do corpo docente, administrador e vice-reitor
do Durham College na Inglaterra, encontrou um erro na demonstragao de Alfred Bray Kempe, um

erro que nao podia ser corrigido.

Percy John Heawood havia conhecido o problema quando ainda era estudante na Ozford Uni-

versity, em 1880, onde um de seus professores expunha frequentemente o problema.

3.2 A demonstracao de Kempe

A demonstracao de Alfred Bray Kempe consistia basicamente na demonstragdo das seguintes

afirmacoes:

1. Se existe um mapa pentacromatico, ou seja, um mapa que nao pode ser pintado com menos de
cinco cores, entao também existe um mapa pentacromatico normal, ou seja, um mapa que
nao contém nenhum “pais” totalmente envolvido por outro, e no qual cada ponto de intersecao

de fronteira é sempre compartilhado por exatamente trés “paises”.

A Figura apresenta exemplos de mapas que nao sao normais. O primeiro mapa nao é
normal, pois o “pais” circular A estd envolvido totalmente pelo “pais” B. Ja o segundo mapa
nao é normal por possuir um ponto de intersecao de fronteira compartilhado por mais de trés

“paises”.
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Figura 3.4: Exemplos de mapas nao-normais

Fonte: Adaptagao de (SOUSAL 2001)

2. Se existe um mapa pentacromatico normal, entao existe um mapa pentacromatico normal
minimo, ou seja, um mapa pentacromatico que possui nimero de “paises” menor ou igual a

todos os outros mapas pentacrométicos.

3. Qualquer mapa normal contém pelo menos um “pais” com no maximo cinco vizinhos.

Esta afirmacao indica que em todo mapa normal ocorre pelo menos uma das quatro confi-

guragoes (“pais” com 2, 3, 4 ou 5 vizinhos) ilustradas na Figura

Figura 3.5: Configuracoes inevitaveis apresentadas por Kempe
Cc

Fonte: Adaptagao de (SECCOI 2013)

4. Um mapa pentacromatico normal minimo nao pode conter um “pais” com menos do que seis

vizinhos.

Alfred Bray Kempe tentou demonstrar o Teorema das Quatro Cores por contradicao. Caso
conseguisse demonstrar todas as quatro afirmacoes, encontraria uma contradicao entre as duas
ultimas, invalidando imediatamente a hipdétese da existéncia de um mapa pentacromatico normal
minimo, que por sua vez invalidaria a hipotese inicial: a existéncia de um mapa pentacromaético,

provando desta forma o Teorema das Quatro Cores.

Kempe demonstrou corretamente as afirmacgoes 1, 2 e 3, porém cometeu um erro na tentativa
de demonstrar a afirmacao 4. A estratégia que Kempe utilizou para demonstrar esta afirmagao foi
provar que em um mapa pentacromatico qualquer, as quatro configuracoes inevitaveis da afirmacao

3 (“pais” com dois, trés, quatro ou cinco vizinhos) sao 1redutl'veisE|7 ou seja, Kempe tentou mostrar

3N&o podem fazer parte de um mapa pentacromético normal minimo.
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que se existe um mapa pentacromatico com alguma das quatro configuragoes inevitaveis, entao

¢

existe um mapa pentacromatico“menor”, ou seja, um mapa que possui menor numero de “paises”,
o qual nao possui a configuracao ocorrida no mapa original. Em poucas palavras, se existe um mapa
pentacromatico, entao existe outro mapa também pentacromatico menor do que ele, o que implica
na inexisténcia de um mapa pentacromatico normal minimo. O erro na demonstracao de Kempe

ocorreu quando tentou demonstrar que um mapa pentacromatico que possui um “pais” com cinco

vizinhos é redutivel.

3.3 Analise da demonstracao de Kempe

Antes de comecarmos a analisar a demonstracdo de Alfred Bray Kempe, faremos algumas consi-
deracoes sobre o uso de grafos para o estudo do Problema das Quatro Cores. Em seguida, analisa-

remos cada uma das afirmagoes da prova de Kempe, enunciadas na Secao (3.2

3.3.1 Tratando mapas como grafos

Para facilitar os estudos relacionados ao Problema das Quatro Cores, muitas vezes os mapas fo-
ram tratados como grafos. Qualquer mapa normal M pode ser representado por um grafo plano,
representando os pontos de intersecao de fronteiras através dos vértices, e as fronteiras que ligam
estes pontos através das arestas. Um exemplo de grafo representando um mapa pode ser visto na

Figura |3.6

Figura 3.6: Representagao de um mapa através de um grafo

Mapa M Grafo do Mapa M

H&4 também outra forma de representacao de mapas através de grafos, na qual os “paises” do
mapa sao representadas pelos vértices do grafo, e uma aresta do grafo incide em dois vértices se
e somente se existe uma fronteira entre os dois “paises” que os vértices representam. Esse tipo de
grafo é chamado grafo dual do mapa. A Figura [3.7 apresenta um exemplo de grafo dual de um

mapa.
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Figura 3.7: Representagao de um mapa através de um grafo dual
A B

C D
Mapa M Grafo dual de M

3.3.2 Mapas normais

Ja vimos que existem mapas que necessitam de quatro cores para serem coloridos e, a partir deste
conhecimento, temos a certeza de que quatro é o nimero minimo de cores que permite colorir qual-
quer mapa. E como também ja observamos, uma das formas (a usada por Kempe e a principal usada
por diversos outros mateméticos) de provar o Teorema das Quatro Cores é provando a inexisténcia

de mapas pentacromaticos.

Como existe uma grande variedade (de configuracgoes) de mapas, para desenvolver a sua demons-
tracdo, Alfred Bray Kempe reduziu seu campo de andlise, mostrando que seria suficiente provar o
Teorema das Quatro Cores para os considerados mapas normais. Sao considerados mapas normais
aqueles que:

I) ndo contém nenhuma face totalmente envolvida por outra,

IT) tem cada um de seus vértices de fronteira compartilhado por exatamente trés faces.
A Figura [3.4) apresenta exemplos de mapas nao-normais.

Vamos demonstrar que é suficiente provar o Teorema das Quatro Cores para os mapas normais.

Para isto basta provarmos que:

(i) se existe um mapa pentacromético M que possui uma de suas faces totalmente envolvida por
outra, entao também existe um mapa pentacromético normal, ou seja, um mapa que nao possui
nenhuma de suas faces totalmente envolvida por outra.

(ii) se existe um mapa pentacromdtico M que possui um de seus vértices de fronteira compar-
tilhado por mais de trés faces, entdo também existe um mapa pentacromatico normal, ou seja, um

mapa que nao possui nenhum de seus vértices de fronteira compartilhado por mais de trés faces.

Demonstracao de (i): Sendo M um mapa nao-normal do tipo I, em que uma face B é

totalmente envolvida por uma face A, pode-se obter um mapa normal M’ a partir de M excluindo



50 CAPITULO 3. O PROBLEMA DAS QUATRO CORES

a face B, como mostrado na Figura (3.8

Figura 3.8: Transformando um mapa nao-normal em normal

) ) -

A

Mapa M Mapa M'

Fonte: Adaptagao de (SOUSA| 2001)

Neste caso, facilmente se percebe que caso o mapa M seja pentacromdtico, o mapa M’ também

Demonstracao de (ii): Sendo M um mapa nao-normal do tipo II, no qual existe um vértice
v de fronteira compartilhado por mais de trés faces (como ilustrado na Figura [3.9), pode-se obter

um mapa normal M’ a partir de M, incluindo uma nova face no lugar do vértice v.

Figura 3.9: Transformando um mapa nao-normal em normal

-

Mapa M Mapa M’

Cada face do novo mapa M’ possui os mesmos vizinhos que o mapa M, e ainda pode ter um
vizinho adicional, que é a nova face que substituiu o vértice v. Se M é pentacromético, M’ também

s

O e.

3.3.3 Mapa pentacromatico normal minimo

Depois de restringir o campo de andlise dos mapas para somente os mapas normais, visto que
existe uma infinidade de mapas normais, Kempe sabiamente restringiu ainda mais o foco de sua
andlise, observando que se existe algum(ns) mapa(s) pentacromético(s), obviamente também existe
pelo menos um mapa pentacromatico normal minimo, que é um mapa pentacromatico que possui

numero de faces menor ou igual a todos os outros mapas pentacromaticos existentes.
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3.3.4 Configuracoes inevitaveis

Como ja dissemos anteriormente, Kempe tentou demonstrar o Teorema das Quatro Cores por
contradicao e, para alcangé-la, tentou demonstrar que nao existe um mapa pentacroméatico normal
minimo, o que por sua vez invalidaria a hipdétese inicial: a existéncia de um mapa pentacromaético,
provando desta forma o Teorema das Quatro Cores. Para alcancar seu objetivo, ele encontrou uma
caracteristica existente em todo mapa normal: qualquer mapa normal possui pelo menos uma
face com no mdximo cinco vizinhos. Para realizarmos esta prova, faremos uso da Férmula de

FEuler.

A férmula de Euler

O Teorema de Euler, que em sua origem trata de vértices, faces e arestas de poliedros convexos,

também se aplica a grafos planos conexos.

Teorema 3.1 (Teorema de Euler) Se um grafo plano e conexo tem v vértices, a arestas e f

faces, tal que v > 1, entao:
v+ f—a=2.

Demonstragao: (Prova por Indugao Finita) Seja G um grafo plano e conexo, com v vértices, a
arestas e f faces, tal que v > 1. Tomemos como base de indugao um grafo G que possui a arestas,

em que a <1, ouseja,a=0oua=1.

Sendo a = 0, temos que o grafo G possui um unico vértice (v = 1), e, consequentemente, possui

uma Uunica face (f = 1), portanto:
v+ f—a=14+1-0=2.

Sendo a = 1, como por hipdtese nosso grafo é conexo e, por nossa definicao de grafo, nao pode
haver uma aresta com pontas coincidentes (lagos), temos que G possui exatamente dois vértices
(v = 2), que sao as pontas da aresta. Tendo G uma tnica aresta, consequentemente este grafo

apresenta uma tunica face (f = 1), portanto:
v+ f—a=241-1=2.

Verificamos assim que a afirmagao ¢ valida para a < 1.
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Suponhamos agora que a afirmacao seja valida para qualquer grafo conexo que possui nimero
de arestas menor do que a, em que a > 1. Se G possui a arestas, temos duas situagoes possiveis: G

é uma arvore ou nao.

Se o grafo G é uma &arvore, entdo G possui algum vértice v de grau 1, conforme ilustrado na

Figura|3.10

Figura 3.10: Exemplo de arvore

Logo, o grafo G — v possui v — 1 vértices, a — 1 arestas e f faces. Como G — v possui menos do

que a arestas, por hipotese

v—1D+f—-(a—1)=2
v+ f—a=2.

Se o grafo G nao é uma arvore, entao G possui alguma aresta e pertencente a algum circuito de

G, conforme ilustrado na Figura|3.11

Figura 3.11: Exemplo de grafo com circuito

Neste caso, o grafo G — e possui v vértices, a — 1 arestas e f — 1 faces. Como G — e possui menos

do que a arestas, por hipdtese:

v (f=1)—(a—1) =2
>v+f—a=2.
Concluimos assim que, para os dois casos possiveis (G é uma arvore, ou nao é), a tese é verda-

deira. Logo, por inducao, provamos que para todo grafo G plano e conexo, com v vértices, a arestas

e f faces, é verdade que v + f —a = 2.

Desta forma, concluimos que a Férmula de Euler, originalmente descoberta valida para poliedros
convexos, também ¢é valida para grafos planos, o que se torna extremamente 1util para o estudo e

andlise do Problema das Quatro Cores. |



3.3. ANALISE DA DEMONSTRACAO DE KEMPE 53

Todo mapa tem um pais com no maximo cinco vizinhos

Voltemos agora para a andlise da demonstragao de Alfred Bray Kempe. Como ja dissemos, Kempe
buscou uma caracteristica existente em todo o mapa, para, através dela, provar que nao existe
nenhum mapa pentacromatico por nenhum deles possuir a caracteristica que faz parte de todo o
mapa normal. A caracteristica existente em todo o grafo que Kempe estudou é a que é enunciada

no Teorema que relaciona um mapa com seu grafo (conforme exemplificado na Figura [3.6]).

Teorema 3.1 Todo mapa tem pelo menos uma face com mo mdzxzimo cinco arestas, ou seja, todo

mapa tem pelo menos uma face com no mdaxrimo cinco vizinhos.

Faremos uma demonstragao deste teorema utilizando como base a demonstracao de (SAMPAIO]
2004, p. 10), a qual utiliza o Teorema de Euler aplicado a grafos e o fato de que em um grafo que
representa um mapa (onde os pontos de intersecgao de fronteiras sao representados pelos vértices,
e as fronteiras que ligam estes pontos sao representadas pelas arestas), cada vértice tem grau maior

ou igual a trés, e cada aresta tem dois vértices distintos como extremidade.

Demonstragao: Suponhamos um mapa com v vértices (wi,wa, ....,w faces e a arestas, no
1, W2, y» Wo )y )
qual cada vértice tem grau maior ou igual a trés, e no qual cada aresta tem dois vértices distintos

como extremidades, ou seja, um mapa comum, como ilustrado na Figura [3.12

Figura 3.12

Como a soma dos graus de todos os vértices é igual ao dobro do nimero de arestas, entao

Zg(wi) = 2a. (3.1)

E como, em nosso caso, cada vértice tem grau maior ou igual a trés, temos que

> glws) > 3v. (3.2)
i=1
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Das equacoes [3.1] e concluimos que

3v < 2a.

Além disso, pelo Teorema de Euler, temos que

v+ f—a=2
(3.3)
= 3v+3f —3a=6.

Como 3v < 2a, entdo, se trocarmos o 3v por 2a na iltima linha das equagoes teremos que

2a+3f—3a>6
=3f—a>6

=a<3f—6.

Agora, multiplicando ambos os lados da desigualdade por 2, teremos

=20 < 6f —12.

Sabemos que f > 0, pois todo mapa possui pelo menos uma face. Entao, dividimos ambos os
lados da inequacao por f.
2a 12

= <6 .

- f

Como o numero de faces f é sempre positivo, temos que

2a 12
—<6—-——<6
S S
% (3.4)
= — < 6.
f
Considere que a face f; possui a; arestas, fy possui ap arestas, f3 possui a3 arestas, ...., fr

possui ay arestas. Podemos calcular a média de arestas por face

(a1 +a2+a3—i—...+af)
f

. (3.5)
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Notemos que quando somamos as arestas de todas as faces de um mapa, acabamos somando

duas vezes cada aresta, visto que cada aresta é compartilhada por exatamente duas faces. Logo

ai+ax+az+ ... +ay=2a. (3.6)

Agora, substituindo o resultado da equacao (3.6|) na equagao (3.5]), encontramos que a média de

arestas por face pode ser dada por

2a
7

Comparando a média de arestas por face dada por (3.7) com o lado esquerdo da desigualdade

(3.7)

(3.4), vemos que é exatamente o mesmo valor. Ou seja, em um mapa qualquer, a média de arestas
por face é sempre menor do que 6. Portanto, podemos concluir que pelo menos uma face de um mapa
qualquer possui no maximo 5 vizinhos, ou seja, alguma face possui a configuragao representada pela

Figura 3.5 u

3.3.5 Mapa pentacromatico normal minimo versus configuragoes inevitaveis

A parte final da tentativa de prova de Kempe consistia em provar que nao existe um mapa penta-
cromético normal minimo com alguma face com no méximo cinco vizinhos (alguma face apresen-
tando alguma das configuragoes ilustradas na Figura [3.5). Foi na parte final deste raciocinio que

Kempe cometeu um erro, como iremos analisar mais adiante.
Lema 3.1 Um mapa pentacromdtico normal minimo nao pode conter uma face com dois vizinhos.

Demonstracao: Supondo que exista um mapa M, sendo M um mapa pentacromético normal
minimo, contendo uma face com dois vizinhos, como ilustrado na Figura [3.13] Podemos remover
a face que possui dois vizinhos, retirando sua fronteira com uma das faces vizinhas, tornando-
as uma Unica face, obtendo assim um novo mapa M¥*, que possui uma face a menos do que M.
Obviamente sendo, M um mapa normal, o novo mapa M* continua sendo normal. Porém, como M
é pentacromatico normal minimo, entdo M* pode ser colorido com quatro cores (pois possui menos

face do que o mapa pentacromético normal minimo M).
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Figura 3.13: Configuragao de 2 vizinhos é redutivel

Mapa Original M Novo Mapa M* Novo Mapa M* Colorido ~ Mapa original M colorido

Fonte: Adaptacao de (OLIVEIRAL 2010)

Sendo assim, pintamos o novo mapa M* com quatro cores, e em seguida devolvemos a face
retirada, como ilustrado na Figura Agora podemos escolher uma das cores restantes (diferente
das cores dos vizinhos) para colorir a face restituida. Ou seja, se o0 mapa M* pode ser colorido
com quatro cores, o mapa M também o pode. Mas, por hipétese, M é pentacromatico, logo, por
contradicao, concluimos que um mapa pentacromdatico normal minimo nao pode conter uma face

com dois vizinhos. |
Lema 3.2 Um mapa pentacromdtico normal minimo nao pode conter uma face com trés vizinhos.

Demonstragao: Supondo que exista um mapa M, sendo M um mapa pentacromatico normal
minimo, contendo uma face com trés vizinhos, podemos demonstrar que M é redutivel utilizando
a mesma estratégia usada na demonstracao feita para o caso anterior (mapa pentacromético nor-
mal minimo contendo uma face com dois vizinhos). Primeiramente, removemos a face que possui
trés vizinhos, retirando a fronteira com um deles, tornando-os uma tnica face, como ilustrado na
Figura m Desta forma, encontramos um novo mapa M*, que possui uma face a menos do que
o mapa pentacromatico normal minimo M. Logo, M* pode ser colorido com quatro cores (pois
ele nao pode ser pentacromatico por possuir uma face a menos do que um mapa pentacromatico

normal minimo).

Figura 3.14: Configuragao de 3 vizinhos é redutivel

Mapa Original M Novo Mapa M* Novo Mapa M* Colorido ~ Mapa original M colorido

Fonte: Adaptagao de (OLIVEIRAL 2010)
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Apods colorir M* com quatro cores, podemos devolver a face retirada; em seguida verificamos
que também esta pode ser colorida com alguma das quatro cores restante do mapa, pois como
a face devolvida possui apenas trés vizinhos, ao menos uma cor resta para poder colori-la (uma
cor diferente que as dos seus trés vizinhos). Logo, se M* pode ser colorido com quatro cores, M
também pode, o que representa uma contradicao com a hipdtese inicial de que M é pentacromatico.
Portanto, por contradicao, concluimos que um mapa pentacromatico normal minimo nao pode

conter uma face com trés vizinhos. |
Lema 3.3 Um mapa pentacromdtico normal minimo nao pode conter uma face com quatro vizinhos.

No caso em que um mapa pentacromatico normal minimo contém uma face com quatro (ou
cinco) vizinhos, ja nao nos é util a mesma estratégia de demonstracao usada para as configuragoes

anteriores (face com dois ou trés vizinhos). Vejamos o porqué.

Supondo que exista um mapa pentacromatico normal minimo M contendo uma face com quatro
vizinhos, removemos esta face retirando a fronteira dela com uma de suas faces vizinhas, tornando-
as uma unica face, como ilustrado na Figura [3.15, Desta forma encontramos um novo mapa M*
que possui uma face a menos que o mapa pentacromatico normal minimo M, logo M* pode ser
colorido com quatro cores (pois ele nao pode ser pentacromético por possuir uma face a menos do

que um mapa pentacromético normal minimo).

Figura 3.15: Configuragao de 4 vizinhos é redutivel

Mapa Original M Novo Mapa M* Novo Mapa M* Colorido ~ Mapa original M colorido

Fonte: Adaptacao de (OLIVEIRAL 2010)

Apods colorir M* com quatro cores, podemos devolver a face retirada, porém, desta vez, nao
temos certeza se podemos colori-la com alguma das quatro cores, porque a face devolvida possui
quatro vizinhos, e cada um deles pode ter sido colorido com uma cor diferente, obrigando a face
devolvida ser colorida com uma quinta cor. Desta forma, nao conseguimos provar a impossibilidade
de existéncia de um mapa pentacroméatico normal minimo contendo uma face com quatro vizinhos

utilizando esta estratégia.
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Para lidar com essa situagao, vamos utilizar o método desenvolvido por Kempe, chamado de
Cadeias de Kempe (Kempe Chains) e o seguinte Teoremal3.3.5.1{ (que foi conjecturado por August

De Morgan):

Teorema 3.3.5.1 Tomando-se cinco faces quaisquer de wm mapa, pelo menos duas delas nao sao

vizinhas.

Demonstracao: Supondo que exista um mapa contendo um conjunto de cinco faces, em que cada

uma delas faz fronteira com as demais quatro, consideremos o grafo dual deste mapa (ilustrado na
Figura [3.16)).

Figura 3.16: Grafo dual de um mapa com cinco faces, em que cada uma delas faz fronteira com as demais

Vemos que o grafo dual é um K5, o qual nao é planar. Porém, pode-se provar que o grafo dual
de um mapa é sempre planar. Logo, concluimos por absurdo que a conjectura de De Mogan estava

correta: em todo mapa, tomando cinco faces, pelo menos duas delas nao sao vizinhas. |

Definicao: Chamamos de Cadeia de Kempe uma sequéncia de faces adjacentes coloridas ade-
quadamente, em que cada uma delas possui uma cor, dentro de um conjunto de apenas duas cores.
Em outras palavras, olhando para o grafo dual do mapa, uma Cadeia de Kempe é um caminho, em

que cada vértice é colorido com uma dentre duas cores.

Tomando um grafo dual de um mapa M, caso exista um caminho contendo somente vértices
de uma Cadeia de Kempe, e cujos extremos sao os vértices representantes das faces nao adjacentes
verde e roxa, vizinhas de S, entao dizemos que as referidas faces verde e roxa s@ao conectadas através

de uma Cadeia de Kempe, como ilustrado na Figura [3.17]
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Figura 3.17: Exemplo de Cadeia de Kempe

Fonte: Adaptacdo de (ZHANG & CHARTRAND & LESNTAK| 2011)

Demonstragao (Lema [3.3)): Apds realizarmos o processo de reducao do nimero de faces (através
da eliminacao da face S que possui quatro vizinhos), seguido da coloragdo do mapa com quatro
cores, e finalizando com a restituicao da face retirada, como descrito anteriormente, teremos duas

possibilidades com relagao a face S (que possui quatro vizinhos) recém-restituida:
Caso 1: A face S possui duas faces vizinhas com a mesma cor.

Neste caso, foram usadas no maximo trés cores distintas na coloragao das faces vizinhas de S,
restando ao menos uma das quatro cores usadas na coloracao das faces de M*, a qual pode ser

utilizada na coloracao da face S (como ilustrado na Figura [3.18]).

Figura 3.18: Configuragao de 4 vizinhos é redutivel

(s —=—=> H>H — > s
Mapa Original M Novo Mapa M* Novo Mapa M* Colorido ~ Mapa original M colerido

Fonte: Adaptagio de (OLIVEIRAL 2010)

Logo, se M* pode ser colorido com quatro cores, M também pode, o que representa uma con-
tradicdo com a hipétese inicial de que M é pentacromético. Portanto, por contradi¢ao, concluimos
que um mapa pentacromdtico normal minimo nao pode conter uma face com quatro vizinhos, em

que dois deles possuem a mesma cor.
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Caso 2: Cada uma das quatro faces vizinhas de .S possui cor diferente das demais.

Neste caso iremos aplicar o método das Cadeias de Kempe. Sendo S a face que possui quatro
vizinhos, sabemos, pelo teorema [3.3.5.1] que pelo menos dois vizinhos de S néo tem fronteira em
comum. Escolhamos duas destas faces vizinhas de S que nao possuem fronteira comum entre si, e

vamos supor que uma dessas faces possui cor verde (v) e a outra cor roxa (r).

A partir desta hipdtese teremos duas situagdes possiveis: ou as duas faces vizinhas de S néo
adjacentes (verde e roxa) sdo conectadas através de uma Cadeia de Kempe, ou nao sido, como

exemplificado na Figura [3.19

Figura 3.19: Casos possiveis de Cadeia de Kempe

Caso 1

Fonte: Adaptacio de (LEWARDI 2014)

Caso 2.1: Supondo que as duas faces nao adjacentes (verde e roxa) vizinhas S nao s@o co-
nectadas por uma Cadeia de Kempe, entao podemos utilizar a seguinte estratégia para reduzir a
quantidade de cores diferentes na vizinhanca de S: escolhemos uma das cadeias (a que se inicia
com o vizinho roxo de S ou a que se inicia com o vizinho verde de S), e entdo permutamos as cores
desta cadeia (trocando as cor das faces verdes por roxo, e a cor das faces roxas por verde), como

ilustrado na Figura [3.20
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Figura 3.20: Cadeia de Kempe (caso 2.1) - Invertendo as cores

Caso 2.1
Fonte: Adaptagao de (LEWARD! 2014)

Sabemos que podemos fazer esta permutagao nas duas cores das faces de uma cadeia, visto que
todos os vizinhos de suas faces possuem cores diferente destas duas cores. Caso contrario, estes

vizinhos também fariam parte da cadeia.

Através do processo de permutacao de cores das faces de uma das cadeias, como, por exemplo,
da cadeia iniciada pelo vizinho verde de S, a face S passou a ter vizinhos de apenas trés cores
distintas, visto que agora S tem dois vizinhos com a mesma cor (verde, no nosso exemplo). Sendo

assim, ainda resta uma quarta cor, com a qual podemos colorir a face S.

Caso 2.2: Supondo que as duas faces ndo adjacentes (verde e roxa) vizinhas de S sao conectadas
por uma Cadeia de Kempe, entdo, neste caso, permutar as cores de todas as faces nao seria ttil
na reducao de cores distintas na vizinhanga da face .S, visto que o que aconteceria seria apenas a
troca de posigao das cores, pois a face vizinha verde de S passaria a ser roxa, e a face vizinha roxa

passaria a ser verde.

Porém, notemos que, se as duas faces nao adjacentes de S sao conectadas por uma Cadeia de
Kempe, entao nao pode existir outra Cadeia de Kempe entre as outras duas faces vizinhas de S

observe a Figura(3.19)), as quais consideraremos sendo uma delas amarela (a) e a outra cinza (c).
b

A impossibilidade das outras duas faces (amarela e cinza) vizinhas de S serem conectadas por
uma Cadeia de Kempe se deve ao fato de que haveria uma face comum as duas cadeias, caso
contrario, uma cadeia corta a outra. Porém, nao é possivel existir uma face comum as duas cadeias,
pois as duas cores das faces de uma das cadeias sao distintas das duas cores da outra (hipotética)

cadeia.
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Desta forma, podemos escolher uma das duas cadeias iniciadas em uma das duas faces vizinhas
de S, que nado sao conectadas por uma cadeia (em nosso exemplo, a cadeia iniciada na face amarela,

ou a cadeia iniciada na face cinza), e permutarmos as cores de suas faces, conforme ilustrado na

Figura |3.21
Figura 3.21: Cadeia de Kempe (caso 2.2) - Invertendo as cores
r v , . ) r v v r v
r r r r
C C
v v
a S T a S a
a r C r
C v c v
v Vv
T v A
Caso 2.2

Fonte: Adaptacao de (LEWARDI 2014)

No nosso exemplo acima, invertemos as cores da cadeia iniciada na face cinza (c), vizinha de
S. Desta forma, novamente teremos que S terd apenas vizinhos de trés cores distintas, visto que
agora S tem duas faces vizinhas com a mesma cor (amarelo no nosso exemplo). Sendo assim, ainda
resta uma quarta cor usada na coloracao do mapa tetracromdtico M*, a qual pode ser utilizada na

coloracao da face S.

Demonstramos entao, com o auxilio do método das Cadeias de Kempe, que se M* pode ser
colorido com quatro cores, M também pode, o que representa uma contradigdo com a hipétese inicial
de que M é pentacromatico. Portanto, por contradi¢ao, concluimos que um mapa pentacromatico
normal minimo nao pode conter uma face com quatro vizinhos, em que todos eles possuem cores

distintas.

Por fim, apés demonstrado ser impossivel a existéncia de um mapa pentracromético normal
minimo contendo uma face com quatro vizinhos nos dois casos de coloragao possiveis (quando
dois vizinhos possuem a mesma cor, e quando todos os quatro vizinhos possuem cores distintas),
terminamos a prova por contradicao da impossibilidade da existéncia de um mapa pentacromatico

normal minimo contendo uma face com quatro vizinhos. |

O caso em que um mapa pentacromatico normal minimo contém uma face com cinco vizinhos

é o ultimo a ser analisado na prova de Kempe, e foi justamente nesta parte, quando tentou pro-
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var a impossibilidade da existéncia desta configuracdo, que Alfred Bray Kempe cometeu um erro,
descoberto por Percy John Heawood, o qual apresentou um contra exemplo, que veremos mais

adiante.
Lema 3.4 Um mapa pentacromdtico normal minimo ndo pode conter uma face com cinco vizinhos.

Para demonstrar que um mapa pentacromatico normal minimo contendo uma face com cinco
vizinhos néo existe, dividiremos a demonstracao em duas partes, aplicando a mesma estratégia ja
usada anteriormente para demonstrar a primeira parte, e aplicando o método das Cadeias de Kempe

na demonstracao da segunda parte.

Demonstragao: Apos realizarmos o processo de redugao do niimero de faces (através da eliminagao
da face S que possui cinco vizinhos), seguido da colora¢ao do mapa com quatro cores, e finalizando
com a restituicao da face retirada, como descrito acima, teremos duas possibilidades com relacao a

face S (que possui cinco vizinhos) recém-restituida:
Caso 1: A face S possui dois pares de faces vizinhas com cor igual.

Neste caso, foram usadas no maximo trés cores distintas na coloracao das faces vizinhas de S,
restando ao menos uma das quatro cores usadas na coloracao das faces de M*, a qual pode ser

utilizada na coloragao da face S (como ilustrado na Figura [3.22]).

Figura 3.22: Configuragao de 5 vizinhos é redutivel

Mapa Original M Novo Mapa M* Novo Mapa M* Colorido ~ Mapa original M colorido

Fonte: Adaptacao de (OLIVEIRAL 2010)

Logo, se M* pode ser colorido com quatro cores, M também pode, o que representa uma con-
tradicao com a hipétese inicial de que M é pentacromético. Portanto, por contradi¢ao, concluimos
que um mapa pentacromatico normal minimo nao pode conter uma face com cinco vizinhos, em

que dois pares deles possuem a mesma cor.
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Caso 2: A face S possui um par de faces vizinhas com cor igual, e outras trés faces vizinhas

com cores diferentes.

Neste caso iremos aplicar o método das Cadeias de Kempe. Sendo S a face que possui cinco
vizinhos, pelo menos dois vizinhos de S possuem uma cor em comum. Vamos Supor que essa cor
em comum seja cinza, e também iremos supor que a face que esta entre as duas faces cinzas possui
cor roxa e, por fim, suponhamos que as outras duas faces vizinhas possuem cor amarela e verde. A

partir desta hipdtese teremos dois casos possiveis.
Caso 2.1: Somente uma (ou nenhuma) das seguintes situacoes ocorre:
(I) A face roxa e a face verde sdo conectadas através de uma Cadeia de Kempe.
(IT) A face roxa e a face amarela sdo conectadas através de uma Cadeia de Kempe.

Caso as faces amarela e roxa, vizinhas de S, nao estejam conectadas por uma Cadeia de Kempe,
podemos permutar as cores de uma das Cadeias de Kempe iniciadas em uma dessas faces, por

exemplo, a iniciada na face amarela, como ilustrado na Figura [3.23

Figura 3.23: Configuracao de 5 vizinhos é redutivel

Fonte: Adaptacao de (LEWARDI 2014)

Através deste processo, a face S passa a ter faces vizinhas de apenas trés cores distintas (roxo,
verde e cinza), visto que a face amarela vizinha de S passou a ser roxa. Portanto, resta-nos uma
das quatro cores usadas na coloracao das faces de M*, a qual pode ser utilizada na coloracao da

face S.

Ja no caso em que as faces amarela e roxa, vizinhas de S, sdo conectadas por uma Cadeia de
Kempe (como ilustrado na Figura , temos que, por hipétese, as faces verde e roxa, ambas

vizinhas de S, nao sdo conectadas por outra Cadeia de Kempe, logo podemos permutar as cores das
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faces de uma das duas cadeias: a iniciada na face verde, vizinha de S, ou a iniciada na face roxa,

também vizinha de S.

Figura 3.24: Configuragao de 5 vizinhos é redutivel
@ v
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Fonte: Adaptagao de (LEWARDI 2014)

[

Ao permutar as cores de apenas uma das cadeias iniciadas na face verde ou roxa, vizinhas de
S, a face verde se torna roxa, e vice-versa, desta forma as duas faces vizinhas de S (originalmente
verde e roxa) se tornam da mesa cor. Desta forma, a face S passa a ter vizinhos de exatamente trés
cores distintas (cinza, roxo e amarelo, no nosso exemplo), como ilustrado na Figura Portanto,
resta ao menos uma das quatro cores usadas na coloracao das faces de M™*, a qual pode ser utilizada

na coloragao da face S (como ilustrado na Figura [3.25)).

Figura 3.25: Configuragao de 5 vizinhos é redutivel

Fonte: Adaptacio de (LEWARDI 2014)

Logo, se M* pode ser colorido com quatro cores, M também pode, o que representa uma con-
tradicdo com a hipétese inicial de que M é pentacromético. Portanto, por contradicao, concluimos
que um mapa pentacromético normal minimo com as caracteristicas deste caso (2.1) ndo pode conter

uma, face com cinco vizinhos, em que dois pares deles possuem a mesma, cor.
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Caso 2.2: As duas situacdes ocorrem:
(I) A face roxa e a face verde sdo conectadas através de uma Cadeia de Kempe.

(IT) A face roxa e a face amarela s@o conectadas através de uma Cadeia de Kempe.

Chegamos agora a parte final da prova de Alfred Bray Kempe, e exatamente onde ele se equi-
vocou e cometeu um erro. Prossigamos na analise da prova, observando a ilustracao do Caso 2.2

apresentada na Figura [3.26

Figura 3.26: Configuracao de 5 vizinhos é redutivel
a : ' : v
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Fonte: Adaptacao de (LEWARD] 2014)

Nesta tultima situacao a se considerar, a face roxa e a face verde sao conectadas através de uma
Cadeia de Kempe, e também a face roxa e a face amarela sdo conectadas através de outra Cadeia

de Kempe.

Como duas Cadeias de Kempe que nao possuem cor em comum nao podem se interceptar, temos
que as duas faces cinzas vizinhas de S nao podem ser conectadas através de uma Cadeia de Kempe
cinza-amarela, visto que esta seria interceptada pela cadeia verde-roxa, e também nao podem ser
conectadas por uma cadeia cinza-verde, porque esta seria interceptada pela cadeia roxo-amarela.
Sendo assim, podemos permutar as cores da Cadeia de Kempe cinza-amarela a partir de uma das
faces cinzas vizinhas de S, sem afetar em nada a cor da outra face cinza também vizinha de S,

conforme ilustrado na Figura [3.27]
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Figura 3.27: Configuragao de 5 vizinhos é redutivel

Fonte: Adaptacao de (LEWARD] 2014)

E também ¢é possivel permutar as cores da Cadeia de Kempe cinza-verde a partir da outra face
cinza, vizinha de S, sem afetar em nada a cor da primeira face cinza igualmente vizinha de S,

conforme ilustrado na Figura [3.28

Figura 3.28: Configuracao de 5 vizinhos é redutivel

Fonte: Adaptagao de (LEWARD! 2014)

Apés realizarmos a permutagao de cores das duas cadeias (cinza-verde e cinza-amarela) a partir
das faces cinzas vizinhas da face S, a face S passa a ter vizinhos de somente trés cores distintas

(amarelo, verde e roxo), como podemos ver na Figura
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Figura 3.29: Configuragao de 5 vizinhos é redutivel
a - v .
= P & <
. 7a 7 v
a a v
. v .
o %o

Fonte: Adaptagio de 2014)

Como foram usadas trés cores distintas na coloracao das faces vizinhas a 5, resta ainda uma
das quatro cores usadas na coloragao das faces de M* (cinza no nosso exemplo), a qual pode ser

utilizada na coloracao da face S (como ilustrado na Figura (3.29)).

Logo, se M* pode ser colorido com quatro cores, M também pode, o que representa uma con-
tradicdo com a hipétese inicial de que M é pentacromaético. Portanto, por contradi¢ao, concluimos
que um mapa pentacromético normal minimo nao pode conter uma face com cinco vizinhos, em que

um par de faces vizinhas possui a mesma, cor, e outras trés faces vizinhas possuem cores diferentes.

Por fim, apés demonstrado ser impossivel a existéncia de um mapa pentracromético normal
minimo contendo uma face com cinco vizinhos, para o Caso 1 (em que a face S possui dois pares
de faces vizinhas com cor igual.) e para o Caso 2 (em que a face S possui um par de faces vizinhas
com cor igual, e outras trés faces vizinhas com cores diferentes.), finalizamos a prova do Lema

e consequentemente a demonstracao do Teorema das Quatro Cores. |

Como ja mencionamos varias vezes neste texto, a demonstracao de Alfred Bray Kempe contém
um erro, ocorrido justamente nesta tltima parte de sua demonstragdo. Analisaremos o erro de

Kempe através do contraexemplo apresentado por Percy John Heawood.

3.4 O contraexemplo de Percy John Heawood

Percy John Heawood, apés ler a prova de Alfred Bray Kempe, percebeu um grave erro em sua
demonstracao, e para ilustra-lo, criou um mapa que possui uma face com cinco vizinhos, no qual,

ao aplicar o processo descrito na Sec¢ao[3.3.5] fazemos com que algumas faces vizinhas sejam coloridas
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com a mesma cor, o que viola a lei inicial de que faces vizinhas s6 podem ser coloridas com cores

distintas.
A Figura [3.30] apresenta o mapa criado e apresentado por Heawood.

Figura 3.30: Mapa criado por Heawood como contraexemplo da prova de Kempe

Fonte: Adaptacao de (FLOOD & RICE & WILSON, 2011)

3.4.1 Analise do contraexemplo de Heawood

O mapa apresentado por Heawood possui uma face S rodeada por cinco faces vizinhas, com duas
delas vermelhas, uma amarela, uma verde e outra azul. Como a face azul vizinha de S é a que estd
entre (faz fronteira com) as duas faces de mesma cor (vermelha neste caso), vizinhas de S, conforme
a estratégia de Alfred Bray Kempe devemos verificar se a face azul estd conectada através de uma

Cadeia de Kempe a face amarela ou a face verde vizinhas de S.

Observando o mapa de Heawood, nota-se que existem as duas Cadeias de Kempe que procura-

mos, conforme mostrado na Figura [3.31
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Figura 3.31: Cadeias de Kempe no mapa de Heawood

Fonte: Adaptagao de 2011)

Como existem as duas Cadeias de Kempe que a estratégia de Kempe sugeriu investigar, segue
que no mapa de Heawood nao pode existir Cadeia de Kempe vermelho-amarela e vermelho-verde
entre duas faces nao adjacentes, vizinhas de S. Podemos observar na Figura[3.32] que esta afirmagao

de Kempe se confirma no mapa de Heawood.

Figura 3.32: Cadeias de Kempe vermelho-amarela e vermelho-verde no mapa de Heawood

Fonte: Adaptacao de 2011)

A 1ltima fase da demonstragao de Kempe aplicada ao mapa de Heawood consiste em permutar

as duas cores da Cadeia de Kempe vermelho-amarela e as duas cores da Cadeia de Kempe vermelho-
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verde destacadas na Figura fazendo com que a face S tenha vizinhos de trés cores distintas

apenas, podendo desta forma utilizar uma quarta cor restante para colori-la, como podemos observar
na Figura [3.33]

Figura 3.33: Falha na estatrégia de Kempe ao aplicé-la no mapa de Heawood

Fonte: Adaptagao de 2011)

Veja, porém que, ao aplicarmos a permutacao de cores sugerida por Kempe, temos que duas
faces vizinhas passam a ter a mesma cor, o que viola a regra de coloracao de mapas. Desta forma,
a estratégia de Alfred Bray Kempe nao funciona com o mapa de Heawood (e com outros mapas

também).

E importante destarcarmos que o contraexemplo de Heawood foi uma forma de mostrar que a
estratégia de demonstracao de Kempe nao é véalida para provar o Teorema das Quatro Cores, mas
nao que o teorema em si nao é valido. Tanto é que é possivel colorir o mapa de Heawood com

apenas quatro cores, sem que faces vizinhas fiquem com a mesma cor, como podemos observar na

Figura [3.34]
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Figura 3.34: Mapa de Heawood colorido com quatro cores

Fonte: Adaptacao de 2011)

O erro na estratégia de Kempe aconteceu quando ele afirmou que podia fazer a permutacao das
cores de duas Cadeias de Kempe simultaneamente, sem que houvesse conflito de cores. Percy John
Heawood criou um mapa para mostrar que nem sempre isso é possivel. Essa troca de cores usada
na estratégia de Kempe é possivel quando realizadas em uma tnica cadeia, porém nao é garantida

quando feita em duas cadeias simultaneamente.

O mapa de Percy John Heawood foi publicado em 1890, e com isso ressurgiu a investigacao e

curiosidade sobre o Problema das Quatro Cores.

Apesar do erro cometido por Afred Bray Kempe em sua tentativa de demonstracao do Teorema
das Quatro Cores, Percy John Heawood aproveitou boa parte de sua estratégia, para demonstrar o

Teorema das Cinco Cores (cinco cores sao suficientes para colorir qualquer mapa).

3.4.2 O Teorema das Cinco Cores

Teorema 3.4.2.1 Todo mapa no plano pode ser colorido com cinco cores ou menos.

Para provar este teorema, usaremos a estratégia de supor que existe um mapa hexacromatico, e

a partir disto, encontrar um absurdo, invalidando assim esta hipdtese inicial.



3.4. O CONTRAEXEMPLO DE PERCY JOHN HEAWOOD 73

Sabemos que, caso exista um mapa hexacromatico, também existe um mapa hexacromaético
normal minimo. Sabemos também, por meio do Teorema [3.3.5.1] que todo mapa possui uma face
com até cinco vizinhos. Vamos provar que um mapa hexacroméatico normal minimo nao pode conter

uma face que possui até cinco vizinhos.

Supondo que exista um mapa M, sendo M um mapa hexacromatico normal minimo, pelo menos

uma de suas faces tera dois, trés, quatro ou cinco vizinhos, como ilustrado na Figura|3.5

Vamos analisar primeiramente o caso em que uma das faces de M possui dois, trés ou quatro

vizinhos, e apds isso, analisaremos o caso em que uma das faces de M possui cinco vizinhos.

Lema 3.5 Um mapa hexacromdtico normal minimo nao pode conter uma face com dois, trés ou

quatro vizinhos.

Demonstragao: Podemos remover a face que possui dois, trés ou quatro vinhos, retirando sua
fronteira com uma das faces vizinhas, tornando-as uma tnica face, obtendo assim um novo mapa
M*, que possui uma face a menos do que M. Obviamente, sendo M um mapa normal, o novo mapa
M* também é normal, porém, como M é hexacroméatico normal minimo, M* pode ser colorido com

cinco cores (pois possui menor nimero de faces que o mapa hexacromético normal minimo M ).

Sendo assim, pintamos o novo mapa M* com cinco cores, e em seguida devolvemos a face
retirada, como ilustrado nas Figuras e (para mapas contendo uma face com dois e trés

vizinhos respectivamente) e na Figura m (para mapas contendo uma face com quatro vizinhos).

Figura 3.35: Configuragao de 4 vizinhos é redutivel em um mapa hexacromatico

Mapa Original M Novo Mapa M* Novo Mapa M* Colorido ~ Mapa original M colorido

Fonte: Adaptacéo de (OLIVEIRAL 2010)

Feito isso, podemos agora escolher uma das cores restantes (diferente das cores dos vizinhos)
para colorir a face restituida. Ou seja, se o mapa M™* pode ser colorido com cinco cores, o mapa M
também o pode, mas por hipotese M é hexacromaético. Logo, por contradi¢ao, concluimos que um

mapa hexacromatico normal minimo nao pode conter uma face com dois, trés ou quatro vizinhos. B
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Lema 3.6 Um mapa hexacromdtico normal minimo nao pode conter uma face com cinco vizinhos.

Para demonstrar que um mapa hexacromdatico normal minimo contendo uma face com cinco
vizinhos nao existe, dividiremos a demonstracao em duas partes. Aplicaremos a mesma estratégia
ja usada anteriormente para demonstrar a primeira parte, em seguida aplicaremos o método das

Cadeias de Kempe na demonstragao da segunda parte.

Demonstragao: Podemos seguir a mesma linha de raciocinio explicada anteriormente, realizando
no mapa um processo de reducado do nimero de faces (através da eliminacao da face S que possui
cinco vizinhos), seguido da coloragao do mapa com cinco cores, e finalizando com a restitui¢ao da
face retirada. Desta forma teremos duas possibilidades com relacao a face S (que possui cinco

vizinhos) recém-restituida.
Caso 1: A face S possui duas faces vizinhas com a mesma cor.

Neste caso foram usadas no maximo quatro cores distintas na coloragao das faces vizinhas de
S, restando ao menos uma das cinco cores usadas na coloracao das faces de M*, a qual pode ser

utilizada na coloragao da face S (como ilustrado na Figura (3.36]).

Figura 3.36: Configuragao de 5 vizinhos é redutivel em um mapa hexacromatico

Mapa Original M Novo Mapa M* Novo Mapa M* Colorido ~ Mapa original M colorido

Fonte: Adaptagao de (OLIVEIRAL 2010)

Logo, se M* pode ser colorido com cinco cores, M também pode, o que representa uma con-
tradicdo com a hipétese inicial de que M é hexacromatico. Portanto, por contradicao, concluimos
que um mapa hexacroméatico normal minimo nao pode conter uma face com cinco vizinhos, em que

dois deles possuem a mesma cor.
Caso 2: Cada uma das cinco faces vizinhas de S possui cor diferente das demais.

Neste caso iremos aplicar o método das Cadeias de Kempe. Sendo S a face que possui cinco
vizinhos, sabemos, por meio do Teorema[3.3.5.1] que pelo menos dois vizinhos de S nao tem fronteira

em comum. KEscolhamos duas destas faces vizinhas de S que nao possuem fronteira entre si, e
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suponhamos que uma dessas faces possui cor verde (v) e a outra cor roxa (r).

A partir desta hipdtese teremos duas situagoes possiveis: ou as duas faces nao adjacentes (verde
e roxa), vizinhas de S, s@o conectadas através de uma Cadeia de Kempe, ou nao sdo. Podemos ver

uma ilustracao dos dois possiveis casos na Figura

Figura 3.37: Nao existe / existe uma Cadeia de Kempe entre as faces verde (v) e roxa (r), vizinhas de S

o 9
Qi .‘ a ‘

Fonte: Adaptacao de (LEWARD] 2014)

Caso 2.1 : Supondo que as duas faces consideradas nao sao conectadas por uma Cadeia de
Kempe, entao podemos utilizar a seguinte estratégia para reduzir a quantidade de cores diferentes
na vizinhanga de S: escolhemos uma das cadeias mencionadas (a que se inicia com o vizinho roxo
de S, ou a que se inicia com o vizinho verde de S), e entdo permutamos as cores dela (trocando a

cor das faces verdes por roxo, e a cor das faces roxas por verde), como ilustrado na Figura m

Figura 3.38: Nao existe uma Cadeia de Kempe entre as faces verde (v) e roxa (r), vizinhas de S

.' W

Fonte: Adaptacao de (LEWARD] 2014)

Sabemos que podemos fazer a permutacao das duas cores das faces de uma cadeia porque todos
os vizinhos de suas faces possuem cores diferente daquelas usadas na cadeia, caso contrario, estes

vizinhos também fariam parte da cadeia.

Através do processo de permutacao de cores das faces de uma das cadeias, como, por exemplo,

da cadeia verde-roxo iniciada pelo vizinho roxo (r) de S (Figura|3.38)), a face S passou a ter vizinhos
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de apenas quatro cores distintas, visto que agora S tem duas faces vizinhas com a mesma cor (verde

no nosso exemplo). Sendo assim, ainda resta uma quinta cor, com a qual podemos colorir a face S.

Logo, se M* pode ser colorido com cinco cores, M também pode, 0 que representa uma con-
tradicdo com a hipdtese inicial de que M é hexacromatico. Portanto, por contradi¢ao, concluimos
que um mapa hexacroméatico normal minimo nao pode conter uma face com cinco vizinhos, dos

quais dois deles (nao adjacentes entre si) ndo sdo conectados por uma Cadeia de Kempe.

Caso 2.2: Supondo que as duas faces consideradas sao conectadas por uma Cadeia de Kempe,
entdo, neste caso, permutar as cores de todas as faces da cadeia nao seria 1til na redugao de cores
distintas na vizinhanga da face S, visto que o que aconteceria seria apenas a troca de posicao das

cores, pois a face vizinha verde de S passaria a ser roxa, e a face vizinha roxa passaria a ser verde.

Porém, notemos que, se duas faces nao adjacentes, porém ambas vizinhas de S, sdo conectadas
por uma Cadeia de Kempe, entdo nao pode existir outra Cadeia de Kempe entre outras duas
faces nao adjacentes, vizinhas de S (observe o mapa da direita na Figura . Para ficar claro,
selecionemos duas destas outras faces nao adjacentes, vizinhas de S, e consideremos sendo uma
delas amarela (a) e a outra cinza (c). Necessariamente, uma das faces selecionadas de S é interna
a Cadeia de Kempe (roxo-verde) existente, e a outra, externa. Isso resulta na impossibilidade delas
serem ligadas por uma Cadeia de Kempe, pois haveria uma face comum as duas cadeias, caso
contrario, uma cadeia cortaria a outra. Porém, ndo é possivel existir uma face comum as duas
cadeias, pois as duas cores das faces de uma das Cadeias de Kempe sao distintas das duas cores da

outra (hipotética) cadeia.

Desta forma, podemos escolher uma das duas cadeias iniciadas em uma das duas faces vizinhas
de S, que nao sao conectadas por uma Cadeia de Kempe (em nosso exemplo, a cadeia iniciada na
face amarela, ou a cadeia iniciada na face cinza), e permutarmos as cores de suas faces. No exemplo

ilustrado na Figura |3.39 permutamos as cores da cadeia iniciada na face cinza.
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Figura 3.39: Existe uma Cadeia de Kempe entre as faces verde (v) e roxa (r), vizinhas de S

:
v ' ~
v
I
c
a
a v
r v
v
v

Fonte: Adaptacio de (LEWARDI 2014)

Através do processo de permutacao de cores das faces de uma das Cadeias de Kempe, como
fizemos no exemplo anterior, a face S passa a ter vizinhos de apenas quatro cores distintas, pois
agora S tem dois vizinhos com a mesma cor (amarela no nosso exemplo). Sendo assim, ainda resta
uma quinta cor usada na coloracao do mapa pentacromético M*, com a qual podemos colorir a

face S.

Demonstramos entao, com o auxilio do método das Cadeias de Kempe, que se M* pode ser
colorido com cinco cores, M também pode, o que representa uma contradicao com a hipétese inicial
de que M é hexacromatico. Portanto, por contradicao, concluimos que um mapa hexacromatico
normal minimo nao pode conter uma face com cinco vizinhos, dos quais dois deles sao conectados

por uma Cadeia de Kempe.

Por fim, apds demonstrado ser impossivel a existéncia de um mapa hexacromético normal
minimo contendo uma face com cinco vizinhos, nos dois casos de coloragao possiveis (quando dois
vizinhos possuem a mesma cor, e quando todos os cinco vizinhos possuem cores distintas), termina-
mos a prova por contradicao da impossibilidade da existéncia de um mapa hexacromatico normal
minimo contendo uma face com cinco vizinhos. Portanto, estd provado o Teorema das Cinco Cores

de Percy John Heawood (ou, mais corretamente, de Alfred Bray Kempe). |

3.5 Avancos nos estudos do Problema das Quatro Cores

Apbs Percy John Heawood refutar a demonstragao de Alfred Bray Kempe, ficou claro que a de-
monstragado do Teorema das Quatro Cores provavelmente nao seria tao simples quanto parecia.
Entretanto, no decorrer dos anos, varias tentativas foram feitas neste caminho, e alguns avancos

foram alcancados.
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3.5.1 Demonstracoes do teorema para um nimero limitado de faces

No decorrer dos anos, algumas pessoas conseguiram demonstrar a validade do Teorema das Quatro

Cores para mapas com uma quantidade limitada de faces, como pode ser visto na Tabela

Tabela 3.1: Avangos na busca da demonstragao do Teorema das Quatro Cores

Ano Autor(es) Numero de faces
1920 Philip Franklin 25
1926 C. N. Reynolds 27
1936 Philip Franklin 31
1938 C. E. Winn 35
1968 | Oystein Ore e Joel Stemple 40

Fonte: (SOUSA| 2001)

Estas demonstragoes, embora nao fossem tao importantes quanto seria a demonstracao da va-
lidade do teorema para qualquer mapa, foram importantes como indicativo de que realmente o
teorema era verdadeiro, e assim os matematicos puderam seguir no caminho certo, buscando uma
demonstracao da validade do teorema, evitando o desperdicio de tempo em buscar provar a invali-

dade do mesmo.

3.5.2 O Jogo Icosiano

Uma outra linha de pesquisa do Problema das Quatro Cores foi inspirada por um jogo chamado Jogo
Icosiano, criado em 1856 por um matemético chamado William Rowan Hamilton. O objetivo
de uma das versoes deste jogo é, em resumo, percorrer as aretas de um determinado grafo, passando

uma e somente uma unica vez por cada um de seus vértices (fazer um circuito).

O grafo do Jogo Icosiano possui forma equivalente a uma proje¢do de um dodecaedro no plano,
em que uma das faces do poliedro é representada pela face ilimitada do plano do grafo, como

representado na Figura [3.40
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Figura 3.40: Dodecaedro e o grafo do Jogo Icosiano

,//l """---.____ .

Fonte: HTTP://WWW.WOLFRAM.COM/MATHEMATICA /NEW-IN-8 /GRAPH-AND-NETWORK-ANALYSIS /SOLVE-
THE-ICOSIAN-GAME.PT-BR.HTML. Acesso em: 21 nov. 2015.

Um circuito que passa por todos os vértices de um grafo é chamado circuito hamiltoniano.

A importancia deste tipo de circuito no estudo do Problema das Quatro Cores é apresentado pelo

Lema 317

Lema 3.7 Se o grafo de um mapa (em que os vértices representam os pontos de intersec¢do de
fronteiras, e as arestas representam as fronteiras que ligam estes pontos) permite a presenga de um

circuito hamiltoniano, entdo este mesmo mapa pode ser colorido com apenas quatro cores.

Demonstragao: O circuito hamiltoniano em um grafo planar divide o plano em duas regides, sendo

uma delas interna ao circuito e a outra externa, conforme ilustrado na Figura |3.41

Figura 3.41: Circuito Hamiltoniano

Fonte: Adaptacao de (SAMPAIOL 2004)

Consideremos as faces que estao na regiao interna do circuito. Agora, desenhando o grafo dual

G deste mapa (veja a imagem esquerda da Figura [3.42)), sabemos que este grafo é uma &arvore,
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pois, supondo existisse um circuito, significaria haver vértices do grafo original sendo visitados duas
vezes, 0 que nao é permitido em um circuito hamiltoniano, ou seja, chegariamos a uma contradicao.

Portanto, o grafo dual G do mapa das faces internas ao circuito hamiltoniano é uma arvore.

Figura 3.42: Grafo dual - faces internas / Grafo dual - faces externas

Grafo dual G - faces Internas Grafo dual G' - faces externas

Fonte: Adaptacao de (SAMPAIOL 2004)

Como o grafo G é uma arvore, podemos colorir todos os seus vértices utilizando apenas duas
cores (c; e cg) através da seguinte estratégia: colorindo o vértice inicial v1 com a cor ¢1, em seguida,
colorindo todos os vértices (va, ..., v,) adjacentes a v; com a cor ¢y, continuando colorindo todos
os vértices adjacentes a (vg, ..., v,) utilizando novamente a cor c;, e assim sucessivamente, sempre
revezando as duas cores c¢; e c2, até que todos os vértices sejam coloridos. Como os vértices do grafo
dual G do mapa das faces internas ao circuito hamiltoniano podem ser coloridos com apenas duas

cores, as faces internas ao circuito hamiltoniano também podem, conforme ilustrado na Figura|3.43

Figura 3.43: Grafo dual - vértices coloridos / Mapa das faces internas coloridas

2 I

Grafo dual G - Vértices Coloridos Faces Internas Coloridas

Fonte: Adaptacao de (SAMPAIOL 2004)

Analogamente, o grafo dual G’ do mapa das faces externas ao circuito hamiltoniano pode ser
colorido com apenas duas cores (c3 e ¢4). Podemos fazer isso colorindo cada componente do grafo

G’ aplicando a mesma estratégia utilizada anteriormente, conforme ilustrado na Figura M
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Figura 3.44: Grafo dual - vértices coloridos / Mapa das faces externas coloridas

Grafo dual G - Vértices Coloridos Faces Internas Coloridas

Fonte: Adaptacio de (SAMPATOL 2004)

Logo, todos os vértices do grafo dual do mapa (completo) podem ser coloridos com apenas
quatro cores (c1, c2, c3 e ¢4). Portanto, como todo grafo de mapa é planar, se um grafo de um mapa
permite um circuito hamiltoniano, entao este mesmo mapa pode ser colorido com apenas quatro

cores, conforme ilustrado na Figura

Figura 3.45: Grafo contendo circuito hamiltoniano, colorido com quatro cores

Fonte: Adaptagio de (SAMPATOL 2004)

|
Como foi demonstrado acima, todo mapa que contém um circuito hamiltoniano pode ser colorido
com apenas quatro cores. Este resultado foi um indicio de que os circuitos hamiltonianos poderiam

ser a chave para a resolucao do Problema das Quatro Cores.

Foi provado que bastaria demonstrar a validade do Teorema das Quatro Cores para mapas
3-regulares (em que todos os vértices possuem grau trés) e 3-conexos|ﬂ Em busca da solugao do
Problema das Quatro Cores com o auxilio deste teorema, alguém conjecturou, e os matematicos
tentaram demonstrar, que todo mapa 3-regular e 3-conexo teria um circuito hamiltoniano. Caso

conseguissem demonstrar esta afirmagao, estaria provado o Teorema das Quatro Cores.

4S40 mapas nos quais, para dois vértices quaisquer u e v, existem pelo menos trés caminhos distintos de u até v,
tendo apenas o vértice inicial u e o final v em comum.
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Como nao é raro no mundo da matemaética, nos anos 30 foram publicadas algumas demonstragoes
(incorretas) de que em todo mapa 3-regular e 3-conexo hd um circuito hamiltoniano. Porém, estas
demonstracoes e a possibilidade da veracidade de tal teorema foram derrubadas através de um

contraexemplo publicado por William Tutte em 1946.

William Tutte apresentou um mapa 3-regular e 3-conexo, que nao continha nenhum circuito

hamiltoniano. Este mapa estd representado na Figura [3.46]

Figura 3.46: Mapa de William Tutte

Fonte: Adaptagao de (SAMPATOL 2004)

Podemos observar na Figura [3.46] que, apesar de o mapa de Tutte nao conter nenhum circuito
hamiltoniano, ele pode ser colorido com quatro cores, o que nos mostra que o fato de em um mapa
nao existir nenhum circuito hamiltoniano nao significa que ele nao pode ser colorido com quatro

cores.

Com a publicacao do contraexemplo de Tutte, o uso do Jogo Icosiano e seus circuitos hamilto-
nianos deixaram de ser uma estratégia promissora na busca de uma solucao para o Problema das

Quatro Cores.

3.5.3 Coloragao de arestas e o Problema das Quatro Cores

Uma outra estratégia para se estudar o Problema das Quatro Cores é através da coloracao de arestas

de um grafo. A estratégia é devida ao teorema de Peter Guthrie Tait enunciado a seguir.

Teorema 3.5.3.1 Um mapa plano 3-regular pode ser colorido com quatro cores se e somente se

suas arestas podem ser coloridas com trés cores.

Apresentaremos a demonstragao utilizando a estratégia atribuida ao russo Wolinskii, que se

encontra em (SAMPAIOQ), 2004, p. 27).
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Demonstragao: Nesta demonstragao usaremos os pares ordenados (0,0),(0,1),(1,0) e (1,1) para
representar as quatro cores das faces, e os pares ordenados (1,0),(0,1),(1,1) para representar as

trés cores das arestas.

Definimos a adicdo moédulo 2, dos ntimeros 0 e 1 como:

080=0,
0el=100=1,
11 =0.

Definimos também a soma dos pares ordenados como a soma mdédulo 2 de suas coordenadas

como (w,z)+ (y,2) = (w By, z® z), em que cada uma das incégnitas w, z, y e z possui valor 0 ou

1. Exemplos:
(0,0) + (0,1) = (0®0,0® 1) = (0,1)
(1,1) + (1,0) = 1@ 1,16 0) = (0,1)
(1,0)+(0,1) = (1®0,0®1) = (1,1).

Vamos provar primeiramente que, se um mapa plano, 3-regular, pode ser colorido com quatro

cores, entao suas arestas podem ser coloridas com trés cores.

Suponhamos primeiramente que um mapa plano 3-regular tem suas faces coloridas com quatro
cores diferentes, as quais representaremos pelos pares ordenados (0,0),(0,1),(1,0) e (1,1). Entao,
para cada aresta comum a duas faces f1 e fo, definimos sua cor através da soma do par ordenado

que representa a cor da face f; com o par ordenado que representa a cor da face fs.

Supondo que as trés cores das faces em torno de um vértice tenham as coordenadas: (0,0), (1,0),(1,1),

entao as arestas em torno deste vértice ficarao com as cores representadas por:

(0,0) + (1,0)
(1,0) + (1,1)

Logo, trés arestas em torno do vértice possuem trés cores diferentes, representadas pelos pares

(1,0),(0,1),(1,1).

Fazendo uma simples inspe¢ao para as outras trés combinagoes possiveis de cores, como fizemos
anteriormente, verifica-se que para cada combinacao o resultado sao sempre trés cores diferentes.

Logo, esta estratégia permite definir adequadamente a cor de cada aresta.
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Portanto, estd provado que se um mapa plano, 3-regular, pode ser colorido com quatro cores

entao, suas arestas podem ser coloridas com trés cores.

Vamos provar agora que, se um mapa possui suas arestas coloridas com trés cores, entao as faces

deste mapa podem ser coloridas com quatro cores.

Vamos supor que um mapa plano 3-regular possui suas arestas coloridas com trés cores diferentes,
as quais representaremos pelos pares ordenados (0,1),(1,0) e (1,1). Para colorir as faces deste
mapa, escolhemos uma face inicial e a colorimos com a cor representada pelo par (0,0). Entao,
para cada face vizinha da face tomada como inicial, definimos sua cor através da soma maédulo 2
dos pares ordenados que representam as duas cores (face inicial e aresta comum as duas faces). Ou

seja, em torno de cada vértice da face inicial teremos trés cores distintas:

(0,0) — cor da face inicial
(0,0) + (1,0) = (1,0)
(0,0) + (0,1) = (0,1).

Seguimos colorindo as demais faces utilizando o mesmo raciocinio, ou seja, a partir de uma face
colorida, colorimos a face vizinha com a cor resultante da soma das coordenadas da face colorida com
as coordenadas da aresta comum as duas faces. Desta forma, em torno de cada vértice as cores serao
sempre o resultado da soma das coordenadas de uma das cores das faces (0,0),(0,1),(1,0) e (1,1)
com as coordenadas de uma das cores das arestas (0,1),(1,0) e (1,1), o que sempre resulta em tés

cores distintas em torno de cada vértice. A Figura apresenta um exemplo.

Figura 3.47: Colorindo as faces de um mapa de arestas coloridas com trés cores

& £
’ ’ (0,0) = azul

(1,1) = vermelho

Fonte: Adaptagdo de HTTP://DBARBOSA.ME/PT/WP-CONTENT/UPLOADS/SITES/3/2013/07 /DODECAHEDRON.PNG.
Acesso em: 21 nov. 2015.
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Para garantir que diferentes sequéncias de faces escolhidas para colorir nao ocasionarao conflitos
de cores, observemos que a troca de sequéncia de faces coloridas é uma combinacao de pequenas

trocas de arestas a serem atravessadas (observe exemplo na Figura [3.48)).

Figura 3.48: Caminhos alternativos na coloragao de faces de um mapa de arestas coloridas com trés cores

Fonte: (SAMPAIO| 2004)

Como as arestas podem ter cores representadas pelos trés pares de nimeros (0, 1), (1,0), (1, 1),
as mudancas de cores ao atraversamos a aresta X é a mesma resultante ao atravesarmos as arestas
Y e Z, visto que a soma das coordenadas de dois pares de cor de arestas (Y + Z) é igual ao par

coordenado da terceira cor de aresta (X), como mostrado abaixo:

Logo, uma troca de caminho como representado na Figura [3.48 ndo ocasiona conflito de cores.

Portanto, concluimos que, um mapa plano 3-regular pode ser colorido com quatro cores se e

somente se suas arestas podem ser coloridas com trés cores, como queriamos demonstrar. |

3.6 A resolucao do Problema das Quatro Cores

Depois de muitos anos de trabalho por parte de diversos matemdticos, os quais criaram diversas
estratégias e elaboraram diversos teoremas em busca da solucdo do Problema das Quatro Cores,
surgiram as primeiras demonstracoes, um pouco inusitadas, porém aceitas até hoje, do Teorema

das Quatro Cores.
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3.6.1 Surge a primeira demonstragao (correta) do Teorema das Quatro Cores

No ano de 1976E] o Teorema das Quatro Cores foi finalmente demonstrado (corretamente), ou seja,
124 anos depois de a questao sobre a possibilidade de coloracao de qualquer mapa com apenas

quatro cores ter sido levantada por Francis Guthrie.

Os elaboradores da demonstracao foram o alemao Wolfgang Haken (nascido em 1928), e o
americano Kenneth Appel (nascido em 1932). A prova foi anunciada no encontro de verao da
American Mathematical Society e Mathematical Association of America na universidade de Toronto.
H& de se destacar que a demonstracao elaborada por eles foi inusitada, gerando controvérsias, de
tal forma que até hoje muitos nao se sentem & vontade com ela. O diferencial da demonstragao feita
por eles foi o uso de computadores de grande porte, que realizaram parte essencial da demonstracao,

trabalhando durante seis meses.

A demonstracdo de Appel e Haken seguiu a mesma linha de raciocinio de Alfred Bray Kempe,
o qual partiu do principio de que em todo mapa (normal) ha pelo menos uma face que possui no
méximo cinco vizinhos. Porém, Appel e Haken trabalharam com configuracoes inevitdveis mais
complexas (que possuem mais regides) do que as configuragoes inevitaveis apresentadas por Kempe,

porém igualmente redutiveis em um mapa pentacromatico.

Appel e Haken desenvolveram a demonstragao do Teorema das Quatro Cores a partir de um
conjunto de 1482@ configuragdes inevitaveis, as quais foram elaboradas através de processamento
executado por computador. Seguindo a mesma estratégia de Kempe, demonstraram que todas as
configuracoes inevitaveis eram redutiveis em um mapa pentacromatico normal minimo, alcancando
assim a contradi¢ao com a possibilidade de existéncia de um mapa pentacromatico, o que represen-

tava a demonstragao do Teorema das Quatro Cores.

O computador foi usado na demonstragao basicamente de duas formas. A primeira delas foi no
desenvolvimento de provas de redutibilidade de conjuntos inevitdveis de configuracdes, e a segunda
foi na construcao de conjuntos inevitaveis de configuracoes. O processo feito apés encontrado um
conjunto inevitavel de configuragoes era “testar” a redutibilidade de cada uma delas. Quando nem
todas as configuragoes do conjunto de configuracoes inevitaveis eram redutiveis, faziam as modi-
ficagOes necessarias, como descobrindo um novo conjunto de configuracoes inevitaveis e novamente

“testando” a redutibilidade de cada uma delas. Com este procedimento, encontraram um con-

5Com uma nova, versio com os pequenos erros corrigidos publicado em 1989.
6 Algumas referéncias dizem 1498 ou 1478 configuracbes inevitdveis.
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junto de configuragoes inevitaveis, em que cada uma delas era redutivel, provando desta maneira o

Teorema das Quatro Cores.

3.6.2 A complexidade da demonstracao de Appel e Haken

Embora o Teorema das Quatro Cores tenha um enunciado extremamente curto e simples, a de-
monstracao desenvolvida por Appel e Haken, além de fazer uso de computador, é muito extensa.

Nela havia:

- aproximadamente 50 paginas com textos e diagramas;
- aproximadamente 2500 diagramas adicionais;
- aproximadamente 400 microfichas que apresentavam outros diagramas, além de milhares de

verificagoes individuais dos 24 lemas principais da demonstragao.

Além de todo este material, os autores ainda deixaram um aviso aos leitores de que alguns fatos

haviam sido verificados com o uso de computadores processando durante 1200 horas.

3.6.3 Uma nova demonstragao mais simples

Em 1993[] Neil Robertson, Daniel P. Sanders, Paul Seymour ¢ Robin Thomas decidiram
estudar a demonstragao do Teorema das Quatro Cores desenvolvida por Appel e Haken. O obje-
tivo deles era simplesmente se convencerem da validade de tal demonstracao. Mas, eles acabaram
desistindo devido ao grande esforco necessario para realizar tal verificacao. Entretanto, resolveram

tentar elaborar uma nova demonstragao, e conseguiram tal feito de uma maneira “mais simples”.

A demonstracao de Neil Robertson, Daniel P. Sanders, Paul Seymour e Robin Thomas também
envolvia muitos cédlculos e o uso de computador, com o diferencial de que foi utilizado um computador
simples, e o tempo de processamento foi de “apenas” algumas horasﬂ A estratégia usada por eles
foi a mesma utilizada por Appel e Haken, porém, ao invés de cerca de 1482 configuragoes inevitaveis
e redutiveis, eles encontraram um conjunto bem menor, contendo 633 configuragoes inevitaveis e

redutiveis.

O interessante é que até hoje ninguém apresentou uma demonstracao do Teorema das Quatro

Cores em que nao seja feito o uso de um computador.

" Algumas fontes dizem 1990 ou 1997.
8H4 também de se levar em consideragéo o avanco dos computadores, que processavam mais rapido.
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Talvez esteja surgindo uma nova forma de se fazer matematica. Veja a interessante frase de
Haken citada por (CONWAY] 2010, p. 57): “This work has changed my view of what mathematics
is. I hope it will do the same for othersP]

9Traducéo: “Este trabalho fez mudar minha concepgdo do que é matemdtica. Eu espero que faca o mesmo com
outros”.



Capitulo 4

Aplicacoes em sala de aula

A Teoria dos Grafos nao faz parte dos Parametros Curriculares Nacionais de matematica e nem do
Curriculo do Estado de Sao Paulo. Por isso, dificilmente este tema é abordado pelo professor em
suas aulas. Porém, seria possivel e proveitoso para o aluno que este tema também fosse abordado

em algum momento de sua vida escolar, como iremos defender a partir de agora.

4.1 A Teoria dos Grafos no Ensino Basico

Provavelmente muitos alunos que se deparam pela primeira vez com o estudo da Teoria dos Grafos
somente na faculdade, se perguntam: “Por que esta interessante disciplina nao poderia ter sido

introduzida durante o Ensino Médio?”.

Como vimos no Capitulo [2| grafos apresentam uma estrutura simples, tendo como uma de suas
caracteristicas mais notaveis a possibilidade de representé-los graficamente, facilitando assim o seu
entendimento, e despertando a atencao e curiosidade daqueles que lidam com este tipo de estudo.
Estas caracteristicas dos grafos nos levam a acreditar na real possibilidade de se trabalhar a Teoria

dos Grafos no Ensino Bésico de maneira proveitosa e motivadora aos alunos.

Nos ultimos anos, na area da educac¢ao, muito se tem falado da necessidade de haver contex-
tualizagao da matematica abordada na escola, para que ela faca sentido para o aluno. Também é
recorrente o questionamento por parte dos alunos sobre a aplicagao da matemdtica na vida real.
Neste sentido, como o estudo da Teoria dos Grafos apresenta uma variedade de aplicagoes, ele atende

facilmente as exigéncias apresentadas pelo sistema educacional.
Diversos problemas do cotidiano podem ser modelados e resolvidos através da Teoria dos Grafos,

89
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fazendo uso de suas propriedades e da facilidade que sua representacao grafica traz, ou seja, os grafos
sao 6timas ferramentas para representar e procurar uma solugao para problemas do cotidiano. Vimos
no Capitulo 2] o “Problema das Pontes de Konigsberg”, e no Capitulo [3|o problema da coloracao de

mapas. Estes dois problemas podem, de alguma forma, ser trabalhados com os alunos em classe.

Veremos agora como o professor pode introduzir o ensino de grafos no Ensino Baésico, e em
seguida, alguns outros exemplos de problemas do cotidiano, e suas representagdes/resolugdes com

0 uso de grafos.

4.2 Apresentando a Teoria dos Grafos

A Teoria dos Grafos pode ser apresentada aos alunos da Educacao Bésica através de atividades de
coloracao de mapas. Por exemplo, mapas da América do Sul, semelhantes ao ilustrado na Figura|3.3
poderiam ser distribuidos aos alunos, incumbindo-lhes da tarefa de colori-los com o menor nimero
de cores possivel. Realizada esta tarefa, o professor tem a oportunidade de discutir uma forma mais

simples de representar mapas: grafos.

A partir de entdo, o professor pode apresentar formalmente a definicao de grafo, como também os
varios tipos de grafos existentes, suas propriedades, inclusive falando com destaque sobre coloragao
de vértices, que é pertinente a atividade realizada. FEm seguida, a mesma atividade de coloragao
de mapa pode ser repetida para outros mapas, porém, agora representando o mapa através de um

grafo, e colorindo os seus vértices.

Terminadas estas atividades, ja é possivel ao professor apresentar aos seus alunos diversos pro-
blemas do cotidiano que também podem ser modelados e resolvidos com o auxilio dos grafos, como

os problemas apresentados na secao [4.3

4.3 Resolvendo problemas do cotidiano com o auxilio dos Grafos

Problema 1: Em uma escola haverd um torneio interclasses de diversas modalidades esportivas:
futebol, voleibol, basquetebol, handebol, pingue-pongue e xadrez. O torneio ocorrerd no horario de
aula, e é necessario fazer o cronograma das partidas utilizando o menor nimero de dias possivel.
Porém, ha alunos inscritos para participar em dois ou mais esportes, entao nao é possivel marcar

as partidas de todos os esportes para o mesmo dia.
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Veja na Tabela [4.1] a lista de alunos que estao inscritos em dois ou mais esportes.

Tabela 4.1: Alunos que participarao de mais de um esporte

Esportes Alunos
Basquetebol | Daiana, Daniel, Kelly
Voleibol Kelly, Daiana, Tiago
Futebol Daniel
Handebol Kelly, Raquel, Tiago
Pingue-pongue Raquel, Daniel
Xadrez Daniel

Se as partidas de um mesmo esporte ocorrerao todas no mesmo dia, qual é o nimero minimo
de dias de torneio necessarios para que todos os alunos possam participar de todas as modalidades

em que estao inscritos?

Solugao: Podemos modelar o problema como um grafo, em que os vértices representam os
esportes, e dois vértices sao adjacentes se e somente se existe um mesmo aluno inscrito nos dois

esportes que os vértices representam. Desta forma, encontramos o grafo representado na Figura

Figura 4.1: Grafo de representagao do Problema 1

Para resolver este problema, podemos usar a coloragao de vértices, em que cada cor representa

um dia da semana. Sendo assim, vamos colorir os vértices com o menor nimero de cores possivel.

Vemos que, como os vértices B, F';, P e X sao dois a dois adjacentes, sao necessarias quatro
cores para colori-los. Apés colorir os vértices B, F', P e X, basta colorir os vértices V e H. Como os
vértices V' e H nao sao adjacentes aos vértices ja coloridos X e F', entao basta reutilizar as mesmas
cores de X e F para colorir V e H. Portanto, quatro é o niimero minimo de cores necessarias para

colorir os vértices de nosso grafo, como podemos verificar na Figura
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Figura 4.2: Grafo de representacao de solugao para o Problema 1

Como cada cor representa um dia, quatro é o nimero de dias necessarios para realizar o torneio
sem haver conflito de esporte para nenhum dos inscritos. Sendo assim, podemos entao organizar o

torneio conforme mostra a Tabela

Note que poderiamos ter colorido os vértices V' e H com outras cores diferentes das quatro cores
utilizadas na coloragao dos vértices B, F', P, X, mas como cada cor representa um dia, repetimos
as cores dos vértices F' e X na coloracao dos vértices V' e H, pois buscamos usar o menor niimero
de cores possivel, como o problema exige. Também seria possivel invertermos as cores dos vértices

V e H sem causar conflito de cores.

Tabela 4.2: Um solugao para as datas dos jogos

Segunda-feira | Terga-feira | Quarta-feira | Quinta-feira

Voleibol Basquetebol | Pingue-pongue Futebol
Xadrez Handebol

Objetivos e resultados esperados: Um problema como este permite ao professor, apds
discutir com seus alunos como poderiam encontrar uma solugao, sugerir o uso de grafos. Modelando
o problema como um grafo, surge o desafio de descobrir a quantidade de cores necesséarias para colorir
os vértices. Algum aluno ou, em segundo caso, o préprio professor poderia apontar a existéncia
do clique de quatro vértices que traz a necessidade de se utilizar pelo menos quatro cores. Apds
isso, certamente os alunos poderao concluir que quatro cores sao suficientes para colorir todos os
vértices.

Apés resolvido o Problema 1, surge a oportunidade de o professor iniciar uma discussao em classe
sobre questoes como: serd que em outros casos quatro cores também seriam também suficientes?
Haveria casos nos quais seriam necessarias mais cores? Ou talvez menos cores? Podendo, entao o

professor iniciar a andlise de uma outra situacao semelhante, como o Problema 2.
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Problema 2: Supondo que no Problema 1 o torneio de Basquete tenha sido cancelado pelo
baixo nimero de inscritos, e que Daiana tenha resolvido participar também do torneio de xadrez.
Neste novo cenério, qual é o nimero minimo de dias de torneio necessérios para que todos os alunos

possam participar de todas as modalidades em que estao inscritos?
Veja na Tabela a lista de alunos que estao inscritos em dois ou mais esportes.

Tabela 4.3: Alunos que participarao de mais de um esporte

Esportes Alunos
Voleibol Kelly, Daiana, Tiago
Futebol Daniel

Handebol Kelly, Raquel, Tiago
Pingue-pongue Raquel, Daniel
Xadrez Daniel, Daiana

Solugcao: Da mesma forma que no Problema 1, podemos modelar o nosso novo problema como
um grafo, em que os vértices representam os esportes, e dois vértices sao adjacentes se e somente
se existe um mesmo aluno inscrito nos dois esportes que os vértices representam. Desta forma,

encontramos o grafo representado na Figura

Figura 4.3: Grafo de representagao do Problema 2

v () ® F

Podemos usar novamente a coloragao de vértices para resolver este problema. Vamos colorir os

vértices com o menor numero de cores possivel.

Desta vez nds nao temos quatro vértices que sao dois a dois adjacentes, mas note que os vértices
P, X e I sao dois a dois adjacentes, logo sdo necessarias trés cores para colori-los. Apés colori-los,
basta colorir os vértices V e H. Como H nao é adjacente aos vértices X e F', podemos colori-lo com
a cor de algum destes dois vértices, por exemplo, com a cor de X. Ja o vértice V' é adjacente aos
vértices H e X, logo podemos usar qualquer cor diferente da cor destes dois vértices para colori-lo,
por exemplo a cor de P. Portanto, trés é o nimero minimo de cores necessarios para colorir os

vértices de nosso grafo, como podemos verificar na Figura [£.4]
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Figura 4.4: Grafo de representagao de solugao para o Problema 2

@
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Como cada cor representa um dia, trés é o nimero de dias necessarios para realizar o torneio
sem haver conflito de esporte para nenhum dos inscritos. Sendo assim, podemos entao organizar o

torneio conforme mostra a Tabela [4.4]

Note que novamente poderiamos ter colorido os vértices V e H com outras cores diferentes das
trés cores utilizadas na coloragao dos vértices F', P, X, mas como cada cor representa um dia,
repetimos as cores dos vértices P e X na coloracao dos vértices V' e H, pois buscamos usar o menor

nimero de cores possivel, como o problema exige.

Tabela 4.4: Um solucao para as datas dos jogos

Segunda-feira | Terca-feira | Quarta-feira
Voleibol Handebol Futebol
Pingue-pongue Xadrez

Objetivos e resultados esperados: Como este problema é uma variacao do anterior, os
alunos terao condicoes, sozinhos ou com o auxilio do professor, de modelar o problema como um
grafo e analisd-lo. Os alunos tenderao a analisar o grafo da mesma forma que foi feito com o grafo
do problema, anterior, porém, neste problema nao existe um clique de quatro vértices, apenas um
clique de trés vértices, indicando a necessidade de pelo menos trés cores. Feita esta observacao,
novamente os alunos, sem muita dificuldade, poderdo concluir que trés cores sao suficientes para
colorir todos os vértices.

Ap6s resolvido o Problema 2, algumas respostas foram encontradas. J4 se sabe que nem sempre
o numero de cores necessarias para se colorir os vértices de um grafo é quatro. Pode ser menos,
como aconteceu neste problema. Mas, neste ponto, ainda restard a duvida se existe casos em que
sdo necessdrias mais do que quatro cores. Antes de responder a esta pergunta, o professor poderia
discutir com os alunos a dificuldade de se testar todos os casos quando um grafo possui muitos
vértices, sendo esta uma forma de esclarecer a importancia das demonstragoes matematicas. A

partir de entdo, seria possivel ao professor, caso seus alunos ja possuam algum conhecimento de
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demonstracao por contradicao e por inducgao, iniciar uma demonstracao do Teorema das Cinco

Cores. Podendo, em seguida, apresentar o Teorema das Quatro Cores, e falar sobre a complexidade

de sua demonstragao.

Problema 3: Atualmente ouvimos falar que o Governo do Estado de Sdo Paulo esté realizando

uma “Reorganizacao Escolar”. Vamos supor que o governador decretou que as escolas de mesmo

ciclo devem ter uma distancia de mais de 2.000m entre elas. A Tabela apresenta a distancia

entre sete escolas de um mesmo municipio.

Tabela 4.5: Escolas que passarao pela reorganizacao

Escola A | Escola B | Escola C | Escola D | Escola E | Escola F | Escola G

Escola A - 1.800m 2.200m 3.500m 2.400m 3.400m 4.500m
Escola B 1.800m - 2.000m 1.200m 1.000m 2.400m 3.000m
Escola C 2.200m 2.000m - 500m 2.120m 3.200m 3.600m
Escola D 3.500m 1.200m 500m - 1.880m 2.600m 2.800m
Escola E 2.400m 1.000m 2.120m 1.880m - 1.400m 1.960m
Escola F 3.400m 2.400m 3.200m 2.600m 1.400m - 2.120m
Escola G 4.500m 3.000m 3.600m 2.800m 1.960m 2.120m -

O governo deseja que vocé defina o ciclo (Ensino Fundamental 1, Ensino Fundamental 2, Ensino
Médio) de cada uma das escolas, respeitando o critério da distancia minima, e de maneira que os
trés ciclos sejam atendidos, priorizando o Ensino Fundamental 1, depois o Fundamental 2 e por

ultimo o Médio. E possivel? Caso seja, apresente uma solucgao.

Solug¢ao: Podemos representar nosso problema através de um grafo, onde os vértices represen-
tam as escolas, e onde dois vértices sao adjacentes se e somente se a distancia entre as escolas que

eles representam é de até 2.000m. Este grafo estd ilustrado na Figura [4.5

Figura 4.5: Grafo de representagao do Problema 3

Para resolver este problema, podemos usar a coloragao de vértices, em que cada cor representa
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um dos ciclos de ensino. Devemos colorir os vértices utilizando exatamente trés cores, para que todos
os ciclos do ensino sejam atendidos. Como a distancia minima deve ser respeitada, vértices adja-
centes devem possuir cores diferentes. Um resultado da coloragao dos vértices do grafo utilizando

trés cores ¢ ilustrado na Figura

Figura 4.6: Grafo de representagao de solugao para o Problema 3

Como vemos na Figura 4.6 é possivel colorir os vértices do grafo com trés cores distintas.
Em nosso caso, ficamos com trés vértices amarelos, trés azuis e um vermelho. De acordo com a
prioridade estabelecida, o Ensino Médio é o de menor prioridade, entao como a cor vermelha é o que
menos aparece, o vértice vermelho deverd representar o Ensino Médio. Uma solucao do problema é

apresentado na Tabela

Tabela 4.6: Um solucao para a Reogarnizacao das Escolas

Fundamental 1 | Fundamental 2 | Médio
Escola A Escola B Escola D
Escola C Escola F
Escola E Escola G

Objetivos e resultados esperados: Este problema, por apresentar um contexto diferente dos
problemas 1 e 2, pode ser aplicado pelo professor aos seus alunos, como exercicio, em que o intuito
seja que eles o representem através de um grafo e, a partir do mesmo, procurem uma solugao que,
como visto, pode também ser encontrado pela coloragao de vértices. Porém, neste caso, tendo eles
que tomar cuidado, pois deve haver uma priorizacao de cor.

O carater bem atual do problema, e que diz respeito aos préprios alunos, serve como forma

motivacional de despertar o interesse de cada um deles.
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Problema 4: Supondo que no Problema 3 o Ensino Fundamental 1 e o Ensino Fundamental
2 fossem um tnico ciclo, ou seja, se existisse apenas Ensino Fundamental e Ensino Médio. Seria
possivel reorganizar as escolas respeitando o critério em relacao a distancia minima entre elas? Caso

nao, no minimo quantas escolas deveriam seriam fechadas (por nao receber nenhum tipo de ensino)?

Solugcao: Como estamos tratando cada cor como um tipo de ensino diferente, para resolver o
nosso problema basta colorirmos todos os vértices de nosso grafo representado na Figura com

apenas duas cores. Porém, percebemos que nao é possivel colorir todos os vértices.

Figura 4.7: Grafo de representagao de solugao para o Problema 4

Isso acontece porque os vértices B, E e D sao dois a dois adjacentes, o mesmo acontece com
os vértices B, C e D, ou seja, em cada um destes conjuntos de trés vértices, um deles teria neces-
sariamente que ser colorido com uma terceira cor, a qual nao temos. Porém, como os vértice B e
D s&@o comuns aos dois conjuntos, entao se sacrificarmos um deles, podemos resolver o problema,

como ilustrado na Figura[d.7] E, desta forma, apenas uma escola seria fechada.

Porém, se escolhermos sacrificar um dos outros vértices (C ou E), teremos necessariamente que

sacrificar os dois, como ilustrado na Figura

Figura 4.8: Grafo de representagao de possivel solucao para o Problema 4

.
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Logo, no minimo teremos que sacrificar a coloracao de um dos vértices, ou seja, no minimo uma

escola ficara sem atribuicao de um tipo de ensino. Portanto, uma escola serd fechada.

Objetivos e resultados esperados: Este problema é uma variacao mais desafiadora do pro-
blema anterior. Ele também pode ser usado como exercicio, para maior compreensao e familiarizagao
dos alunos com grafos e suas propriedades. A situacao desafiadora deste problema se deve ao fato
de que nem todos os vértices podem ser coloridos.

Semelhantemente ao problema anterior, este problema também tem cardter motivacional, pois
diz respeito a uma situagao semelhante ao que a Secretaria da Educacao do Estado de Sao Paulo
tem cogitado fazer, afetando diretamente os préprios alunos. Portanto, os alunos deverao analisar
uma forma de colorir os vértices de modo que o menor nimero possivel de escolas sejam fechadas,

visto que nao existe a possibilidade de que todas elas permanecam abertas.

Problema 5: Vamos supor que vocé queira conhecer algumas capitais de paises sul-americanos:
Santiago, Buenos Aires e Montevidéu. Vocé saird de Campinas e passard uma tnica vez por cada
uma destas cidades, terminando por voltar para Campinas. Considere os valores das viagens entre
cada par de cidades (ida ou volta), apresentados na Tabela em seguida defina a rota mais

vantajosa financeiramente.

Tabela 4.7: Custo de viagem entre as cidades

Rota Custo
Campinas <> Santiago R$ 2.250,00
Campinas <+ Buenos Aires | R$ 2.000,00
Campinas <+ Montevidéu | R$ 1.260,00
Santiago <> Buenos Aires | R$ 1.570,00
Santiago <+ Montevidéu R$ 1.210,00
Buenos Aires <+ Montevidéu | R$ 980,00

Solucgao: Podemos transformar a situagao apresentada, em um grafo, onde os vértices represen-
tam as cidades, e cada aresta representa a viagem entre as cidades representadas por suas pontas.
Colocaremos ao lado de cada aresta o valor do custo em reais da viagem entre as duas cidades

representadas por suas pontas. Desta forma encontramos o grafo da Figura [£.9]
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Figura 4.9: Grafo de representagao do Problema 5

Podemos resolver este problema analisando o precgo total de custo de cada circuito que percorre
todos os vértices do grafo, partindo do vértice C, que representa Campinas, e terminado nele proprio.
Para ajudar a classificar os circuitos, podemos representar todas as possiveis rotas através de um

grafo em forma de drvore, conforme representado na Figura

Figura 4.10: Arvore representando as possibilidades de rotas.
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Observando todas as ramificagoes da drvore ilustrada na Figura[4.10] concluimos que a rota mais

barata é Campinas — Buenos Aires — Santiago — Montevidéu — Campinas, que custa R$ 6.040,00.
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E, como ja podiamos esperar, a rota contraria tem o mesmo custo.

Infelizmente o método que usamos nao é tao eficiente, visto que, quando o ntimero de vértices
aumenta, o nimero de rotas possiveis aumenta “exponencialmente”’, de tal forma que para um
numero ainda baixo de possibilidades (de cidades a serem visitadas, no nosso caso) ja levaria muito
tempo para serem calculados todos os custos, até mesmo para os modernos computadores, que

poderiam levar até milhoes de anos em um grafo com mais de trinta vértices.

Podiamos entao usar uma estratégia diferente, como saindo do ponto inicial (Campinas), escolher
a cidade mais barata para iniciar a viagem. Depois, a partir desta primeira cidade, selecionar a
préxima cidade mais barata ainda nao visitada, e assim sucessivamente, até que todas as cidades
tenham sido visitadas. Terminando de visitar todas as cidades, retornar para a cidade inicial

(Campinas).

Aplicando este método em nosso exemplo, encontrariamos a rota Campinas — Montevidéu
— Buenos Aires — Santiago — Campinas, que neste caso custa R$ 6.060,00. E, como podemos
perceber pelo resultado, o problema deste método é que, embora rapido, nao garante a melhor

solucao.

Objetivos e resultados esperados: Um problema como este permite ao professor apresentar
aos seus alunos o grafo conhecido como arvore, e usd-lo para representar todas as combinagoes
possiveis, e encontrar a solugao pelo método da exaustao (testando todos os casos possiveis).

Surge novamente a oportunidade de se discutir sobre a inviabilidade de sempre buscar uma
solucao por exaustao, e sobre quais outros métodos alternativos de busca se poderia utilizar, para
tentar encontrar a solucao. O professor poderia também falar sobre o risco que existe em nao
encontrar a melhor solugdo, quando nao for utilizado o método da exaustao. Podendo, entao,
questionar os alunos: em quais situagoes se poderia arriscar usar um método mais rapido, porém
nao tao confidvel? A resolucao deste problema também oferece uma oportunidade para se discutir
o papel dos computadores como amigos da matemadtica, ou seja, auxiliares na demonstragao de

teoremas e busca de solucoes.

Problema 6: Supondo que Sao Carlos possua vinte escolas, e que um grupo de alunos da escola
A foi encarregado de convidar todas as outras escolas da cidade para visitarem a exposicao da Festa
dos Estados que ocorrera na escola A. Supondo que as escolas sejam representadas pelos vértices

do grafo apresentado na Figura e que cada aresta representa o caminho entre duas escolas



4.3. RESOLVENDO PROBLEMAS DO COTIDIANO COM O AUXILIO DOS GRAFOS 101

representadas pelas suas pontas. Encontre um caminho partindo da escola A, passando por todas

as outras escolas uma unica e vez, e terminando a rota em sua prépria escola A.

Figura 4.11: Grafo de representagao do Problema 6

Solugao: O grafo e o objetivo deste desafio é justamente o mesmo do Jogo Icosiano, ou seja,
fazer um circuito percorrendo todos os vinte vértices do grafo, passando uma tnica vez por cada

um deles, terminando o percurso no vértice de origem.

Uma solugao para o problema é apresentada na Figura [£.12]

Figura 4.12: Grafo de representacao de solugao para o Problema 6

Portanto, os alunos podem percorrer as escolas na sequéncia: A -+ B —-C - D —- E — N —

M->L->K—->J—>1I—-H->G—>Q—>R—>S5S—-T—>P—>0—F— A que terdao passado
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por todas as escolas uma unica vez, terminado o percurso em sua propria escola.

Objetivos e resultados esperados: Através deste problema, que é equivalente ao desafio do
Jogo Icosiano, desponta a oportunidade para professor falar sobre o préprio Jogo Icosiano e suas
caracteristicas matematicas, como sobre os circuitos hamiltonianos e sua ligacao histérica com o
Problema das Quatro Cores.

Ap6és os alunos encontrarem uma solucdo para o problema, o professor pode aplicar uma tltima
atividade: colorir um mapa equivalente ao grafo das escolas (em que os vértices representam os
pontos de interseccao de fronteiras, e as arestas representam as fronteiras que ligam estes pontos),
com quatro cores, em seguida finalizar o assunto fazendo os esclarecimentos necessarios, e desafiando
os alunos a pensarem um pouco sobre uma estratégia para se provar o Teorema das Quatro Cores

sem o uso de computadores.

4.4 Grafos e formas de demonstracao

Um dos maiores desafios no trabalho de um professor de matematica sdo as demonstracoes de
férmulas, as quais praticamente todas as vezes sao feitas através do que chamamos de “prova
direta”, que muitas vezes consiste em uma prova longa e que envolve varias etapas, dificultando
para o professor apresenta-las de maneira que os alunos consigam acompanhd-las e compreendé-las.

Neste sentido, o ensino de Teoria do Grafos também traz vantagens.

No Capitulo [2| vimos que o estudo da Teoria dos Grafos apresenta varias demonstragoes, sendo
muitas delas feitas por contradi¢ao e por inducao. Estas duas formas de demonstracao raramente
sao apresentadas aos alunos do Ensino Basico. Porém, sao algumas vezes simples e intuitivas,
como, por exemplo, a demonstracao por contradicao feita para o Teorema Por ser simples e
intuitiva, seria possivel apresenta-la aos alunos, depois de abordados os conceitos basicos de grafos.
Este tipo de demonstracao é mais uma ferramenta a enriquecer ainda mais o conhecimento dos

alunos.

Temos também a demonstragao por indugao finita feita para o Teorema (Teorema de Euler),
a qual nao apresenta muitas dificuldades, e poderia também ser apresentada aos alunos, depois de

abordado os conceitos basicos de grafos.



Capitulo 5

Consideracoes finais

Ao longo deste trabalho, buscamos apresentar a Teoria dos Grafos como uma poderosa e facilitadora
ferramenta para se estudar e resolver problemas do cotidiano. Para alcancarmos tal objetivo,
apresentamos os conceitos basicos de Teoria dos Grafos, seguido de um estudo sobre o Teorema das

Quatro Cores, além da resolugao de alguns problemas do cotidiano, com o auxilio de grafos.

Destacamos o quao enriquecedor pode ser o ensino de Teoria dos Grafos na Educacao Basica.
Apontamos, por exemplo, que este estudo torna possivel ao professor apresentar aos alunos as
técnicas de demonstracao por contradicao e por inducao finita, possibilitando, assim, que eles com-

preendam algumas demonstragoes interessantes como, por exemplo, a do Teorema das Cinco Cores.

Concluimos que a inclusao da Teoria dos Grafos como contetudo a ser trabalhado com os alunos da
Educacao Bésica seria uma forma alternativa, e sem grandes obstaculos, de atender as expectativas
de aplicabilidade do conhecimento adquirido na resolucao de situagoes problema encontradas no

cotidiano, além de ser uma porta de entrada para a apresentagao de novos conteidos.

Sugerimos ainda que, motivados pelo conteido abordado neste trabalho, os professores, alunos
e demais leitores sigam estudando e pesquisando outras aplicagoes da Teoria dos Grafos, tanto na

prépria matematica como em outras areas do conhecimento.
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