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RESUMO

MACHADO, D. A.. Uma abordagem de digitos verificadores e cédigos corretores no En-
sino Fundamental. 2016. 63 f. Dissertagao (Mestrado — Programa de Mestrado Profissional em
Matematica) — Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computacdo (ICMC/USP), Sao Carlos —
SP.

Este trabalho, elaborado por meio de pesquisa bibliogréfica, apresenta um apanhado sobre os
digitos verificadores presentes no Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF), no cédigo de barras, e no
sistema ISBN; faz uma introducio sobre a métrica de Hamming e os c6digos corretores de erros;
cita a classe de codigos mais utilizada, que sdo os cédigos lineares, e deixa a sugestao de uma
proposta pedagdgica para professores de matematica aplicarem no Ensino Fundamental, podendo
ser ajustada também para o Ensino Médio. No apéndice A, sdo propostos alguns exercicios que

podem ser trabalhados com os alunos em sala de aula.

Palavras-chave: Digitos verificadores, Codigos corretores, Codigos lineares, Métrica de Ham-

ming.






ABSTRACT

MACHADO, D. A.. Uma abordagem de digitos verificadores e cédigos corretores no En-
sino Fundamental. 2016. 63 f. Dissertagao (Mestrado — Programa de Mestrado Profissional em
Matematica) — Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computacdo (ICMC/USP), Sao Carlos —
SP.

This work, based on the attached references, presents an overview of the check digits that
appear in the Brazilian document CPF, in the bar code and the ISBN system. Moreover, it
makes an introduction to the Hamming metric and error-correcting codes. In particular, some
considerations about linear codes are done and it makes a suggestion of a pedagogical approach
to apply it in middle school and can also be adjusted to high school. In the Appendix A are

proposed some exercises to students.

Key-words: Check digits, Error-correcting codes, Linear codes, Hamming metric.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os cddigos estdo presentes na vida das pessoas, € nos os utilizamos a todo momento,
para pagar uma conta, para comprar um produto, para se comunicar; o nosso proprio alfabeto é

um exemplo de cédigo.

Os cbdigos numéricos estio presentes nos documentos pessoais, cddigos postais, boletos
bancdrios, entre outros. Seu uso possui algumas vantagens, como poder registrar uma quantidade
maior de informagdes, e ser entendido em qualquer idioma, contudo, sua principal desvantagem

€ a dificuldade de detectar a presenca de erros.

Para contornar essa desvantagem, alguns codigos acrescentam digitos verificadores,
que sdo obtidos por meio de opera¢des matematicas com os demais digitos do codigo, alguns
exemplos de digitos verificadores e seus algoritmos de cdlculo serdo apresentados no Capitulo 2,
baseado em (FINI, 2009).

Os digitos verificadores permitem apenas detectar alguns tipos de erros, mas ndo oferece
formas para corrigi-los, para isso, € preciso acrescentar digitos de redundancia, semelhantes
aos digitos verificadores, porém em maior quantidade. No Capitulo 3, baseado em (HEFEZ;
VILLELA, 2002) e em (MILIES, 2009), serdo apresentados alguns conceitos da métrica de
Hamming, lemas e propriedades que indicardo a quantidade de erros que podem ser detectados e
corrigidos por um c6digo; essa capacidade de correcdo estd relacionada a quantidade de digitos

de redundancia que serdo acrescentados.

A classe dos codigos que € mais utilizada para deteccao e correcdo de erros € a classe dos
codigos lineares, que serd apresentada no Capitulo 4, baseado em (HEFEZ; VILLELA, 2002),
nele estdo formas de codificar as palavras, verificar se a palavra recebida pertence ou nao ao
cddigo, e um algoritmo para corrigir erros que estejam dentro da capacidade de correcdo do

codigo.

Por fim, serd apresentada uma proposta pedagdgica, no Capitulo 5, com sugestao de
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aplicacdo no Ensino Fundamental, utilizando recursos presentes no cotidiano dos alunos, tudo

de forma simples e coerente com o nivel fundamental de ensino.
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CAPITULO

DIGITOS VERIFICADORES PRESENTES NO
COTIDIANO

O uso de codigos numéricos € cada vez mais comum no cotidiano, eles aparecem na
identificac@o de produtos (cédigos de barras), nos codigos postais, nos documentos pessoais, tais
como Registro Geral (RG), Titulo de Eleitor, Cadastro de Pessoa Fisica (CPF), Carteira Nacional
de Habilitacao (CNH), entre outros.

O uso de cédigos numéricos € vantajoso, pois pode ser entendido em todos os idiomas
e possibilita registrar uma quantidade maior de informacao do que se utilizdssemos apenas
nomes, por exemplo, se alguém se chama “José da Silva” e algum membro do governo precisa
localiza-lo, provavelmente haverd varios outros homonimos, tornando dificil a diferenciacdo de
cada um deles, entretanto o nimero do CPF € tnico e o “José da Silva” correto, sera facilmente
identificado. Por outro lado, é mais dificil perceber, visualmente, erros de digitacdo em codigos
numéricos, por exemplo, se alguém digita o CPF “213.453.966-98”, como podemos verificar se
houve erro de digitacdo ou nao? Com palavras € mais facil de visualizar; se for digitada a palavra
“sabpnete”, por exemplo, € ficil perceber que hd um erro de digita¢do e que a palavra correta era

“sabonete”.

Pensando nisso, foram criados digitos verificadores de erros que permitem verificar, na
maioria das vezes, se houve erro de digitacao nos codigos numéricos, esses digitos verificadores
sdo resultados de operacdes matematicas com os demais digitos do cédigo. Mostraremos nas
proximas sec¢oes, como sdo calculados os digitos verificadores presentes no CPF, nos codigos de
barras e no sistema I[ISBN (International Standard Book Number), esses codigos estdo associados
ao sistema EAN (European Article Number), norma que garante o reconhecimento do cédigo

em todos os paises, nesse sistema os codigos possuem de oito a treze algarismos.
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2.1 Cadastro de Pessoa Fisica (CPF)

“CPF € um banco de dados gerenciado pela Secretaria da Receita Federal do Brasil -
RFB que armazena informagdes cadastrais de contribuintes obrigados a inscri¢ao no CPF, ou de

cidadaos que se inscreveram voluntariamente.” (RFB, 2015)

Figura 1 — CPF

MINISTERIO DA FAZENDA

Receita Federal
Cadastro de Pessoas Fisicas

COMPROVANTE DE INSCRI(}AO
Numero
123.456.789-00
Nome
NONONONONO NONONONONO NONONONONO
NONONONONO NONONONONO NONONONONO

Nascimento
DD/MM/AAAA
VALIDO SOMENTE COM COMPROVANTE DE IDENTIFICAGAO

Fonte: RFB (2015).

Seu codigo € da forma EAN-11, composto por onze algarismos, dos quais:

e Os oito primeiros algarismos representam o nimero-base.
e O nono algarismo indica a unidade da Federacdo em que o CPF foi cadastrado.

e Os dois ultimos algarismos sdo digitos verificadores.

A relacdo do nono algarismo com a unidade da Federacido em que foi realizado o cadastro

estd representada na figura 2.

Os digitos verificadores sdo obtidos através dos algarismos anteriores, se eles estiverem
em desacordo com a lei de formagao, significa que o numero de CPF € invélido, ou seja, ha erro
no nimero apresentado. Por outro lado, se os digitos verificadores estiverem de acordo com a lei
de formacao, entao o nimero de CPF € vdlido, o que ndo significa, necessariamente, que haja

uma pessoa cadastrada com ele no banco de dados da Receita Federal.

Seja X1 X> X3 X4 X5X6X7X3X9X10X11 um nimero de CPF em que X; representa o algarismo

de posic¢do i, com i variando de 1 a 11, a escolha dos digitos verificadores € dada pelas regras:

Célculo do primeiro digito verificador:

e Multiplica-se os nove primeiros algarismos (ordenados da esquerda para a direita) pelos
ndmeros (1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9), ou seja, multiplica-se X; por 1, X, por 2, X3 por 3, ..., Xo
por 9.

e Soma-se os resultados obtidos pelas multiplicacoes.
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Figura 2 — Unidades da Federagao

CODIGO EAN-11 PARA AS UNIDADES DA FEDERACAQ

BRASIL
0 Rio Grande do 5ul

Distrito Federal, Goias, Mato Grosso, Mato Grosso
do Sul e Tocantins

Acre, Amapd, Amazonas, Para, Ronddnia e Roraima

Ceara, Maranhdo e Piaui

Alagoas, Paraiba, Pernambuco e Rio Grande do Norte
Bahia e Sergipe

Minas Gerais

Espirito Santo e Rio de Janeiro

540 Paulo

L= D = = R T I = N ¥ B (O = QS g L )

Parana e Santa Catarina

Fonte: Fini (2009, p. 74).

e Divide-se a soma obtida por 11.
e O resto dessa divisdo serd o primeiro digito verificador, ou seja, serd o valor de Xjq

Observacao 1. Se o resto obtido for 10, o digito verificador serd 0.

Calculo do segundo digito verificador:

e Multiplica-se os dez primeiros algarismos (ordenados da esquerda para a direita), incluindo
agora o primeiro digito verificador obtido no passo anterior, pelos nimeros (0, 1, 2, 3, 4, 5,

6,7, 8,9), ou seja, multiplica-se X; por 0, X, por 1, X3 por 2, ..., X¢ por 9.
e Soma-se os resultados obtidos pelas multiplicacoes.
e Divide-se a soma obtida por 11.
e O resto dessa divisdo serd o segundo digito verificador, ou seja, serd o valor de X
Observaciao 2. Se o resto obtido for 10, o digito verificador serd 0.

Exemplo 1. Vamos analisar o nimero “213.453.966-98”, apresentado na introducdo deste
capitulo, e verificar se os digitos verificadores estdo em concordancia com as regras apresentadas,
caso ndo estejam, vamos encontrar os digitos corretos. Como o nono digito € igual a 6, podemos

afirmar que esse cadastro foi realizado no estado de Minas Gerais.

Para o primeiro digito verificador,temos:
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2x1)+(I1x2)+(B3x3)+(4x4)+(5%x5)+Bx6)+(IxT)+(6x8)+(6x9)=
=2424+9+164+25+4+18+63+48+ 54 =237

237=(11x21)+6
Logo, o primeiro digito verificador € igual a 6.
Para o segundo digito verificador,temos:

2x0)+(1x1)+(Bx2)+(4x3)+(5x4)+(B%x5)+(9x6)+(6x7)+(6x8)+
(6x9)=

=04+1+6+124+204+15454+42448 454 =252

252=(11x22)+10
Logo, o segundo digito verificador € igual a 0.

Portanto, o ndmero “213.453.966-98” ndo representa um CPF vélido, o cédigo correto
deveria ser “213.453.966-60".

2.2 Cdédigos de barras

O codigo de barras é da forma EAN-13, composto por 13 algarismos dos quais os trés
primeiros representam o pais de origem, o ultimo € um digito verificador e os intermedidrios

identificam o cddigo da empresa fabricante e o cédigo do produto.

Figura 3 — Cédigo de Barras

718983571417892
Fonte: http://http://goo.gl/htsZ5m Acesso em 02 nov. 2015

Na figura 4 apresentamos uma tabela com os cédigos identificadores de alguns paises, o

7z

codigo referente ao Brasil é “789”.

O 1ltimo algarismo, que corresponde ao digito verificador, € gerado automaticamente
por meio de operacdes matemdticas com os algarismos anteriores, mostraremos agora como €

calculado o digito verificador dos cédigos de barras.
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CODIGO EAN-13 DE ALGUNS PAISES

Figura 4 — Cédigo EAN-13 de Alguns Paises

C0DIGO PAIS C0DIGO PAIS
00a13 USA e Canada 6902 693 China
30237 Franca 729 Israel
400a 440 Alemanha 743 Nicardgua
45249 Japdo 744 Costa Rica
480 Filipinas 750 México
485 Arménia 770 Coldmbia
528 Libano 773 Uruguai
539 IManda 779 Argentina
560 Portugal 780 Chile
57 Dinamarca 789 Brasil
619 Tunisia 80a83 Italia
628 Arabia Saudita 84 Espanha
977 Periddicos (ISSN) 97823979 Livros (ISBN)

Fonte: Fini (2009, p. 73).

Seja X1 XoX3X4X5X6X7X3X9X10X11X12X13 um ndmero de cédigo de barras em que X;
representa o algarismo de posi¢do i, com i variando de 1 a 13, a escolha do digito verificador é

dada pelas regras:

e Multiplica-se os doze primeiros algarismos (ordenados da esquerda para a direita) pelos
nameros (1, 3, 1,3, 1,3, 1, 3, 1, 3, 1, 3), ou seja, multiplica-se X; por 1, X, por 3, X3 por
1, ..., Xj2 por 3.

e Soma-se os resultados obtidos pelas multiplicagdes.
e Se a soma obtida for um nimero divisivel por 10, o digito verificador serd “0”.

e Se a soma obtida ndo for um nimero divisivel por 10, a diferenga de 10 pelo resto da

divisdo efetuada serd o digito verificador.
Exemplo 2. Vamos analisar o nimero “7898357417892”, apresentado no inicio desta secdo, e
verificar se o digito verificador estd em concordancia com as regras apresentadas.

Como o cédigo formado pelos trés primeiros digitos € igual a 789, podemos afirmar que

o produto foi fabricado no Brasil.
Para o digito verificador,temos:

(TxD)+(8%x3)+Ox1)+(8x3)+Bx1)+(5x3)+(Tx1)+(4x3)+(1x1)+
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F(Tx3)+(8X 1)+ (9x3)=T+24+9+24434+15+7+12+1+21+8+27 =158

158 = (10 x 15)+8

Como a soma ndo é um ndmero divisivel por 10, facamos a diferenca de 10 pelo resto da
divisdo:

10-8=2

Logo, o digito verificador do c6digo de barras é “2” e estd de acordo com a figura

apresentada.

2.3 International Standard Book Number (ISBN)

O ISBN - International Standard Book Number - € um sistema internacional
padronizado que identifica numericamente os livros segundo o titulo, o autor, o
patis, a editora, individualizando-os inclusive por edi¢do. Utilizado também para
identificar software, seu sistema numérico € convertido em cédigo de barras, o
que elimina barreiras linguisticas e facilita a circulagdo e comercializagdo das
obras. (ISBN, 2015)

Os cddigos do sistema ISBN sdo da forma EAN-13, com treze algarismos que trazem informacoes

sobre o titulo do livro, editora, prefixo EAN e digito verificador, conforme figura abaixo:

Figura 5 — Cédigo ISBN

ISEN 13 Digitos

Prefixo EAN Identificador de Editor
Digito de verificagao |
a

ISBEN 978 -85 -333-0400-5

Identificador de Grupo, ldentificador de Titulo
Pais ou Area idiomatica

Fonte: ISBN (2015).

O ultimo algarismo, que corresponde ao digito verificador, € gerado automaticamente, as

regras para o célculo sdo as mesmas aplicaveis aos cédigos de barras, logo:

Seja X1X2X3X4X5X6X7X8X9X10X11X12X13 um numero do sistema ISBN em que Xi repre-
senta o algarismo de posicdo i, com i variando de 1 a 13, a escolha do digito verificador € dada

pelas regras:

e Multiplica-se os doze primeiros algarismos (ordenados da esquerda para a direita) pelos
nameros (1,3, 1,3, 1, 3,1, 3, 1, 3, 1, 3), ou seja, multiplica-se X; por 1, X, por 3, X3 por
1, ..., X12 por 3.
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e Soma-se os resultados obtidos pelas multiplicacdes.
e Se a soma obtida for um niimero divisivel por 10, o digito verificador serad “0”.

e Se a soma obtida ndo for um numero divisivel por 10, a diferenca de 10 pelo resto da

divisdo efetuada serd o digito verificador.

Exemplo 3. Vamos verificar se o digito verificador do cédigo “978-85-333-0400-5 esta correto.
Para o digito verificador, temos:
Ox1)+(Tx3)+(8x1)+(8x3)+(5x1)+(B3x3)+(B3x1)+(B3x3)+(0x 1)+
+(4x3)+(0x1)+(0x3)=94+214+8+24+5+94+3+9+0+12+0+0=100

100+-10=10

Como a soma ¢ um nudmero divisivel por 10, o digito verificador correto € “0”, isso
significa que o cddigo ISBN apresentado ndo € vélido, o cddigo correto deveria ser “978-85-333-
0400-0.
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CAPITULO

CODIGOS CORRETORES DE ERROS

3.1 Coddigos

Vamos apresentar os elementos basicos de um c6digo:

e Alfabeto, que representaremos por A € um conjunto finito cujos elementos sdo todos

os simbolos que utilizaremos para formar as palavras, representaremos por “q = |A|” a

quantidade de elementos de A, sendo chamado de c6digo g-drio. Podemos citar como

exemplo os c6digos bindrios, A = {0, 1}, e os cédigos ternarios, A = {0, 1,2}.
e Palavras sdo sequéncias finitas de simbolos do alfabeto A.

e Comprimento é o nimero de letras, que representaremos por n, de uma palavra. Para
facilitar a constru¢do de um sistema de verificagdo e correcdo de erros, convencionaremos
que todas as palavras tenham o mesmo comprimento, isso € sempre possivel, basta

adicionarmos simbolos neutros as palavras.

e Um cddigo g-ério C, composto por palavras, de nossa escolha, com comprimento n, ¢ um
subconjunto de A", ou seja, dentre todas as palavras de comprimento n que podem ser

formadas com o alfabeto A, escolhemos algumas que possuirdao sentido.

O exemplo de c6digo mais simples que podemos imaginar € a Lingua Portuguesa, cujo
alfabeto € composto por 26 letras mais o espaco, que consideraremos como uma letra, nossa
maior palavra, “pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconiético”, € composta por 46 letras, se
acrescentdssemos espacos a esquerda de todas as outras palavras da lingua poderiamos deixar

todas com comprimento 46.

Entretanto, nosso idioma ndao € bom para detectar e corrigir erros, por exemplo, se

envidssemos a palavra “drvore” e o receptor recebesse a palavra “arvpre”, seria facil perceber
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que foi cometido um erro e que a palavra mais proxima € “drvore”, ja se a palavra enviada fosse
“pato” e a recebida fosse “aato”, podemos detectar que ha erro, mas como saber se a palavra

29 ¢ 29 el 29 ¢ 99 ¢

correta € “rato”, “gato”, “jato”, “pato”, “mato”, ou tantas outras? Ou ainda, se a palavra recebida
fosse “rato”, como seria possivel identificar o erro? Uma solug@o para problemas como esse

consiste em usar cdigos numéricos que veremos mais adiante.

Sempre que enviamos uma mensagem estamos sujeitos a interferéncias eletromagnéticas,
chamadas de ruidos, que podem causar erros, um mecanismo que possibilita detectar e corrigir
esses erros consiste em codificar a mensagem acrescentando redundancias, semelhante aos
digitos verificadores que foram estudados no capitulo anterior. Tal teoria serd apresentada no
Capitulo 4.

3.2 Meétrica de Hamming

Definicao 1. Dados dois elementos uev € A" =A XA X --- X A, a distincia de Hamming entre
~—_———

X n vezes
u e v é definida como

d(u,v) = |{i:u; #vi,1 <i<n}|.

Exemplo 4. Em {0, 1}*, temos
d(0101,1001) =2

d(1000,1111

3
1

d(0000,1111

( )
( )

d(1100,1101)
( ) =4
( )

d(1101,1101) =0

Como veremos na proposicao abaixo, a distancia de Hamming satisfaz as trés proprieda-

des de métrica e chamaremos de métrica de Hamming.

Proposicao 1. Dados u, ve w € A", valem as seguintes propriedades:

1. Positividade: d(u,v) > 0, a igualdade sé vale se, e somente se, u = v.
2. Simetria: d(u,v) =d(v,u).
3. Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w)+d(w,v).

Demonstragdo. (1) e (2) seguem imediatamente da defini¢ao.

(3) A contribui¢io das i-ésimas coordenadas de u e v para d(u,v) é igual a zero se u; = v;,

e igual a um se u; # v;.
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No caso em que a contribui¢do € zero, certamente a contribui¢do das i-ésimas coordenadas
ad(u,v) € menor ou igual a das i-ésimas coordenadas a d(u,w) +d(w,v), que serd igual a 0, 1

ou 2.

No caso em que a contribuicdo € um, temos que u; # v; €, portanto, nio podemos
l l
ter u; = w; € w; = v;. Por consequéncia, temos que a contribuicdo das i-ésimas coordenadas a

d(u,w)+d(w,v) é maior ou igual a | que é a contribuicdo das i-ésimas coordenadas ad(u,v). [

Vamos definir agora o conceito de disco e esfera.

Definicao 2. Sejam a € A" e um ntiimero real r > 0, definimos o disco e a esfera de centro em a

e raio r como sendo os respectivos conjuntos
D(a,r)={uecA":d(u,a) <r},

S(a,r)={uecA":d(u,a) =r}.

Disco e esfera s@o conjuntos finitos, veremos um lema que mostrard as suas cardinalidades

que representaremos por |D(a,r)| e |S(a,r)|, respectivamente.

Lema 1. Para todo a € A" e todo nimero natural r > 0, temos que

Dlar)| =Y, () (g—1Y,

i=0 \!

em que n € o comprimento das palavras e g € a quantidades de letras presentes no alfabeto.

Demonstragcdo. Primeiro € preciso notar que S(a,i) NS(a, j) = 0 quando i # j, com isso fica

f4cil perceber que D(a,r) = LrJ S(a,i). Para finalizar, bastar provar que |S(a,i)| = (})(¢—1)' De
fato, como temos ¢ letras prle:s%ntes no alfabeto, tomada qualquer letra de a, temos exatamente
(¢ — 1) diferentes possibilidades de substitui-la para formar uma palavra diferente de a. Se
quisermos que a distancia da nova palavra a a seja i, teremos que fazer i alteragdes em a, ou seja,
pelo principio multiplicativo, temos (g — 1)’ possibilidades. Finalmente, para esgotar todas as

possibilidades, levando em conta a posi¢ao de cada letra, € preciso multiplicar o resultado por

(7), logo
stal=(})ta-17.

E interessante notar que o disco e a esfera adotados na métrica de Hamming sao diferentes

O

de discos e esferas convencionais, vejamos alguns exemplos graficos da métrica de Hamming
aplicada no A em que A = {—6,-5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6}.

Exemplo 5. Seja v = (0,0). Todos os pares ordenados cuja distincia de Hamming a v € menor

ou igual a 1, devem ser da forma (0,y) ou da forma (x,0), conforme a figura 6.
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Figura 6 — Disco de centro v = (0,0) e raio r = 1
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Exemplo 6. Sejav = (1,1) Todos os pares ordenados cuja distidncia de Hamming a v é menor
ou igual a 1, devem ser da forma (1,y) ou da forma (x, 1), conforme a figura 7.
Definicao 3. Seja C um cédigo, a distancia minima de C € o nimero
d =min{d(u,v) :u,v € Ceu#v}.
Lema 2. Seja C um cédigo com distancia minima d. Se ¢ e ¢ sdo palavras distintas de C, entdo

D(c,x)ND(c, x) = 0.
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Figura 7 — Disco de centro v = (1,1) eraio r = 1
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-5 4 [ ]
-5 [ ]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aqui k € definido por

onde [x] denota a parte inteira de x.

Demonstragdo. Vamos supor, por absurdo, que existe ¢ pertencente a D(c, k) N D(c’, k), entdo
d(t,c) < ked(t,c) < k. Pelas propriedades de simetria e desigualdade triangular, temos

d(c,d') <d(c,t)+d(t,d) <2k <d—1

o que é um absurdo, pois d(c,c’) > d. Logo D(c,x)ND(c', k) = 0. O
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A distancia minima d de um cédigo € extremamente importante, pois a partir dela
podemos definir a quantidade de erros que podem ser detectados e a quantidade de erros que

podem ser corrigidos, conforme o teorema a seguir.

d—1
Teorema 1. Seja C um codigo com distancia minima d. Entdo C pode corrigir até Kk = [T]

erros e detectar no maximo d — 1 erros.

Demonstragdo. Suponha que ao transmitirmos uma palavra ¢ do c6digo cometemos ¢ erros com
t < K, recebendo a palavra r, entdo d(r,c¢) =t < k. Pelo Lema 2, r ¢ D(¢/, k), para toda palavra

¢’ # c. Isso determina ¢ univocamente a partir de r.

Por outro lado, dada uma palavra do cédigo, sempre que forem cometidos até d — 1 erros,
a palavra recebida nao coincidird com outra palavra do c6digo, e assim, a detecc¢ao do erro serd

possivel. O]

Exemplo 7. Seja um cddigo C, com distincia minima d = 8, entdo C detecta até 8 — 1 = 7 erros
. . 8—1
e corrige no maximo K = [T = 3 erros.
Como a distancia minima esta ligada a capacidade de detectar e corrigir erros, quanto
maior for essa distancia, maior serd a quantidade de erros que poderao ser detectados e corrigidos,

¢ fundamental poder calcular d ou pelo menos determinar uma cota superior.
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CAPITULO

CODIGOS LINEARES

A classe dos codigos mais utilizadas € a classe dos cddigos lineares, introduzida a seguir.
Definiciio 4. Seja K um corpo' finito com ¢ elementos. Um cédigo C C K" é dito linear se:
1. (000---0) € C;
2. dados uy,upy € C, uy —up € C;

Exemplo 8. Tomando o corpo K = Z, = {[0],[1]}, tem-se que Z3 também é um corpo € que
C = {(00000), (01011),(10110), (11101)} C Z3 é um cédigo linear. >

Dada uma matriz G = (I |Az (n—k)) kxn com entradas num corpo K, podemos considerar

a aplicacdo dada por

Tg: KK — K"

u=(xy--x;) — Tou=uG = (x| - xp,uA).

Proposicao 2. C = ImTg; € um c6digo linear.
Demonstragdo. E claro que:

1. (000...0) € ImTg.

2. Dados vi,vy € ImTg, existem uy,up € K" tais que Tgu; = vy e Tguy = vo. Assim, existe
U=1uy—uy € K* tal que TG(L{) = T(;(ul — uz) =Tcu1 — Tgup =vi —vy.

I Ver Anexo A.
2 Aqui e no que segue usaremos a notagio k = [k],k =0, 1.
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Definigio 5. Se C € um c6digo linear, com C = ImTg, a matriz G = (It|Agx (n—) kxn cOM

entradas num corpo K, € dita matriz de codificacdo na forma padrao de C.

Nos préximos dois exemplos, vamos apresentar uma matriz geradora G = (I |Ay (n—k) Vs

na forma padrdo e o cddigo linear associado C.

Exemplo 9. Considere a matriz na forma padrao
10110
G= ,
( 01011 )

Tg: K* - K°

e a aplicacdo dada por

u=(x1 x2) = Tou=uG = (x1 x3 x1 (x1 +x2) (x2)).

Tomando K = Z,, temos que C = ImTg = {(00000), (01011),(10110), (11101)} C Z3 é o c6-
digo linear associado.

Exemplo 10. Considere a matriz na forma padrao

1 00110
G=|1 010101
001011
e a aplicac¢do dada por
Tg: K3 — K°

u=(x; xpx3) — Tou=uG = (x; x3 x3 (x; +x2) (x1 +x3) (X2 +x3)).
Tomando K = Z,, temos que
C = ImTg = {(000000), (001011), (010101), (100110), (011110), (101101), (110011), (111000} C Z§

€ o cddigo linear associado.

n,m

Definicdio 6. A transposta da matriz A = [¢; ;];" | € a matriz A" = [a;,]}7",

A seguinte definicdo serd utilizada para detectar se uma palavra pertence ou nao ao
codigo.
Definigdo 7. Seja G = (Ix|Agx (n—k))kxn Wma matriz de codificagdo na forma padrdo, define-se a

matriz teste de paridade por H = (—A"[I) (k) xn-

Proposi¢ao 3. Sejam G = (Ix|A (1—k) )k xn WMa matriz geradora do cédigo C = Im(Tg), escrita
na forma padrdo, e H a matriz teste de paridade do cédigo C. Entdo v = (vy...v,) € C se, e

somente se, HV' = 0.
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Demonstracdo. (=) Suponha que v € Im(fg). Logo existe u € R* tal que

v=uG = (uy...u)(It|A) = (u,uA).

Como
l/lt
V= ,
t
(MA) nx1
logo
ul‘
HV = (=A"|I) =—A'u + (uA) = —(uA) + (uA)' = 0.
(uA)'

(<) Suponha que Hv = 0 em que v = (z,w), com z € Rk e w € R" %, Assim

Zl‘

HV = (—A"|I) =-AZ+w =0.

Wt

nxl1

Logo w' = A'Z, i.e., w = zA. Portanto, v = (z,w) = (z,zA) = zG € C. O

Exemplo 11. Seja um cédigo linear C gerado pela matriz

10110
G =
(01011)

0
1
1

e com matriz teste de paridade

T

Il
O =
S O =
S = O
—_— O O

Sejam os vetores v = (11101) e v/ = (10111), temos:
e HV = (000)",logov e C.
e HV'=(001)", logoV' ¢ C.
Definicao 8. Seja x € K", o peso de x é o nimero inteiro
ox)={i:x;#0,1<i<n,ieN}|.
Em outras palavras, ®(x) = d(x,0), em que d é a métrica de Hamming.
Definicao 9. Define-se o peso de um cddigo linear C como sendo o nimero inteiro

o(C) :=min{w(x) :x € C\ {0}}.
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Proposicao 4. Seja C € K" um cddigo linear com distancia minima d. Temos que

1. Para todo x,y pertencente a K", d(x,y) = @(x —y).

2. d=w(C).

Demonstragdo. O item (1) segue diretamente das definicdes de métrica de Hamming e da de
peso de um elemento. Para o item (2), temos que, como C € um cddigo linear, para todo par de

elementos x,y em C com x # y, temos que z = x —y pertence a C \ {0} e d(x,y) = @(2). O

Exemplo 12. Tomando o cédigo linear C = {(00000),(01011), (10110), (11101)} C Z3, temos
©(00000) = 0;

d(01011,00000) = 0(01011) = 3;
d(10110,00000) = w(10110) = 3;
d(11101,00000) = o(11101) = 4;
d(01011,10110) = w(01011 —10110) = 4;
d(01011,11101) = 0(01011 —11101) = 3;
d(10110,11101) = @(10110—11101) = 3;
o(C) =3.
Logo,d =3 = o(C).
A proposi¢do anterior é importante, pois fornece outra forma de calcular a distancia
minima de um cédigo, se inicialmente era preciso tomar duas a duas todas as M palavras do
codigo e calcular a distancia entre elas, efetuando assim (AZ/I ) célculos, agora, com a equivaléncia

de distancia minima e peso do c6digo, basta calcular o peso de todas as palavras, exceto (00...00),

efetuando assim M — 1 calculos, o que gera um custo computacional bem menor que o inicial.

4.1 Decodificacao

Definicao 10. Dados um cédigo C com matriz teste de paridade H e um vetor v € K", define-se

o vetor Hv' como sendo a sindrome de v.

Definicao 11. A diferenca entre o vetor recebido r e o vetor transmitido ¢ € chamada de vetor
erro e, ou seja

e—=r—c.
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Exemplo 13. Se, em um determinado c6digo C C Z8, tenha sido transmitida a palavra (10101010)
e tenha sido recebida a palavra (00101011), temos

e = (10101010) — (00101011) = (10000001).

E importante notar que o nimero de erros presente na palavra recebida € igual ao peso

do vetor erro.

Seja H a matriz teste de paridade do c6digo, como H¢' = 0, temos o seguinte resultado
He =H(’'—c')=Hr'—Hd =Hr' —0=Hr'.

Isso significa que o vetor erro tem a mesma sindrome da palavra recebida.

Chamemos de h' a i-ésima coluna de H e e = (@...an) o vetor erro, entio
n .

Z o;h' = He' = Hr'.

i=1
Definicao 12. Seja v € K" e C um cddigo linear, entdo definimos o conjunto

v+C={v+c:ceC}.

Lema 3. Os vetores u e v de K" tém a mesma sindrome se, € somente se, u € v+ C.
Demonstragdo. Hui' =HV' < H(u—v) =0 u—veCsucv+C. O

Na proxima proposicdo apresentaremos algumas propriedade que os conjuntos v+ C

gozam.

Proposicao 5. Seja C um (n,k)-codigo linear. Temos que

. v+C=V+Csv—V €C;
2. (v+O)N(V+C) A0 v+C=V+C;

3. U (v+C)=K"
vekK”
Demonstragdo. Vamos demonstrar somente o item 1, sendo que as demonstracdes dos itens 2 e

3 sdo andlogas.
Suponha que v+ C =V 4+ C. Dado x € v+ C =V + C, existem cy,c; € C tais que
x=v+c; =V +cy. Logov—Vv =c;—cy €C.

Reciprocamente, suponha v—1V' € C. Se x € v+ C, entdo existe ¢; € C tal que x =v+cj.
Ainda como x =v—V +V +¢1 e v—V' € C, segue que x € V' + C. Portanto, temos que v+ C C
/
v +C.
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Por outro lado, Se x € v/ + C, entdo existe ¢, € C tal que x =V + ¢,. Ainda, como

x=V —v+v+cyeVv —veC,segue que x € v+ C. Portanto, temos que v/ +C C v+C.

]
Definicao 13. Define-se classe lateral de v segundo C como v +C.

Exemplo 14. Tomando o cédigo linear C = {(00000), (01011), (10110),(11101)} C Z3,temos

as classes laterais

(00000) 4+ C = {(00000), (01011),(10110),(11101)};

(00001) +C = {(00001), (01010), (10111), (11100)};
(00010) + C = {(00010), (01001), (10100), (11111)};
(00100) +C = {(00100), (01111), (10010), (11001)};
(01000) + C = {(01000), (00011), (11110), (10101)};
(10000) + C = {(10000), (11011), (00110), (01101)};
(10001) +C = {(10001), (11010), (00111), (01100) };

(11111)+C = {(11111),(10100), (01001), (00010) };

Com base no item (1), podemos afirmar
v+C=C&sveCl.

Definicao 14. Um vetor peso minimo numa classe lateral € chamado de elemento lider dessa

classe.

Proposicao 6. Seja C um cédigo linear em K" com distancia minima d. Se u € K" é tal que

d—1
o) <K= |
entdo u € o unico elemento lider de sua classe.
~ . / ! d—1 /
Demonstragdo. Vamos supor que existam u e u’, com u # ', com @ (u) < 5 ew(u) <

d—1
[T} tais que u € «’ pertengam 2 mesma classe de C. Logou—u’' € C e

ou—u) <o) +o) < {dgl] + {d;] <d-—1.

Pela Proposi¢do 4 (1) d(u,u’) = w(u—u’) e, por hipétese, u —u’ € C, temos que d(u,u’) <
d —1 < d o que é um absurdo, logo u = u/'. ]
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Observacao 3. Para encontrar os lideres de classe € preciso tomar todos os elementos u que

satisfacam o (u) < {Tl = K. A Proposicao 6 nos garante que sao lideres de uma e somente

uma classe.

Para executar o algoritmo de decodificagdo que apresentaremos a seguir, primeiro €
necessario montar uma tabela em que colocaremos todos os elementos u € K" tais que @ (u) < K

acompanhados de suas respectivas sindromes, Hi/, feito isso, podemos seguir os passos.

1. Calcular a sindrome s da palavra recebida r, ou seja s’ = Hr'.
2. Comparar s com as sindromes da tabela.

3. Se s estiver na tabela, tomar /, o elemento lider da classe determinada por s, e substituir r

por r— /.

4. Se s ndo estiver na tabela, entdo na palavra recebida estdao presentes mais do que K erros.

Sejam r, ¢ e e, respectivamente, a palavra recebida, a palavra transmitida e o vetor erro, como
Hr' = Hé', o algoritmo acima € valido, pois a sindrome de r determina a classe lateral em que e
se encontra e, se @ (e) < k, a Proposi¢do 6 nos garante que e é o tnico elemento ¢ lider de sua

classe e estd presente na tabela, bastando calcularc =r—e=r—/.

Exemplo 15. Seja um cédigo linear C C Z§, com distincia minima d = 3, matriz teste de

paridade H dada por
110100
H=]11010120
011001
e capacidade de correcdo K = [% = 1. Vamos tomar todos os possiveis vetores cujo peso €

menor ou igual a 1 e calcular suas respectivas sindromes.

Lider | Sindrome
000000 000
100000 110
010000 101
001000 011
000100 100
000010 010
000001 001

Suponha que tenham sido recebidas as palavras r = (001011), ¥/ = (111101) e /' =

(011001), vamos analisar o que acontece em cada caso.
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e Para a palavra recebida r = (001011), calculamos sua sindrome Hr' = (000)’, logo r

pertence ao codigo e aceitamos r como sendo a palavra transmitida.

e Para a palavra recebida ' = (111101), calculamos sua sindrome Hr" = (101)", logo
e = (010000) e a palavra transmitida € ¥/ —e = (111101) — (010000) = (101101).

e Para a palavra recebida r” = (011001), calculamos sua sindrome Hr"”" = (111)" que nédo

aparece na tabela, logo, em r, foram cometidos mais do que K erros.

Exemplo 16. Seja um cédigo linear C C Z3, com distincia minima d = 6, matriz teste de

paridade H dada por

T

I
— O = = O =
_ == O = = O
S O O O O O
o O O o O = O
S O O O = O O
o O O = O O O
S O = O O O O
o =, O O O O O
- O O O O O O

e capacidade de correcdo K = [T = 2. Vamos tomar todos os possiveis vetores cujo peso é

menor ou igual a 2 e calcular suas respectivas sindromes.
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Lider Sindrome Lider Sindrome
000000000 | 0000000 | 010100000 | 0010111
000000001 | 0000001 | 011000000 | 1110111
000000010 | 0000010 | 001000001 | 1000001
000000100 | 0000100 | 001000010 | 1000010
000001000 | 0001000 | 001000100 | 1000100
000010000 | 0010000 | 001001000 | 1001000
000100000 | 0100000 | 001010000 | 1010000
001000000 | 1000000 | 001100000 | 1100000
010000000 | 0110111 | 000100001 | 0100001
100000000 | 1101101 | 000100010 | 0100010
100000001 | 1101100 | 000100100 | 0100100
100000010 | 1101111 | 000101000 | 0101000
100000100 | 1101001 | 000110000 | 0110000
100001000 | 1100101 | 000010001 | 0010001
100010000 | 1111101 | 000010010 | 0010010
100100000 | 1001101 | 000010100 | 0010100
101000000 | 0101101 | 000011000 | 0011000
110000000 | 1011010 | 000001001 | 0001001
010000001 | 0110110 | 000001010 | 0001010
010000010 | 0110101 | 000001100 | 0001100
010000100 | 0110011 | 000000101 | 0000101
010001000 | O111111 | 000000110 | 0000110
010010000 | 0100111 | 000000011 | 0000011

Suponha que tenham sido recebidas as palavras r = (111011010), #/ = (011110101) e
" = (110000111), vamos analisar o que acontece em cada caso.

e Para a palavra recebida r = (111011010), calculamos sua sindrome Hr' = (0000000)",

logo r pertence ao cédigo e aceitamos r como sendo a palavra transmitida.

e Para a palavra recebida ' = (011110101), calculamos sua sindrome Hr" = (1000010)",
logo e = (001000010) e a palavra transmitida é ¥’ —e = (011110101) — (001000010) =
(010110111).

e Para a palavra recebida r/ = (110000111), calculamos sua sindrome Hr"" = (1011101)’

que ndo aparece na tabela, logo, em r, foram cometidos mais do que K erros.
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CAPITULO

PROPOSTA DO TEMA

O publico-alvo desta proposta sao alunos da Educacao Basica, mais especificamente,
alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental'. O tempo de aplicacio é de quatro a cinco aulas

com duragdo de cinquenta minutos cada.

Os pré-requisitos para os estudantes sao conhecimentos do sistema decimal posicional e

dominio das quatro operagoes.

A proposta se divide em cinco etapas e utilizard recursos presentes no cotidiano dos

alunos, tais como CPF e c6digo de barras.

5.1 Primeira etapa: Digitos verificadores de erros no CPF

O professor deve solicitar aos alunos que levem anotado o numero do CPF de duas

pessoas diferentes.

Em um primeiro momento, o professor explicard aos alunos como € formado o nimero do
CPF, especialmente o digito que representa a unidade da Federacdo em que o CPF foi cadastrado

e o processo de célculo dos digitos verificadores.

Cada aluno devera aplicar o algoritmo do calculo dos digitos verificadores para os dois

numeros de CPF que anotou, e verificar se eles estio corretos.

Feita a primeira etapa, cada aluno escreverd em um papel os nimeros de CPF que levou,

mas, omitird os digitos verificadores.

Os nameros de CPF serdo trocados entre os alunos, o objetivo agora € que cada um
calcule os digitos verificadores dos CPFs que receberam para, em seguida, conferir com os
nimeros originais, se aplicaram o algoritmo corretamente, caso haja erros, o professor auxiliard

cada aluno a identificar o erro cometido.

' A proposta também pode ser adaptada para aplicacio no Ensino Médio.
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5.2 Segunda etapa: Digito verificador de erro no cédigo

de barras

O professor deve solicitar que os alunos levem trés embalagens diferentes que possuam
codigo de barras, se for possivel, dentre essas trés embalagens, duas devem ser da mesma marca,

mas de produtos diferentes.

A atividade se inicia com o professor explicando aos alunos as informagdes contidas nos
codigos de barras, indicando os algarismos referentes ao pais de origem, a empresa que produziu
o produto, o cédigo do produto e o digito verificador, para esse dltimo, o professor mostrara qual

o processo que deve ser aplicado para calcular o digito verificador.

Cada aluno devera observar o pais de origem de cada produto, bem como reparar que

produtos de mesma marca possuem parte dos c6digos iguais.

Os alunos deverao escolher duas embalagens e aplicar o algoritmo para confirmar se o

digito verificador estd correto.

Para finalizar essa etapa, o professor passard na lousa um nimero de cédigo de barras
com o digito verificador omitido. Os alunos deverao identificar o pais de origem do produto e

calcular qual o digito verificador que corresponde ao cédigo.

5.3 Terceira etapa: Linguagem de computadores

O professor explicard aos alunos o conceito de nimeros bindrios, a quantidade de
algarismos utilizados, a relacdo entre a posi¢do do algarismo e a poténcia de base 2 a que o

algarismo deve ser multiplicado.

O préximo passo serd construir com os alunos 0s quinze primeiros nimeros do sistema

bindrio, fazendo comparativos com o sistema decimal.

Na sequéncia, os alunos aprenderdo sobre a operacdo de adi¢do no sistema bindrio. Para
facilitar esse aprendizado, o professor fard um comparativo com a adi¢do no sistema decimal e
usard os quinze primeiros nimeros que foram construidos no passo anterior.

2

Para finalizar essa etapa, serd apresentado aos alunos os cddigos bindrios“ corresponden-

tes as letras do alfabeto e, para que possam visualizar como s@o as informacdes que o computador

trabalha, cada aluno devera escrever seu nome em linguagem computacional.

5.4 Quarta etapa: Nocao de codigos corretores

Essa atividade sera realizada com o auxilio do editor de textos Word.

2 Esta tabela estd presente no Anexo B
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O professor explicard o conceito de distancia de Hamming entre palavras e mostrard

alguns exemplos simples.

O préximo passo serd digitar no editor de textos a palavra “paralelepiprdo”, o editor

acusard erro e mostrard como sugestio a palavra “paralelepipedo”.

Neste momento o professor questionard os alunos por que o editor ndo apresentou outra

palavra como sugestao e fard a relagdo com a distancia entre as palavras.

A préxima palavra a ser digitada serd “ventilsdur” e o editor mostrard como sugestdo a
palavra “ventilador”, os alunos deverdo analisar a distancia entre as duas palavras e refletir por

que a sugestdo de corre¢do foi Unica.

A ultima palavra a ser digitada serd “hato”, o editor acusard erro, porém haverd mais
de uma sugestdo de correc¢ao, os alunos deverao refletir por que isso ocorre e relacionar com a

distancia entre as palavras.

Para finalizar, os alunos deverdo comparar as palavras digitadas e refletir, com a mediacdo
do professor, por que as duas primeiras palavras possuiam apenas uma sugestao, enquanto a
ultima possuia vérias? O computador poderia corrigir automaticamente todas as palavras? Se
alguém enviasse a palavra “rato” e o destinatdrio recebesse a palavra “gato”, como identificaria o

erro?

5.5 Quinta etapa: Codigos corretores

A teoria de Cédigos Corretores de erro € uma ferramenta matemética desenvolvida para

detectar e corrigir erros.

Utilizando o que foi apresentado nas etapas anteriores, o professor construird com os
alunos uma palavra em Z, com trés digitos de informacdo e mais trés digitos de checagem, esta

palavra serd da forma: (x1;xp;x3;x] +X2;X] +x3;%2 +X3).

Com uma breve explicacdo do professor sobre as somas utilizadas na construcao dos
digitos de checagem (x, + x; = 0 se a soma for par e x, + x; = 1 se a soma for impar, com
1<n<3,1<k<3enz#k), os alunos deverdo codificar todas as oito palavras possiveis do
codigo.

Com as palavras em maos, o professor questionard: “se fosse recebida a palavra ‘101101°,
ela pertence ao c6digo?” os alunos deverao responder que sim e concluir que a palavra recebida

ndo contém erro.

Continuando com as verificagdes, o professor apresentard a palavra “011100 e os alunos
deverdo verificar que ela ndo pertence ao cddigo, logo ha erro na palavra transmitida, para
corrigi-la, eles precisardo encontrar qual a palavra do c6digo que possui a menor distancia com

a palavra recebida (desde que essa distancia seja tinica), apds os cdlculos das distancias, serd
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concluido que a palavra pode ser corrigida por “011110”.

7z

A préxima palavra a ser apresentada serd “111111”, que os alunos facilmente identifica-
rdo que a palavra contém erro, pois nio pertence ao cddigo, porém, nesse caso, ao calcularem
as distancias com as palavras do cédigo, eles verdo que ndo € possivel corrigi-la, pois a menor

distancia com as palavras do c6digo ndo € tnica.

Para finalizar a atividade, o professor explicard que o conteddo trabalhado nessas ativida-
des € o que acontece, claro que de forma mais avangada, quando enviamos um e-mail, ligamos

para alguém que estd em outro pais, recebemos uma imagem pela televisdo, entre outros.

5.6 Percepcoes pessoais

A proposta foi aplicada no 8°A da Escola Municipal de Ensino Fundamental Professora

Eponina de Britto Rossetto e as percep¢des do professor que aplicou sdo apresentadas a seguir.

Na primeira etapa, os alunos se mostraram interessados ao descobrir que o nono digito de
CPF representa a Unidade da Federagdo em que foi realizado o cadastro, eles fizeram, inclusive,

comparacdes com os nimeros levados e o estado de origem dos respectivos donos.

Outro fato que chamou a aten¢do dos estudantes foi descobrir que os dois tltimos digitos
sdo obtidos por meio de operacdes matemadticas bdsicas envolvendo os algarismos anteriores,
operagdes estas que, apesar de elementares, possuem uma grande utilidade no cotidiano que a

grande maioria ndo sabia que existia.

Um fator fundamental para o bom desenvolvimento dessa etapa foi que os alunos puderam
comprovar, com nimero de CPF préprio ou de parentes, que os digitos verificadores realmente

apresentam a relacao ensinada.

Na segunda etapa, semelhante a primeira, os alunos se mostraram curiosos com o
significado de cada grupo de digitos do cddigo de barras, fizeram comparagdes de codigos de
produtos de mesma marca e produtos de marcas diferentes, perceberam que todos os cédigos por

eles levados se iniciam com o nimero “789”, indicando que o produto € fabricado no Brasil.

Tanto na primeira etapa, quanto na segunda, o professor deu dicas e estimulou que os alu-
nos desenvolvessem a soma utilizando célculo mental, em primeiro momento, eles apresentaram
dificuldade nesse desenvolvimento, entretanto, com o passar do tempo, os estudantes passaram a

dominar melhor o cdlculo mental e a utilizd-lo com maior propriedade.

A terceira etapa se mostrou a mais trabalhosa de todo processo, alguns alunos entenderam
muito rdpido e conseguiram escrever mais do que os nimeros solicitados, entretanto, outros
apresentaram maior dificuldade em entender a correspondéncia existente entre nimeros bindrios

e decimais, necessitando de uma intervenc¢ao maior do professor.

Ap0s escreverem os 15 primeiros nimeros em base bindria, o professor forneceu uma
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folha que apresenta os c6digos bindrios de todas as letras do alfabeto portugués, diferenciando
maiudsculas e mindsculas, e solicitou que eles escrevessem o primeiro nome utilizando os c6digos

bindrios, essa parte foi realizada de forma autdonoma e bem 4agil.

Na quarta etapa os alunos conseguiram entender rapidamente o conceito de distancia
entre palavras e apresentaram conclusodes sobre as palavras sugeridas pelo corretor ortogréfico,

associando-as com as distancias entre elas.

Na quinta etapa os alunos apresentaram um pouco de dificuldade para entender o signi-
ficado dos digitos de redundancia, mas nao apresentaram dificuldade para construir o cédigo

proposto pelo professor e para calcular as distancias das palavras apresentadas.

Com a mediacao do professor, os estudantes puderam concluir que quando uma palavra
¢ a tnica do cddigo que possui a menor distancia com a palavra recebida, entdo é possivel
corrigir o erro, mas quando € mais de uma palavra que possui a menor distancia com a palavra

apresentada, entdo o erro ndo pode ser corrigido.
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APENDICE

EXERCICIOS SUGERIDOS

A seguir, apresentamos alguns exercicios que podem ser utilizados pelo professor em

sala de aula

A.1 Capitulo 2

Exercicio 1. Em cada item abaixo, descubra qual a Unidade da Federagdo foi realizado o

cadastro do CPF, bem como os dois digitos verificadores correspondentes:

a) 785.963.196-XY c¢) 179.236.740-XY
b) 282.934.448-XY d) 876.977.448-XY

Exercicio 2. Com relacdo aos cédigos de barras abaixo, descubra o pais de origem do produto,
bem como o digito verificador correspondente:

a) 528734232957X ¢) 750776823109X

b) 619445623112X d) 789654819895X

Exercicio 3. Em cada cédigo ISBN abaixo, descubra se o digito verificador esta correto, caso

nao esteja, escreva qual deveria ser de modo a tornar o cédigo vélido:

a) 978-85-244-0312-5 c) 978-85-7542-643-8
b) 978-85-85818-08-7 d) 978-85-7600-352-6

A.2 Capitulo 3

Exercicio 4. Dado o alfabeto A = {0, 1}, escreva todas as palavras de comprimento n = 4.

Exercicio 5. Calcule a distancia de Hamming, nos inteiros, das palavras:

a) (110011) e (011001).
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b) (2352) e (2253).
¢) (22110) e (12000).
d) (11101) e (10101).

Exercicio 6. Dado o alfabeto A = {0, 1,2,3,4,5}, calcule a quantidade de elementos que per-
tencem:

a) Ao disco de centro (21113) e raio r = 4.
b) Ao disco de centro (0000) e raio r = 3.
¢) A esfera de raio (1225) e raio r = 2.

d) A esfera de raio (443522) e raio r = 4.

Exercicio 7. Seja C um c6digo com distancia minima d = 13, qual a quantidade méaxima de

erros que podem ser detectados? Qual a quantidade maxima que pode ser corrigida?

Exercicio 8. Calcule x para c6digos com distdncia minima apresentada abaixo

a)d =4.
b)d=1.
c)d=2.
d)d=6.

A.3 Capitulo 4

Exercicio 9. Calcule o peso das seguintes palavras:

2) (01111001). e) (0000000).
b) (11001100011).  £) (1101010001 1).
o) (11111111). g) (100010000).

d) (0110000101). h) (110011001111).

Exercicio 10. Seja um cédigo linear C C Z$, com matriz geradora

1 00011
G=]1010101
001 11O

Codifique todas as palavras de comprimento n = 3.

Exercicio 11. Seja um cédigo linear C C Z$, com matriz teste de paridade

01 1100
H=|1010120
110001



A.4. Solugoes

Calcule a sindrome das palavras abaixo e diga se elas pertencem ou ndo ao cédigo C.

a) (111111). ) (110010).
b) (101101).  f) (111000).
) (001101).  g) (110110).
d) (101011).  h) (010110).

Exercicio 12. Seja um c6digo linear C C Z3, com matriz teste de paridade

X
I
—_— OO =

0
1
1

S O =
S = O
- O O

e distancia minima d = 3. Corrija, se possivel, as seguintes palavras recebidas:

a) 11111. f) 11011.
b) 01000. g)OI111.
c) 10101. h) 10001.
d) 11010. 1) 10000.
e) 11101. j) 00001.

Exercicio 13. Seja um cédigo linear C C Z8, com matriz teste de paridade

01 10O0O0O0O0

1 001 00O0O0

11001000
H =

11000100

1 000 0O0T1DO

01 00O0O0O01

e distdncia minima d = 5. Corrija, se possivel, as seguintes palavras recebidas:

a) 10011110. f) 10101110.
b) 11110010. 2) 10011111.
c) 01100001. h) 11111100.
d) I1111111. 1) 11110011.
e) 11101101. j 11111110.

A.4 Solucoes

a) Minas Gerais, X =2, Y =0 ¢) Rio Grande do Sul, X =6, Y =0
b) Sdo Paulo, X =0, Y =0 d) Sao Paulo, X =0, Y =5

Exercicio 1.

a) Libano, X =9 ¢) México, X =5
b) Tunisia, X =6 d) Brasil, X =7

Exercicio 2.
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a) Correto ¢) 978-85-7542-643-2
b) 978-85-85818-08-1 d) Correto

Exercicio 3.

Exercicio 4. (0000), (0001), (0010), (0100), (1000), (0011), (0101), (0110), (1001), (1010),
(1100), (0111), (1101), (1011), (1110), (1111)
Exercicio 5. a) d((110011),(011001)) = 3.

b) d((2352), (2253)) = 2.

¢) d((22110), (12000)) = 3.

d) d((11101),(10101)) = 1.

Exercicio 6. a) 4651.
b) 671.
c) 150.
d) 9375.

Exercicio 7. Podem ser detectados no maximo 12 erros e corrigidos no maximo 6 erros.

Exercicio 8. a) x = 1.
b) k =0.
c)k=0.
d) k=2.
a) (01111001) = 5. e) ®(0000000) = 0.
b) @(11001100011) = 6. f) ©(11010100011) = 6.
8.

(
(
©) w(11111111) = 2) ©(100010000) = 2.
d) ©(0110000101) = 4, h) ®(110011001111) = 8.

Exercicio 9.

Exercicio 10. (000000), (001110), (010101), (100011), (011011), (101101), (110110), (111000)

a) (111). Nao pertence. e) (101). Nao pertence.
b) (000). Pertence. ) (000). Pertence.
¢) (011). Nao pertence. g) (000). Pertence.
d) (110). Nao pertence. h) (011). Nao pertence.

Exercicio 11.

a)11110. ) 01011.

b) 00000.  g) 01011.

Exercicio 12. ¢) 10101.  h) 10101.
d) 11110. i) 00000.

e) 10101.  j) 00000.
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Exercicio 13.

a) 10011110.
b) 11110011.
c) 01101101.
d) 11110011.
e) 01101101.

f) 10011110.
g) 10011110.

h) Nao pode ser corrigido.

1) 11110011.
j) 10011110.
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ANEXO

ANEIS E CORPOS

Este anexo é baseado em (HEFEZ; VILLELA, 2002)

Definicao 15. Um conjunto A € chamado de anel se ele ¢ munido de duas operagdes,

+:AXA—=A
(a,b) —a+b

TAXA—A
(a,b) —a-b

chamadas de adi¢do e multiplicacdo, respectivamente, e além disso, devem satisfazer as seguintes

propriedades:

1. Associatividade da adicao:
Va,b,c €A, (a+b)+c=a+ (b+c).
2. Elemento neutro para a adi¢do:
Existe um elemento chamado zero e denotado por 0, tal que
VacA,a+0=04+a=a.

3. Elemento inverso para a adi¢ao:

Dado a € A, existe um elemento chamado simétrico de a e denotado por —a, tal que
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4. Comutatividade da adicao:
Ya,b€e A, a+b=>b+a.

5. Associatividade da multiplicacdo:
Va,b,c €A, (a-b)-c=a-(b-c).
6. Elemento neutro para a multiplicagao:
Existe um elemento chamado unidade e denotador por 1, tal que

VacA a-1=1-a=a.

7. Distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicao:

Va,b,c€ A, a-(b+c)=a-b+a-c.

Se vale a comutatividade da multiplicagdo, isto €,
Va,beA, a-b=>b-a,
o anel € dito comutativo.

Definicao 16. Corpo é um anel em que todo elemento ndo nulo € invertivel.

A.1 Classes residuais de inteiros

Chama-se classe residual de Z médulo m, a classe formada pelos restos das divisdes dos
inteiros por m, ou seja
L = {10}, (1], .., [m = 1]},
sei,j=0,1,....m—1e,sei=# j,entdo [i] # []].
Dado a € Z, pelo algoritmo da divisdo euclidiana, existem inteiros ¢ e r univocamente

determinados pelas condi¢des a = mg+r com 0 < r < m— 1, o que implica haver um tnico

inteiro r com 0 < r <m— 1, tal que [a] = [r].
Logo Z,, é um anel finito com exatamente m elementos.

Exemplo 17. Para m = 2, vamos montar as tabelas de adicdo e de multiplicagdo do anel

Zy = {[0], [1]}:
+ 0] 1]
O] | [0] [1]
(1] | 1] [0]
- [0 (1]
0] | [0] [0]
(1] o] 1]
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Como [1] € o tnico elemento ndo nulo de Z; e € invertivel em relagdo a multiplicagdo, entdo Z,

¢ um corpo.

Exemplo 18. Para m = 5, vamos montar as tabelas de adicdo e de multiplicagdo do anel
ZS = {[0]7 [1]7 [2]7 [3]7 [4]}

+ o] 1) 2 Bl
o0 [0 1) 2 Bl M
1R BE e
2|2 B4 o[
3B @0 2
44 0 op B
oo op M
0 [ o] (0] [0 [o] [0
o 12 op M
2|0 2 4o B
30 B 1 @R
40 B oBoR

Como [1], [2], [3] e [4] s@o invertiveis em relagdo a multiplicagdo, com inversos [1], [3], [2] e [4],

respectivamente, entdo Zs € um corpo.

Proposicao 7. [a] € Z,, é invertivel se, e somente se, MDC(a,m) = 1.

Demonstragdo. Vamos supor que [a] seja invertivel. Logo, existe [b] € Z tal que [a] - [p] = 1. O
que implica [a - b] = [1] e, consequentemente, a-b = 1 mod m, logo m|a-b — 1 que é 0 mesmo

que dizer que existe um inteiro s tal que

s-m+a-b=1.
Por outro lado, MDC(a, m)|a e MDC(a, m)|m isso implica, pela equagéo acima, que MDC(a,m)|1.
Logo MDC(a,m) = 1.

Reciprocamente, se 0 MDC(a,m) = 1, entdo existem inteiros b e c taisque b-a+c-m=1
(para mais detalhes, veja (HEFEZ; VILLELA, 2002)). Logo, b-a = 1 mod m, o que implica

[a] - [b] = [a-b] = [1] e, por consequéncia, [a] é invertivel. O
Proposicao 8. O anel Z,, € um corpo se, e somente se, m ¢ um nimero primo.
Demonstragcdo. 7Z,, serd um corpo se, e somente se, todos os elementos [1],[2], ..., [m — 1] fo-

rem invertiveis, entretanto, pela Proposicao 7, isso s6 ocorrerd se MDC(1,m) =MDC(2,m) =

... =MDC(m — 1,m) = 1, o que é equivalente a m ser um nimero primo. [
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ANEXO

TABELA ASCII

A seguir apresentamos a tabela ASCII que contém alguns c6digos bindrios.

ASCII Code: Character to Binary

2 2 R ogHE O ®EBD QPR WE I G BB W R @

o011 0000
0011 0001
9011 0010
g01L 0011
0011 0100
9011 0101
@011 0110
Q011 0111
0011 1000
0011 1001
0100 0001
9100 €010
9100 0011
Q9100 €100
0100 0101
2100 0110
0100 0111
o100 1090
Q100 1001
Q100 1010
0L00 1011
0100 1140
100 1101
Q100 1110

LT - - - T T I I - O - -

a100
G101
o101
0iol
101
ai01
o101
0101
gLlo1
Lol
101
o101
aiio
ai10
ai10
o110
o110
ai1o
a1i10
a110
0110
o110
o110
Q110

1111
Qa0
00l
o010
2011
9100
2101
0110
0111
19000
1001
1010
2001
2010
0011
2100
9101
2110
0111
1000
1001
1010
1011
1100

Figura 8 — Tabela ASCII

HY B & 4 0K OY 9 HE

.

space

0110
0110
0114d
0111
0111
0111
0111
0111
0111
0111
0111
0111
giil
0111
o010
0010
0011
0011
0011
0010
0g10
QL0
2010
0010
0910

1101
1110
1111
oooo
LTIk
o019
9011
0100
D101
o110
0111
1000
1001
1¢lo
1110
0111
ipio
1011
1111
o001
1100
oolo
1000
1001
Qooo

Fonte: http://goo.gl/g00pzN Acesso em 5 fev. 2016
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