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RESUMO

O ensino da geometria espacial tem se tornado motivo de preocupacéo por
grande parte dos professores, uma vez que a visualizacdo dos sélidos
geomeétricos fica consideravelmente prejudicada pela reproducéo dessas figuras
tridimensionais no plano. Tem crescido os esforcos no sentido de se buscar
alternativas didatico-pedagdgicas para o ensino de geometria de maneira mais
dindmica e eficaz. Neste contexto, 0 uso de softwares pode fazer com que o
aluno se torne sujeito ativo do conhecimento, tendo que interpretar, refletir,
articular, questionar, debater, pesquisar, argumentar. Desta maneira, este
trabalho pretende contribuir para a facilitacdo do ensino de geometria espacial a
partir da proposicdo de atividades de construgdo, compreensdo e célculos
métricos de solidos geométricos utilizando o software GeoGebra. O GeoGebra
traz recursos e ferramentas que permitem construir e observar os sélidos de
forma algébrica, como comprimentos, &reas, volumes e equacdes, e
geomeétricas, através de suas Janela de Visualizacdo e Janela de Visualizacdo
3D. Espera-se que este trabalho possa levar a reflexdes sobre a prética didatico-
pedagogica nas aulas de geometria espacial, despertando o interesse de
docentes e educadores matematicos na busca e desenvolvimento de métodos,
recursos e ferramentas alternativos para a melhoria do ensino dos contetdos

relacionados a este eixo da matematica.

Palavras-chave: GeoGebra, Ensino de Geometria Espacial, Sdlidos

Geométricos.



ABSTRACT

The teaching of spatial geometry has become a matter of concern for most
teachers, since the geometric solids of view is considerably impaired by the
reproduction of these three-dimensional figures in the plan. It has increased
efforts to seek didactic and pedagogical alternatives for geometry teaching more
dynamic and effective way. In this context, the use of software may cause the
student becomes an active subject of knowledge, having to interpret, reflect,
articulate, question, debate, research, argue. Thus, this work aims to contribute
to the facilitation of spatial geometry teaching from the proposition of building
activities, understanding and metric calculations of geometric solids using
GeoGebra software. GeoGebra brings features and tools that allow you to build
and observe the solid algebraically as lengths, areas, volumes and equations,
and geometric, through its View Window and 3D visualization window. It is
expected that this work will lead to reflections on the didactic and pedagogical
practice in spatial geometry classes, awakening the interest of teachers and
mathematics educators in the pursuit and development of methods, resources
and alternative tools to improve the teaching of content related to this axis of

mathematics.

Keywords: GeoGebra, spatial geometry of Education, Geometric Solids.
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1 INTRODUCAO

O exercicio da docéncia tem cada vez mais adquirido contornos de tarefa
laboriosa, dificil e instigante. Os métodos tradicionais de ensino-aprendizagem
tornam-se muitas vezes desinteressantes e desestimuladores para os discentes
em face da vasta gama de recursos tecnoldgicos que passaram a integrar de
maneira significativa a vida dos adolescentes, possibilitando o acesso facil e
rapido a informacdo. Diante desta realidade, a busca pela motivacdo leva o
professor a se utilizar de meios, como jogos e recursos tecnoldgicos, antes vistos
apenas como lazer pelos alunos, como ferramentas estimuladoras do processo

de ensino-aprendizagem (SMOLE et al., 2008).

O professor de matematica compartiiha desse dilema, pois a
aprendizagem matemética dos alunos na educacao basica inicia-se geralmente
pela compreensédo de teoremas e definicbes que, por meio da abordagem
convencional, muitas vezes nédo sao apropriados pelos discentes (BRASIL,
1997).

O ensino da geometria espacial, como integrante desta realidade, tem se
tornado motivo de preocupacéao por grande parte dos professores, uma vez que
a visualizacdo dos sélidos geométricos fica consideravelmente prejudicada pela
reproducdo dessas figuras tridimensionais no plano, lousa e papel, havendo
perda de informagfes quando da passagem da representacao espacial do objeto
para um plano bidimensional (FANELLI, 2013).

Nas ultimas décadas, tem crescido os esforcos no sentido de se buscar
alternativas didatico-pedagogicas para o ensino da geometria e da matematica
em geral, devido as dificuldades encontradas e ao baixo desempenho mostrado
pelos alunos. O interesse do professor por novas abordagens é fundamental
para renovar o ensino da matematica deixando-a mais relacionada com o

cotidiano do aluno, facilitando a sua aprendizagem (SILVA, 2013).

Um método que pode ser bastante eficaz é o uso de softwares. A
utilizacao de softwares na aprendizagem pode fazer com que o aluno se torne
sujeito ativo do conhecimento, tendo que interpretar, refletir, articular, questionar,

debater, pesquisar, argumentar, ou seja, hdo s6 conhecer o conteudo, mas
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adquirir a capacidade de utilizar a geometria em seu cotidiano, tornando a
aprendizagem mais significativa (SMOLE et al., 2008). Segundo Lima (2013), a
tecnologia pode ajudar os estudantes a desenvolverem uma atividade
matematica mais profunda, facilitando a generalizacdo e dando-lhes poder para

resolver problemas dificeis.

Dentre os varios softwares existentes o GeoGebra destaca-se por ser um
software com interface de alto desempenho e facil utilizacdo, além de ser
gratuito, podendo ser acessado pela internet ou instalado em computadores,
tablets e smartphones. O GeoGebra € um software que foi desenvolvido por
Markus Hohenwarter em 2001 na Universidade de Salzburg com o intuito de

prestar apoio didatico ao ensino de matematica (DAMIAO, 2015).

Diante da constatacéo da caréncia no uso de tecnologias para o ensino
de matematica nas escolas publicas, seja por escassez de infraestrutura
tecnolégica da maioria das escolas ou por limitacdo na formacdo e/ou
aperfeicoamento dos docentes da area, este trabalho pretende contribuir para a
facilitacdo do ensino de geometria espacial a partir da proposicéo de atividades
de construcdo de soélidos geométricos, compreensdo de suas definicbes e
elementos basicos e calculos métricos utilizando o software GeoGebra de forma
a desenvolver as habilidades e competéncias necessarias ao entendimento da

mesma.

Para tanto, este trabalho estd organizado em 6 capitulos. Além desta
Introdugdo, o Capitulo 2 apresenta um breve relato histérico acerca da
construcdo dos conhecimentos em geometria espacial, além de apresentar o
contexto historico e social do ensino da geometria no Brasil. O Capitulo 3 é
dedicado a construcdo intuitiva dos conceitos basicos de é&rea, volume e
Principio de Cavalieri. O Capitulo 4 aplica os conceitos apresentados no capitulo
anterior aos diversos solidos geométricos: prisma, piramide, cilindro, cone e
esfera. O Capitulo 5 trata da apresentacao do layout do software GeoGebra, bem
como das ferramentas disponiveis com suas respectivas utilizagdes. Por fim, no
Capitulo 6, sdo propostas atividades de construcdo de solidos e resolugéo de

problemas utilizando o software GeoGebra.
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2 CONTEXTO HISTORICO E O ENSINO DA GEOMETRIA ESPACIAL

Segundo Ambrosio (2010), uma representacdo da histéria matemética é
fundamental em qualquer discussdo a respeito do ensino de matematica. Ter
uma ideia, mesmo imprecisa ou incompleta, sobre como e quando se
desenvolveram o0s conhecimentos e aspectos relacionados ao ensino da
matematica constituem-se como elementos essenciais para se fazer qualquer
proposta de inovacdo em educacdo matematica e educacdo em geral. Zabala
(1988) acrescenta que conhecer o processo histérico que gerou o conhecimento
€ uma forma de compreensao e, além disso, da significado social ao fato,

mostrando o0 homem como agente de sua cultura, e a cultura como fato social.

Dessa forma, conhecer a historia da matematica e seus aspectos sociais
caracteristicos, reconhecendo-os como uma criacdo humana a partir de suas
necessidades e preocupacodes, pode contribuir de forma positiva com o0 processo

de ensino e aprendizagem.

2.1 Historia da Geometria Espacial

Determinar um ponto de partida para a origem do conhecimento da
geometria é um tanto delicado, ja que seu inicio foi dado muito antes da escrita.
Ao que parece, o conhecimento geométrico foi construido de forma empirica,
como resposta as necessidades de ordens praticas da comunidade, como a
necessidade de demarcacdo de terras e a construcdo de moradias mais
avancadas para abrigar homens, animais e alimentos, e até mesmo suas
crencas, como foi o caso da construgdo das grandes piramides
(PAVANELLO,1989). As primeiras considera¢gdes que o homem fez em relagéo
a geometria sdo muito antigas e parecem ter se originado de simples
observacdes provenientes da capacidade humana de reconhecer configuragdes

fisicas, comparar formas e tamanhos (EVES, 1992).

A geometria passou a ser documentada a partir do desenvolvimento da
escrita, sendo que cada civilizagdo tinha sua forma de fazer registros: a

civilizacdo egipcia fazia seus registros em pedras e papiros; a civilizacdo
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babildnica usava barras de argila cozida; os hindus e chineses usavam fibras de
entrecascas de arvores e bambus. Devido a fragilidade dos ultimos materiais,
poucos relatos da geometria dos hindus e chineses resistiram ao tempo, sendo
que a maior parte do conhecimento preservado desta época se deve aos
egipcios e babilénios (EVES, 1992).

Ainda segundo Eves (1992), os registros mais antigos do homem na area
da geometria datam de 3.000 anos a.C. constituindo-se de tabuas de argila
cozida, descobertas na Mesopotamia. As principais fontes de informacfes a
respeito da geometria egipcia antiga sdo os papiros de Rhind (ou Ahmes - 1650
a.C.) e Moscou (1850 a.C.), e a piramide de Giseh, cuja construcédo envolveu
geometria de forma intuitiva, construida cerca de 2900 a.C. Muitos
conhecimentos geométricos como area, volumes e relacbes métricas em
poligonos ja eram dominados na bacia fértil entre os rios Tigre e Eufrates, pelos
babildnios. Foram os gregos que, no apogeu de sua civilizacdo, elevaram e

propagaram seus conhecimentos geomeétricos.

O papiro de Rhind (Figura 1) constitui-se em uma das maiores fontes de
informac&o acerca da matematica egipcia. E um documento datado de 1650
antes de Cristo, cujo nome homenageia a Ahmes Henry Rhind, um arquedlogo
do século XIX. Tendo como titulo original “Instru¢des para conhecer todas as
coisas secretas”, 0 mesmo continha tabelas e uma colecdo de problemas que
ajudavam na resolucao de calculos e proporciona o entendimento de aspectos
basicos da matematica egipcia antiga, tais como informacdes sobre sistemas de
numeracao, fracdes, equacdes lineares simples, célculo de areas e volumes de

varias formas geomeétricas, dentre outros (SOUZA, 2014).
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Figura 1: Papiro de Rhind.

Fonte: <http://www.matematica.br/historia/imagens/ht_prhind.jpg>.

O Papiro de Moscou (Figura 2), o segundo papiro mateméatico mais
importante, também conhecido como Papiro de Golonisshev, datado de 1850
antes de Cristo, foi escrito por um escriba desconhecido contendo 25 problemas
matematicos grafados com escrita hieratica e nele estao contidos dois resultados
notaveis da matematica egipcia: um método para calcular o volume do tronco de
piramide e a solugdo para um problema que alguns acreditam tratar-se da area
de um hemisfério (MACEDO, 2013; GASPAR, 2003).

A Hnd Ho2T
e AT A K
TR =D 1IN @
Vi n £ O 11N 3

Y .
wl“éa'n:lu .
LB
14 S .g,,'ﬂmn«o

i = 8 linnes 3

i1 e Y-S S 2 Yo i
Figura 2: Papiro de Moscou.

Fonte: < http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/img21.gif>.
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Os egipcios foram os primeiros a perceberem um ciclo anual, dividindo
em doze periodos o curso das estagdes, além de atribuir trinta dias a cada um
dos doze meses e acrescentando cinco dias a cada ano de modo a fazerem
coincidir o ciclo completo das estacdes com o calendario. Na geometria, os
egipcios calculavam areas de retangulos, triangulos e trapézios isdsceles
provavelmente pelo método de decomposicdo e recomposicdo de figuras; além
disso, obtiveram valores aproximados para m, possuiam métodos para calcular
o volume de piramides, do cilindro e talvez a 4rea de um hemisfério. Tais
conhecimentos foram estendidos a suas obras arquitetbnicas, em especial as
piramides. As Grandes Piramides, construidas por volta de 3000 a.C., tinham
faces orientadas para os pontos cardeais. A piramide de Quéops, a maior entre
as trés piramides de Gizé, por exemplo, tem uma base quadrada e sua altura é
igual ao comprimento dos lados, evidenciando seus conhecimentos geométricos
(GASPAR, 2003).

O auge do desenvolvimento da geometria pela civilizagdo grega se deu
com os trés gedbmetras gregos mais importantes da antiguidade: Euclides, que
escreveu varios tratados de geometria, sendo o mais expressivo os “Elementos”
que, embora facam uma compilacdo da realizacdo de seus de seus
antecessores, se diferem pela precisdo coma a linguagem e o rigor do raciocinio;
Arguimedes, considerado o maior matematico da antiguidade, se destacou pelo
fato de seus trabalhos serem originais, sendo que dez deles tratados chegaram
ao nosso tempo; Apolénio, chamado entre seus contemporaneos de “o grande
gebmetra”, teve como principal obra “Secg¢des Cobnicas” que € um estudo
exaustivo sobre o assunto e supera completamente os estudos anteriores
(EVES, 1992).

Muitos dos registros matematicos gregos originais se perderam, mas
destes, muitos foram traduzidos para outras culturas, possibilitando hoje, o

conhecimento das contribuicbes geométricas desenvolvidas pelos gregos.

2.2 0O Ensino da Geometria no Brasil

A partir da chegada dos portugueses e seguindo-se por um periodo de

cerca de 200 anos, o ensino ficou sob dominio dos jesuitas, que nédo se



17

interessavam pelo ensino da matematica, uma vez que nado a reconheciam como
algo importante para a formacdo do homem. Neste periodo, apesar do pais
receber professores europeus em missdes e trabalhos de cartografia,
astronomia e engenharia, ndo haviam professores capacitados para lecionar
matematica e, por isso, poucas escolas adotaram 0 ensino da mesma
(VALENTE, 2007).

Foi a partir de uma ordem do imperador Dom Jodo 1V, ao final do século
XVII, que a geometria e a aritmética passaram a integrar o curriculo escolar,
tendo como finalidade a preparacao dos alunos que fariam as aulas de artilharia
e fortificacdo, etapa da escolaridade militar. Tal medida culminou com a
publicacdo dos dois primeiros livros didaticos de matematica no Brasil, de autoria
de José Fernandes Pinto Alpoim. Além de ajudar os novos soldados, os livros
atendiam a objetivos didatico-pedagdgicos trabalhando a matematica elementar
que hoje é estudada nos ensinos médio e fundamental. Em 1810, o principe
regente Dom Jodo VI cria o curso de mateméatica na Academia Real Militar,
destinado ao ensino de engenharia e ciéncias exatas, adotando material didatico
francés baseado nas obras de Euclides. Tal fato representou um enorme passo
para o ensino da geometria no Brasil (VALENTE, 2007; MENESES, 2007).

ApoOs a criacdo da escola secundaria a geometria passa a ser tratada
COmo requisito para o ingresso em cursos superiores, tais como Academias
Médico-Cirurgicas e Escolas Politécnicas. A partir de entdo a geometria deixa de
ser vista como matéria ligada as necessidades militares e torna-se disciplina
necessaria ao ingresso no ensino superior, engajando-se de vez na cultura
escolar. No inicio do século XX as ciéncias matematicas, aritmética, algebra e
geometria, que antes eram estudadas separadamente, se juntam para formar
uma unica disciplina, chamada matematica, sendo proposto que os problemas
matematicos deveriam ser voltados para a realidade e de acordo com a vida dos
educandos (SILVA, 2013).

Com a criagao da Lei de Diretrizes e Bases da Educacédo Nacional (LDB),
de 1996, e o Plano Nacional de Educacgéo (PNE), de 2001, o ensino de geometria
volta a ser foco do processo de ensino-aprendizagem, sendo que no caso
especifico da geometria espacial isso deve ocorrer de maneira que o aluno venha

a perceber a relacdo existente entre o conteudo estudado e o mundo a sua volta.
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Os PCN’s (BRASIL, 1997) sugerem que a geometria no ensino médio
deva ser tratada em quatro unidades tematicas: geometria plana, espacial,
métrica e analitica. Os PCN'’s propdem também que o ensino de geometria nao
deve ser trabalhado observando apenas as relacfes métricas com calculos de
comprimento, areas e volumes, mas devem-se levar em conta as relacdes
geométricas, considerando as propriedades das posi¢cdes relativas das
congruéncias e semelhancas entre figuras planas e espaciais, além de
reconhecer as diferentes representacdes de figuras planas espaciais, tais como
desenho, planificacdo e construcdo utilizando instrumentos. O documento
recomenda ainda que se deve usar composi¢ao e decomposicéo de figuras para

o calculo de comprimento, areas e volumes.

De acordo com os PCN’s (BRASIL, 1997) esses sédo os conteudos e as

habilidades propostas para as unidades teméaticas:
a) Geometria plana
Semelhanca e congruéncia; representacoes de figuras.

- Identificar dados e relacbes geométricas relevantes na resolucdo de

situagcOes-problema.

- Analisar e interpretar diferentes representacfes de figuras planas, como

desenhos, mapas, plantas de edificios etc.

- Usar formas geométricas planas para representar ou visualizar partes do

mundo real.

- Utilizar as propriedades geométricas relativas aos conceitos de

congruéncia e semelhanca de figuras.

- Fazer uso de escalas em representacdes planas.

b) Geometria espacial

Elementos dos poliedros, sua classificacdo e representacdo; soélidos
redondos; propriedades relativas a posicao: interseccdo, paralelismo e

perpendicularismo; inscrigdo e circunscri¢cao de solidos.



19

- Usar formas geométricas espaciais para representar ou visualizar partes

do mundo real, como pecas mecanicas, embalagens e construgoes.

- Interpretar e associar objetos solidos a suas diferentes representacdes

bidimensionais, como projec¢des, planificagdes, cortes e desenhos.

- Utilizar o conhecimento geométrico para leitura, compreensao e acao

sobre a realidade.

- Compreender o significado de postulados ou axiomas e teoremas e
reconhecer o valor de demonstracfes para perceber a matematica como

ciéncia com forma especifica para validar resultados.
c) Métrica
Areas e volumes; estimativa, valor exato e aproximado.

- Identificar e fazer uso de diferentes formas para realizar medidas e

calculos.

- Utilizar propriedades geométricas para medir, quantificar e fazer
estimativas de comprimentos, areas e volumes em situacdes reais
relativas, por exemplo, de recipientes, refrigeradores, veiculos de carga,

moveis, comodos, espacos publicos.

- Efetuar medicdes, reconhecendo, em cada situacdo, a necessaria

precisdo de dados ou de resultados e estimando margens de erro.
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3 CONCEITOS BASICOS

3.1 Area

Segundo Muniz Neto (2013) a area de uma regido no plano é um niimero
positivo que associamos a mesma e que serve para quantificar o espaco por ela
ocupado. Para que um conceito qualquer de area para poligonos tenha utilidade,
postulamos que as seguintes propriedades (intuitivamente desejaveis) sejam

validas:

1. Poligonos congruentes tém areas iguais.

2. Se um poligono convexo € particionado em um numero finito de outros
poligonos convexos (isto €, se 0 poligono é a unido de um namero finito
de outros poligonos convexos, 0s quais ndo tem pontos interiores
comuns), entdo a area do poligono maior é a soma das areas dos
poligonos menores.

3. Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entdo a
area do poligono maior € maior que a area do poligono menor.

4. A area de um quadrado de lado 1cm é igual a 1cm? (Figura 3).

1$ = 1 unidade de drea ou 1 u°.

Figura 3: Regido quadrada unitaria.

3.2 Nocao Intuitiva de Volume

Segundo Lima (1991) volume de um sélido, de forma intuitiva, é a
quantidade de espacgo por ele ocupado. E para medir essa grandeza “volume”
devemos compara-la com uma unidade. O resultado dessa comparacao sera um

namero, ou seja, a medida do volume.
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Para expressar o volume de um sélido por meio de um namero, devemos
estabelecer uma unidade padrdo que, em geral, € um cubo cuja aresta mede
uma unidade de comprimento, o qual sera denominado cubo unitario. Seu

volume, por definicdo, sera igual a 1 (Figura 4).

1$ = 1 unidade de volume ou 1 u3.

)

<>
1

Figura 4: Regido cubica unitaria.

Assim podemos verificar que, o volume de um determinado sélido sera um
ndmero que exprima a quantidade de vezes que esse soélido contém o cubo
unitario. Como um determinado sélido pode ter uma forma bastante irregular,
nem sempre € exato o numero de vezes em que solido contém o cubo unitario.
Novamente, temos aqui uma ideia intuitiva, que devemos usar como guia e a

qual devemos atribuir um significado preciso.

3.3 Principio de Cavalieri

Figura 5: Bonaventura Francesco Cavalieri.

Fonte: <http://serge.mehl.free.fr/chrono/Cavalieri.html>.


http://serge.mehl.free.fr/chrono/Cavalieri.html
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O italiano Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647) nasceu em
Mildo, foi discipulo de Galileu’ no mosteiro e, posteriormente, professor de
matematica na Universidade de Bolonha. Cavalieri publicou, em 1635, sua obra
mais conhecida, Geometria indivisibilibus, em que desenvolveu a ideia de
Kepler? sobre quantidades infinitamente pequenas. Nessa obra contém o que
hoje é conhecido como “Principio de Cavalieri” que foi duramente criticada na
época, mesmo permitindo que se encontrasse rapidamente e com exatidao a
area e o volume de muitas figuras geométricas, pois ndo apresentava o rigor
matematico desejado. Cavalieri entdo, em 1647, publicou a obra Exercitationes
geometricae sex, na qual apresentou de maneira mais clara sua teoria. Tal livro
transformou-se em fonte importante para os matematicos do século XVII.

Cavalieri também escreveu sobre Astronomia e Optica (DANTE, 2014).

Antes de enunciar o principio, vamos apresentar um exemplo para que
ele possa ser compreendido de maneira ilustrativa. Ponha, em superficie plana,
uma pilha de papel. Note que ela, estando perfeitamente arrumada em uma pilha
vertical de folhas, forma um paralelepipedo retangulo (Figura 6 (a)) com um
volume que pode ser calculado facilmente. Com uma régua, podemos
transformar essa pilha de papel em um paralelepipedo obliquo (Figura 6 (b)) ou,

com as maos, podemos transformar em um soélido inclinado bem irregular (Figura

6 (c)).

A

AN

7/

NN

(@) (b) (c)

Figura 6: Pilha de papel.

! Galileu Galilei (1564 — 1642) foi um grande fisico, matematico e astrénomo que nasceu na Itdlia. Suas
descobertas, ideias e estudos sdo de grande importancia para a ciéncia atual.

2 Johannes Kepler (1571 — 1630) astrénomo e matematico alem3o. E mais conhecido por ter formulado
as trés leis fundamentais da mecanica celeste, conhecidas como Leis de Kepler.
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Fonte: LIMA (2006, p. 284).
Note que, nas trés pilhas de papel, a quantidade de espacgo ocupado pela

resma € a mesma, visto que nenhum papel foi retirado, logo, os solidos da figura
6 tem 0 mesmo volume. Imagine agora esses mesmos solidos apoiados em um
plano horizontal a e em qualquer outro plano B, paralelo a a e secante aos
sélidos, determinaram nesses solidos superficies equivalentes, ou seja, de areas
iguais.

A mesma ideia pode ser aplicada em pilhas de moedas congruentes
(Figura 7).

superficies

m equivalentes

solidos de mesmo volume

Figura 7: Pilha de moedas.

Fonte: DOLCE (1993. p 164).

O fato que acabamos de mostrar de maneira intuitiva € formalizado pelo

principio de Cavalieri que segue:

Principio de Cavalieri: Sejam dois sélidos A e B e um plano ao. Se
qualquer plano a paralelo ao plano a, secciona os soélidos A e B segundo figuras

de mesma area, entao, esses sélidos tém mesmo volume.
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4 SOLIDOS GEOMETRICOS

41 Prisma

De acordo com DOLCE (2006) a definicao de prisma (Figura 9) pode ser

descrita da seguinte maneira:

Definicdo: Consideremos uma um poligono convexo (regido poligonal
convexo) ABCD...MN situada num plano a e um segmento de reta PQ, cuja a
reta suporte intercepta o plano a. Chama-se prisma (ou prisma convexo) a regiao
de todos 0s segmentos congruentes e paralelos a PQ, com uma extremidade nos

pontos do poligono e situados num mesmo semiespago determinados por «a.

Figura 8: Modelo matematico para solido geométrico denominado prisma.

4.1.1 Elementos do Prisma

Consideremos o prisma representado na figura 9, temos:

e ospontos A,A,B,B’,...,N,N’ sao os vértices do prima;

e 0s poligonos ABC...MN e A’B’C’...M’N’, chamados de bases do
prima, sdo congruentes e estao situados em planos paralelos

entre si (ax e B):
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e 0s Paralelogramos AA'BB’, BB’CC’, ... e MM’NN’ sdo chamados de
faces laterais;

e o0s lados dos poligonos das bases (44', BB', CC’, ..., NN') s&o
arestas laterais;

e adistancia entre os planos a e 8, que contém as bases, € a

altura do prisma.

4.1.2 Classificacdo do Prisma

Os prismas podem ser classificados em reto ou obliquo. O prisma sera
dito prisma reto (Figura 10 (a)) quando suas arestas laterais forem
perpendiculares aos planos de suas bases, caso contrario, 0 prisma em questao
sera um dito como prisma obliquo (Figura 10 (b)). No caso do prisma reto, suas
faces seréo retdngulos. Se as bases de um prisma reto forem poligonos

regulares chamamos esse prisma de prisma de regular.

\: -

(a) Prisma Reto  (b) Prisma Obliquo

Figura 9: Classificagao do prisma.

Temos ainda a natureza do prisma (Figura 11) que é classificado de
acordo com o numero de arestas de sua base. Podendo ser entdo bases:

triangular, quadrangular, pentagonal, hexagonal, etc.
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__'_______‘._

———————

Prisma Prisma Prisma Prisma
triangular quadrangular pentagonal hexagonal

Figura 10: Natureza do prisma.

4.1.3 Paralelepipedo

Um paralelepipedo € um prisma cujas bases sao paralelogramos (Figura

12).
paralelepipedo reto paralelepipedo retangulo paralelepipedo reto-retangulo de faces
quadradas (cubo ou hexaedro regular)
\J \J %
e \. R
Z - Eafery
base: paralelogramo base: retangulo base: quadrado

Figura 11: Paralelepipedos.

Fonte: PAIVA (2013, p. 234).
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4.1.3.1 Diagonal de um Paralelepipedo Retangulo

Consideremos um paralelepipedo retangulo cuja as dimensbes
(comprimento, largura e altura) sdo as medidas a, b e c. Sendo d e D e as
medidas de uma diagonal da base e de uma diagonal do paralelepipedo,

respectivamente, temos:

A, A,
.l\\ i r
PN
ERE
I N
[N A,

A4 : \\ ¢
t N
D
i A
Aa {h X Y

Figura 12: Diagonal do paralelepipedo.

Fonte: PAIVA (2013, p. 234).

Aplicando o teorema de Pitadgoras nos triangulos A;AgA¢ € AsAgAg, temos:

A, Ay
D d
(o] b
A &l A,
A, d As a
D*=d*+¢ 0) d=d + b’ (1

Figura 13: Aplicacéo do teorema de Pitagoras.

Substituindo (I1) em (I):
D= a? + b? + 2

Assim concluimos:

D = va? + b? + c2.
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4.1.3.2 Areatotal de um Paralelepipedo Retangulo

Consideremos um paralelepipedo retangulo cuja as dimensdes

(comprimento, largura e altura) sdo as medidas a, b e c.

Figura 14: Area total de um paralelepipedo retangulo.

Dentre as faces do paralelepipedo, temos dois retangulos de area ab, dois
retdngulos de area ac e dois retangulos de area bc. A éarea total A, desse

paralelepipedo € a soma das areas de suas seis faces:
Ar = 2ab + 2ac + 2bc.
Portanto:

Ar = 2(ab + ac + bc).

4.1.3.3 Volume de um Paralelepipedo Retangulo

Para calcularmos o volume imaginaremos um paralelepipedo retangulo
de dimensoes 5, 3 e 4 unidades de comprimento (Figura 16).
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/

Figura 15: Paralelepipedo retangulo.

5

Para esse célculo, dividimos o paralelepipedo em cubinhos com 1 unidade

de aresta e, consequentemente, o volume de 1 u3. Obteremos:

P T AT T AT
Y T T LT T 4
A
/
/]
L/
//
1$ //
— Zl

Figura 16: Divisdo do paralelepipedo retangulo em cubos unitarios.

Como obtivemos 4 camadas horizontais com 15 cubinhos em cada uma
(Figura 17), concluimos que o volume do paralelepipedo é igual a 60 cubinhos
de aresta 1. Portanto, o volume V do paralelepipedo pode ser calculado pelo

produto das trés dimensdes:
V=5 x3 x4=60u3

O volume de um paralelepipedo retangulo de dimensbes a, b, e c é o

produto das trés dimensdes:

V = abc.
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4.1.4 Cubo

O cubo, ou hexaedro regular, € um paralelepipedo retangulo cujo as

arestas tém todas a mesma medida.

Figura 17: Diagonal de um cubo.

Para calcular a medida da diagonal D do cubo, a area total A; e o0 volume
V, basta aplicar as férmulas correspondentes do paralelepipedo retangulo,

considerando as trés dimensdes iguais a a, isto é:

e D=+Vaz + a2+ a2 =V3a2 = D=a/3.
e Ar=2(a-a+a-a+a-a) > Ar=6a>.

e V=aaa= V=ad.

4.1.5 Areada Superficie de um Prisma

Em todo prisma, consideremos:

e A area lateral (A;) de um prisma € a soma das areas dos
quadrilateros que formam as faces laterais do prisma;

e A éarea da base (4,) é a area do poligono que forma a base do

prisma;
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e A éareatotal (Ar) de um prisma é a soma de sua area lateral com
as areas das duas bases. Logo,

AT = AL+ ZAb

4.1.6 Volume do Prisma

Com o principio de Cavalieri podemos obter sem dificuldade o volume de
um prisma. Vamos consideremos um prisma P; de altura h e area da base B; e
um paralelepipedo retangulo P, também de altura h e area de base B,

equivalente a B;, ou seja, B, = B, (Figura 19).

PQ
I |
{ e T
s
B y
/’/.
| )
W s
7/ 2 R ) e s e
i 57

Figura 18: Aplicacéo do principio de Cavalieri em um prisma.

Fonte: DOLCE (2006, p. 166).

Supomos, sem perda de generalidade, que os dois sélidos tém as bases
num mesmo plano a e estdo num dos semiespacos determinado por a. Qualquer
plano B paralelo a a, que seccione P;, também secciona P,, e as secg¢0des, B; e
B;, respectivamente, tem areas iguais, pois sdo congruentes as respectivas

bases (B; = B; e B, = B,, como B, = B,, concluimos que B; = B;).

Pelo principio de Cavalieri, concluimos que o volume do prisma P; € igual

ao volume do paralelepipedo P,.
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Sendo a e b as dimensdes da base do paralelepipedo P,, seu volume Vp,
é dado por Vp, = a.b.h. Como a area da base desse paralelepipedo € A, = a.b,

temos Vp, = Aj. h, que também € o volume do prisma P;.

Assim concluimos que o volume de um prisma qualquer é igual ao produto

a area de base por sua altura, ou seja:

V=Ab'h.

4.2 Piramide

Defini¢éo: Considere o poligono convexo Ay, A,, 4, ..., A, contidos em um
plano @ e um ponto V, ndo pertencente a a. Consideremos todos 0os segmentos
de reta que possuem uma extremidade nos pontos do poligono e a outra
extremidade em V. A reunido de todos esses segmentos de reta é um poliedro

chamado de piramide.

Figura 19: Piramide.

4.2.1 Elementos de uma Piramide

Consideremos a piramide (Figura 20), temos:

e 0 ponto V é chamado de vértice da piramide;
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0 poligono A;4,45 ... A, é chamado de base da piramide, sendo

Ay, Ay As, ..., e A, 0s vértices da base;

e as demais faces, exceto a base, sdo chamadas de faces laterais;

e 0s lados da base sdo chamados de aresta da base;

e as demais arestas, exceto as da base, sdo chamadas de arestas

laterais;

e adistancia entre o vértice V e o plano da base é chamado de altura

da piramide.

4.2.2 Classificacdo da Piramide

As piramides podem ser classificadas em reta ou obliqua. Piramide reta

(Figura 19 (a)) é aquela cuja projecdo ortogonal do seu vértice sobre o plano de

sua base € o centro dessa base. Se essa projecao ortogonal ndo coincide com

o centro da base a piramide serd chamada de piramide obliqua (Figura 19 (b)).

(a) Piramide reta

O g = = - —A—<—- —-_ 0 <

(b) Piramide obliqua

Figura 20: Classificacdo da piramide.

Com relagdo a sua natureza (Figura 22), a piramide é classificada de

acordo com o numero de arestas de sua base. Podendo ser entdo bases

triangular, quadrangular, pentagonal, hexagonal, etc.
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>

7
Piramide Piramide Piramide Piramide
triangular quadrangular pentagonal hexagonal

Figura 21: Natureza da piramide.

Uma piramide é regular quando for formada por uma piramide reta e
guando sua base for composta por um poligono regular. Numa piramide regular
as arestas laterais sdo congruentes, suas faces laterais séo triangulos isésceles
congruentes, o segmento que liga o vértice da piramide ao centro da base é a
altura da piramide e a altura de cada face lateral é conhecida como ap6tema da
piramide.

Em toda piramide regular podemos destacar quatro importantes triangulos
retangulos nos quais aparecem: a aresta da base (l), a aresta lateral (l,), o raio
da circunferéncia circunscrita a base (r), o ap6tema da piramide (a), o apétema

da base (a,) e a altura da piramide (h).

Veja, em uma piramide regular pentagonal, a aplicacdo do teorema de
Pitagoras nestes triangulos (Figura 23):

AOMA AVMA AVOA AVOM

A% AY
r2=af+(—) €§=a2+(—) B=m+r a=hn+a
2 2

Figura 22: Aplicacao do teorema de Pitagoras numa piramide regular.

Fonte: DANTE (2014, p. 205).
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4.2.3 Areada Superficie da Piramide

Em todo prisma, consideremos:

e A érealateral (4;) de uma piramide regula é a soma das areas das
n faces laterais, onde cada uma dessas faces € um triangulo isésceles de
base [ (aresta da base) e altura a (apotema da piramide).

e A éarea da base (4,) é a &rea do poligono que forma a base da
piramide;

e A area total (4,) da piramide € a soma de sua éarea lateral com a

area da base.

4.2.4 Volume de uma Piramide de Base Triangular

Vamos demonstrar que o volume de uma piramide de base triangular é
um terco do volume de um prisma de mesma base e altura da piramide.
Consideremos um prisma de base triangular ABCDEF, podemos decompor esse

prisma nas piramides CDEF, ABCD e BCDE, como indica a figura 24.

Figura 23: Decomposi¢do de um prisma triangular em trés piramides de

mesmo volume.

(1) As piramides CDEF e ABCD possuem bases congruentes (s&o bases do
prisma ABCDEF) e mesma altura, pois a altura do prisma é a mesma
altura dessas duas piramides em questao. Assim, as piramides CDEF e
ABCD tém a mesma altura em relacdo as bases equivalentes DEF e

ABC, portanto possuem volumes iguais.
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(2) As piramides ABCD e BCDE tém bases congruentes e altura iguais.
Perceba que o paralelogramo ABDE pode ser dividido em dois
triangulos congruentes, ABD e BDE, pela diagonal BD. As piramides
ABCD e BCDE de bases congruentes ABD e BDE, respectivamente, tém

como altura o segmento AC, portanto, 0 mesmo volume.

Por (1) e (2), concluimos que as piramides CDEF, ABCD e BCDE possuem

0 mesmo volume.

Demonstramos, desse modo, que o prisma triangular ABCDEF é composto
de trés piramides de volumes iguais. Sendo h a altura do prisma e 4, a area de
sua base, concluimos que o volume V de cada uma dessas piramides de bases

triangulares é dada por:

1

425 Volume da Piramide

Consideremos uma piramide de vértice L, base A, 4,45 ... A,, altura h e &rea
da base A4,, e seja P um ponto interior a base. Essa piramide pode ser
decomposta em n piramides triangulares, LA;A,P, LA,A;P, LA;A,P, ...e LA,A,P,
cujas as areas da base sao B4, B,, B4, Bs, ... € B,,, respectivamente, como mostra

a figura.

Figura 24: Volume de uma piramide.
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Note que todas essas piramides tém a mesma altura h e B; + B, + B; +

-+ B,=A4,. Sendo V,, V,, V3, ... e I, 0s volumes dessas piramides triangulares,

temos:

1 1 1 1

V:§B1'h +§Bz'h +§B3'h+"'+§Bn'h:>
1
V: §h(B1 + BZ + B3 + -+ BTL) =
1
V=§Ab h

4.3 Cilindro

De acordo com DOLCE (1993), a definicdo de cilindro é dada por:
Consideremos um circulo (regido circular) de centro 0 e raio r, situado num plano
a, e um segmento de reta PQ, ndo nulo, ndo paralelo e ndo contido em a. Chama-
se cilindro a reunido dos segmentos congruentes e paralelos a PQ, com uma
extremidade nos pontos do circulo e situados num mesmo semiespaco dos

determinados por a.

Figura 25: Cilindro.
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4.3.1 Elementos de um Cilindro

Consideremos o cilindro da figura 26, temos:

e 0s circulos congruentes localizados em planos paralelos
denominam as bases do cilindro;

e o0 raio do circulo € é chamado de raio da base do cilindro;

e adistancias entre as bases é chamado de altura do cilindro;

e a reta paralela, paralelo a PQ, que passa pelo centro C da
circunferéncia da base é chamado de eixo do cilindro;

e todo segmento de reta, paralelo a PQ, com extremidades nas

circunferéncias das bases € chamado de geratriz do cilindro.

4.3.2 Classificacao do Cilindro

Cilindro circular reto (Figura 27 (a)) é todo cilindro circular cujas as
geratrizes sdo perpendiculares as bases, caso contrario, serd& um cilindro

circular obliquo (Figura 27 (b)).

\_'/— geratriz
h=g
(a) Cilindro circular reto (b) Cilindro circular obliquo

Figura 26: Classificacao do cilindro.

7

O cilindro circular reto também é conhecido como um cilindro de
revolugéo (Figura 28), pois pode ser obtido por uma revolugéo (rotacao) de 360°

de um retangulo em torno de um eixo que contém um de seus lados.
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A2
] G

Figura 27: Cilindro de revolugéo.

4.3.3 Areada Superficie do Cilindro

Ao planificarmos a superficie um cilindro circular reto obteremos dois

circulos e um retangulo (Figura 29).

base

h = superficie lateral h

2nr

base

Figura 28: Planificagéo do cilindro.
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Note que a superficie de um cilindro circular reto de altura h e raio da base
r é equivalente a reunido de um retadngulo, de dimensdes 2nr de base e hde

altura, com dois circulos de raio r.

A éarea lateral A, desse cilindro reto é igual a area do retangulo de altura

h e base 2nr, ou seja:
A, = 2nrh.

Como a base de um cilindro circular € uma circunferéncia de raio r, a area

da base A, sera:

A, = mr?,

A area total A; é a soma de sua area lateral A; com as areas das suas

duas bases. Logo:
AT = AL + 2Ab =
Arp = 2nrh + 2nr? =

Ar =2nr(h + 7).

4.3.4 Volume do Cilindro

Consideremos um cilindro circular de altura h com o raio r € um prisma
de mesma altura h cuja a base é um quadrado de lado rv/r. Suponhamos que
esses solidos estejam em um mesmo semiespaco de origem em um plano a e

gue suas bases estejam contidas em a (Figura 30).



41

Figura 29: Volume do cilindro pelo principio de Cavalieri.

Note que a area da base do cilindro, 77?2, é igual a area da base do prisma,

(rVm)? = nr?.

Qualquer plano g, paralelo a a, que intercepta um desses sélidos também
intercepta é determinada neles seccgfes transversais de mesma area mr?, pois
cada seccao é congruente a base do respectivo solido. Assim, pelo principio de
Cavalieri, esses solidos tém volumes iguais. Como o volume do prisma é o
produto da area da base por sua altura, concluimos que o volume do cilindro

sera dado por:
V=A4,h=

V = nr?h.

4.4 Cone

Definigdo: Consideremos um circulo C de centro O e raio r, situado em um
plano a e um ponto V fora de a. Chama-se cone circular ou cone a reunido dos
segmentos de reta com uma extremidade em V e a outra nos pontos do circulo
(Figura 31).
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Figura 30: Cone.

4.4.1 Elementos de um cone

Observando o cone apresentado na definicdo, nomeamos alguns
elementos (Figura 32):

e 0 circulo C e o ponto VV sdo chamados, respectivamente, de base e
vértice do cone;

e areta OV é chamado de eixo do cone;

e 0 raio do circulo C é chamado de raio da base do cone;

e a distancia entre o veértice e o plano da base é chamada de altura do
cone;

e todo segmento de reta cujos extremos sdo o ponto Ve um ponto da

circunferéncia da base é chamado de geratriz do cone.
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geratriz

altura
base

PR S e
- i

Figura 31: Elementos do cone.

4.4.2 Classificacdo do cone

Os cones podem ser classificados pela posicéo da reta OV em relagdo ao
plano da base: Se a reta OV é perpendicular ao plano da base, temos um cone
circular reto (Figura 33 (a)), caso contrario, temos um cone circular obliquo
(Figura 33 (b)).

5

(a) Cone circular reto (b) Cone circular obliquo

Figura 32: Classificacao do cone.
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O cone circular reto também € conhecido como um cone de revolucéao
(Figura 34), pois pode ser obtido por uma revolugéao (rotagcédo) de 360° de um

tridangulo retangulo em torno de um dos catetos.

Figura 33: Cone de revolucéo.

4.4.3 Areada Superficie do Cone

Ao planificarmos um cone circular reto (Figura 35), percebemos que a sua
superficie com raio da base r e geratriz de medida g é equivalente a reunido de

um circulo de raio r com setor circular de raio g e arco de comprimento 27xr.

geratriz

superficie
2nr

lateral

Figura 34: Planificacdo de um cone circular reto.
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A area lateral A; de um cone circular reto, de raio da base r e medida da
geratriz g, € 0 equivalente a um setor circular de raio g e comprimento do arco
2rr. Como a area do setor é proporcional ao comprimento do seu arco, podemos

calcular A; pela regra de trés simples:

Comprimento

Area do setor
do arco de setor

2nmg ng

27T Ay

_ 2mr-mg?

L 2ntg

Entdo, concluimos:
A, =mrg.

Como a base de um cone circular € uma circunferéncia de raio r, a area

da base A, sera:
A, = mr?,
A areatotal A; de um cone qualquer é a soma de sua area lateral A, com
a area base. Logo:
Ar=A +4,>
Ar =mrg + nr?
Ar =nr(g + ).

pY

A medida 6, em graus, do angulo central do setor circular equivale a

superficie lateral do cone € obtida pela regra de trés simples:

Comprimento Medida do angulo
do arco de setor central em grau
2rg 360°
=

2mr 7]
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2nr - 360°
0=—F7—"—
2mg

Assim, concluimos:

360°-r
9 =
g

Como 360° equivalem a 2w rad, podemos expressar a medida 6, em

radianos, por:

27r
60 = — rad.

4.4.4 Volume

Consideremos um cone de altura h e area da base A contida em um plano
horizontal «. Também consideremos uma piramide de altura h e base de area A

contida em «.

Figura 35: Aplicacéo do principio de Cavalieri em um cone.

Todo plano g, paralelo a a, que determina uma secc¢éo de area A; no cone

determina também uma secc¢éo de area A, na piramide, de modo que:

A
—=— ¢ = — —=—$A1=A2

A, d*> A, d? A,
A h2 A h? A A
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Como o cone e a piramide tém bases equivalentes e todo plano g, paralelo
a a, que secciona um dos soélidos também secciona o outro, determinam neles
seccOes transversais equivalentes. Assim, pelo principio de Cavalieri os solidos

tém volumes iguais, ou seja:

Vcone piramide

C A , 1
Como o volume da piramide € dada por Vi amige = EAb h, teremos que o

volume V do cone sera:

V= 1A h
=34
Ou ainda:
1
V = §7TT2h
45 Esfera

Definigcdo: Consideremos um ponto O e um segmento de medida r.

Chama-se esfera de centro O e raio r ao conjunto dos pontos P do espaco, tais

que a distancia OP seja menor ou igual a r.

Figura 36: Esfera.
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45.1 Volume da esfera

O volume da esfera sera determinado utilizando-se o principio de
Cavalieri. Para isso, vamos considerar inicialmente um solido auxiliar chamado

de anticlepsidra.

Esse sdlido é obtido retirando-se de um cilindro equilatero®, de raio r e
altura 2r, dois cones cujas as bases coincidem com as bases do cilindro e cujos
vértices coincidem com o centro do cilindro (a reunido desses dois cones € um

sélido chamado de clepsidra), como mostra a figura 38.

clepsidra anticlepsidra

N

Cilindro Cilindro Reunido dos Solido X,
equilatero equilatero e dois cones cilindro menos
os dois cones os dois cones

Figura 37: Construcdo de uma anticlepsidra.

Fonte: DOLCE (1993, pag. 253).

Assim, o volume da anticlepsidra é igual a diferenca entre o volume do
cilindro equilatero, de raio da base r e altura h, e o volume do sélido formado

pela reunido dos dois cones circulares retos de altura r e raio da base r.
Assim,

O volume (V;) do cilindro equilatero é V;, = nr?h = V, = nr? - 2r, ou seja:

Vl == 277,'7"3 .

3 0 Cilindro equilatero possui secdes meridianas quadradas e a altura é igual ao didmetro da base: h =
2r.
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O volume (V,) do clepsidra, sdlido formado pelos dois cones € V, =

2 Gm‘z -r), ou seja: V, = énr3.
Logo, o volume V da anticlepsidra é:

V:V1_V2:>

2
V =2nr? —gnr3 =
V== .
37

Vamos demonstrar agora que o volume dessa anticlepsidra € igual ao
volume de uma esfera de raio r. Para isso, consideremos esses dois solidos em
um mesmo semiespaco de origem em um plano @ de modo que a base da

anticlepsidra esteja contida em «a e a esfera seja tangente a «a.

(@) (b)

Figura 38: Aplicag&o do principio de Cavalieri na esfera.

Fonte: DOLCE (20086, p. 253).
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Todo plano B, paralelo a a, que secciona a esfera secciona também a
anticlepsidra. Se g dista d do centro O da esfera, entdo f também dista d do

centro S da anticlepsidra. Assim, temos:

Area da seccéo determinada na esfera (circulo de raio s), figura 39 (a), é

dada por 4, = ms?. Observamos, pelo teorema de Pitagoras, que:
r2=s2+d?*= s?=r?-d>2
Assim, podemos expressar a area A, por: A, = w(r? — d?).

Temos ainda a area da seccéo determinada pelo plano 8 na anticlepsidra

(coroa circular), figura 39 (b), pode ser encontrada da seguinte maneira:

Note que o raio interno dessa coroa € igual a distancia d entre o plano
e 0 centro da anticlepsidra. Para provar essa afirmacao, considere uma secc¢éo
meridiana da anticlepsidra (figura 40):

2r

Figura 39: Seccao meridiana da anticlepsidra.

Podemos perceber facilmente que essa sec¢ao meridiana € um quadrado
de lado 2r e que o angulo PSQ mede 45°. Logo, o triangulo retangulo SPQ é

isésceles e, portanto, o raio interno da coroa circular € igual a d.
Assim, podemos expressar a area dessa coroa A, por:

A, = mr? — nd?

A, =m(r? - d?).
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Como as éareas A; e A, sdo iguais, podemos concluir, pelo principio de

Cavalieri, que a esfera tem 0 mesmo volume da anticlepsidra.

Vesfera = Vanticlepsidra
Ou seja, 0 volume de uma esfera de raio r é:

4
V= §77,'T'3.

4.5.2 Areada superficie esférica

Chama-se superficie esférica a “casquinha” da esfera ou a fronteira da

esfera.

Figura 40: Esfera oca.

Consideremos uma esfera “oca” (Figura 41) onde o raio da esfera que
forma a superficie externa € (r + x) e o raio da esfera que forma a superficie

interna é r, assim o volume dessa “casquinha”, serd determinada por:
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Ve = Vexterno — Vinterno =

4 4
V. =?n(r+x)3—?7tr3:>
4
V. =?n[(r+x)3—r3] =
4
V. =?n[(r+x)3—r3] =
4
v, = ?n[r3 +3r2x +3rx2 +x3 —r3] =

4
v, = ?nx[3r2 +3rx +x3] =

NI

4
= ?n[SrZ + 3rx + x3].

Imaginemos que seja possivel planifica a casquinha dessa esfera afim de
obter um soélido de altura x, como por exemplo, imaginemos que essa esfera oca
seja feita de um determinado metal e que ao ser derretida obteremos uma “placa
sélida” de espessura x e volume V. (Figura 42), volume equivalente ao metal

usado na esfera oca.

Figura 41: Placa sélida obtida de uma esfera oca.

O volume dessa placa obtido a partir do “derretimento” da esfera oca é

determinado pelo produto da area da base A pela sua altura x, ou seja:
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V=Ax=>A=2

X

Ve

Assim, substituindo 4 = % em = = gn[3r2 + 3rx + x3], obteremos:

4
A= ?7'[[37'2 + 3rx + x3]

Supondo que a espessura tanto da placa quanto a da “casquinha” da
esfera seja igual a zero (ou seja, x = 0), sera definida assim uma area, ou seja,

a area da superficie esférica. Logo:
4
A= ?7'[[37‘2 +3r0 + 03] =

A = Anr?.
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5 CONHECENDO O SOFTWARE GEOGEBRA

5.1 O software

O GeoGebra é um software gratuito de matemética dindmico educativo
interativo desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matematica nos varios
niveis de ensino, facilitando a compreensdo e/ou visualizacdo de diversos
conceitos matematicos. Reunindo recursos de geometria, &lgebra, tabelas,
gréficos, probabilidade, estatistica e calculos em um Unico ambiente. O
GeoGebra tem a vantagem didatica de apresentar, ao mesmo tempo,
representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si. Escrito
em JAVA e disponivel em portugués, o GeoGebra é multiplataforma, podendo
ser instalado em computadores com Windows, Linux , Mac OS X, etc. e em
smartphones ou tablets com Android, I0OS ou Windows Phone (MOTA, 2013).

O GeoGebra foi desenvolvido como projeto de dissertacdo de mestrado
de Markus Hohenwarter na Universidade de Salzburg, na Austria. Depois de
publicar o software na Internet em 2002, Hohenwarter teve, inesperadamente,
um feedback extremamente positivo dos professores e o projeto ganhou ainda
por varios prémios de software educativo, incluindo o Prémio Europeu de
Software Académico 2002, que o inspirou a continuar o desenvolvineto do
GeoGebra na sua tese de doutrorado e tem prosseguido em desenvolvimento
até hoje na Florida Atlantic University com uma equipe internacional de

programadores e traduzido por colaboradores voluntarios de diversos paises.

Atualmente na verséo 5.0, € possivel instala-lo acessando o endereco

eletrbnico http://www.geogebra.org/cms/pt_ BR/download/ e, em seguida,

fazendo o download da versdo do GeoGebra de acordo com 0 seu sistema

operacional (Figura 43).


http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/download/
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€2 GeoGebra X\ +

€ @ o geogebra.ong/cms/pt BR @ || Presquisan "Eea vsae =

G eOG e b ra Materials Downloads Community Hep [ Senin |

GeoGebra for Tablets GeoGebra for Desktops GeoGebra for Phones

8 oo .
@& AppStore X MacDsX

A -

Figura 42: Pagina de download do aplicativo GeoGebra.

Apbs o termino do download, execute o arquivo de instalagéo e clique em
continuar sempre que for necessario. Concluido o processo de instalacdo do
software, um icone do GeoGebra sera criado na area de trabalho do computador.

5.2 Introducédo ao GeoGebra e primeiras instrucdes

Depois de abrimos o programa nos deparamos com uma tela (Figura 44)
composta por uma Barra de Menu, Barra de Ferramentas, Janela de Algebra e

de Visualizagdo, Campo de Entrada e Ajuda.
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) —
Barra de t.J GeoGebra [m] *
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
Menu

I| .A7 /7 ‘j-/7 I:)—r IG}? @7 é‘? x? ABC7 iﬁ—r 4%'7

» Janela de Algebra 2 | » Janela de Visualizagio = | d
Janela de
[
Barra de —

Visualizacao
Ferramentas 5

Janela de P 4
Algebra

Campo de

Entrada AN !
Ajuda

Entrada: 1]

Figura 43: Tela inicial do GeoGebra.

5.2.1 Conhecendo a Barra de Menus

A Barra de Menu é composta pelas fun¢des Arquivo, Editar, Exibir,
Opcoes, Ferramentas, Janela e Ajuda, onde cada um tem sua especificidade.

Na opcéo Arquivo podemos abrir ou salvar (Gravar ou Gravar como) 0s
projetos em arquivos (.ggb), abrir uma nova janela do GeoGebra, abrir arquivos
recentes e arquivos da plataforma GeoGebraTube, dentre outras funcbes. O
GeoGebraTube é uma plataforma onde desenvolvedores/colaboradores do
GeoGebra, professores, alunos e simpatizantes do software ao redor do mundo
compartilham recursos e construcdes realizadas no GeoGebra, sendo assim
professores e alunos podem buscar recursos para enriquecer e facilitar o
conteudo explorado em sala de aula, podendo adaptar o arquivo caso

necessario.

A funcdo Editar permite Desfazer, Refazer, Copiar, Colar, Copiar para
area de transferéncia, Inserir Imagem de, Propriedades e Selecionar tudo.

Temos ainda as teclas de atalhos que facilitam o trabalho, tais como os
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conhecidos Ctrl+C e Ctrl+V para copiar e colar e ainda Ctrl+Z e Ctrl+Y para

desfazer e refazer, respectivamente

Em Exibir temos os icones indicados na figura a seguir.

. Janela de Algebra Cirl+Shift+A
™ Planilha Cirl+Shift+5
X Janela CAS Cirl+Shift+K
@ Janela de Visualizagio Ctrl+Shift+1
.\‘ Janela de Visualizacio 2 Cirl+5hift+2
Ay Janela de Visualizagio 3D Cirl+Shift+3
% Protocolo de Construcio Ctrl+Shift+L

«  Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P
Teclado
v

Campo de Entrada
¢ Layout ..

@ Atualizar Janelas Cirl+F

Recalcular Todos os Objetos Cirl+R

Figura 44: Opcéao Exibir da Barra de Menu.

Nele podemos exibir ou ocultar elementos da péagina inicial do GeoGebra
tais como as Janela de Algebra, Janela Visualizacdo e Janela Visualizacdo 3D,
ou ainda exibir janelas auxiliares como planilhas, protocolo de construcao,
calculadora de probabilidades e outros. O protocolo de construgéo e um recurso
que pode ser Gtil na hora de acompanhar o passo a passo das constru¢cdes ou
ainda aprender a construir um objeto a partir de arquivos ja prontos, como 0s
encontrados na plataforma do GeoGebraTube, que também pode ser acessado

pelo site https://www.geogebra.org/materials/.

Ja em Opc¢odes podemos configurar o idioma do software, o tamanho da

fonte, a quantidade de casas decimais, etc.

Em Ferramentas podemos configurar a barra de ferramentas inserindo
ou removendo icones responsaveis por auxiliar as construcdes, permite também

gerenciar uma ferramenta ou criar uma nova.


https://www.geogebra.org/materials/
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A Janela abre uma nova Janela do GeoGebra, deixando a anterior aberta

também.

E em Ajuda podemos ter acesso a links que nos leva a sites onde é
possivel consultar tutoriais e 0 manual do GeoGebra. Temos ainda o0 Forum do

GeoGebra, Reportar Erro e Sobre/Licenca.

5.2.2 A Zona Algébrica e Zona Grafica

A Janela de Algebra é a zona onde s&o representadas algebricamente
as construcdes realizadas tais com: coordenadas de pontos, segmentos, retas,
valores, medidas, equac0des, funcdes, areas, volumes, matrizes, etc.

JanaJanelade Visualizacdo podemos visualizar graficamente, no plano
cartesiano, esses 0s pontos, segmentos, retas, funcdes, poligonos, secdes
cOnicas, entre outros objetos. Esses objetos vém com uma configuracao
predefinida pelo software (cor, espessura da linha, transparéncia/opacidade,
etc.) mas podem ser mudados pelo usuério no decorrer das realizacbes das

atividades.

Na Janela de Visualizacdo 3D, além de todos os objetos exibidos na
Janela de Visualizac&o, podemos ver objetos em terceira dimenséo, tais como:
sélidos, planos, funcdes, poligonos, se¢bes conicas, retas, segmentos, pontos,
entre outros objetos.

O campo de Entrada serve para realizarmos construcdes de objetos de
maneira mais rapida e precisa, para isso, digitamos os comandos especificos no

campo Entrada e os objetos aparecerdo na tela do programa.

5.2.3 Barra de Ferramentas

A Barra de Ferramenta € o local onde estéo os principais icones que vao
auxiliar o usuério na construcdo de objetos. Cada janela de exibicdo tem suas

principais ferramentas, como trabalharemos com geometria espacial,
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mostraremos apenas 0s icones que aparecem na Barra de Ferramenta quando
as Janela de Algebra, Janela de Visualizagio e a Janela de Visualizagdo 3D

estao ativadas.

Com a Janela de Visualizagéo ativada, veremos a Barra de Visualizacao
dividida em 12 janelas, cada janela possui véarias ferramentas. Para visualizar
essas ferramentas, basta clicar na parte inferior do icone (Figura 46). Perceba
gue cada icone tem um desenho e um nome, isso ajudara a conhecer ou lembrar
o que a ferramenta faz. A seguir, detalharemos os icones da Barra de

Ferramenta.

Ferramentas da Janela 1

€ GeoGebra — O *

Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Y |5 583 1 o)) PN = B

nela de Visualizagédo i
[% Mover

[% Rotagie em Torno de um Ponto
e

Entrada: 1)

Figura 45: Janela 1 da Barra de Ferramenta.

R

seleciona-la apertando o botdo “Esc” do teclado.

Mover: Permite selecionar, mover e manipular objetos. Também pode
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B Rotacdo em Torno de um Ponto: Permite girar objetos em torno de um

ponto selecionando primeiro o centro e, depois, arrastando o objeto.

Ferramentas da Janela 2

©F GeoGebra — O x
Arguivo Editar Exibir Opcles Feramentas Janela Ajuda Entrar...
A e el . a=2
[%— -~ DLl e=l Ko T o /L o, o™ L ABC | == ‘%'_
v v v v v v v v v v v
b Jang de Visualizagdo b
.A Ponto .

[¢*\ Ponto em Objeto

/ Vincular ! Desvincular Ponto 3

>l( Intersecio de Dois Objetos 24

. Ponto Médio ou Centro

® NUmero Complexo

Entrada K1

Figura 46: Janela 2 da Barra de Ferramenta.

A
° _ : , . . : .
Novo ponto: Permite cria pontos clicando na janela de visualizagdo em

espaco livre ou sobre um objeto. No GeoGebra, ao criar um ponto,
automaticamente ele recebe um nome ou rotulo. Essa nomeagéo se da usando

as letras maiusculas do nosso alfabeto (A, B, C, ...).

Py

A
*= Ponto em Objeto: Permite cria pontos clicando no interior de um objeto ou

em sua fronteira.
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/ Vincular/Desvincular Ponto: Permite vincular itens clicando em um ponto

e em um objeto.

X Intersecéo de Dois Objetos: Permite criar pontos de intersecao de dois
objetos. Para utilizar esta ferramenta, basta apontar o curso diretamente sobre

a intersecédo dos objetos.

. Ponto Médio ou Centro: Cria ponto médio ou centro de dois pontos, um

segmento, um circulo ou uma cénica.
Z

® Numero Complexo: Permite inserir nimeros complexos clicando na janela

de visualizagéo.

Ferramentas da Janela 3

€7 GeoGebra — O *
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
A LR S . a=2
R o™ I 2 D= DU e || N\ aBC 222 ) T |
v V i v v V v v V v V
b Janela de Al o X
!/ Reta
4
,/ Segmento
ame . "
P Segmento com Comprimento Fixo 3
/ Semirreta 2

Caminho Poligonal

o Vetor .
22 '

Vetor a Partir de um Ponto

Entrada: =

Figura 47: Janela 3 da Barra de Ferramenta.
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~

Reta: Permite definir uma reta através de dois pontos.

Segmento: Permite definir um segmento através de dois pontos, esses

pontos serao extremidades do segmento criado.

a_m
¢ Segmento com Comprimento Fixo: Permite criar um segmento

selecionado primeiro um ponto e, depois, digitando o comprimento do segmento.

el

a semirreta.

Semirreta: Selecione primeiro a origem e, depois, outro ponto para definir

—

) Caminho Poligonal: Selecione todos os vértices e, entdo, clique

novamente no vértice inicial.

o

Vetor: Selecione primeiro a origem e, depois, a outra extremidade.

~
¥ | Vetor a Partir de um Ponto: Selecione primeiro o ponto de origem e,

depois, um vetor.
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Ferramentas da Janela 4

¥ GeoGebra — [m} e
Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A by ISP LN az2
NSPSalli=ll I e L[ o, | o\ ||/ ABC | 222 =
» Janela de Algebra . Ao E

—“I"-.’ Reta Perpendicular
:’_:: Reta Paralela

o< Mediatriz 3
/:‘ Bissetriz

-
Q Reta Tangente

@ Reta Polar ou Diametral

L) Reta de Regressao Linear

~—
~Sw Lugar Geométrico
)

Entrada: K1

Figura 48: Janela 4 da Barra de Ferramenta.

.
— | Reta perpendicular: Selecione primeiro o ponto e, depois, uma reta (ou

segmento, ou semirreta, ou vetor) na qual uma reta perpendicular sera criada.

*

— | Reta Paralela: Selecione primeiro o ponto e, depois, uma reta (ou

segmento, ou semirreta, ou vetor) na qual uma reta paralela sera criada.

w

<
*,

“ Mediatriz: Selecione dois pontos ou um segmento.

Z

Bissetriz: Selecione trés pontos ou duas retas.

#~~ Reta Tangente: Selecione primeiro um ponto e, depois, um circulo, uma

conica ou uma fungao.
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®* ' Reta Polar ou Diametral: Selecione primeiro um ponto ou uma reta e,

depois, um circulo ou uma conica.

o
.y

Reta ou Regressao Linear: Selecione pontos usando o retangulo de

selecéo ou selecione uma lista de pontos.

.

ponto sobre o objeto ou o controle deslizante.

Ferramentas da Janela 5

€7 GeoGebra — O X
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
A N I i ir) . a=2
R o™ I 1l (HSOA AT CAI AN ] 3
» Janela de Algebra . i Ed
| >»| Poligono
-
=} i 4
+__» Poligono Regular
.
L&
'\ Poligono Rigido R
-
L\) Poligono Semideformavel 2
14
0
4 3 3 1 o 1 2 3 5
-1
2
a3
Entrada: =

Figura 49: Janela 5 da Barra de Ferramenta.

L]
| ™

~« | Lugar Geométrico: Selecione o ponto do lugar geométrico e, depois, 0

*~ Poligono: Selecione todos os vértices e, entdo, cligue novamente no

vértice inicial.
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P
L'*} Poligono Regular: Selecione primeiro dois pontos e, depois, digite o

numero de vértices.

¢~ Poligono Rigido: Selecione todos os vértices e, entdo clique no primeiro
vértice novamente (ou apenas clique sobre um poligono para fazer uma copia

rigida).

b Poligono Semideformavel: Selecione todos os vértices e, entdo, clique

novamente no vértice inicial.

Ferramentas Janela 6

7 GeoGebra — [} x
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar. .
A L] [ . a=2
%_ o /_ LA P N1 s, ]|\ | ABC | 2271 ‘{"'_
v i v v v i v v v v v
} Janela de Algebra X | » i B
@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
@ Circulo dados Centro e Raio
(*J compasso
-*-—a
O Circulo definido por Trés Pontos
(_\. Semicirculo Definido por Dois Pontos q
..] Arco Circular
- (:J Arco Circuncircular 3 4 e
Q Setor Circular
q; Setor Circuncircular
-3
Entrada: =

Figura 50: Janela 6 da Barra de Ferramenta.
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| & |
~~"| Circulo dados Centro e Um de seus Pontos: Selecione o centro e,

depois, um ponto do circulo.

P
| |
*—"| Circulo dados Centro e o Raio: Selecione o centro e, depois, digite a

medida do raio.

.'-’- B -\'.

“#« Compasso: Selecione um segmento ou dois pontos para definir o raio e,

depois, o centro.

'

“~"| Circulo Definido por Trés Pontos: Selecione trés pontos do circulo.

Semicirculo Definido por Dois Pontos: Selecione dois pontos.

A | | -
Arco Circular: Selecione o centro e, depois, dois pontos.

Y
*" | Arco Circuncircular: Selecione trés pontos.

I

T
|
* | Setor Circuncircular: Selecione trés pontos.

Setor Circular: Selecione o centro e, depois, dois pontos.
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Ferramentas Janela 7

¥ GeoGebra — O x
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . s . a=2
%_ o /_ |l @_ ‘é._ N ABC | T.° “I"_
» Janela de Algebra A | » Janela ) et
@ Elipse
\'-— Hipérbale

LY
\\9\. Parabola

Cdnica por Cinco Pontos

Entrada: =

Figura 51: Janela 7 da Barra de Ferramenta.

)

Elipse: Selecione dois focos e, depois, um ponto da elipse.

Hipérbole: Selecione dois focos e, depois, um ponto da hipérbole.

A

Parabola: Selecione primeiro o foco e, depois, a diretriz.

Y

]

Cobnica por Cinco Pontos: Selecione cinco pontos da conica.
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Ferramentas da Janela 8

¥ GeoGebra — O X
Arquive Editar Exibir Opcgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A Pl Sl . a=2
%7 o ,.}i A PTG . ABC | 0% 4%'7
v V v i v v V V V WV V
» Janela de Algebra o X | b .Janela de Visu . X
éu‘ Angulo
Ld n
.C_-u‘ Angulo com Amplitude Fixa
cm . .
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro
cm? ;
[:ﬂ Area
A || Inclinago
4
{1,2} Lista
—_——
-4 3 2 -1 [1] 1 2 3 4 5
-1
2
a3
Entrada ©

Figura 52: Janela 8 da Barra de Ferramenta.

Angulo: Selecione trés pontos ou duas retas.

a

AL
e Angulo com Amplitude Fixa: Selecione um ponto, um vértice e uma

amplitude para o angulo.

>

Distancia, Comprimento ou Perimetro: Essa ferramenta nos da o valor
da distancia entre dois pontos, ou entre um ponto e uma reta, determina também
o comprimento de um segmento e o perimetro (de um poligono, de uma

circunferéncia, ...).

et
Area: Essa ferramenta determina o valor numérico da area de um poligono,

de um circulo ou de uma elipse.
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A Inclinacdo: Selecione uma reta (ou semirreta ou um segmento).

{1.2}

Lista: Selecione células e, entdo, clique no botdo de ferramentas.

Ferramentas Janela 9

€7 GeoGebra — O x
Arguive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
R | o™ JIL~ LA P DM <) ABC 72 «f»
M ® 1 A et el il i == iy
v v v v v v v v v v v
» Janela de Algebra = <] | b Janela de Visualizagig ° . - Ed
. Reflexdo em Relacdo a uma Reta

* | Reflexdo em Relacio a um Ponto

N 5
- Inversao

» s Rotacdo em Torno de um Ponto

c/‘;’ Translacde por um Vetor
ke 4

o* Homotetia

o
4 3 2 1 o 1 2 3 1 5
-1
-2
-3
Entrada: ci}

Figura 53: Janela 9 da Barra de Ferramenta.

L]
k Reflexdo em Relacdo a uma Reta: Selecione primeiro o objeto e, depois,
a reta de reflexao.

Reflexdo com Relagdo a um Ponto: Selecione primeiro o objeto e, depois,

0 centro da reflexao.

L ~ . . . . . ’
Inverséo: Selecione primeiro o objeto e, depois, o circulo.
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]
s

®  Rotacdo em Torno de um Ponto: Selecione primeiro o objeto, depois 0

centro e, entdo, o angulo de rotacao.

-~
ed Translag&o por um Vetor: Selecione primeiro o objeto a ser transladado

e, depois, um vetor.

Homotetia: Selecione o objeto, depois o centro e, a razdo da homotetia.

Ferramentas da Janela 10

7 GeoGebra — O s
Arguivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . [ . a=2
%— ® | "/{— —L &I'")'_ ®_ O_ é_ K ——l ‘_:H_
} Janela de Algebra o 4| | b Janela de Visualizagdo X
d & ABC Texto

Inserir Imagem

( / Caneta
\,

\"./ Funcdo a Mo Livre
? -
a=b Relacio

;F Inspetor de Funcées

.

Entrada: =

Figura 54: Janela 10 da Barra de Ferramenta.

ABC
Texto: Clique na area de trabalho ou em um ponto para criar um texto.
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Inserir Imagem: Clique na Janela de Visualizacdo ou em um ponto para

ajustar o canto esquerdo inferior da imagem.

'\/ Caneta: Escreva na janela de visualizacdo. Mude a cor usando a barra de

estilo.

/ Funcéo a Mao Livre: Desenha uma fungcédo ou um objeto arrastando-se o

mouse.

?
a=b Relacdo: Selecione dois objetos.

|E
\/ Inspetor de Fungdes: Selecione uma fungéao.

Ferramentas da Janela 11

¥ GeoGebra - m] *
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . * ® a=2
%_ o /_ LA @_ |1y, N ABC 700 ":‘"_
v v v Ly v v v v v v v
» Janela de Algebra # | » Janela de Visualizagdo a=2 : B
Al Controle Deslizante
v o Caixa para Exibir / Esconder Objetos
3
QK Botio
2 la=1 Campo de Entrada
1
4
o
4 3 2 1 o 1 2 3 4 5
-1
-2
]
-4
Entrada 1]

Figura 55: Janela 11 da Barra de Ferramenta.
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a=2
Controle Deslizante: Clique na Janela de Visualizacao para especificar a

posicdo do controle deslizante.

o
v
Caixa para Exibir / Esconder Objetos: Clique na &rea de trabalho para
criar uma caixa.

OK
Botdo: Clique na Janela de Visualizacao para inserir um botao.

a=1
Campo de Entrada: Clique na Janela de Visualizagdo para inserir um

campo de texto.

Ferramentas da Janela 12

©F GeoGebra — m] *
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . s ® a=2
15 11 o HLe 13 A D= NG DI el 8l Bl 252 ]
V W v — W v V W v V W
b Janela de Algebra #| | » Janela de Visualizagdo X
4
3
2
1
4
o
4 3 2 1 o 1 2 3 4 5
-1
-2
-3
-4
Entrada 1]

Figura 56: Janela 12 da Barra de Ferramenta.
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<

eixo (shift + arrastar).

Q

Mover Janela de Visualizagcao: Arraste a Janela de Visualizagdo ou um

Ampliar: Clique na area de trabalho para amplia-la (Roda do Mouse).

a

Reduzir: Cligue na area de trabalho para reduzi-la (Roda do Mouse).

&
Exibir / Esconder Objetos: Selecione os objetos e, em seguida, ative uma

ou outra ferramenta.

Exibir / Esconder Rétulos: Selecione o objeto para exibir / esconder o

seu roétulo.

4

cujo estilo pretende alterar.

Copiar Estilo Visual: Clique no objeto modelo e, em seguida, naquele(s)

Apagar: Selecione o objeto para apaga-lo.

Com a Janela de Visualizagdo 3D ativada veremos a Barra de
Ferramentas com novos recursos, dividida em 14 janelas. Na sua grande
maioria, essas janelas contém as mesmas ferramentas contida Barra de
Ferramentas da Janela de Visualizagdo, listaremos aqui algumas dessas
ferramentas bastantes Gteis que ndo estdo presentes na Barra de Ferramentas

da Janela de Visualizac&o, que séo elas:

‘5--5 Interseccdo de Duas Superficies: Constroi a curva de interseccdo de

duas superficies.

Plano por trés pontos: Selecione trés pontos distintos para criar um plano.
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Plano: Selecione trés pontos, ou um ponto e uma reta, ou duas retas, ou

um poligono.

"L'
‘' Plano Perpendicular: Selecione um ponto e uma reta perpendicular.

-t
Plano Paralelo: Selecione um ponto e um plano paralelo.

-.?"-
L Pirdmide: Selecione ou crie um poligono para a base da piramide e, entéo,

selecione ou crie um vértice oposto a base.

jI Prisma: Selecione ou crie um poligono para a base do prisma e, entao,

selecione ou crie um ponto da base oposta.

1Q

selecione um poligono/circulo e entre com uma altura para criar uma

Fazer extrusao para Piramide ou Cone: Arraste um poligono/circulo, ou

piramide/cone reto.

=

= Fazer extrusdo para Prisma ou Cilindro: Arraste um poligono/circulo, ou
selecione um poligono/circulo e entre com uma altura para criar um

prisma/cilindro reto.

é Cone: Selecione dois pontos e, entédo, especifique o raio.

J—_—
||
J

Cilindro: Selecione dois pontos e, depois, especifique o raio.

P
-1 Tetraedro Regular: Clique em um plano (opcional) e, entdo, em dois

pontos.

i
P
tﬂ Cubo: Clique em um plano (opcional) e, entdo, em dois pontos.
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4
O

um ponto da esfera.

Planificacdo: Selecione o poliedro.

Esfera dados Centro e Um de Seus Pontos: Selecione o centro e, entao,

@ Esfera dados Centro e Raio: Selecione o centro e, depois, 0 raio.

e

Uﬁ Volume: Selecione a piramide, prisma, esfera, cone, cilindro, etc. calcular

o volume.

CG) Girar Janela de Visualizacdo 3D: Arrasta a Janela de Visualizacdo 3D

® vista para frente de: Muda a vista para a frente do objeto selecionado.
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6 PROPOSTA DE ATIVIDADES

ATIVIDADE 1 - Cubo.

. ,
1. Abra o GeoGebra clicando no icone .
a=2

2. Na Janela 11 da barra de ferramenta, selecione a ferramenta -~ Controle
Deslizante. Na Janela de Visualizagéo, clique em um ponto qualquer para inserir
0 controle deslizante e uma janela aparecera&. Com a opgdo Numero
selecionada, va no campo Intervalo, digite 1 no campo Minimo, 5 no campo

Méaximo e 1 no campo Incremento, depois clique em ok.

A
3. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta b Ponto. Na Janela de

Visualizacéo, clique em um ponto qualquer para inserir o ponto A ou, se preferir,
digite A = (0,0,0) no campo Entrada e tecle ENTER.

4. Vamos associar outros pontos ao ponto A, para isso, digite no campo Entrada
0S seguintes comandos:

B=A+(a, 0,0)e, emseguida, tecle ENTER;

C=A+(a, a, 0) etecle ENTER;

D=A+ (0, a, 0) etecle ENTER;

E=A+ (0,0, a) etecle ENTER.

5. Na barra do Menu Principal, cliguem em Exibir e, depois, em Janela de
Visualizacdo 3D. Note que uma nova janela aparecera na tela do GeoGebra,

essa tela exibira os objetos criados tridimensionalmente.

6. Vamos ocultar os eixos, malha e plano. Cliqgue em qualquer parte em branco
da janela de visualizag&o 3D, depois clicar no botéo direito do mouse e desative

as opcoes que estiverem ativadas para eixos, malha e planos.
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Janela de Visualizagao 3D

Eixos
Malha

Plano

N I

Barra de Navegacio

Zoom ]
Exibir Todos os Objetos
Visualizacio Padrio Ctrl+M

2 Janela de Visualizacdo ...

7. Ainda no campo Entrada, digite o comando CUBO = prismalA, B, C, D, E] e,
em seguida, tecle ENTER.

Al S e MON A NS

X [ ¥ Janela de Visualizagao X [~ Janela de Visualizagao 3D X

8. Com o cubo construido, coloque o controle deslizande em qualquer valor e
analize a Janela de Algebra (usando os valores associados a cada objeto

emd ermd cm
analizado) ou use as ferramentas [:/'I Area, Ufa Volume e / Distancia,
Comprimento ou Perimetro (selecionado a ferramenta e clicando no objeto na
qual deseja-se encontrar as informagOes) para responder 0sS seguintes
guestionamentos:
a) Qual as coordenadas dos vértices do cubo?
b) Cite uma aresta do cubo e seu comprimento.
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c) Qual area de uma face do cubo? E a area total?

d) Qual o volume do cubo?

9. No campo Entrada, digite o comondo d = segmentol[A, GJ.

O que representa esse segmento no cubo? E qual o seu comprimento?

=%

cubo, cliqgue sobre o cubo, depois € s6 arrastar o controle deslizante b que foi

10. Selecione ferramenta Planificacdo para visualizar a planificacdo do

criado.

11. Para salvar o arquivo vd em Arquivo e, depois, em Gravar Como. Escolha

o local e nome para salvar e clique em Gravar.
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ATIVIDADE 2 - Sabendo que a aresta de um cubo é 1 cm, calcule a area do
hexagono regular formado pelos pontos médios das arestas, conforme
mostra a figura ao lado.

Construcao e resolucdo do problema através do GeoGebra:
1. Digite no campo Entrada, os pontos:
A=(0,0,B=(1,0),C=(1,1)eD=(0,1).
.
[
2. Clique em ¢~ Poligono e, depois, clique nos pontos A, B, C, D e A, nessa
ordem.
a) Qual poligono acabamos de construir?

b) Qual a medida de cada lado desse poligono?

c) Qual a &rea desse poligono?

3. Va em Exibir, na barra de menu, e ative a Janela de Visualizagdo 3D. Com o
botdo direito do mouse sobre a Janela de Visualizagdo 3D, desative a exibicao

dos eixos, malha e plano.

=

4. Com a Janela de Visualizacédo 3D selecionada, va em =~ Fazer extrusdo

para Prismaou Cilindro da barra de ferramentas, clique sobre o poligono ABCD
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que aparece a Janela de Visualizacdo 3D e, logo em seguida, aparecera um

campo para ser digitado a altura do prisma, entéo digite 1.

1%

Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

NERPEEEISNETIE E

Janela de Algebra A

-

Entrada:

b Janela de Visualizacio

g

@€ Nofec &,

#/ | b Janela de Visualizagdo 3D

—_—
4
©F Prisma x
T
Altura o
| @
Os valores postivos ... OK Cancelar
! D
d b o
A B A .M
E
: og g
2 1 0o a3 1
14 .
—
2 P
'—_¥_\_____h‘
— |

Entrar...

5. Com o cubo construido corretamente, criaremos agora 0s Vértices do

hexagono que, no caso, serdo pontos médios dos segmentos AB, BC, CG, GH,

HE e AE (arestas do cubo). Entédo digite no campo Entrada os comandos:

| = PontoMédio[A, B]

J = PontoMeédio[B, C]
K = PontoMédio[C, G]
L = PontoMédio[G, H]
M = PontoMédio[H, E]

N = PontoMédio[E, A]

6. Agora digite o comando “Poligonoll, J, K, L, M, N]” para criar o hexagono.
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7. Observe gque o poligono poll foi criado, para calcular a area use o comando

“Area[pol1]” ou veja o valor associado ao poligono poll na Janela de Algebra.

Qual o valor encontrado para a area de hexagono?

8. Mondando a cor do hexagono: Va em Editar na Barra de Menu, depois em
Propriedades e selecione, no lado esquerdo da janela, o objeto que vai ser

editado. Depois é so6 editar a cor.

9. Va em Arquivo para salvar o arquivo.
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ATIVIDADE 3 - Piramide.

1. Abra 0 GeoGebra clicando no icone EEEEIE.

A
2. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta hd Ponto . Na Janela de

Visualizacdao, clique em 4 pontos distintos, um em cada quadrante.

.

3. Selecione a ferramenta ¢ Poligono e clique nos pontos A, B, C, D e A,

nessa ordem.

Observe o objeto formado e responda (Use a Janela de Algebra para visualizar
as coordenadas de cada ponto, a medida de cada segmento e a area do objeto
criado):

a) Que figura foi criado?

b) Quais as coordenadas dos vértices?

c) Qual o comprimento das arestas?

d) Qual a &rea desse poligono?

a==2
4. Na Janela 11 da barra de ferramenta, selecione a ferramenta Controle

Deslizante. Na Janela de Visualizagéo, cliqgue em um ponto onde vocé deseje
inserir o controle deslizante e uma janela aparecera. Crie o Controle deslizante
de nome m, no campo Intervalo, digite -5 para Minimo, 5 para Maximo e 1 no
para Incremento, depois cligue em ok. Note que um controle deslizante a foi

criado. Faca o mesmo procedimento e crie o controle deslizante n.
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Q GeoGebra

Arquivoe Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

%7 .AV / ’il:'-lv I/\.:'V ®7 ®7 ‘é‘v & ABCV

Vi
b Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagdo

- Ndmero m=1
@ met e -
: n=1

Paonto

----- ® A=(153-147)
----- ® B=(1.15,168)
----- ® C=(1.45,0.65)
----- ® D=(086152) D
- Quadrilatero
@ poll=6.89
Segmento

®

Entrar...

Entrada:

-«

5. Na barra do Menu Principal, cliguem em Exibir e, depois, em Janela de

Visualizagcdo 3D. Para a melhor visualizacdo do objeto criado, ocultaremos os

eixos e o plano da Janela de Visializacdo 3D. Para isso basta clicar em qualquer

parte em branco da janela de visualizacdo 3D, depois clicar no botéo direito do

mouse e Eixos e Plano.

6. Digite o comando E = (m,n,3).

i
7. Selecione a ferramenta ‘i; Piramide. Clique no quadrilatero ABCD e, logo

em seguida, no ponto E.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

® A=(153,147)
~@ B=(1.15,-1.68)
- @ C=(1.45,0.65)
® D=(086,152) D

® E-(1,1,3) [

Quadrilatero - c
L@ pol=6.89 B

Segmento \r
- ® a-268 d o |

--@ arestaAF =4.64 2 /‘
@ arestaBE = 4.02 / f
@ arestaCE=3.05 I
@ arestaDE = 3.57 o
® b=235 E]
® c=247 N
- @ d=3.07
Tridngulo
@ faceABE=5.38
@ faceADE = 5.47
@ faceBCE=3.57 -4
® faceCDE=3.7

Entrada:

.

[5] Al D Pl a] = Al @) 4] N ¢
» Janela de Algebra | | » Janela de Visualizacio = X||| ¥ Janela de Visualizagéo 3D

Nimero ma1 - O
@ m=1
L@ n=1 n={

Pirdmide
@ e=689

Ponta

- () X

Entrar.
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8. Com os controles deslizantes m e n iguais a 1 responda aos questionamentos
cm? cm?

abaixo (Use a Janela de Algebra ou as ferramentas [ﬂ Area, [Ifa Volume e

el
Distancia, Comprimento ou Perimetro).

a) Quantas faces tem a piramide?
b) Qual a area total da piramide?

c) E ovolume?

9. Mova os controles deslizantes m e n e observe a piramide e responda:

a) O volume da piramide muda a medida que os controles deslizantes m e
n sdo movidos? Por que?

b) E o que acontece com as faces laterais (arestas e areas)?
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ATIVIDADE 4 - Uma piramide regular hexagonal tem 3 cm de altura e a

aresta de sua base mede 2 cm. Calcule:

a) o0 apoOtema da base;

b) o ap6tema da piramide;
c) aaresta lateral;

d) a area dabase;

e) a area lateral,

f) a areatotal;

g) o volume.

Construcédo e resolucdo do problema através do GeoGebra:

1. Abra o0 GeoGebra clicando no icone EZEEIE.

) o
2. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta Ponto. Na Janela de

Visualizacéo, clique em um ponto qualquer para inserir o ponto A, em seguida

a_m
selecione a ferramenta * Segmento com Comprimento Fixo (janela 3) e

clique no ponto A criado inicialmente, digite 2 no campo de comprimento e clicar
em OK.

r";\.
3. Na janela 5, selecione a opcéo ‘o Poligono Regular, clique nos pontos A
e B e, em seguida, digite a quantidade de vértices que o poligono tera, nesse

caso serao 6.
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4. Vamos marcar o centro desse poligono para, mais a diante, usarmos esse
ponto para explicitar a altura da piramide. Como se trata de um hexagono
regular, basta pegar o ponto médio de uma diagonal maior. Exemplo: Ponto
médio da diagonal AD. Para isso basta digitar no campo Entrada o comando
PontoMédio[A, D].

5. Na barra do Menu Principal, cliquem em Exibir e, depois, em Janela de
Visualizacdo 3D. Caso o o poligono contruido acima ndo apareca na Janela de

Visualizacéo 3D, basta ir em na Janela 14 da barra de ferramentas e clicar em

Q Q

para reduzir e para ampliar, cliqgue na area de trabalho da Janela de

visualizacdo 3D para modificar o tamanho da visualizacdo do objeto construido,

ou simplesmente rolar a “roda” do mouse.

A
6. Com a Janela de Visualizagdo 3D selecionada, va na ferramenta o (janela

74

Janela de visualizacdo 3D, cligue no interior do Hexdgono e uma janela

9) e selecione a opcao Fazer extruséo para Piramide ou Cone. Ainda na

aparecera onde sera definia a altura da piramide, entdo digite 2 e cligue em OK

ou aperte Enter do teclado.



87

OBS: Lembrar aos alunos que, como se trata de uma piramide regular, as faces
laterais sdo formadas por triangulos isdsceles e que isso pode ser verificado na
Janela de Algebra, comparando o os comprimentos das arestas laterais da

piramide.

7. Vamos ocultar os eixos, malha e plano. Clique em qualquer parte em branco
da janela de visualizagéo 3D, depois clicar no bot&o direito do mouse e desative

as opc¢oes que estiverem ativadas para eixos, malha e planos.

Janela de Visualizagao 3D

Eixos
Malha

Flano

W] i

Barra de Mavegacao

Zoom *
Exibir Todos os Objetos
Visualizacdo Padrao Cirl+M

.2 Janela de Visualizac3o ...
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8. Use a feramenta CG) Girar Janela de Visualizagdo 3D para girar a piramide

a qualquer momento ou, simplesmente, use ponteiro do mouse.

9. Digite no campo Entrada o comando “M = PontoMédio[A, B]” para definir o

ponto médio do segmento AB.

10. Construiremos agora os segmentos GH, GM e HM co os seguintes
comandos: “Segmento[G, H]”, “Segmento[G, M]” e “Segmento[H, M]".

O que cada segumento acima representa na piramide?

O segmento GH representa a altura, 0 segmento GM representa 0 apétema da

base e 0 segmento HM representa o apétema da piramide.

em em? n’m/(
11. Agora, com o auxilio das ferramentas Eﬂ Area, Uﬁ Volume e

Distancia, Comprimento ou Perimetro, vamos reposnder aos itens:
a) o apdétema da base;

O apodtema da base pode ser definido pelo comprimento do segmento HM.

>
Vaem Distancia, Comprimento ou Perimetro na Barra de ferramentas e

selecione 0 segmento HM.

b) o apétema da piramide;

O apdétema da pirdmide pode ser definido pelo comprimento do segmento
GM.

C) a aresta lateral;

A aresta lateral pode ser definida pelo comprimento do segmento com

extremidades no vértice da piramide e qualquer vértice da base.

d) a area da base;

e

Selecione a ferramenta Area e clique na face que representa a base da

piramide.
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e) a area lateral;

em

Selecione a ferramenta Area e cliqgue em uma das faces laterais. Como

sdo seis faces laterais, multiplique o resultado por 6.

f) a areatotal;

Soma da area da base com a area lateral.

g) o volume.

e

Selecione a ferramenta [L'fi Volume e clique no sélodo.
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ATIVIDADE 5 - Cilindro

1. Abra o GeoGebra clicando no icone EEEEIE.

a==2
2. Na Janela 11 da barra de ferramenta, selecione a ferramenta Controle

Deslizante. Na Janela de Visualizacao, clique em um ponto (de preferéncia na
parte superior esquerda) para inserir o controle deslizante e uma janela
aparecera. Com a op¢do Numero selecionada, va no campo Intervalo, digite O
no campo Minimo, 5 no campo Maximo e 0.5 no campo Incremento, depois

cliqgue em ok. Note que um controle deslizante a foi criado.

3. Faca o0 mesmo procedimento acima e crie o controle deslizante b.

A
4. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta hd Ponto. Na Janela de

Visualizacéo, clique em um ponto qualquer para inserir o ponto A ou, se preferir,

na barra de comandos, no campo Entrada, digite A = (0,0,0) e tecle ENTER.

(&)

5. Na janela 6 da Barra de Ferramenta, selecione " Circulo dados Centro
e 0 Raio. Cliqgue no ponto A para ser o centro da circunferéncia e, depois, digite
a para a medida do raio. Ou, se preferir, digite 0 comando Circulo[A,a]. Observe

gue uma circunferéncia c foi criada.

R

apareceu na Janela de Visualizag&o ser& a base do cilindro. Antes de construir

6. Selecione Mover e mova o controle deslizante a. Esse circulo que

o cilindro, vamos calcular a area dessa futura base. No campo Entrada, digite o

comando A_b = Area[c].

Qual a area encontrada para o circulo c?
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7. Na barra do Menu Principal, cliquem em Exibir e, depois, em Janela de

Visualizagédo 3D.

8. No campo Entrada, digite o comando Cilindro[c, b] e uma cilindro d sera

criado.

9. Mova os controles deslizantes a e b até um valor que queira.

emd

10. Use a ferramenta Uﬁ Volume para encontrar o volume do cilindro.
De acordo com o cilindro criado, responda:

a) Qual a altura do cilindro que foi definido por vc no controle deslizante? E
o raio da base?

b) Qual o volume desse cilindo?

11. Localize na Janela de Algebra qual objeto corresponde a superficie lateral e
responda:

Qual valor est4 associado a ele e 0 que esse valor representa?
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ATIVIDADE 6 - Cone

1. Abra o GeoGebra clicando no icone EEEEE.

a==2
2. Na Janela 11 da barra de ferramenta, selecione a ferramenta Controle

Deslizante. Na Janela de Visualizacao, cligue em um ponto onde vocé deseje
inserir 0 controle deslizante e uma janela aparecer4d. Com a op¢do NUmero
selecionada, v no campo Intervalo, digite 0 no campo Minimo, 5 no campo
Méaximo e 0.5 no campo Incremento, depois cligue em ok. Note que um controle

deslizante a foi criado.

3. Faca o0 mesmo procedimento acima e crie o controle deslizante b. Para
organizar o controle, basta clicar com o botédo direito do mouse no Controle

Deslizante criado e arrasta-lo para a posicao desejada.

¥ GeoGebra — ] be
Arguivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A LIl N . a=2
AL P OO Ll N e 22
» Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagdo X
Nimera a=25§
@ a=25 &
L@ b=25 b=125 .
-

2

, 4

]

4 3 2 -1 0 1 2 3

-1

-2
Entrada. ¥

. °
4. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta Ponto. Na Janela de
Visualizagéo, clique em um ponto qualquer para inserir o ponto A ou, se preferir,

na barra de comandos, no campo Entrada, digite A = (0,0,0) e tecle ENTER.

P
| |
5. Na janela 6 da Barra de Ferramenta, selecione —' Circulo dados Centro

e 0 Raio. Cligue no ponto A para ser o centro da circunferéncia e, depois, digite



93
a para a medida do raio. Ou, se preferir, digite 0 comando Circulo[A,a]. Observe
que uma circunferéncia c foi criada.
O que acontece quando o controle deslizante a é movido?

O valor de a variade 0 a 5 e o raio circunferéncia c varia de acordo com o valor

de a.

6. Na barra do Menu Principal, cliquem em Exibir e, depois, em Janela de

Visualizagédo 3D.

7. No campo Entrada, digite o comando Cone[c, b] e uma cone d seré criado.

O que acontece com o cone quando movemos 0s controles deslizantes a e b?

O raio da base do cone varia de acordo com o controle deslizante a

A altura do cone varia de acordo com o controle deslizante b

8. No campo Entrada digite o comando B = A + (a,0,0). Na barra de ferramentas

selecione a opcao Segmento, clique no ponto B e no vértice do cone.
Qual a reacéo desse segmento criado com o cone?

Esse segmento de reta cujos extremos sdo o vértice do cone e um ponto da

circunferéncia da base é chamado de geratriz do cone.
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9. Mova os controles deslizantes até a = 2 e b = 4, ou outro valor que queira.

e emd em

=J 4

Com o auxilio das ferramentas Area, Volume e Distancia,

Comprimento ou Perimetro encontre:

a) a geratriz do cone;

Basta localizar, na Janela de Algebra, o segmento correspondente a geratriz do

>
cone e pegar o valor correspondente a esse segmento. Outra opcdo é ir em

Distancia, Comprimento ou Perimetro na Barra de Ferramentas e selecionar o

segmento na qual procura-se o valor. Res.: A geratriz é igual a 4,47 u.c.

b) a &rea da base;
et

Para calcular a area da base do cone selecione a ferramenta Area cligue

sobre o objeto que representa a base do cone, neste caso é a circunferéncia c,

Ou simplesmente localize o objeto referente a base do cone na Janela de

Algebra e pegar 0 valor numérico a esse objeto.

Res.: A 4rea da base é igual a 12,57 u.a.

c) a area da superficie lateral (crie um comando/férmula para encontrar

essa area);

No GeoGebra 5.0 ainda néo é possivel calcular diretamente a area da superficie

lateral diretamente, mas podemos criar um comando o comando para

verificarmos essa area. Sabemos que a area da superficie lateral do cone é dada

pela fébrmula A, = rg, como o raio estd associado ao controle deslizante a e a

geratriz esta associada ao segmento g, basta digitar o comando “A L = pi*a*q”

para que o valor correspondente a area da superficie lateral apareca na Janela
de Algebra Res.: AL=28.1 u.a.

d) a area total;

A &rea total € a soma da AL com a As: AT=28,1 + 12,57 = 40,67 u.a.

e) o volume.

cm?

Selecione a ferramenta ﬁ Volume e cligue no cone. Res.: V=16,76 U.v.
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Atividade 7 — Esfera: Resolvendo o exercicio proposto.

QUESTAO: Uma esfera de cento A e raio 5 cm é seccionada por um plano p a
4 cm de A. Calcule:

a) a area da seccao plana;
b) o volume da esfera,
c) a area da superficie esférica.

Construcao e resolucao do problema através do GeoGebra:

1. Abra o GeoGebra.

2. Ative a Janela de Visualizacdo 3D e desative a Janela de Visualizacao.
3. Crie o ponto A = (0, 0, 0).

a_e
4. Em * Segmento com Comprimento Fixo, janela 3 da Barra de

Ferramenta. Crie um segmento partido do ponto A e com um comprimento de 5
cm. Basta clicar sobre o ponto e depois digitar o valor do comprimento do

segmento.

5. Observe que na Janela de Algebra foi criado um segmento de tamanho 5.

Renomeie o segmento criado para “r”.

©

nos pontos A e B, nessa ordem. Note que uma esfera a foi criada.

R

botdo “Esc” do teclado) e em seguida mova o ponto B e relate o que acontece o

6. Ative a ferramenta Esferadados Centro e Um de Seus Pontos. Clique

7. Selecione a ferramenta Mover (também pode seleciona-la apertando o

gue acontece com o ponto B e com o raio da esfera.
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a_s
"y . . . .
8. Use a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo, janela 3, e crie

um segmento de 4 cm partindo também do ponto A. Mova o ponto C criado na
exterminada desse segmento, e deixe-o em uma coordenada nao pertencente a

nenhum dos eixos, ou seja, X, Y e Z diferente de zero.

7 GeoGebra — (] *

Arguive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

[5] A7) B Dl e =) 4 @) <) [N fed] €]

» Janela de Algebra | | = Janela de Visualizagdo 3D X
Esfera W~ o~ v~ |

@) aX+yEIE=25
Ponta
@® A=(0,0)

-@ C=(2.28,-1.19,3.06)

Entrada: ¥

e

9. Com aferramenta ' Plano Perpendicular, janela 8, vamos criar um plano
que dista 4 cm do Centro A e passa pelo ponto C, clicando primeiramente no
ponto C e em seguida no segmento que f (segmento tem como extremidade os
pontos A e C). Renomeie o plano criado para plano p.

Ou podemos usar o comando p = PlanoPerpendicular[ C, f ] no campo entrada.

10. Use a ferramenta éB Interseccdo de Duas Superficies, janela 7, para
criar a regido seccionada pelo plano p e pela esfera a, clique na esfera e no

plano que a secc¢éo sera criada..

Ou use o comando Intersecéo[a, p] no campo entrada.
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R

acontece com o as coordenadas do ponto C, com o plano p e com a regido

11. Com a ferramenta Mover ativada, mova o ponto C e observe o que

seccionada pelo plano p. Agora responda:

a) Com a mudanca das coordenadas de C, o comprimento do segmento do
f (segmento AC) varia de tamanho?

b) O plano p permanece com o mesmo angulo de inclinacdo em relagéo aos
eixos?

c) A seccado formada pela interseccéo entre a esfera e o plano p varia de

tamanho?

12. Respondendo aos itens.
a) a area da seccéo plana;

erm

Com a ferramenta Area selecionada, cligue na seccdo formada pela esfera

e pelo plano a que o valor numérico da area aparecera.

b) o volume da esfera,;

om?

Com a ferramenta Uﬁ Volume selecionada, cligue na esfera que o valor

numérico referente ao volume aparecera.

C) a area da superficie esférica.

No GeoGebra 5.0 ainda ndo é possivel calcular diretamente a area da esfera,

mas podemos usar um comando para isso. Sabemos que a férmula da area da

superficie esférica é dada por S = 4nr?. Entdo, basta digitar no campo Entrada

0 comando “S = 4*pi*rt2”.
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ATIVIDADE 8 — Resolvendo um exercicio proposto.

QUESTAO: Um banquinho foi construido artesanalmente a partir de um tronco
de madeira cortado no formato de um cubo de 40 centimetros de aresta. Durante
0 processo de fabricagao foram feitas quatro secg¢des planas do cubo de forma
gue cada seccao passasse por um vértice da base inferior do cubo e por dois
pontos médios da base superior e, posteriormente, todas as faces serdo pitadas
de azul ou vermelho, de modo que as faces que dividam a mesma aresta ndo

figuem da mesa cor, como mostra a figura a seguir.

Dadas essas informacdes, encontre:

a) a aresta da base menor;

b) a aresta lateral;

c) o valor da area que foi pintada de azul;

d) o valor da area que foi pintada de vermelho;

e) a quantidade, em cm?, de madeira desperdicada;

f) o volume do banquinho.

Construcao do problema no GeoGebra:

1. Abra o0 GeoGebra clicando no icone ===

2. Digite no campo Entrada os seguintes pontos:

A =(0, 0, 0) e, em seguida, tecle ENTER,;
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B = (40, 0, 0) e tecle ENTER,;
C = (40, 40, 0) e tecle ENTER,;
D = (0, 40, 0) e tecle ENTER;

E = (0, 0, 40) e tecle ENTER.

3. Como se trata de coordenadas grandes, provavelmente, nem todos os pontos

digitados apareceram na zona grafica do GeoGebra. Va em Reduzir na
Janela 12 da barra de ferramentas, depois dé cliqgues na zona grafica da Janela

de Visualizacdo até reduzir os objetos ao tamanho desejado, onde todos os

<

pontos estardo visiveis. Use também a ferramenta Mover Janela de

Visualizagado para arrastar os objetos criados.

4. Va em Exibir, na barra de menu, e ative a Janela de Visualizagdo 3D. Com
o botéo direito do mouse sobre a Janela de Visualizagéo 3D, desative a exibicéo
dos eixos, malha e plano. Faca 0 mesmo processo anterior (3) caso seja

necessario.

5. No campo Entrada, digite o comando CUBO = PrismalA, B, C, D, E] e, em
seguida, tecle ENTER.

6. Encontremos agora os pontos médios da face EFGH do cubo para
construirmos a parte de cima do banquinho. Para isso basta digitar os comandos

abaixo no campo Entrada seguido de um ENTER do teclado:
J = PontoMédio[E, F]
K = PontoMédio[F, G]
L = PontoMédio[G, H]

M = PontoMédio[H, E]

7. Va em Exibir, na barra de menu, e desative a Janela de Visualizacéao.

8. Vamos construir as faces que serdo azuis.



100

12 MODO: Use a ferramenta CQ) Girar Janela de Visualizac&o 3D para girar

o cubo e a ferramenta r} Poligono para criar as faces ABJ, BCK, CDL, DAM
e JKLM.

Ex.: Face ABJ: Selecione a ferramenta I>' Poligono e cliqgue nos pontos A, B,
J e A novamente, nessa ordem. Faca o mesmo procedimento para as faces BCK,
CDL, DAM e JKLM.

22 MODO: Use o comando “Poligono[ <Ponto>, ..., <Ponto> ]” para construir

todas a faces.

Ex.: Face ABJ: Digite o comando Poligono[A, B, J] e dé ENTER. Faca 0 mesmo
procedimento para as faces BCK, CDL, DAM e JKLM.

H

9. Oculte o cubo (na janela de algebra, selecione o CUBO, clique com o botéo
direito do mouse e desative a opgéo EXIBIR OBJETO).
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10. Vamos colorir essas faces de azul. Selecione uma face, clique com o botdo

direito do mouse e em Preferéncias.

7 Preferéncias - GeoGebra.ggh X
THISEEY =
- arestaCD » fei ) =
Basico
arestacG Cor Estilo Avancado Programacao
arestaDH
arestaEF Nome: |po|1 |
- arestaEH o :
Definicao: Poligonold, A, B]
- arestaFG 5 | |
arestaGH Legenda: | |
- @ by Exibir Dbjeto
- -

Na janela que apareceu, clique em COR.

7 Preferéncias - GeoGebra.ggh X
THISEES : =
::::::Eg "] Basico Cor Estilo Avancado  Programacao

----- arestaDH —

..... arestaEF B | DN EEENE Recent:

----- arestaEH g E EEEEEE

----- arestafG T

----- arestaGH T I

""" ®b | (RSl ] | [

----- e b HE I ENNEEE outo

----- ®c HE (e eeEEE

----- ® HE | Ceeeaes

..... @« [ | |WSS] | | [ ]

..... ® d

----- L visualizar: - D, 0, 204 (#0000CC)

Transparéncia

Faca o mesmo procedimento nas outras quatro faces.
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11. Faca o passo 8 para construir as faces vermelhas AJM, BJK, CKL, DLM e
ABCD.

12. Faca o passo 10 para colorir as faces de vermelho.

Agora s6 é responder aos itens:
a) a aresta da base menor;

Basta localizar, na Janela de Algebra, os segmentos correspondentes a aresta

cm
da base superior e pegar o valor correspondente. Qutra opcdo € ir em /

Distancia, Comprimento ou Perimetro na Barra de Ferramentas e selecionar

0 segmento na qual procura-se o valor.

Res.: 28,28 cm.

b) a aresta lateral;

Repetir o mesmo processo do item (a).

Res.: 44,72 cm.

c) o valor da area que foi pintada de azul;

Perceba que as faces ABI, BCJ, CDK e ADL sdo trianqulos isdésceles

congruentes de area 800 e a base IJKL é um quadrilatero de area 800. Use a

e

Janela de Algebra ou a ferramenta Area o valor numérico da area dos um
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poligono. A area azul serd iqual a soma das areas dos poligonos ABI, BCJ, CDK,
ADL e IJKL. Res.: 40000 cm3.

d) o valor da area que foi pintada de vermelho;

Perceba que as faces BlJ, CIK, DKL e ADL sao trianqulos isdsceles congruentes

de area 600 e a base ABCD é um quadrilatero de area 1600. A area vermelha

serd igual a soma das areas dos poligonos BlJ, CJK, DKL, ADL e ABCD. Res.:
40000 cm?3

e) a quantidade, em cm?, de madeira desperdicada;

Perceba que a madeira retirada do cubo sdo quatro piramides congruentes. Para

saber. Usando o comando Piramide] A, E, L, | ] criaremos um dos sdlidos

retirado na construcdo do banguinho, na Janela de Algebra ou com a ferramenta

emd

[i'fi Volume encontraremos o valor numérico do volume da piramide AELI. Por

tanto o volume da madeira desperdicada sera igual a 4 vezes o volume da
piramide AELI|. Res.: 4x2666,666... = 10666,666...

f) o volume do banquinho.

O volume do banguinho serd igual ao volume do cubo inicial menos o volume da
madeira retirada do cubo. Res.:64000 — 10666,666... = 53333.333
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O aprimoramento de praticas e recursos educativos, capazes de chamar
a atencdo dos alunos e despertar o interesse dos mesmos na busca pela
compreensao, construcdo de conceitos e aplicagdo dos conhecimentos
matematicos, tem sido alvo de incessantes debates e estudos por educadores

matematicos.

E sabido que a utilizac&o de softwares matematicos auxilia 0 processo
de ensino e aprendizagem tanto por tornar o processo mais dinamico e interativo
como por possibilitar que alguns conceitos e resultados matematicos possam ser

testados e experimentados em sala de aula.

Neste contexto, o presente trabalho trouxe uma proposta para o ensino
da geometria espacial utilizando o software GeoGebra como uma ferramenta
facilitadora para o ensino e aprendizagem de conceitos e calculos métricos do
prisma, da piramide, do cilindro, do cone e da esfera, apresentando um recurso
a mais para as aulas de geometria espacial. Acredita-se que por meio das
atividades aqui propostas, os conteudos de geometria espacial possam ser
expostos de uma forma a facilitar o processo de ensino e aprendizagem,
despertando o interesse nos alunos e contribuindo para o desenvolvimento de
habilidades muitas vezes ndo agucadas quando os contetdos sdo abordados

sem o uso destes recursos e/ou por métodos tradicionais.

Espera-se que este trabalho possa levar a reflexdes sobre a pratica
didatico-pedagdgica nas aulas de matematica e de modo especial nas aulas de
geometria espacial, despertando o interesse de docentes e educadores
matematicos na busca e desenvolvimento de métodos, recursos e ferramentas
alternativos para a melhoria do ensino dos conteudos relacionados a este eixo
da matematica, tornando a aprendizagem desses conteddos mais atrativa,

interativa e prazerosa.
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