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Resumo: Neste trabalho apresentamos uma proposta de ensino de matrizes e determi-
nantes, aplicando seus conceitos e operacoes sob o ponto de vista geométrico. Para isto,
partiremos da noc¢ao de vetor, suas propriedades e operacoes, para entao, por meio da
associacao de cada linha de uma matriz & um vetor, obtermos a representagao geométrica
de matrizes e suas operacoes, bem como a interpretacao dos determinantes como sendo a
area de um paralelogramo e volume de um paralelepipedo. Nosso estudo se restringira ao
plano R? e ao espaco R3, pelo fato de que apenas estes sao aplicados no ensino médio.

Palavras-chave: Determinante, drea de paralelogramo, volume de paralelepipedo, area
de triangulo.

1 Introducao

Ao longo de onze anos trabalhando com turmas de ensino médio e observando o desen-
volvimento dos alunos em relacao ao ensino de matrizes e determinantes, pude observar
que o aluno nao assimila, de modo desejavel, o conhecimento em operacoes algébricas, tri-
gonometria e geometria, com os calculos relacionados com matrizes e determinantes, pois
os livros didaticos adotados trazem o contetido apenas como uma introducao necessaria a
aplicacao da Regra de Cramer para solucao de sistemas lineares, sem nenhuma referéncia
geométrica e analitica de suas operacoes. Uma das principais consequéncias deste fato é a
dificuldade que o aluno apresenta posteriormente em cursos de graduacao com contetdo
de algebra linear e geometria analitica. Ao contrario do que é ministrado dentro das salas
de aula acerca desse assunto, a orientacao ja existente pelo MEC, nos PCN’s, Parametros
Curriculares Nacionais, diz que:
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E desejavel também que o professor de matematica aborde com seus
alunos o conceito de vetor tanto do ponto de vista geométrico (cole¢ao
dos segmentos orientados de mesmo comprimento, dire¢ao e sentido)
quanto algébrico (caracterizado pelas suas coordenadas). Em particular,
é importante relacionar as operacoes executadas com as coordenadas
(soma, multiplicacao por um escalar) com seu significado geométrico. A
inclusdo da noc¢do de vetor nos temas abordados nas aulas de matemaética
viria corrigir a distor¢ao causada pelo fato de que é um tépico matematico
importante mas que estd presente no ensino médio somente nas aulas de
fisica. (...) Uma introdugao a geometria vetorial e as transformagoes
geométricas no plano e no espago, isometria e homotetia, é também mais
uma oportunidade de trabalhar conceitos matemaéticos sob os pontos de
visto algébrico e geométrico. (Segundo [1] ,pags. 77 e 93)

Tendo isso em mente, o objetivo deste trabalho é fazer um breve estudo sobre alguns
assuntos que deveriam ser tratados de maneira mais detalhada dentro do ensino médio
publico.

Na secao 2 faremos uma explanacao sobre vetores voltada a geometria analitica.

Na secao 3 trataremos sobre matrizes e suas representacoes geométricas, abordaremos
também o conceito de rotagao, um tema novo para muitos alunos.

Finalizando o trabalho, as tltimas se¢oes abordam sobre determinantes de segunda e
terceira ordem e escalonamento de matrizes. Nos primeiros, é apresentada uma visao
geométrica de seu significado, o que também é raramente vista no ensino médio. Ja o
escalonamento de matrizes, é tratado aqui como uma forma para facilitar o calculo do
determinante, também abordado de forma geométrica.

A proposta é trabalhar estes contetidos no segundo ano do ensino médio, pois o aluno
j& terd conhecimento sobre funcdes, trigonometria e geometria plana.



2 As matrizes e determinantes

Segundo historiadores, a algebra linear ¢ um dos ramos mais antigos da matemaética.
Foi notada pela primeira vez nos escritos dos povos da babilonia entre 1800 e 1600 AC,
segundo [2]. Embora esta area tenha sua origem essencialmente prética, ja era utilizada
para resolucao simultanea de equacoes e problemas geométricos.

Os chineses, também durante a antiguidade, ja haviam elaborado um método para reso-
lucao de varias equacoes, chamado “Método Fangcheng” que ¢, essencialmente, o método
desenvolvido por Gauss.

A algebra linear mais parecida com a que conhecemos hoje, comecou a ser estudada por
Leibniz (1649 — 1716). Ele usava combinagoes de coeficientes para resolver os sistemas
lineares, obtendo uma regra para o que hoje conhecemos como determinante, porém essa
nomenclatura s6 foi introduzida em 1801 por Gauss. Também nessa época, Maclaurin
(1698 — 1746), segundo [3], escreveu o livro Um tratado sobre algebra, onde é abordado
sobre o que ele nomeou de “o teorema geral”’, conhecido atualmente como a Regra de
Cramer.

Segundo 2|, Vandermonde (1735 — 1796) foi o primeiro a apresentar de forma logica a
teoria dos determinantes e traté-la separada da solucao de sistema linear. Alguns autores
o consideram como fundador da teoria dos determinantes. E, posteriormente, Laplace
(1749 — 1827) provou algumas de suas regras.

Lagrange (1736 — 1813), por meio do estudo dos tetraedros convexos, encontrou algumas
identidades algébricas que o ajudariam a estabelecer um teorema sobre multiplicagao de
determinantes. Gauss (1777 — 1855), dentre varias contribuicoes, foi o maior divulgador
das transformacoes lineares ou, em outras palavras, representacao de uma varidvel como
combinacao de outras, a partir do século XVIII. Ele também formulou o “Método da
Eliminacao”, que consiste em aplicar operacoes as linhas da matriz quadrada a fim de
transformé-la em uma matriz triangular superior.

Ja entrando na época contemporanea, Cauchy (1789 — 1857), segundo [3|, publicou um
dos melhores trabalhos sobre o tema, onde ele demonstra a propriedade do produto de
determinantes. Em [2|, Scherk (1798 — 1885) provou que o determinante de uma matriz
triangular ¢ o produto dos elementos de sua diagonal principal. Sylvester (1814 — 1897)
concluiu que, para que duas equagoes, com duas incognitas, tivessem a mesma solucao,
o determinante da matriz formada pelos coeficientes dessas equacoes, deveria ser nulo.
Cayley (1821 -1895) apresentou as matrizes como as conhecemos hoje, com dimensoes
m X n, e definiu suas operacoes e propriedades.



Atualmente, existem muitos estudos sobre a teoria das matrizes e determinantes e como
dito em [2], “é um dos temas mais antigos e mais novos da matemética”.

3 Metodologia

Nesta secao abordaremos o conceito de vetores, suas operacoes e propriedades.

3.1 Vetor

Os vetores sao segmentos de retas orientados, ou seja, que possuem um tamanho, aqui
chamado de moédulo, uma direcao e um sentido. Para que um vetor seja determinado, é
necessaria a existéncia de dois pontos, o inicio e término do segmento delimitado por eles.

No plano cartesiano, um ponto P é representado por suas coordenadas (x,y), as quais
x € o valor de sua abscissa e y, o valor de sua ordenada. Este ponto pode ser visto como
um vetor quando considerarmos o ponto de inicio como sendo a origem O = (0,0) desse
plano. O vetor, assim como o ponto, possui coordenadas. Elas sao determinadas por:

P=0=(z,y)=(0,0)=(z -0,y = 0)

Neste caso, as coordenadas do vetor OP serd (x,y), coincidindo com as coordenadas
do ponto P.

3.1.1 Nocoes sobre vetores

Em se tratando de vetores no plano, segundo [4], ele pode ser representado como ¢ =
(ay,az), onde a; e ay sdo as coordenadas ou componentes do vetor.

Uma base vetorial ¢ um conjunto constituido por vetores primarios, dos quais podem
ser obtidos outros vetores por meio da combinacao linear entre eles, onde essa combinacao
¢ uma soma dos vetores primérios multiplicados por escalares. Fazendo-se uma analogia
a combinacao de cores, podemos associar esses vetores primérios as cores primarias, onde
da mistura entre elas sao obtidas varias outras cores.

O ponto P = (z,y) pode ser visto como sendo (x + 0,0 + y), como dito anteriormente,
que por sua vez é igual a z(1,0)4+y(0,1). Chamando-se os vetores (1,0) = €7 e (0,1) = €3,
teremos:

z(1,0) = zé

y(0,1) = ye3



Dai, o vetor (z,y) pode ser escrito como,
(,y) = zeéi + yé3

Como dito no inicio desta secao, podemos considerar €] e €3 como vetores primarios,
os quais formam uma base para o plano cartesiano R?, também conhecida como base
candnica. 3

Em resumo, tomando um vetor (z, y) desse plano cartesiano, podemos reescrevé-lo como
sendo z(1,0) + y(0,1). Por exemplo, o vetor (3,2) pode ser reescrito como,

(3,2) = 3(1,0) + 2(0,1)

A esse processo de escrever um vetor como (3,2) a partir de (1,0) e (0,1), damos o
nome de combinacdo linear entre vetores. Assim fica determinado todo vetor (x,y) do
plano cartesiano, pois, os infinitos segmentos de reta orientado desse plano podem ser
escritos como uma combinacao de €7 e €5.

De modo analogo ao R?, qualquer ponto P = (z,y, z) € R? pode ser identificado como
vetor OP, sendo O o ponto (0,0,0). Podemos também reescrever P = (x,y, z) como:

P=(z,y,z) = x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)

Entao, como em R?, €; = (1,0,0), é5 = (0,1,0) e 3 = (0,0,1), formam uma base para
R3.

As figuras 1.a) e 1.b) mostram, respectivamente, as representagoes geométricas dos
vetores OP = (x,y) no plano e OP = (x,y, z) no espago.

3Termologia usada para indicar um espaco real de duas dimensdes.
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Figura 1: a)(ﬁD no plano, b)O?D N0 espaco

O modulo de um vetor, que em muitas referéncias é tratado também como norma, é o
seu tamanho, ou seja, a distancia entre seus pontos extremos. A figura 2 a seguir mostra a
representacao geométrica de um vetor v’ com origem no ponto A e extremidade no ponto B.

4Y

¥b

¥c=¥o

Figura 2: Moédulo do vetor ¢

Tracando pelo ponto A uma reta paralela ao eixo x e por B uma reta paralela ao eixo y,
obtemos um triangulo retangulo ABC', como mostrado na figura 2. Aplicando o Teorema



de Pitagoras ¢ , temos:

AB’ =AC” + BC"
Ou seja,
——2
AB" = (zp —24)* + (yp — ya)°

Entao,

AB =| 7= \/@UB —x4)%+ (yp — ya)?

As bases mais utilizadas sao as ortonormais, que se formam quando seus vetores forem
ortogonais e unitarios, ou seja, o angulo entre eles ser de 90° e seus modulos terem valor
um. Em outras palavras, temos a definicao a seguir.

Definicao:
Considere uma base definida como €7, &. Ela é dita ortonormal quando €, L €5 (ou seja,
€ é perpendicular a é) e || €] ||=] &2 ||= 1.

3.1.2 Vetores equipolentes

Segundo [5]|, chamamos de vetores equipolentes a familia de todos os vetores que pos-
suem os mesmos modulo, sentido e direcao. A figura a seguir mostra as representacoes
geométricas de trés vetores equipolentes.

4Nesse teorema, Pitagoras enunciou que o quadrado da medida hipotenusa de um triangulo retangulo
é igual & soma dos quadrados das medidas de seus catetos.
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Figura 3: Familia de vetores equipolentes

Sendo,

La = La' = £a"  (diregao do vetor)
17 =1 v 1= o™

E o sentido das flechas, mostra que todos os vetores estao no mesmo sentido. A seguir
veremos como construir um vetor A’B’ equipolente a um vetor AB:

Tome um ponto M nao pertencente a reta determinada pelos pontos A e B. Marque
sobre a reta que contém os pontos A e M, um ponto B’, tal que AM = MB’. De
modo analogo, marque um ponto. A’ sobre a reta que contém os pontos B e M, tal que
BM = MA, figura 4. O vetor A'B ¢ equipolente ao vetor AB.

A V

A!

Figura 4: Segmentos de retas equipolentes



De fato, por construcao, M é o ponto médio dos segmentos A’B e AB' e 0o LAMB =
LA’ M B’ sao opostos pelo vértice. Temos entao o caso de congruéncia LAL (Lado Angulo
Lado), logo AB = A'B’, assim A’B’ & equipolente a AB.

3.1.3 Operagoes com vetores

Nesta secao serao abordadas algumas operac¢oes com vetores.

1. Soma de vetores

Dados os pontos A, B e C, formam-se os vetores v = AB e @ = BC. O vetor
U+ é definido como um vetor com origem no ponto A e extremidade em C', figura

5.

Figura 5: Soma de vetores

Dados ¢ e W vetores arbitrarios, o vetor ¥ + w é a diagonal do paralelogramo, o
qual é obtido pela soma de ¥ com um vetor equipolente a w , ou pela soma de W
com um vetor equipolente a v, figura 6.



Figura 6: Soma de vetores

Para melhor fixacao, imagine que na origem do sistema exista uma torneira que,
quando aberta, a 4gua percorra o vetor ¢ passando por o até sua extremidade. Para
que a agua va da torneira (inicio de ¢)) até o final de W percorrendo a menor dis-
tancia, ela precisaria ir pela tubulacao do vetor U+, que representa a soma de ¥/ e .

Diferenca de vetores

Para efetuarmos a diferenca entre os vetores ¢ e w, basta tomarmos a soma de ¥/
com — , ou seja, o seu inverso aditivo que, quando aplicado as grandezas vetoriais,
inverte seu sentido e sua direcao, conservando o seu moédulo. A figura 7 apresenta
graficamente o vetor v — .

&y
c S =
i e A
! — —= ]
T?}' V-W
h
!
—
_BT W v
| W x
B

Figura 7: Diferenca de vetores

A soma e diferenca de vetores satisfazem as seguintes propriedades:
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(a) Comutativa:

(b) Associativa:
(U+70)+uW=u+ (V+
(c) Elemento neutro, ou seja, existe O = (0,0) € R?, tal que:
i+0=0+d=1d VueR?
(d) Inverso aditivo, dado @ € R?, existe —i € R?, tal que:

U+ (—td)=u—u=0
As propriedades anteriores continuam validas se substituirmos R? por R3.

3. Multiplicacao de vetores por escalares

Dado um vetor 7 = (z,y) € R? e um ntmero ¢ € R, tem-se que t0 = t(z,y) =
(tz,ty). Em [5], encontramos que um certo segmento orientado AA’ quando multi-
plicado por um escalar real, gera um outro segmento orientado AA”, tal que:

| AA" ||=|¢] || A4 |

A figura 8 a seguir apresenta uma representacao dos vetores v, —2v, 3U e —.

Figura 8: Multiplicagao de um vetor por escalar real
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A operacao multiplicacao por escalar satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Associatividade:
s(tv) = (st)v Vs, t € R;7 € R?
(b) Distributividade:
s+t =sv+td Vs, teR;7eR?
U+ w) =ti+td  VteR;7,weR?

As propriedades, associatividade e distributividade, acima continuam vali-
das se substituirmos R? por R3.

4. Produto escalar entre dois vetores

Segundo [6], dados dois vetores ' e @ definidos em R? ou R3, o produto escalar
entre eles é um nimero real originario da multiplicagao das normas desses vetores
pelo cosseno do angulo formado por eles, figura 9, denotado como:

b =|| @ ||| @ | cosd (1)
Ay
— =
f V-W
v
i
______ DI x P‘

| w B'
|
|

Figura 9: Angulo entre vetores

De (1) temos,

v.u

cost) = ——————
[l al

4
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Caso 1) Para ¥ = 0 ou W = 0, temos que v.0 = 0. Neste caso, dizemos que
6 = 90°.

Caso 2) Para @ # 0 e i # 0 e, de acordo com o Caso 1, que 7.7 = || 7 ||, o angulo 6
formando entre eles pode ser determinado pela Lei dos Cossenos, da seguinte forma.

— — 2 =112 - 12 — —
@ =@) [IF =177+ =2[ 7. [ cos

Entao,

1F1* — 20 + (| @ > = | TI°+ [ @I =2 7. || Tl cosd

Isolando o cos @,

S L2 2 L2 ~ 2
N L e bl e A
2@ i
Assim,
S a2 L2 — 2
S 2] i Lt et
2| 7l @ |

Voltando na equacgao (1) e substituindo o cosf pela equagao acima, temos que:

S =2 . -2
IR el el KA

I TT——
v = o[ @ 2TFMT]

Entao,

- — (12 =112 - 112
[ &+ 7" = [ 7] =[]
2

vl =

Considerando os vetores ¥ = (z1,y1, 21) € W = (Z3, Yo, 22), Obteremos,

(z14+22)° + (Y1 +42)* + (21 + 22)* — (@2 + 91° + 21%) — (22> + 12° + 207)

v =
2
Ou ainda,
R (z1242z120+122) +(y1 2+ 2y1y2+y22) +(21 24221 22 +222) — (212 +y1 2 +212) — (222 +y2 2 +222)

2
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Isto é,

(fl?l2+y12+212)+(122+y22+222)+2(x112+y1y2+2122)*(5612+y12+212)*(122+y22+222)

VW = 3

Portanto,

2(z122 + Y1y2 + 2122)
2

vl =

= T1%3 + Y1Y2 + 2122

Quando ¥ = (z1,y1) e W = (22,%2), V.0 = 2122 + 112

Entao, o produto escalar entre dois vetores é a soma das multiplicagoes entre suas
coordenadas. Vejamos o exemplo:

T=(1,2) e @ = (2,3)

Assim, temos,

<y
g
I

o

O produto escalar de dois vetores satisfazem as seguintes propriedades:

(a) Comutatividade:

(@

(b) Distributividade:

)T =

=

Estas propriedades permanecem validas para @, v e @ € R3.

3.2 Matrizes

Define-se como matriz, uma tabela formada por elementos distribuidos em m linhas e
n colunas, entao dizemos que a matriz é (m X n).
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Cada elemento contido nesta matriz é originario de um indice duplo, simbolizado por
a;j, onde ¢ representa a linha e j a coluna as quais pertencem esse elemento. Uma matriz
M, com m linhas e n colunas, é representada entao da seguinte maneira:

11 a2 ... Qip

21 929 Ce Aon,
M =

Am1 Gm2 = Qmp

A seguir vamos associar a uma matriz M seus vetores-linha. Para isso, considere a
seguinte matriz:

1 3
M =
Considerando cada linha de M como vetor, temos ¥ = (1,3) e w = (4,2). Lembrando
que ambos tém origem em O = (0, 0), podemos representar essa matriz geometricamente
pelo paralelogramo formado pelos vetores ¢ e w, conforme a figura 10:

Figura 10: Representacao geométrica de matriz

Os elementos da primeira coluna sao as coordenadas do eixo das abcissas dos vetores e
os elementos da segunda coluna, do eixo das ordenadas.

Observe que, ao representar os vetores formados pelas linhas dessa matriz no plano,
temos um paralelogramo quando os vetores nao forem multiplos um do outro. Neste
caso, essa matriz ¢ chamada quadrada de segunda ordem. De maneira andloga, a matriz
quadra de terceira ordem é aquela que possui trés vetores-linha em R3, estes formardo um

15



paralelepipedo quando nenhum destes vetores-linha forem dependentes dos demais. Nosso
estudo se restringird a estes dois tipos de matrizes quando, posteriormente, tratarmos do
calculo e da interpretacao geométrica dos determinantes.

3.2.1 Tipos de matrizes

Nesta secao, faremos uma breve explanacao sobre os principais tipos de matrizes para
iniciarmos posteriormente suas operagoes.

1. Matriz linha

E a matriz formada apenas por uma linha, ou seja, definida apenas com termos
aj, com 1 < j < n. Ela pode ser caracterizada por ser um ponto pertencente ao
plano, quando n = 2, ou ao espaco, quando n = 3.

Como exemplo, considere a matriz:
M=[25 3]

Neste caso temos o vetor-linha ¢ = (2,5,3). Na figura 7/ temos uma representa-
¢ao geométrica dessa matriz.

Figura 11: Matriz linha

16



2. Matriz coluna

E a matriz formada apenas por uma coluna, ou seja, s6 por termos a;;, com
1< <m.

Essa matriz serd representada em uma reta, pois seus vetores-linha possuem ape-
nas uma dimensao, ou seja, pertencentes a R. Nota-se também que, por possuirem
essa caracteristica, esses vetores sao linearmente dependentes, ou seja, sao multiplos.
Como exemplo, considere a matriz,

<
[

—

Neste caso, formamos os vetores @ = (1), U = (2) e @ = (3). Na figura a seguir
temos uma representagao geométrica dessa matriz.

d=m W=(3)

Figura 12: Matriz coluna

3. Matriz quadrada

Para que uma matriz seja quadrada, o numero de linhas deve ser igual ao niimero
de colunas.

Veja a seguir a representacao geométrica da matriz identidade de ordem 2.

u[i?]

17



W=, ) P=(1,1)

Figura 13: Matriz quadrada

Neste caso, os vetores-linha sao v = (1,0) e @/ = (0, 1).

Note que, aplicando a propriedade da soma de vetores enunciada anteriormente,
U+ w=(1,1), e tem 0 mesmo sentido e tamanho da diagonal desse quadrilatero.

Agora vejamos a representacao geométrica da matriz identidade de ordem 3.

I
oo
o= o
—_ o o

Neste caso, @ = (1,0,0), ¥ = (0,1,0) e @ = (0,0, 1) sdo seus vetores-linha e, de
maneira semelhante a matriz identidade de segunda ordem, 4 + v+ @ = (1,1, 1),
tem mesma direcao e tamanho da diagonal O]D, agora do paralelepipedo, figura 14.
Note que & = €1, UV = €5 e W = €3.

Figura 14: Matriz identidade

18



Na matriz identidade, observe que seus vetores-linha sao ortonormais, ou seja, sao
ortogonais e sua norma ¢ 1.

4. Matriz diagonal

Com a identificacao da matriz identidade, podemos obter a representacao geomé-
trica da matriz diagonal definida a seguir.

Definicao:
Matriz diagonal surge da multiplicacao de cada vetor-linha de uma matriz identidade
por cada escalar k), com 1 < p < n, onde n é o nimero de linhas e colunas da matriz

quadrada. Ou seja:

kk 0 ... 0
0 ko ... O
0 0 - k,

No caso da matriz diagonal de terceira ordem, temos,

kv 0 0
M=10 k 0
0 0 ks

Neste caso as linhas de M sao identificadas por:

ﬁ:(kl,0,0) ou U= ]{?1(1,0,0)
U= (O, ]{IQ, 0) ou U= ]CQ(O, 1, 0)
W= (O, O, kfg) ou W= l{3(0, 0, 1)

Uma representacao geométrica desta matriz se encontra na figura 15.

19



Figura 15: Matriz diagonal

Como exemplo, considere a matriz,

I
o o
o wo
N I

Onde k; = 2, ks = 3 e k3 = 4. Considerando @ = (1,0,0), ¥ = (0,1,0) e
w = (0,0,1), o vetor OP, diagonal do paralelepipedo determinado @, ¥ e W, é dado
por OP = 24 + 30 + 4w. A seguir temos uma representagao geométrica da matriz

74
K3 ={0,0.4
T S R M D — 71
- |
# i
2 = e gy g
r___ _______ T 1 :
| 1 1
1 1
| !
1 1
| H |
| 1 |
| H I
| | 1
| ! |
| i !
| 0 T Wb >
| |~ Kz={03.0 ¥
-,
| : r
___________ -
Ki={2,00

Figura 16: Exemplo de matriz diagonal
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5. Matriz nao-quadrada

Definicao:
Uma matriz m X n é dita nao-quadrada quando seu ntmero de linhas é diferente do
numero de suas colunas, ou seja,

n#m

Como exemplo, considere a matriz 3 x 2 dada por:

~
Il
— = o

1
1
4

Uma representacao geométrica dessa matriz encontra-se na figura 17, a seguir,

4""? w=(L4)

Figura 17: Matriz nao-quadrada

3.2.2 Operacoes com matrizes

Nesta secao apresentaremos varias operacoes com matrizes e suas representacoes geo-
métricas.
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1. Adicao e subtracao de matrizes

Consideremos os vetores U e @ com mesma origem. Ao multiplicarmos por escala-
res e somarmos, transformamo-os em novos vetores com direc¢oes, sentidos e médulos
diferentes dos iniciais. Usaremos essas ideias para tratarmos da soma e subtracao
de matrizes.

Por exemplo, para somarmos as matrizes A e B, dadas por:

10 1 4
=lov] el
Tomamos os vetores ¢ = (1,0) e @ = (0,1), que sdo as linhas da matriz A, e
os vetores v/ = (1,4) e w' = (3,1), as linhas da matriz B. Considerando as somas

T+v = (2,4) e @ +w' = (3,2), obtém-se a matriz:

2 4
tea]2 Y]

A representagao geométrica da matriz A + B, encontra-se na figura 18.

Figura 18: Soma de matrizes
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Onde os vetores vermelhos sao oriundos da primeira matriz da soma e os azuis,
provém da segunda matriz. Os pretos representam a matriz soma. Note que cada
um desses 1ltimos vetores citados, surgiram da soma de outros dois, um azul e outro
vermelho.

De maneira mais formal, como em [7], podemos definir a adi¢ao e subtracao de
matrizes como a seguir.

Definicgao:

A soma ou diferenga das matrizes A = (ajj)mxn € B = (bij)m xn- Ou seja, ambas
com as mesmas dimensoes, origina uma matriz C' = (cij)mxn, cujos termos sao
obtidos somando-se ou subtraindo-se os elementos correspondentes de A e B:

cj=ay£bj; para 1<i<m e 1<j<n

. Multiplicagao de matriz por escalar

Multiplicar uma matriz por um escalar k£ € R, é multiplicar por k seus vetores-
linha, ou seja,

k. [ 11 Q12 1 _ [ kajy  kaio 1

Q21 Q22 kasy  kag

Vale destacar que, mesmo apos essa transformagao, seus vetores-linha mantem os
mesmos sentidos e direcoes se, e somente se, kK > 0. Com relacao ao modulo, vale a
propriedade a seguir:

Seja @ um dos vetores-linha da matriz inicial e ¥ o vetor-linha originario de
multiplicado pelo escalar k, ou seja, v = ku. Entao:

| 7|<]| @] quando -1<k<l1
|7 ||>||u| gquando k< -1 ou k>1
o=l quando k=1

Para exemplificar a multiplicagdo de uma matriz A por um escalar k, considere,

1 2
A:[Sl] e k=2
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Inicialmente temos os vetores-linha ¢ = (1,2) e w = (3,1). Ao multiplica-los por
2, obtemos os seguintes vetores-linha v/ = 2(1,2) = (2,4) e v’ = 2(3,1) = (6,2),
formando a matriz A’

A’:2A:[

Na figura 19.a) a seguir, estdo representadas geometricamente as matrizes A e
A’ Na figura 19.b), encontram-se as representacoes geométricas das matrizes A e

(—1)A.
-1 -2
(=ha= { -3 -1 ]
4 Y 7 A Y
—— /
1 i v
V'=(2,4) |
-7 ; ’f,rif
2 7 zx J.'r_:._ 2 _—— J.-’
1 V=12 W'=1(6,2) ! vV=il2)-
o W=(31) N 3 2 1 o w=@E1D
U1 2 3 6 x W=(-3,-1) 1 2 3 X
: -1
| .J{I - -2
R E )
a) b)

Figura 19: a) Multiplicacdo de matriz por k = 2; b) Multiplicagdo de matriz por k = —1

3. Multiplicacao entre duas matrizes

A seguir introduziremos o conceito de multiplicagdo de matrizes, segundo [8].

Definicgao:
Considere duas matrizes, A e B, tais que o nimero de colunas de A é igual ao
ntmero de linhas de B, ou seja A = (ajj)m x p € B = (bij)p x n, 0 produto entre elas,

A.B, é expresso por:
Cij = by + @by + ...+ aipby; para 1<i<m e 1<j<n

Ou seja, [AB]U = aﬂblj + aigbgj + ...+ aipbpj
A matriz C' = (¢;j)mxn, originaria desse produto, possui dimensoes m x n.

24



Ou seja, para se obter o elemento ¢;;, multiplica-se ordenadamente o primeiro
elemento da linha da matriz A pelo primeiro elemento da coluna da matriz B, o
segundo elemento dessa mesma linha de A com o segundo elemento da mesma coluna
de B, repetindo-se esse procedimento até o ultimo elemento da linha de A e coluna
de B, somando-se todas essas multiplicacoes ao final.

De forma matricial, o produto entre duas matrizes pode ser definido da seguinte
maneira.

R R bin ... |biy| ... b
C11 ce C1
bgl e bgj R bgn ] .n
@] [aa] == [o)] |- | @
: b b_ b Coml .. ann
i Aml  Am2 ce Ay | | P pJ pm |

Dadas as matrizes M, N e P, e admitindo as somas e multiplicacoes, valem as
seguintes propriedades:
(a) Associativa:
(MN)P = M(NP)
(b) Distributiva:

(M+N)P=MP+ NP
M(N + P)=MN+ MP

Vale destacar, segundo [5], que existem quatro diferencas entre o produto de
matrizes e o produto de ntiimeros reais que apresentaremos a seguir.

1*) O produto entre matrizes s6 é definido quando o nimero de colunas da primeira
é igual ao nimero de linhas da segunda.

2%) Nao vale, necessariamente, a propriedade da comutatividade, ou seja, nem sem-
pre M N seré igual a NM. Veja a seguir um exemplo de duas matrizes, A e B,

tais que AB # BA.
01 o1 |10
2 0 10| |0 2

———— ——
A B

LB
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3*) Um fato importante em relagdo & multiplicacdo de matrizes é que podemos
ter duas matrizes nao-nulas com o produto entre elas sendo uma matriz nula,
podemos inclusive ter M? = 0, com M # 0. Vejamos um exemplo.

R R bR

As propriedades anteriores nao valem para multiplicacao entre ntimeros reais.

4%) Quando AB = BA = I,,, dizemos que uma matriz ¢ a inversa da outra.

Todo ntmero real k, diferente de zero, possui seu inverso multiplicativo:
1
El = o pois k(k™1) = (k~1)k = 1. Mas, para uma matriz quadrada M, ,,

nem sempre existe uma matriz P,y,, tal que MP = PM = [,. Quando a
matriz P, ., existe, ela é dita matriz inversa de M, , e M se diz invertivel,
nesse caso temos P = M~

. . . 1 2 .
A seguir calcularemos a inversa da matriz M = 3 4| Ou seja, devemos
. a b
encontrar uma matriz P = [ e d ], tal que:

2] )[4

—_——— ——

M P
Ou seja,
la+2c=1
1b+2d=0
3a+4c=0
3b+4d=1
. 3 -1
Resolvendo o sistema, temos que: a = -2, b=1, c = 5 ed= -

Como o sistema foi possivel e determinado, a matriz M é invertivel e possui
inversa P, dada por:

P=|5n —ip]

Observe que MP = PM = I,.
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Agora vejamos um exemplo no qual M nao é invertivel. Considere M =

1 2
2 4

Ou seja,

} , para isso devemos encontrar uma matriz P = { i Z } , tal que:
1 2 a b| |10
2 4 cd| |01
M P
la+2c=1
1b+2d=0
2a+4c=0
2b+4d=1

O sistema acima nao possui solucao, pois multiplicando a primeira linha por
2 e comparando-a com a segunda equagao, concluiremos que 0 = 2, que nao é
verdadeiro. Logo a matriz P nao existe, consequentemente, M nao é invertivel.

3.2.3 Matriz de rotacgao

Vamos definir agora uma matriz chamada matriz de rotacdo. Para isso, considere no
plano cartesiano, o vetor O P, nao-nulo, sendo O a origem desse plano e P = (z,y).

Suponha que o angulo entre OP e o eixo x seja a. Ao rotacionar o vetor OP no sentido

anti-horario de um angulo 6, teremos o vetor OP’, com P’

(2',y'), figura 20. A seguir,

de acordo com [9], encontraremos as coordenadas do vetor OP".

4

ul')

L (7"

i E

Y
o

lTi
o’ Q

Figura 20: Rotagao do ponto P

Do triangulo OPQ), temos que:

(2)




Fazendo a rotacao de OP no sentido anti-horario, de um angulo # , conforme a figura
20, obteremos o vetor OP’. Dai podemos concluir que:

/

T
(4) cos (@ +0) = ———
1 OP" ||
(5) sin (o + 0) = S
I OP ||

Lembrando que, pela adicao e subtracao de arcos, temos que:

cos (a4 0) = cosawcos @ — sin asin @

Usando as equacdes (2), (3) e (4), considerando o fato de | OP’ ||=|| OP ||, segue que,

(6) ' =xcosf —ysind

De maneira analoga, como,

sin (a + ) = sin a cos § + sin 6 cos «

Usando as equacdes (2), (3) e (5), considerando o fato de | O ||=|| OP ||, segue que,

(7) v =ycosf + xsinb

Temos portanto o sistema de equacoes:

x' =xcost —ysind
Yy =ycosh+ xsind

Esse sistema pode ser escrito por meio da notacao de matrizes, da seguinte forma,

2 | | cosf® —sinf T

y | | sin@ cos6 Y
Ou ainda na forma:

P'=MP
Sendo
/ ! o
P,:[x/]7 M:|:CF)50 s1n91 o P:[x}
Y sinf  cos@ Y
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A matriz M é a matriz de rotagao do angulo 6 de ordem 2.

A seguir, encontraremos (z’, '), originérios da rotacdo de OP em 90°. Sendo P = (1,2).
Neste caso, consideremos a multiplicagao por um vetor-coluna:

, | cos90° —sin90° 1
Pr=MP= { sin90°  cos 90° 2

S IO

A figura 21 apresenta a representacao geométrica dos vetores OP e OP'.

P(1,2)

Figura 21: Rotacdo do vetor OP = (1,2) para OP' = (-2, 1)

Segundo [10], para rotacionar em R3, é necessario especificar uma reta que, em torno
da qual, se dara a rotacao.

A rotacao pode se dar, por exemplo, em torno de cada eixo coordenado. O sentido de
rotacao segue a regra da mao direita®, figura 22.

5 A regra da mao direita indica que, com o dedo polegar da méo direita no sentido positivo do eixo, a
rotacao se dara na direcao dos demais dedos da mao.
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X X X

Figura 22: Rotacao em torno do eixo x, eixo y e eixo z, respectivamente.

A matriz de rotacdo em torno do eixo z é a mesma expressao da matriz de rotacao de
ordem 2, vista anteriormente, acrescida apenas da terceira linha.

2’ = xcosf — ysinb
Yy = xsinf + y cos

72 =z

Esse sistema de equacgoes pode ser escrito na forma matricial como:

x cos —sinf 0 T
y | = | sinf cosf 0 Y
2 0 0 1 z

Veja uma representacao geométrica da rotacao de um vetor V' em torno do eixo z, de
um angulo 6.

x.sen{f v cos(f)
T

.
x.cos(8)-v.sen(f)

Figura 23: Vetor girando em torno do eixo z
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Ja em torno do eixo z, as coordenadas ', y' e 2/, sao dadas por:
¥ =ux

Yy =ycosf — zsin b
2 =ysinf + zcos b

Esse sistema de equacgoes pode ser escrito na forma matricial como:

T 1 0 0 T
y | =10 cosf —sinf Y
2 0 sinf cos#@ z

Veja uma representacao geométrica da rotacao de um vetor V' em torno do eixo z, de
um angulo 6.

w.zen{f+z.cos(f)

\?

Figura 24: Vetor girando em torno do eixo x

Em torno do eixo y, temos as seguintes coordenadas de 2/, ¢/ e 2’
' = zsinf + x cosf

Yy =y
2z = zcosf —xsinf

Esse sistema de equacgoes pode ser escrito na forma matricial como:

! cosf 0 sind x
y | = 0 1 0 Y
Z —sind 0 cos® z
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Veja uma representacao geométrica da rotacao de um vetor V em torno do eixo y, de

um angulo 6.

-x zsen{iz.cos()

Figura 25: Vetor girando em torno do eixo y

x.cos(fHz.sen(f

/

Para todos os trés casos anteriores, a representacao também pode ser feita como:

P'= RyP
Sendo Ry a matriz de rotagao de um angulo 6.

Veremos agora como fazer o produto de um vetor-linha por uma matriz.

a11 A12

Considere uma matriz A =
Q21 A22

U= ( ail Qa9 ) e v = ( Qo1 G99 ) Multiplicar uma matriz linha (

A, é considerar geometricamente o vetor au + bu, ou seja, a l

A figura a seguir apresenta a representacao geométrica da multiplicagao:

29 (g

32

:|, agora reescreva-a Como A= |:

) = (28,13)

—

—

u
} , sendo

) pela matriz



{8, 15)
(6, 7)

r
(3, -4)

Figura 26: Representacao grafica do produto de um vetor por uma matriz

A seguir trataremos da multiplicacdo de duas matrizes de ordem 2.
2 3 w\ 20 + 30
-2 1 v ) \ —2u+10
Considerando @ = (5, —4) e ¥ = (6,7), temos que,
2 3 5 —4\ [ 28 13
-2 1 6 7 -4 15

A figura a seguir, representa geometricamente o resultado dessa multiplicagao

(3, 13)

Figura 27: Representacao grafica do produto entre matrizes
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5 _
6 7

matriz linha (2,3) no exemplo anterior, é a diagonal do retangulo cujos lados é igual a

2(5,—4) e 3(6,7). A malha quadriculada nos ajuda a visualizar. O mesmo vale para

o outro vetor, resultante da multiplicacdo da segunda matriz linha (—2,1) pela matriz

original.

Note que o vetor que resulta da multiplicacao da matriz pela primeira

3.3 Determinante da matriz segunda ordem

De acordo com [11], e também ja visto anteriormente neste trabalho, uma matriz qua-
drada de segunda ordem determina vetores-linha e estes delimitam um paralelogramo,
quando estes vetores-linha nao sao miultiplos.

A area desse paralelogramo pode ser calculada a partir do determinante da matriz, que
¢ definido da seguinte forma,

ai; a2
ag1 A2

detA =

= A11Q22 — A21421

Veremos a seguir que a area do paralelogramo determinado por A é o médulo do de-
terminante de A.

3.3.1 Interpretacao geométrica do determinante de uma matriz de ordem 2

Counsidere a matriz.

M = {an a12:|

a21 22
E admita que seus vetores-linha nao sao miltiplos.

O paralelogramo gerado pelos vetores-linha de M, ¥ = (a11,a12) e W = (a9, as), esta
apresentado a seguir.

az =t H
P Y72 M,

T T +
0 s an  au+an

Figura 28: Paralelogramo
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Para fazermos uma interpretacdo geométrica do determinante da matriz M, dada an-
teriormente, vamos calcular a area do paralelogramo determinado por ¢ e w da seguinte
forma:

Calcularemos a area do retangulo OP(Q).S e retiraremos os valores das areas dos demais
poligonos que compoem esse retangulo, exceto do paralelogramo.

Para facilitar a interpretacao do determinante, vamos considerar as coordenadas de o/
e w como positivas. Entao, a area do retangulo OPQS é dada por:

(@11 + agz)(agg + a2) = 2A1 +2A2 4 2A3 + Ap

Onde Al, A2 e A3 sao areas dos poligonos indicados na figura 28 e Ap a area do
paralelogramo. Assim,

21 @22)
2

11012
2

(a11 + age)(age + a12) = 2( )+ 2( )+ 2as1a12 + Ap

Ou seja,
A11G22 + 11012 + 21022 + A21Q12 = Q21022 + Q11012 + 2091012 + Ap
Entao,

Ap = ana2 + a11012 + a21G92 + 21012 — A21022 — Q11012 — 2021012
Ap = arnax — azaz

Ap = |detM |
Pela geometria plana sabemos que,
Ap =[| & ||| 7] [sin 0]
Sendo 6 o angulo formado entre os vetores v e .

Como exemplo, vamos calcular o determinante da matriz M a seguir, segundo o proce-
dimento anterior, figura 29.
1 3
M =
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Figura 29: Exemplo de paralelogramo

Pelo calculo do determinante, a area Ap do paralelogramo determinado por M é Ap =
|detM| = |1(1) — 3(3)| = | — 8] = 8.

Vamos agora calcular Ap usando a decomposi¢ao do quadrado de lado 4.

3.(1)

(1+3)(1+3)=2] ; |+ 2[3';1)] +2(1)1 + Ap

Entao,
(1) +1(3) +3(1)+3(3) =3(1) +3(1) + 2(1)1 + Ap

Assim,

3.3.2 Propriedades dos determinantes
Segundo [12], o determinante possui as seguintes propriedades:
i) Ao multiplicarmos uma linha ou coluna inteira por um escalar k, o determinante

também serd multiplicado por esse escalar. F se multiplicarmos todos os elementos

de uma matriz quadrada de ordem n por k, seu determinante sera multiplicado por
k™

Vejamos o primeiro caso, com uma matriz de ordem 2.

kai1 kaiz
a21 a2

ail ai2
a21 a2

= kai1a22 — kazi1a12 = k (a11a22 — az1a12) = k
—_—

determinante
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Veja o exemplo a seguir.

21) 203) | __,
2 4 |
13
2’ ! 4’__4
Portanto,
2(1) 2(3) _ 5 1 3
2 4 | 2 4

2 4 2 4
respectivamente. A &rea do segundo paralelogramo é 2 vezes a area do primeiro.

3]6{2(1) 2(3) }

A seguir temos as representacoes geométricas das matrizes [

L B

a) b)

Figura 30: a) Paralelogramo da matriz original; b) Paralelogramo da multiplicacido de
uma linha da matriz original por um escalar

Para o segundo caso, com uma matriz de ordem 2.

ail a12

‘lmn kaio
a1 a2

ka1  kao2

= kai1kass — kasi1kaiz = k‘2 (a11a22 - a21a12) = k'2
—

determinante
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Como a matriz é de ordem 2, o escalar k sera elevado a segunda poténcia. Vejamos
o exemplo a seguir.

20 20|,
2|y 4=
Portanto,
EoEr e P

3 o 2(1) 2(3)
2 4 2(2) 2(4) |’
respectivamente. A area do segundo paralelogramo é 4 vezes a area do primeiro.

A seguir temos as representacoes geométricas das matrizes [

14 B LT LT T ey P PP PPy PP PP R

EP‘ 4. 8)

L B
L B

a) b)

Figura 31: a) Paralelogramo da matriz original; b) Paralelogramo da multiplicagdo da
matriz original por um escalar
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ii) Ao trocar as posigoes de duas linhas de um determinante, muda-se o seu sinal mas
seu valor absoluto permanece o mesmo. De fato,

a2 = (11Q22 — A21G12
a1 Q22
dar 22 :a21a12—a11a22:—(a11a22—a21a12)Z— a2
@11 a2 ~ —~ < Q21 Q22
determinante
Veja um exemplo a seguir.
1 3
= -2
2 4
2 4
=2
1 3
Portanto,
1 3 o 2 4
2 4| 1 3
*P(2,4)
P'(13)
T2 4

a) b)

Figura 32: a) Paralelogramo da matriz original; b) Paralelogramo da troca de linhas da

matriz original

iii) Se somarmos a uma linha uma outra linha multiplicada por um escalar, o determi-
nante se conserva. Considerando uma matriz de ordem 2,
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11 Q12
Q21 Q22

ai 12
a1 + kay  age + kao

De fato,

aiil 12
ao + kayy  age + kajo

= (a11a22 + Clnkam) - (a21a12 + aukfan)
= (a11a22 - CL21G12) + (ankalz - CL12]€CL11)

= (66116622 - a21a12)

_ a1 a2
Q21 A22
Veja um exemplo a seguir.
1 2
R
1 2 112 _ 4
3—3(1) 2-3(2) I O =
Portanto,
1 2| 1 2
3 2| 3—3(1) 2-3(2)
A seguir temos as representacoes geométricas das matrizes L3 e 1 2
guir tem representacoes geométri matriz 3 9 3-3(1) 2-3(2) |

respectivamente. A area do segundo paralelogramo é a mesma da area do primeiro.
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27P(1,2)

a)

41 P'(0, -4)

b)

Figura 33: a) Paralelogramo da matriz original; b) Paralelogramo da soma entre linhas

da matriz original

Para a proxima propriedade, A' é a matriz transposta de A, que pode ser obtida

colocando-se as linhas de A como alunas de A?.

iv) Seja A" a matriz transposta de A. Seus determinantes serao iguais, ou seja, detA =

det At
De fato,
detA = | ‘1 12| _ (@11a22 — a21a42)
A21 (22
detAt = | M0 92| (a11a22 — a12a91)
Q12 A2
Portanto,
detA = det At

Vejamos o exemplo a seguir.

w =
N W DN DN

N
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Entao,

W
(NI \V)
DN =
o W

. ~ ] 1 1
A seguir temos as representacoes geomeétricas das matrizes [ 3 g } e [ 9 g ]7

respectivamente. A area do segundo paralelogramo é a mesma da area do primeiro.

{P'(3,2) ‘P'(2, 2

L
v =

b)

Figura 34: a) Paralelogramo da matriz original; b) Paralelogramo da matriz transposta

da matriz original

v) O determinante de uma matriz M de ordem 2 sera zero quando:
v.i) M possuir uma linha inteira de zeros;

aix a2

0 0 = a11(0> — (0)@12 =0

Vejamos um exemplo.
1 3
ou seja, aj; = Qo1 € G193 = U9o.

v.ii) M possuir duas linhas (ou colunas) iguais,

ail a2

= (alla22 - a21a12) = (allalz - a11a12) =0
a21 A2
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Vejamos um exemplo.
1 3
v.ili) M possuir duas linhas (ou colunas) proporcionais, ou seja, kaj3 = agy € kajp =

a929.

aix a2

= (a11a22 - a21a12) = (Gnkau - ka11a12) =0
G21 QA22

Vejamos um exemplo.

A seguir encontram-se as representacoes geométricas das matrizes dos exem-

plos v.i, v.ii e v.iii.

P(@,3) _P(1,3)=P'(1,3)

L 2™

1
O|P0.0)

l 2™

a) b) c)

Figura 35: Propriedade do determinante — a) Linha de zeros; b) Linhas iguais; ¢) Linhas

proporcionais
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As propriedades do determinante que demonstramos para matrizes de ordem 2, conti-
nuam validas para matrizes de ordem 3.

3.3.3 Calculo do determinante por escalonamento

Para calcularmos o determinante iremos fazer uso do escalonamento de Gauss. Este
método baseia-se nas seguintes propriedades do determinante:

e Troca de linhas, alterando o sinal do determinante;

e Somar a uma linha outra linha multiplicada por um escalar k£, também sem gerar
alteracoes ao determinante; e

e Multiplicar uma linha por um escalar k, onde o determinante também serd multi-
plicado por esse escalar.

O objetivo desse procedimento é obter uma matriz onde todos os elementos abaixo da
diagonal principal sejam zeros, a chamada matriz triangular superior. Para isto utilizare-
mos a seguinte estratégia:

Aplicar sucessivas operagoes elementares & matriz até resultar na forma triangular. No
entanto, como dito anteriormente, devemos contabilizar o uso da multiplicacao de uma
linha por um escalar, visto que esta é a inica propriedade a ser utilizada no escalonamento
que modifica o valor do determinante. Esse valor contabilizado nos ajudara a encontrar
o valor real da 4rea do paralelogramo, ou volume do paralelepipedo, quando dividirmos o
determinante da matriz escalonada por ele.

Para chegarmos a matriz escalonada, devemos, primeiramente, selecionar o elemento
pivd de cada coluna para entdo podermos efetuar operagoes de soma e/ou multiplicado,
com base nele, para cancelar os termos da matriz que estao localizados abaixo de sua
posi¢do na coluna. Esse procedimento deve ser repetido (n — 1) vezes, onde n é o nimero
de colunas da matriz, até que se tenha zerado todos os elementos abaixo da diagonal
principal.

Apos selecionarmos o pivo, um critério para facilitar o calculo é fazer com que ele tenha
valor |1|. Vale destacar que, para o caso do primeiro pivo, se este for diferente de zero,
basta trocarmos a primeira linha com outra que contenha o primeiro elemento igual a um.
Veja a seguir,
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Neste caso, o primeiro pivo é —3. Mas se realizarmos a troca de linhas entre a primeira
e a segunda, o pivo passa a ser 1, como a seguir,

2 0
-3 =5 0
1 1 1

Com esta troca, o determinante alterna seu sinal.

Dando prosseguimento ao escalonamento dessa matriz, iremos aplicar sucessivas opera-
coes a fim de zerar os termos abaixo da diagonal principal, como dito anteriormente.

Somaremos a segunda linha, L2, trés vezes a primeira linha, 3L1, e diminuiremos da
terceira linha, L3, o valor da primeira linha, L1.

1 2 0 1 2 0
-3 -5 0| L243L1 — |0 1 O
1 1 1 L3 - L1 0 -1 1

Note que a linha L1 nao se altera no processo, como também essa operacao nao muda o
valor do determinante. Dando continuidade ao cédlculo, partimos para a segunda coluna,
a qual possui o pivo igual a 1, obedecendo ao critério citado acima. Também somaremos
a terceira linha, L3, o valor da segunda linha, L2.

1 2

=

0
0 0
0 -1 1

Novamente nao alteraremos o determinante com essa operacao, finalizando o processo.
Ele pode ser calculado simplesmente como 1 X 1 x 1 = 1, ou seja, multiplicando-se os
termos da diagonal principal.

Note que, como foi utilizada a troca de linhas, este valor deve ser multiplicado ainda
por —1, chegando ao determinante de —1. Para finalizar, calcularemos o determinante da
matriz original pelo método classico visto anteriormente.

-3 =5 0
1 2 0|=-1
1 1 1
Portanto,
-3 -5 0 1 20
1 2 0o|=(-1H|0 10
1 1 1 0 01

3.3.3.1 Determinante da matriz de segunda ordem por escalonamento
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Nesta secao aplicaremos o processo descrito acima a uma matriz de ordem 2 e
faremos, ao final, a representacao geométrica das matrizes geradas em cada operagao
do escalonamento.

Considere a matriz M a seguir,
-1 1
Fazendo o processo de escalonamento, temos,

-1

-1 1
1 L2 —3L1

1
5 1’ (—1)L1 —>‘3

_ !
H‘O 4 '_M

Onde, primeiramente, multiplicou-se a primeira linha, L1, por (—1) e posterior-
mente subtraiu-se da segunda linha, L2, trés vezes a primeira linha, 3L1.

Por fim, podemos calcular os determinantes das matrizes M e M’,
-1 1

M =
det ’ 3 ‘

1
detM' = ‘
Como multiplicamos a matriz M por (—1), também devemos multiplicar o deter-

minante de M’ por (—1). Abaixo estao ilustradas as representagoes geométricas das
matrizes original e outras duas encontradas durante o processo de escalonamento.

Nas imagens da figura 36, U e W representam os vetores-linha da matriz M, 07 e
wi os vetores-linha da matriz gerada apds a primeira modificagdo do escalonamento
e, por ultimo, v3 e wsy, os vetores-linha da matriz M’, encontrada apds todo o
escalonamento desse exemplo.

Observe na figura %6.c que os elementos da diagonal principal da matriz final
escalonada sao altura e comprimento do paralelogramo formado por ela, respectiva-
mente.
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A Y
4
V,=(0,4)
W= e
1 V,=(31)

:1 é\‘ *x 1 oy
! —=

af- -3 Wo=(L -1
W=(L 1) al .- W=D

a) k) c)

Figura 36: Passos do escalonamento: a) matriz original; b) primeira modificagao; c)
matriz final

3.4 Determinante da matriz de terceira ordem

O calculo do determinante de uma matriz de ordem 3 pode ser feito por meio da Regra
de Sarrus®,que definiremos a seguir.

Definicao:
ail a2 a3
O determinante de uma matriz quadrada A = | a21 a2 ag3 | de terceira ordem pode
aszr agzz2 as3
ser determinado da seguinte forma:

aix a2 ais
21 @G22 Q23 | = Q11G22033 + G12023031 + Q13021432 — G31022013 — A32023011 — 433021012
azi1 asz ass

Para podermos compreender que o determinante de uma matriz de ordem 3 ¢ o volume
de um paralelepipedo quando um dos vetores-linha nao for escrito como combinagao linear
dos outros, devemos, primeiramente, entender o conceito de produto vetorial entre dois
vetores, U € W, no espaco.

Dados dois vetores, ¢ e W, o produto vetorial entre eles, representado por ¢ X W, serd o
vetor perpendicular ao plano determinado por v e , figura 7.

SPierre Frédéric Sarrus (1798-1861) viveu na Franga e foi membro da Académie des Sciences. E autor
de varias obras matematicas, dentre as quais uma das mais famosas foi a solucao do determinante 3 x 3.
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Figura 37: representacio do vetor ¢ x w

A norma desse vetor é definida por,
| 0> ||=|[ v ||| & || |sin 6]
Elevando ao quadrado,
17> ||> = &I & |*[sin’f)

Sabendo que sin0 = 1 — cos?d, temos que,

175 @ || = || & [*] @ [|*](1 = cos?@)|
Lembrando que cosf = #,
[calligryl
— - 112 - 112 — 12 (1711—}))2
[ oxd |7 =77 & [7|(1 = —m——=)
[cainiEny|

Aplicando a distributiva,

v.5)°

N =020 =12
[calnixcal

—~

- — 12 =121 = (12 =120 = 112
[ || = 77l w " = | & 7] &

Entao,
— — 2 — 112 — 2 - 2
| 0@ |" = 7| | — (v.0)
Admitindo que ' = (g, yo, 20) € W = (21, Y1, 21),

|5 @ [[* = (a3 + 43 + 22)(22 + 92 + 22) — (w01 + your + 2021)°
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Desenvolvendo os quadrados,
|9 % @i |* = (a3 + 93 +28) (1 + 93+ 23) — [(wow1 + youn)” +2(xom1 +yovn ) (2021) + (2021)°]
15 x @ |* = (23 + 4 + 28) (@2 + 4 + 22) — [632? + 2wom1yoy1 + Y3uT + 220212021 + 2yoyr 2021 + 232]
15 x @ |* = (2327 + 2Byt + 2327 + yoad + wdu? +ydat + 200 + 20yt + 2327) — [wdat + 2zozayoys +

Yayi + 2zox12021 + 2Yoy12021 + 2527)

Agrupando e cancelando os termos chegamos a,

15 x @ |* = (4322 — 2yoyrzo0=1 + 28y3) + (5aF — 2woz12021 +232) + (yf — 2woryoys + yiad)

Considerando os quadrados perfeitos, temos,

| 7 x @ |]> = (yoz1 — 2011)° + (2021 — To21)” + (zoy1 — Yo1)”

Entao,

| 7 x i [|= \/(Zl021 — 2o41)” + (2071 — 2021)” + (T — Yor1)”

Logo,

U x W= (Yoz1 — Z0Y1, 201 — ToZ1, LoY1 — YoT1)

De forma matricial, essas coordenadas podem ser expressas da seguinte maneira,

T Yy z
UX W= To Yo <o
1 Y1 2
Por meio da Regra de Sarrus,
r Yy z x Yy
UXW=1|Zo Yo 2o | To Yo

1 Y1 2 T1 W
= TYo21 + Y21 + ZXoY1 — ZL1Yo — TY120 — YXoZ1
Onde os termos multiplicados por x sao referentes a primeira coordenada, por y da
segunda coordenada e por z da terceira coordenada, entao,

U X0 = (Yoz1 — Y120, 20T1 — ToZ1, ToY1 — L1Yo)
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O produto vetorial admite as seguintes propriedades:

a)
Tx0=0 Vi e R3

b)

Txd=—(@ x5 Vi@ eR3

c)

I
&
g

vxw=0 onde U Vk € R; 7, W € R?

Sabe-se que, segundo a geometria espacial, o volume de um paralelepipedo é encontrado
pela multiplicagao da area da base pela altura. Na figura 38, a area da base é || ¥ x W ||, a
altura do paralelepipedo (indicada pela letra h) pode ser encontrada fazendo-se h =|| @ ||
| cosf|. Entao,

Vp = Ab.h

Figura 38: Paralelepipedo

Substituindo-se Ab e h pelos termos indicados acima, temos,

Vp =|| o> ||| @ || |cosd|

Lembrando que,

(# x @)@

cosf = ——— S
| 7x @ || |

o0



Portanto,

—

u
|

S - (U x ).
Vp =[xl @] 37—

|0 > [l

Simplificando a expressao, obtemos,
Vp = (Vx w).d
Substituindo as coordenadas dos vetores v, W e i, sendo @ = (g, Y2, 22), temos,
(U x W).u = (Yoz1 — Y120, 2071 — To21, Toy1 — T1Yo)-(T2, Yo, 22)
Fazendo-se o produto escalar obtemos,

(U X ’LU)-U = T2YoZ1 — T2Y120 1+ Y220T1 — Y2Top21 + 22ToY1 — 22T1Yo

Desmembrando-se os termos e reordenando-os, podemos notar que a equacao acima é
simplesmente o calculo de um determinante de ordem 3, portanto,

To Yo <o
(17 X 117)[1: =|T1 Y1 <
T2 Y2 z2

O lado esquerdo da igualdade acima é conhecido como produto misto de vetores.

O célculo do volume do paralelepipedo se resume entao em calcular o médulo do deter-
minante da matriz de terceira ordem.

Mas, nem sempre esses trés vetores formam um paralelepipedo, entao dizemos que,
segundo [11]:

Definicao:
Se um dos vetores v,
mesmo plano, o det(7,

e U for combinacgao linear dos demais, ou seja, se estdo em um

w
W, @) = 0, pois a altura deste paralelepipedo é zero.

3.4.1 Determinante da matriz de terceira ordem por escalonamento

De maneira analoga & matriz de segunda ordem, o escalonamento de uma matriz de
ordem 3 também nos ajuda a calcular o volume do paralelepipedo . Dada uma matriz de
vetores-linha nao-coplanares, esta gerara um paralelepipedo, cujo volume é encontrado a
partir do seu determinante, por outro lado, fazendo-se o escalonamento, o determinante
desta matriz é simplesmente o produto dos termos de sua diagonal.
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No exemplo visto em 5.5.3, aplicamos o escalonamento para chegarmos ao determinante
da matriz M’.

-3 =5 0
Considerando a matriz M = 1 2 0 | e fazendo o primeiro passo do escalona-
1 1 1
mento, ou seja, a troca de linhas, obtem-se a matriz M’ a seguir.
1 2 0
M=|-3 =5 0
1 1 1

Onde ¥ = (1,2,0), @ = (—3,—-5,0) e @ = (1,1, 1) sdo seus vetores-linha. Sua represen-
tacao geométrica estd na figura 39 a seguir.

Figura 39: Matriz apos a troca de linhas

Dando continuidade ao escalonamento, por meio da soma e multiplicacao entre linhas,
chegamos a segunda matriz M’ abaixo.

Onde v = (1,2,0), W = (0,1,0) e « = (0,1, —1) sdo seus vetores-linha. Sua representa-
¢ao geométrica estd na figura 40 a seguir.
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Figura 40: Matriz ap6s a soma e multiplicacao entre linhas

Por fim, novamente aplicando a soma e multiplicacao entre linhas, chegamos a matriz
M’ final desse processo de escalonamento.

M =

o O =
O =N
_ o O

Onde v = (1,2,0), @ = (0,1,0) e @ = (0,0, 1) sdo seus vetores-linha. Sua representacao
geométrica estd na figura 41 a seguir.

Figura 41: Matriz final do processo de escalonamento
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O volume desse paralelepipedo, como sabemos, pode ser determinado como o modulo
do determinante da matriz de ordem 3:

detM' =

o O =
[y )
— o O
Il
[S—

3.5 Area do triangulo

Nos livros didaticos de matematica do ensino médio, a area do triangulo de vértices

|det M|

A = (24,Ya), B = (p,0) ¢ C = (2, 9.), ¢ calculada pela formula . Os alunos

entao sao orientados a montar uma matriz de ordem 3, para o célculo do determinante.

A terceira coluna deve ser completada com o nimero 1, formando a matriz M:

To Yo 1
M= 1|z y 1
Te Yo 1

Desenvolvendo o céalculo do determinante,

To Yo 1
detM = |z, yp 1| =Y+ YaTe+ TpYe — TeYp — Yela — TpYa
Te Yo 1

Inicialmente os vértices do triangulo representam uma matriz de ordem 3 X 2, a qual
nao possui determinante, figura /2.

Considerando A = (0,1), B = (2,0) e C = (1,1).

Figura 42: Vetores-linha da matriz 3 x 2
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Ao acrescentar uma terceira coordenada com valor 1, a matriz se torna 3 X 3 e o
determinante passa a existir, pois seus vetores saem do plano e sao representados no
espaco, figura 43, ou seja, eles deixam de ser coplanares se estes pontos nao estiverem
alinhados.

Figura 43: Vetores-linha originarios quando se completa a matriz com 1

Na figura a seguir esté representado o paralelepipedo formado pelos trés vetores-linha,
U, U e wW.

Figura 44: Paralelepipedo formado pelos vetores-linha da figura 43
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Quando o aluno encontra o determinante da matriz M anterior, na verdade encontrara
o volume do paralelepipedo de altura igual a 1. Ao dividi-lo por dois, ele cortara o
paralelepipedo ao longo de sua diagonal, obtendo um prisma de base triangular, figura

4.

Figura 45: Corte ao longo da diagonal do paralelepipedo formado pelos vetores-linha da
figura 43

Assim:
Vp= Ab.h
Vp=Ab.1
M
Ab = ‘de; |

Ao completar a matriz com algarismos de valor 1, o aluno estard criando um meio para
facilitar o célculo, podendo este ser substituido por qualquer nimero real k.

Considerando os conhecimentos adquiridos e admitindo os vértices do triangulo como
A= (Ta,Ya), B = (x5, ) € C = (2, yc).figura 46.
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Figura 46: Triangulo formado pelos vértices A, B e C

O aluno podera facilitar o calculo da area do triangulo utilizando apenas as coordenadas
do plano, como segue.

— A= (2p— Ta, Yb — Ya)
A= (xc — TayYe — ya)
Para o célculo da 4rea do paralelogramo, temos o determinante da matriz M abaixo.

det M' = Ty — Ta Yo — Ya
Te = Ta Ye — Ya

= (xb - xa)(yc - ya) - (Ic - xa)(yb - ya)
Desenvolvendo os calculos,
det M' = 2y — Yo — Tale + Tala — (TeUb — Tela — Talb + Tala)

Cancelando os termos,

det M" = xpye — TpYa — Tale — Tl + TeYa + Tal
Chega-se a0 mesmo determinante da matriz M acima.

Portanto, para a area do triangulo,

det M TpYe — TolYa — Talle — TYp + TelYa + Talp
Area = 5 = 5

Tendo o conhecimento sobre coordenadas dos vetores e area do tridngulo, o aluno esta
apto a calcular a area de qualquer poligono representado no plano.
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4 Consideracoes finais

Devido a deficiéncia no ensino de matrizes e determinantes no ensino médio, este traba-
lho mostrou uma proposta diferente ao ensino desses contetidos. Com essa nova maneira,
torna-se possivel a visualizagao geométrica das operagoes com matrizes, bem como a
oportunidade de rever conceitos trigonométricos introduzindo o conteiido das geometrias
analitica e espacial.
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