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Resumo: Nos atuais livros didaticos referentes ao nivel médio de ensino, o conjunto dos
nimeros complexos é dado segundo uma abordagem bastante tradicional, a qual é apre-
sentado um fato histérico, muitas das vezes nao concernente ao conteudo estudado, e em
seguida define-se as operacoes basicas deste conjunto, sendo seus elementos dados na sua
forma algébrica. A auséncia de contextualizagdo somada ao uso recorrente de defini¢oes e
formulas, sem relacionar estas com as transformacoes no plano complexo, é um dos motivos
do baixo interesse neste topico, embora muito rico na Matematica. Com o propdsito de obter
um tempo maior em sala de aula para lidar com a contextualizacao e utilizacao dos ntimeros
complexos, a estratégia de ensino se faz primordial. Visto que o estudo das matrizes é ante-
rior ao nimero complexo, neste trabalho propomos a abordagem dos niimeros complexos via
representacao matricial. O tratamento matricial dos niimeros complexos permite o relaciona-
mento das operagoes basicas deste conjunto com as operacoes usuais do conjunto das matrizes
de ordem dois. A fim de obter conhecimento e dominio das operacoes de soma de complexos,
produto de complexos, os conceitos de conjugado e modulo de um complexo, inverso e divisao
de complexos e potenciacao de niimeros complexos é suficiente o conhecimento das operagoes
de soma de matrizes, produto de matrizes, o conceito de matriz transposta e determinante.
Com isso, o estudo dos numeros complexos se dard, de uma maneira acessivel aos alunos do
ensino médio, face a maior familiaridade em lidar com o conjunto de matrizes.
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1 Introducao

Pela pratica vivenciada em sala de aula, percebemos que estudo dos nimeros complexos
¢ de tamanha estranheza aos alunos do ensino médio que sua abordagem causa desconfianca
até mesmo por parte dos professores. A importancia ao estudo dessa classe de numeros
esta aquém de suas contribuicoes a Matematica, de tal modo que seu estudo se da num
carater reflexivo, no sentido que se estuda nimeros complexos por nimeros complexos, nao
relacionando suas definigoes e propriedades a outros objetos da Matematica.

Ainda pela prética na atuacao nas séries do ensino médio, situamos cronologicamente o
estudo de matrizes na segunda série do ensino médio e o estudo dos nimeros complexos na
terceira série. Embora nao conste nos Contetidos Basicos Comuns (CBC) do estado de Minas
Gerais, o conteido de matrizes faz parte, pelo ao menos nos pesquisados, dos livros didaticos
adotados, na rede de ensino publica estadual e federal e na rede particular. J& o conteido
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de nimeros complexos estd inserido no CBC (MG) como tdpicos complementares a terceira
série, de modo que, procura-se desenvolver nos alunos habilidades de reconhecer, representar,
operar e lidar com nimeros complexos em equagoes quadraticas.

Propomos aqui uma abordagem alternativa a encontrada nos livros didaticos, livros estes
listados na referéncia, que foram considerados.

Historicamente, a principal motivacao para o surgimento dos nimeros complexos nao se
deu devido a resolucao de equacoes do segundo grau e sim a resolugao de equagoes cibicas.

Por volta de 75 d.C, segundo Rosa (1998, p.42), Heron de Alexandria, em Estereometria,
num célculo sobre o desenho de uma piramide, surgiu a necessidade de calcular /81 — 144.
Heron, continuou seus calculos adotando simplesmente o valor de /144 — 81.

Tempos depois, por volta de 275 d.C., no famoso livro Arithmética, Diofanto de Alexan-
43 + +/—167

dria, apresenta a resolucao da equacdo 242°—17224336 = 0, cujas raizes sio x = 12

Até entao, estas solugoes eram dadas como estranhas.
Por volta de 1515, segundo lezzi (2005, p.99), o matemético italiano Scipione del Ferro
(1465-1526), conseguiu resolver algebricamente equacoes ciibicas do tipo 2° 4+ az?+br+c = 0

a
fazendo a substituicio z = y — = e obtendo equacdes do tipo y° 4+ py + ¢ = 0, equacdes estas

que na época ja existiam alguns métodos de resolucao. O método utilizado por Scipione nao
fora publicado, mas revelado a seu discipulo Antonio Maria Fior.

Segundo Garbi (2006, p.121), pelos anos de 1535, o italiano Niccolo Fontana (1499(7)-
1557), conhecido como Tartaglia, anuncia a descoberta de uma solugao algébrica para a
equacdo ctibica z* +ma = n. Esta solucdo apareceu em 1545 em Nuremberg, em Ars Magna
( A Grande Arte ), um grande tratado em latim de &lgebra, de Girolamo Cardano (1501-
1576).

Nessa mesma época o matemético italiano, Rafael Bombelli (1526-1573), em seu livro,
L’Algebra Parte Maggiore Dell’ Arithmetica, traz uma obra notével sobre a resolugao de
equacgoes cibicas. Bombelli viu-se obrigado a lidar com raizes quadradas de nimeros nega-
tivos, quando utilizou a férmula de Cardano-Tartaglia para resolugao de equagoes ctibicas.
Ele, entao, criou regras de soma e multiplicacao para estes “niimeros”.

Os termos real e imagindrio foram introduzidos em 1637 por René Descartes (1596-1650).
O simbolo i para denotar v/—1 foi utilizado a primeira vez pelo suico Leonard Euler (1707-
1783). Este simbolo teve seu lugar assegurado nas notagdes matematicas apds sua utilizagao
em Disquisitiones Arithmetica de 1801 de Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Segundo Boyer (2010, p.350-351), a representagao geométrica dos nimeros complexos
no plano foram estudadas pelos matematicos, suico Jean Robert Argand (1768-1822) e o
noruegués Caspar Wessel (1745-1818). No entanto, seus trabalhos nao tiveram notoriedade
na época.

Segundo Domingues (2009, p.329), em 1833, Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)
apresenta a Academia Irlandesa um artigo em que introduz uma algebra formal de pares de
nimeros complexos cujas regras de combinacao sao utilizadas até hoje.

A representagao dos ntmeros complexos pode ser dada pela forma algébrica, pares or-
denados, vetorial, trigonométrica, exponencial, transformacoes no plano e matricial. Esta
ultima, a fim de obter uma sequéncia didatica nao disponivel nos livros utilizados no ensino
médio, sera nosso objeto de estudo.



2 O Conjunto das Matrizes de Ordem 2

Nesta secao estudaremos os conceitos de matriz necessarios para relacionarmos matrizes
com numeros complexos.

O interesse desta secao é apenas mostrar que as ferramentas necesséarias de matrizes para
compreensao de complexos sao bastante simples, e nao fogem de nenhum curso de matrizes
a nivel médio.

Para maiores informagdes sobre este topico, vide DANTE.

Defini¢ao 2.1 (Matriz) Uma matriz A, 2 X 2, com entradas reais € um arranjo retangular
em duas linhas e duas colunas.

Usualmente, cada elemento de uma matriz é representado por uma letra mintscula, em
geral, a mesma que nomeia a matriz, acompanhada de dois indices. O primeiro indice indica
a linha, e o segundo, a coluna onde se localiza o elemento da matriz. Assim a,; indica o
elemento situado na linha i e na coluna j da matriz A.

Assim, a matriz A = (aij) sera representada, genericamente, por

11 Q12
Q21 Q22

2.1 Operacoes com Matrizes

Seja Myyo(R) o conjunto das matrizes do tipo 2 x 2 com entradas reais. Sobre este
conjunto, define-se:

2.1.1 Soma
Dadas A = (a;;), B = (b;;) € May2(R), define-se a soma A + B por
A+ B = (a;; + b;j).
Proposicao 2.1 A soma de matrizes satisfaz as sequintes propriedades:
i) Associatividade: para todas A, B e C € Myyo(R) temos
A+(B+C)=(A+B)+C.

Demonstracao: A+ (B+C) = (aij) + (bij + cij) = (ai; +bij) + (¢ij) = (A+B)+C.
|

ii) Comutatividade: para todas A, B € Myyo(R) temos
A+B=B+ A

Demonstracao: A+ B = (a;; +b;;) = (b +a;;) =B+ A [ |



iii) Elemento Neutro: a matriz 0 € Mayo(R) com entrada zero em todas as posi¢oes, é
tal que, VA € Myya(R),
A+0=0+ A.

iv) Inverso: para toda A € Myyo(R) existe —A € My o(R) tal que
A+ (-A)=(-A)+A=0.
Demonstracao: Tome —A := (—a;j). Assim,

A+ (—A) = (ai; + —ai;) = ( = 0.

-/
v

2.1.2 Multiplicagao por escalar

Dada a matriz A = (a;;) € Max2(R) e a € R define-se a multiplicagao por escalar aA por
aA = (oa;j).
Proposicao 2.2 A multiplicacao por escalar satisfaz as sequintes propriedades:
i) Elemento Neutro: para toda A € Myyo(R) temos
1A = A.

Demonstracao: 14 = 1(a;;) = (a;j) = A. |

ii) Associatividade: para todos a, 3 € R e A € My, o(R) temos
a(BA) = (aB)A.
Demonstracao: «a(8A) = a(fa;;) = (af)(a;;) = (af)A. ]

E facil ver que a soma matricial e a multiplicacdo por escalar sao operagoes que gozam
entre si, da distributividade. Isto é,

a(A+ B) =aA+aB

e

(a+ B)A = A+ (B,
para A, B € Myy2(R) e o, 5 € R.



2.1.3 Produto
Dadas A = (a;;) € B = (bij) € May2(R), define-se o produto AB por

AB = C = (Cij)7

2
onde ¢;; = E by
k=1

Proposicao 2.3 O produto de matrizes satisfaz as sequintes propriedades:
i) Associatividade: para todas A, B e C € Myys(R) temos
A(BC) = (AB)C.

Demonstragao:

A(BC) = iaik (i bklclj>>
= Z Z aikbklclj>

k=1 =1
2

= Z Z aikbklclj>
= i <i aikbkl) Clj) = (AB)C

ii) Elemento Neutro: a matriz I = I = ( (1] (1) ) ¢ tal que

TA=AI = A,
VA € Maya(R).

Da mesma forma que a multiplicacao por escalar, o produto e a soma matricial sao
operacoes que gozam entre si, da distributividade. Isto é,

A(B +C) = AB + AC

e

(A+ B)C = AC + BC,
para A, B e C € My,»(R).



Definigao 2.2 (Matriz transposta) A transposta de uma matriz A = (a;j) € May2(R) é
a matriz AT definida por
AT = (aj),

ou seja, a matriz transposta € obtida trocando as linhas da matriz A por suas colunas.

Definicao 2.3 (Matriz inversa) A inversa de uma matriz A € Moyo(R), se existir, € uma
matriz B tal que
AB=BA=1.

Se isto ocorre, dizemos que A é invertivel e sua inversa é B, denotada por B = A™'.
Nota-se que a inversa de uma matriz é tnica, pois se B e C' sao duas matrizes tais que

AB=BA=1
e
AC=CA =1,
entao

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C.

Definicao 2.4 (Determinante) Dada A = (a;;) € Myy2(R) define-se como determinante
de A, denotado por det A, o valor

det A = 1129 — A12Q921.

Da definicdo acima, segue, trivialmente, que det A = det A”.
Agora, seja A € My,2(R) tal que det A # 0. Tomemos

a b
= (ta)
entdo det A = ad — bc # 0. Considere a matriz B € Myy»(R) tal que
1 d —b
B = .
ad — be ( —c a )

Claramente, AB = BA = I. Assim B = A~'. Temos entdo, o seguinte resultado que ird
relacionar o determinante de uma matriz com sua inversa.

Proposicao 2.4 Dada A € Myyo(R), A € ivertivel se somente se det A # 0.



3 O Conjunto dos Numeros Complexos

Iniciaremos esta secao introduzindo o conjunto dos niimeros complexos via sua repre-
sentacao em par ordenado. Em seguida, relacionaremos tal representacao com a forma
algébrica.

Para maiores informagoes sobre este topico, vide DANTE.

O conjunto dos numeros complexos, representando por C, consiste de todos os pares
ordenados (a,b) com a,b € R.
Definiremos como soma de dois complexos, e respectivamente, produto de dois com-
plexos as operagoes:
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + be).

Chamaremos de unidade imaginaria o complexo i = (0,1). Usando a operagao de
multiplicagao verificamos que

i2=4i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0).

Faremos um abuso de linguagem matematica e definiremos que (a,0) = a para todo a € R.
Sendo assim, definiremos os ntimeros complexos como as expressoes da forma

z = (a,b)
= (a,0)+(0,0)
= a(1,0)+b(0,1)
= a-+ bi,

2

onde a e b sao nimeros reais e i = —1, ou seja,

C={z=a+bi|la,beR,i*=—1}.

O nimero a é chamado parte real de z e o nimero b é chamado parte imaginaria de
z. Fica facil perceber que se um nimero complexo tem parte imaginaria igual a zero, entao
este niimero sera um numero real.

Ao complexo Z definido por Z = a + bi = a— bi, chamaremos de conjugado de z = a+ bi.
Notemos que z = Z, se e somente, se z ¢ real.

Ao valor, |z| = Va? 4 b?, chamaremos de valor absoluto(médulo) de z = a + bi.

1
O niimero complexo representado por 2z~ ' = = para z # 0, e chamado de inverso de z,
z
e dado por
1 a —b

= 7
z a2+62+a2+b2’

étal que 27! 2 = z-27! = 1. Com isso dados dois niimeros complexo w, z # 0, definimos
w 1
z

=w- —.
z

Devido a sua importancia geométrica, descrevemos abaixo algumas propriedades do valor
absoluto. Algumas, por serem imediatas, terao sua demonstracao omitida.
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3. |z wl = |z] - [w]
1 1
4. |-| = —,2#0.
2l |zl
5, ‘5 LIRS
w w
6. |z + w| < |z| + |w| (Desigualdade Triangular).

\]

-zl = wl <z = wl < 2] 4wl

Demonstraremos 6.
Demonstragao: [6] Observe que por [2],

2wl = (z+w)-

Por outro lado, z - w = Z - w, assim:

portanto, |z +w|* < (|z| + |w|)?. Concluimos que |z +w| < |z| + |w|. [ |

A representagao geométrica de um nimero complexo é realizada em um plano cartesiano
denominado plano de Argand-Gauss ou plano complexo. Neste plano, o eixo das abscissas
¢ chamado eixo real (Re) e o eixo das ordenadas é chamado eixo imaginario (Im). Tal
representacao, motiva a seguinte definicao:

Definigao 3.1 (Forma trigonométrica do niimero complexo) Todo nimero complezo
2z = a + bi pode ser escrito na forma trigonométrica

z =r(cosf +isenb),

em que r = |z| e @ é o angulo (em radianos) que a semirreta, que liga a origem ao ponto z,
forma com o eizo positivo real. O angulo 6 é chamado de argumento de z.



Im

Figura 1: Mdédulo e argumento de um ntmero complexo.

Na figura acima, observamos que:

b

tanf = —,

a
senf = L = 9
var+bv: T

e

cosf = S 2.
vat+b o

Como Z = a + bi = a — bi, temos que o conjugado na forma trigonométrica serd dado por
Z =r(cosf — isend) = r (cos(—0) + isen(—0)).

1 z 1 .
Com isso, — = — = —(cos ¢ — isend).
z 7| r
A escrita do nimero complexo na forma trigonométrica facilita ao cdlculo de poténcias e

raizes, como vemos nos dois teoremas abaixo.
Teorema 3.1 Seja n um inteiro, v e 8 nimeros reais, entao
2" = [r(cosf +isend)]” = r" (cosnd + i sennb) .

Demonstragao: Provaremos que a igualdade ¢ véalida para n € N e, em seguida, para
n € Z. Para isso, usaremos o principio de inducao finita.
Se n =0, entdo z° = 1 (por defini¢do) e 7°(cos 0 + isen0) = 1. Vamos admitir a validade

da férmula para n = k— 1, logo 2" ™1 = 7¥71 (cos(k — 1)0 + i sen(k — 1)0) e agora provaremos
a validade para n = k.

Temos que

L

z
= 7" (cos(k —1)0 + isen(k — 1)6) - r - (cos 6 + senf)
¥ (cos k@ + i senkf).



Para n negativo, basta usar que 2z " := (z7')" = —, n € N. [ |
n

Teorema 3.2 Seja n um inteiro positivo e z um nimero complero. FExistem n raizes n-
éstmas de z, que sao assim definidas

1 ( (0+2k7r) , (9+2k7r))
Wy =1rn|coS|{ —— | +1sen| ———
n n

para k=0,1,2,...,n— 1.

Demonstracao: Tomamos z e w nimeros complexos em suas formas trigonométricas, ou
seja, z = r(cosf +isenf) e w = s(cos ¢ + iseng) com r > 0 e s > 0. Dali,

z = r(cosf + isenf)
= w" = s"(cos ¢ + iseng)”
= s"(cosn¢ + isenng),

1 L . . ,
resultando, s = r» e ng = 0 4 2k7, para algum inteiro positivo k. Com isso teremos n raizes
n-ésimas de z. |

4 Representacao Matricial

Como mencionado anteriormente, a representacao dos nimeros complexos pode ser dada
pela forma algébrica, pares ordenados, vetorial, trigonométrica, exponencial, transformacoes
no plano e matricial. Faremos aqui, como uma alternativa ao estudo dos niimeros complexos,
sua representacao matricial. Todos os conceitos necessarios a respeito de matrizes e complexos
ja foram dados nas secoes que antecedem.

. . . —b
No conjunto das matrizes My o(R) tomemos as matrizes da forma ( ¢ ) )

b a
SeA—(Z _ab)eB—(Z _Cd),entéo
b (e —d\ (a+c —(b+d)
d ¢ ) \b+d a+c ‘

Também, A-B = ¢ _b>_(0 —d '\ _ [ ac—bd —(ad—i-bc)).
a d c
a
b

Q

av =

S

b ~ \ad+bc ac—bd
) —-b Aa —Ab
Amda,se/\ER,/\A:)\( a):()\b )\a)’

. : . a —b\
Com isso, observamos que o subconjunto das matrizes da forma b4 é fechado

para soma, produto e produto escalar.

Dado o ntumero complexo z = a + bi, queremos agora relacionar a sua representacao
algébrica com uma matriz da forma dada acima e relacionar defini¢oes e operagoes de com-
plexos as defini¢oes e operagoes matriciais.



Aceitando um abuso de notacao, definiremos como a representacao matricial do com-

plexo a relagao
z:a+bz’::(a _b>.
b a

Da definigao acima temos que, para z = 7, as poténcias de ¢ serao:

o, (1 0Y\
2.—(01 =1,

)3 o) )
e () (1) (5 )

Veremos agora como serao dadas as propriedades somatérias dos niimeros complexos via
representacao matricial.

4.1 Soma

Dados os complexos z = a + bi = (CbL _ab) ew=c+di= (2 _Cd>,teremos

= (5 ) (0 )
_ a+c —(b+4d)
— ((Cli-t)d-i- (ba++d;'. >

4.2 Produto

a
b d
' B a —b [ c —d
2= b a d c
B ac —bd —(ad+ be)
o ad+bc  ac—bd
= (ac—bd) + (ad + be)i.

Dados os complexos z = a + bi = ( _ab ) ew=c+di= ( ¢ _Cd > , teremos

4.3 Conjugado
O conjugado de um ntimero complexo z = a+ bi, serd dado por Z = a + bi = a — bi, assim

a —b\ a b - A = _ AT
(b u >_(—b a).Notemos,entao,queparaz—A,Z—A-



4.4 Inverso

Recorremos a inversa de uma matriz para representarmos o inverso de um nimero com-
plexo.

Dada a matriz A = ( Z _ab # 0, seja B a matriz tal que AB = BA = I. Pela algebra

matricial sabemos que B ¢ a inversa de A e é dada por

1 a b
B_az—l—b?‘(—b CL)'

Reescrevemos B como

1
B = AT
det A
. a —b
Logo,paraz-a+b@—(b 4 )—A,
AT
det A’

4.5 Divisao

Com o exposto acima, temos que a divisao de ntumeros complexos via representacao
matricial, utilizaremos a matriz transposta e o determinante. Assim, para z = a + bi =

a —b . c —d
(b a >—Aew—c+dz—(d . )—B#O,teremosque

2 . BT
2. —A. '
o det B

g

4.6 Modulo

O médulo de um ntmero complexo, como visto anteriormente, é dado por, para z = a+bi,

|z| = Va? + b2. Sendo assim, para z = a + bi = ( CbL _ab ) = A,

|z| = Vdet A.

4.7 Potenciacgao

a

Paraz:a—i-bi:(b

—b
a ) = A, temos que

A=A =T=1,
2= A= A,
P=z.2=A-A= A%

TV TV
nfatores nfatores




1 _
Paraz;éO,z":—,demodoquez:a—i—bi:(cbl ab):A,
zn

=T det A -

o= () - -

5 Consideracoes Finais

Reafirma-se a estranheza causada ao ensino e aprendizado de nimeros complexos por
parte de alunos e professores da educacao basica. Abordagens descontextualizadas, es-
tratégias de ensino ineficientes sao fatores que, entre outros, acarretam um desempenho
inversamente proporcional a grande aversao a este estudo. A amenizacao destes fatos pode
se dar pela busca alternativa de sequéncias didaticas. Deste modo, buscamos aqui tratar
do ensino de niimeros complexos com a representacao matricial, visto que este ultimo, é um
assunto de menor aversao por partes dos alunos ao seu entendimento. Com isso, com a uti-
lizacao de recursos matematicos junto a sua estrutura como ciéncia, as estratégias de ensino
podem e devem ser aprimoradas a fim da obtencao de melhores resultados junto aos alunos.

Com a utilizagao de isomorfismos entre espagos vetoriais e sem fazer mencao direta deste
fato, foi possivel propor uma alternativa competente ao ensino de nimeros complexos, os
relacionando com matrizes de ordem dois, haja vista que tal topico é, salvo proporgoes, de
entendimento mais facil aos alunos da educacao basica.

O presente trabalho continua com a utilizacao de tal estratégia e posterior andlise dos
resultados.
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