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Resumo: Neste trabalho serao apresentados os métodos de interpolagao de fungoes, a sa-
ber, Newton, Hermite e Spline Ciibico, com o intuito de determinar um polinomio de grau
n, que aproxime o valor da funcao em um determinado ponto de interesse. Geralmente,
esse valor é desconhecido, ou mesmo, dificil de calcular. Para cada um desses métodos é
realizado um estudo do erro de interpolacao e serao analisadas as principais vantagens e
desvantagens dos mesmos visando sua melhor aplicabilidade.
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1 Introducao

Em matematica, interpolacao finita significa construir um novo conjunto de dados
a partir do conhecimento de um conjunto de valores do dominio e de suas respectivas
imagens. Através da interpolacao podemos criar uma fungao que se aproxima dos valores
conhecidos e conferir a eles uma continuidade, como pode ser visto no grafico 1, na pégina
seguinte.

A interpolacao se faz necessaria quando sao conhecidos somente valores numéricos da
funcao por um conjuntos de pontos, chamados de nés, e é necessario calcular o valor de
um outro ponto nao tabelado. Ou até mesmo quando a funcao em estudo tem um valor
de dificil avaliacao ou quando tem operacoes de diferenciacao ou integracao dificeis de
serem expressas.

A aproximacao de fungoes usando métodos de interpolacao, se torna mais interessante
quando:

a) nao se conhece analiticamente a fun¢ao f(x), ou seja, sabemos apenas de um con-
junto finito do dominio e é necessario calcular seu valor em um determinado ponto,
ou calcular sua derivada ou integral em um determinado intervalo. Isso acontece
com dados experimentais especialmente.
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b) f(z) é extremamente complicada e de dificil manipulagao; nesses casos é interessante
diminuir a precisao para a simplificacao dos calculos.

Grafico 1: Nés da interpolacao.
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E evidente que na utilizagao da funcao mais simples para calcular novos dados, normal-
mente nao se obtém o mesmo resultado da funcao original, mas dependendo do dominio do
problema e do método de interpolacao utilizado, o ganho de simplicidade pode compensar
0 erro.

Ou seja, é possivel aproximar qualquer func¢ao continua em um intervalo [a, b] através
de um polindbmio, com um erro minimo. E interessante aproximar uma func¢ao por um
polinémio, pois estes sao facilmente computaveis, suas derivadas e integrais sao ainda
polinémios e suas raizes sao encontradas com maior facilidade.

2 Polinémios de Interpolacao

A ideia de interpolacao por meio de polindomios consiste em determinar um polindémio
P, (z) de grau méximo n, onde sao conhecidos n+ 1 pontos distintos (reais ou complexos)
xo, T1, Tay ... , Tp € 0+ 1 valores de uma funcao y = f(z), vo, y1, --- , Yn, tal que :

Pn(xO) = Yo, Pn(wl) = Y1, Pn(ajn) = Un

Teorema 1: Dados n+ 1 pontos distintos zg, 7 , ... , x, (reais ou complexos) e n+ 1
valores yo, Y1, .- , Yn , €xiste um e s6 um polinomio P, (z), de grau menor ou igual a n,
tal que:

P,(xy) = yx, parak =0,1,2,....n (2.1)



Demostracao:

Seja P,(x) = ag + a1 + ... + a,2" , um polinémio de grau maximo n, com n + 1
coeficientes ag, aq, ..., a, a serem determinados.

Pela equacao (2.1) tem-se que:

ap + a1xo + ... + apxi = Yo
ap + arr1 + ... + a7 = (2 2)

ap + a1Ty, + ...+ apT, = Yy

que seria um sistema linear para os coeficientes ag, a1, as, ... , a, dados a partir de uma
matriz V' conhecida como matriz de Vandermonde

2 n
1 zy x5 ... i
1z 2% ... af
V= . )
2 n
1 z, =z xr,

que tem como determinante:

detV =V (xo, 1, ..., xn) = (11 — 20) (2 — x0) (T2 — 1) ...y, — 20)... (T — Tp1).  (2.3)
Para se calcular V' procede-se da seguinte maneira:

Considerando a matriz de Vandermonde V' (z) definida por:

1z ...
1 = o B
Viz) = |: : : R N
2
L - Tpo1
1 =z z? "

que tem como determinante:

detV (z) = V(zg, 1, .., Tn_1, ) = (11 —20) (2 — o) (X2 — 1) ...(x — 20) ...(x — 1) (2.4)

detV (z) é um polindémio de grau menor que ou igual a n. Além disso, V(z) se anula
em xg, T, ... , Tn_1, Uma vez que o calculo desse tipo de determinante pode ser feito a
partir do produto de todas as diferencas possiveis entre os elementos da segunda coluna:

detV(x) = (1 — xo) (22 — x0) (T2 — T1)...(x — x0)...(T — Tp1).



Simplificando esse calculo, tem-se:
V(zo, 1, ey 1, x) = Al — x0) (. — 21)...(® — 1), (2.5)
onde A depende de g, x1,..., Tp_1.

Para se calcular A, desenvolve-se (2.4) segundo os elementos da tltima linha e observa-
se que o coeficiente de ™ é V(xg, xq, ..., Tp_1).

Entao:

V(zo, X1, ey 1, x) = V(x0, 1, ooy Tp_1)(x — xo)(x — 21)...(x — 2_1). (2.6)

Substituindo x por x, em (2.6) obtém-se a seguinte férmula de recorréncia:

Vi(xo, 21, sy Tno1, Tn) = V(xo, 1, ooy Tno1) (Tn — o) oo (Ty, — Tpo1) (2.7)

De (2.3), temos que V (zg,z1) = x1 — .
Com (2.7) pode-se escrever:

V(zo, x1,22) = (1 — x0) (22 — x0) (22 — 27).

Por aplicagbes sucessivas de (2.7), obtém-se:

Vi(wo, 1,0y ) = H(l'z — ;)
i>j
Por hipétese, xg # x1 #, ..., 7# T,,. Assim V # 0 e o sistema (2.2) tem uma e, somente
uma solucao ag, ay,..., ayp.
Concluimos entao que a partir de n + 1 pontos distintos: g, x1,..., x, e n + 1 valores
f(zo) = yo, f(x1) = y1,-0sf(xn) = yn, de uma fungdo y = f(x), existe apenas um
polinomio P,(x) de grau no méaximo n tal que

P,(xy) = f(zx), onde k = 0,1, ..., n.

Defini¢ao 1: Chama-se polinémio de interpolagao de uma fungao y = f(z) sobre um

conjunto de pontos distintos xy, z1 ,..., , , 0 polinomio de grau maximo n que coincide
com f(z) em xg, x1,..., £,. Tal polindmio serd designado por P,(f;x) ou simplesmente
por P,(x).

Observagoes:

a) Os valores do polinémio e da fungao devem coincidir para evitar ou minimizar erros
de calculo.



b) Nem sempre a melhor solugao para se achar o polinomio de interpolagao serd a re-
solucao do sistema, pois podera ser bem trabalhosa e desgastante, especialmente,
quando temos um numero grande de dados, além da possibilidade de erros de ar-
redondamento que forneca uma solucao diferente do contexto em que esta sendo
aplicada. Por esse motivo, serao estudadas outras maneiras de se achar o polinomio
interpolador.

3 Foérmula de Lagrange

Considerando n + 1 pontos distintos g, x1,..., T,, € para k = 0,1, ..., n, os seguintes
polinémios ¢ (z) de grau n :

(x —x0)...(v — xp—1)(x — Tpg1)...(x — )

lp(x) = 3.1
R o I Fy Py WY Pty B
Verifica-se que:
0, sek#7
Ue(xj) = Okj = #j. (3.2)
1, sek =

Para valores dados: fo = f(z0), f1 = f(x1),..., fu = f(x,) de uma fungado y = f(x), o
polindémio:

Py(x) =) fulk(), (3.3)
k=0
¢ de grau no méaximo n e, a partir de (3.2) :

P,(x) = fr, onde k =0,1,2,....n

Dessa forma, P,(x) é o polinémio de interpolagao de f(x) sobre os pontos xg, x1,...,
T,

A férmula (3.3) é chamada de Férmula de Lagrange do Polinémio de Inter-
polacao.

Exemplo:

Use a formula de Lagrange para achar o polinomio interpolador que passa pelos se-
guintes pontos:

Solucgao: Pela férmula de Lagrange, é preciso encontrar:



f(x) 4 1 C

= Z frle(x) = folo(x) + fili(z) + fala(x)

(x — 1) (x — 29)
o) = =)o —2)
(x —0)(x —2)
(—1-0)(-1-2)
2t —2
B 3

(
_ (x+1)(x—2)
(04 1)(0—2)
B 22—z —2
B —2

(x — xo)(x — 1)

R P DI
_ @t E-0
e+ 1E -0
B ? 4
6
Entao,
Py = 4" 1 (C ) 4 ()

Py(z)=1- %’” + %, que é o polinomio interpolador procurado.

Para obter o valor em um ponto nao conhecido, podemos aproximar a funcao por seu
polinomio de interpolagao e, através deste, ter uma aproximacgao no ponto.



No exemplo acima, para saber o valor de f(1) é necessario aproximar a fungao original
pelo polinémio interpolador encontrado e obter Py(1) :
7-1 n 212 =2
3 3

E possivel desenvolver um esquema mais pratico para calcular o valor do polinomio de
interpolacao num ponto, sem determinar a expressao do polinomio. Considere as féormulas

(3.3) e (3.1). Fazendo:

Tp1(2) = (2 = o) (x — 21)..( = 20),

Pode-se escrever:

- 7rn+1('73)
) = (2 — @), (1) (3:4)

’ , .
onde 7, (x)) é a derivada de 7,41 (2) no ponto xy.

Partindo do calculo das diferencas:

r—Tyg Xog— X1 Tog— T2 ... Top— Tp
1 —Tyg T —T1 r1 — T2 ... T1— Tp
To —Tyg X2 — A7 T — T e T — Tp
Tp — Ty Tp — X1 Ty — T ... T —Tp

Denota-se por Dy o produto dos elementos da primeira linha, por D; o da segunda e
assim por diante. O produto dos elementos da primeira linha é exatamente o denominador
de {y(x) em (3.4), o produto dos elementos da segunda linha é o denominador de ¢;(z),
etc. O produto dos elementos da diagonal principal serd, m,1(x):

Portanto, pode-se expressar:

Up(z) = Wn;#lk(m) onde k =1,2,3,....n

Ou seja, a férmula de Lagrange se reduz a

Pi(a) = mar(@) 3 2 = ma(a) -8,
k=0 F

onde S =3, , IJ;—’;.

Portanto, pode-se obter o valor do polindomio num ponto, nao conhecido, da seguinte
maneira;:



Tabela 1: Esquema Pratico par obter o valor de um polinémio em um dado ponto.

k (zr —2;) (k£ 4) D, fi 11_;;?
1] I —ry Fp—IL Fg— Xz ... Fgp— Tn (r— xq) H”_, (rog — 2¢) fo Jo
20 ' Dy

1 ¥ —Tg T —X T — T Py — (2 — 1) [Ty (21 — ) f J1
ry — g rp o rp — R : i) :;T-l g J1 D

2 To—Pg Pz —F1 T —Xa ... To— Ty (r— x3) H"_. (ra — x¢) fa J2
22 | D2

- oy e e P L e .J'ru
n In I I'n Il Tn ara el I'n I:-E I n) H i=0 (-E n x L) ,Jru I'J_
Topilr) = (r—xp)(z—m21) ... ( — 2y) )

Fonte: CUMINATO, José Alberto. Calculo Numérico. Apostila USP.

Exemplo:
Aplicar o esquema acima ao exemplo anterior, isto é, calcular f(1) sabendo que:

f(x) 4 1 L

Solucao:
Montando o esquema:



k (3 - =) D fi- fi. D

0 2 - -3 6 4 4/6

1 1 1 -2 -2 1 1/-2

2 3 2 -1 -6 -1 1/6
(1) =21(0)=-2 5=113

Fonte: O autor

Assim, obtem-se f(1) ~ Py(1) =m3(1) - S = -2 = —2.

wro

3.1 Erro na Interpolacao do método de Lagrange

Ja é sabido que o polinémio de interpolacao P,(x) para a fun¢do y = f(z) sobre um
conjunto discreto de pontos xg, z1, 22, ... , T, tem a propriedade:

P.(xy) = fr, comk=0,1,2,3,....n.

Nos pontos T # zj nem sempre é verdade que P,(x) = f(T), pois sabemos que
o polinoémio interpolador é apenas uma aproximacao. Mas pode-se ter uma nocgao do
tamanho do nosso erro? A teoria do termo do resto pode responder essa pergunta. Para
isso utiliza-se dois lemas:

Lema 1: Teorema de Rolle. Seja f(x) continua em [a, b] e diferencidvel em cada parte
de (a,b). Se f(a) = f(b), entdo existe um ponto z = £, a < £ < b, tal que f (&) = 0.

Demonstragao:

Caso f seja uma funcao constante, f(z) = f(a) = f(b), entdo sua derivada é nula em
todos os pontos de [a,b] e, nesse caso, o teorema estd demonstrado. Caso contrario, f
atingird seu minimo m ou seu maximo M num ponto interior £ € (a,b), pois se ambos
fossem atingidos nas extremidades, m seria igual a M e a fungao seria constante. Pelo
coroldrio: “Seja c € (X N X NX_). Se f: X — R é derivavel no ponto a e possui um
minimo ou um méximo local nesse ponto, entdo f (c) = 0", f(£) = 0.

Lema 2: Teorema de Rolle generalizado: Seja n > 2. Suponha que f(z) seja continua
em [a, b] e que f"~V(z) exista em cada ponto de (a,b). Suponhamos que f(x1) = f(z3) =
0=..=0= f(z,) =0paraa < z; < 293 < ... < x, < b. Entao existe um ponto &,
11 < € < xp, tal que fFPTD(E) = 0.

Pelo lema 1, se f(x) é continua em cada subintervalo [z;,z;41] , diferencidvel em
(2, Ti41), € ainda f(2;) = f(2:41), entdo existe um & , a < &€ < b, tal que f (£) = 0. O
Teorema de Rolle vale para cada subintervalo [z;,z;11], entdo existem ¢;'s, z; < ¢; <
Tit1, tal que f(¢;) = 0, i = 1,2,...,n — 1. Por hipétese, f (x) existe em [z;, ;1]



’ . .
e f(c) = 0. Logo, aplica-se o Teorema de Rolle, novamente em cada subintervalo
~ . " .
[c1, ], [ca, c3],y -ny [Cn2, €n1], € entdo existem d;’s tal que [ (d;)) =0,i=1,...n—2... e
assim sucessivamente até chegarmos a conclusao do Lema.

A partir desses dois lemas, um teorema dara a expressao do erro:
Teorema 2: Admita uma funcio f(r) continua em [a, b] cuja f"~Y(z) exista em cada

ponto de (a,b). Se a < xy < x1 <9 < ... <z, < b, e P,(f;2) o polinomio interpolador
de Lagrange, entao:

Rulfia) = f(a) = Bl i) = =2 E) oo )

onde min{xg, x1, T2, ..., T, } < & < max{wg, r1,Ts, ..., Tn}. £ depende de x.
Demonstragao:

Sendo P,(f;zr) = fr, a fungdo R,(f;z) = f(z) — P.(f;2) se anula em = = xy,
k=0,1,2,....n.

Considere as fungoes K (z) e F(t), definidas por:

f(x) = Pn(f;x)

K(z) = (2 — m0)(x — 1) (T — 20)

sendo x £z, k=0,1,2,....n. (3.1.2)

Ft) = f(t) — Pu(fst) — (t — o) (t — 1)t — z) - K (3.1.3)

A fungao F'(t) se anula nos n+ 1 pontos t = xg, t = x1,..., t = x,, bem como em ¢ = z,
em virtude de (3.1.2).

A funcdao F("*V(t) se anula em um ponto ¢ = £(z) de acordo com o Lema 2, sendo
que:

min{zg, T1, Lo, ..., Tn} < & < mazx{xg, 1, T2, ..., Ty }.
FOD () = fOD(8) — (n+ 1) K ().
Substituindo ¢ por &:

0= f"*I() — (n+ 1)K ().

Portanto,

10



(n+1)
K@) 1006

= ) (3.1.4)
Comparando (3.1.4) com (3.1.2):
(n+1)
Ru(fi2) = 2) = Pu(F52) = (o = 2o = 1)l = o) TS
O que demonstra o teorema.
A partir da equagao (3.1.1):
f(x) = Pu(f;2) + Ru(f; @) (3.1.5)

Denomina-se o termo R, (f;z) na expressao (3.1.5) de termo do erro ou erro de
truncamento do método de Lagrange. Esse é o erro que se comete na substituicao
da func¢ao por seu polinémio de interpolacao em um dado ponto z.

Teorema 3 : Considere n+1 pontos o < 1 < ... < z, e f uma funcao com derivadas
até ordem n + 1 continuas no intervalo [zg, x,]. Seja p,(x) o polinémio que interpola f
nos pontos xo, ..., , , entao o erro da interpolagao polinomial satisfaz:

Mn+1 -
R,(z) < <(n+1)!)- [ — ) (3.1.6)
k=0
onde:
Mn+1 — maxfEE[Io,xk] }f(n-‘rl) (.T)’
Demonstracao:

Sendo f™*1) continua em [z, 2,,], £ admite um valor maximo M,,;. Consequen-
temente, pelo Teorema 2.

n

T )| - M
pois,
‘f(nﬂ)(f” < My
Exemplo:

Conhecendo-se a tabela:

11



1 (111122 135(149| 1.65

Calcular um limitante superior para o erro de truncamento para avaliar f(0,35) , onde
f(z) = x - €*. Para isso, use o polinomio de interpolagao do 3° grau.

Solucao:
Como pretende-se estimar o valor da fungao z - €* no ponto 0, 35 usando o polinomio
de 3° grau, deve-se tomar 4 pontos consecutivos nas vizinhancas de 0, 35. Tomando entao,

33'0:0,2, .771:(),3, .1'2:0,4, x3:0,5

Temos de (3.1.6) que:

@ — @o| | — x| |2 — @[ |4 — a5
41

|R3(f; 1’)| < ’ (maxaroﬁtﬁxg ‘fw(t)b

Como f(t) =t - e’ segue que:
ft)y=e +t et =e(l+1)
fft)y=e(l+t)+e=€(2+1)
frt)=e'(2+1t)+e =e€(3+1)
fr@t)=€e(B3+1t)+e =e'(d+1)
Por outro lado,

MaTgy<i<ey | [ ()] = €°(4 4 0,5) & 7,42
Portanto o limitante superior para o erro de truncamento sera:

10,35 —0,2[]0,35 —0,3]|0,35 — 0,4 |0,35 — 0, 5|

(7.42) >~ 1,74-107°
24 (7,42) ’

|Rs(f; )] <

3.2 Foérmula para pontos igualmente espacgados

12



Pode-se estabelecer uma forma mais simples para encontrar o polinéomio de inter-
polagao para o caso de nos igualmente espacados z;.1 — x; = h, h # 0, com ¢ =
0,1,2,...,n — 1, onde h é um nimero fixado.

Para isso, utiliza-se uma nova varidvel da seguinte maneira:

(3.2.1)

Tem-se, os seguintes teoremas em funcao de u:
Teorema 4: Para r inteiro, ndo negativo, z — x, = (u —r) - h.
Demostracao:

Por indugao sobre n:

a) Para r =0, temos, de (3.2.1), que: x —zg =uh = (u—10)-h
b) A hipétese indutiva parar =p é: x —x, = (u—p)-h

c¢) Concluindo que vale também para r = p + 1:

Tem-se:
T—Tppr1 = T —Tp+Tp— Tpp
= =2 — (Tpp1 — Tp)
= (u=p)-h—h

= (u-—p-1)-h=(u—-(p+1))-h

Logo, o teorema tem validade para todo inteiro r» > 0.
Teorema 5: Para r e s inteiros, nao negativos:

T, —xs=(r—s)-h

Demonstragao:

A demonstragao é semelhante a do teorema 4.

13



Considere o polinémio de interpolacao de f(z) sobre xg, x; , ... , x,, dado por (3.3),
isto é:

Zf (x —zo)(x — 21)...(x — 1) (T — Thy1) ... (T — )

xp — o) (T — 1) () — 1) (X — 1) (T — )

Utilizando a nova variavel dada por (3.2.1) e os teoremas 3 e 4, obtém-se:

P $0+u h

wu—1)..(u—(k—=1)(u—(k+1))...(u—n)
Zf’“ oDkt )k 2P

que é a forma adaptada para pontos igualmente espacados, do polinomio de inter-
polacao de Lagrange, com h # 0.

Onde:

Pode-se escrever ainda:

P (xg+u-h) ka (3.2.3)
onde:
Cu(u—1)..(u—(k—1))(u—(k+1))..(u—n)
L e ey ey g g Sy (324)
Exemplo:

Dada a tabela:

1 | L1111, 1.49] 1.65

b2
b
fa—
Lad
LA

Calcular f(0,35), onde f(z) = z-e” usando polinomio de interpolagao sobre 4 pontos.

Solucao: Inicialmente escolhe-se 4 pontos na tabela, préximos de 0, 35 e calcula-se os
valores f(z) =z - e”.

Seja entao: zog=0,2 , 21 =0,3 , 29 =0,4, x3=0,5

14



X 0.2 0.3 0.4 0.5
xe® 0.2443 | 0.40496 | 0.59673 | 0.82436

De (3.2.4), temos:

(u—1)(u—2)(u—3) u®—6u®>+8u—~6
)\0(@6) = =
(0—1)(0—2)(0—3) —6
u—0)(u—2)(u—3 u? — 5u? + 6u
i = 0= w=3) _
(1—0)(1—2)(1—3) 2
uw—0)(u—1)(u—3 ud —4u® 4+ 3u
iy~ =0 D=3
2-0)2-1)(2-3) —2
u—0)(u—1)(u—2 ud — 3u? + 2u
iy~ =0 D) _
B-0)(3-1)B_2) 6
Usando (3.2.3), obtemos:
3
k=0
3 a2 _ 3 5,2
— 0,2443. " 6“_28“ 6+0,40496-w
3 _ A2 33,249
+0,59673 - “_—”2“’“ +0,82436 - %GJF“

Entao:
Ps(zo + uh) = 0,0008u” + 0,0132u” + 0, 2688u + 0, 2443

Queremos calcular f(0, 35):

r—x9 0,35-0,2
R 01

u = 1,5

Entdo, f(0,35) ~ P;(1,5) ~ 0,6799.

O método de Lagrange pode ser inconveniente em alguns casos para a determinagao
do polinémio de interpolagao de uma fungao y = f(z) sobre um conjunto de pontos xy,
X1, Ta, ... , Ty. Sempre que se deseja passar um polindémio de grau p (construido por p+1
pontos) para um polinomio de grau p + 1 (construido por p + 2 pontos) todo o trabalho
precisa ser feito novamente. O ideal seria apenas poder acrescentar mais um termo de grau
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p. Isso sera possivel através da férmula de Newton do polinomio de interpolacao. Para
essa construcao, é preciso estabelecer o conceito de diferencas divididas de uma funcao:

4 Diferencas Divididas

Definig¢ao 2: Sejam xg, x1, ... , 2, , n+ 1 pontos distintos no intervalo [a, b] e sejam
fo, fi, - 5 fn, n+ 1 valores de uma fungao y = f(z) sobre x = zx, k = 0,1, ... n.
Define-se:

flex] = f(xg), E=0,1,....,n;

f[xla T2y -eey xn] - f[m07 I, "'7xn71]
Tp — X

f[l'o, L1y eeny l’n] =

onde f[zg,x1,...,x,] é a diferenga dividida de ordem n da fungao f(z) sobre os pontos
Loy L1y eeey Ty

Aplicando a exposicao acima, tem-se que:

flz1] = flxo)

1 — Zo

[l wa] = flzo, 7]

T2 — X

f[I‘o, xl] =

f[lfo,ﬂfl,l"z] =

f[$1>$2,$3] - f[$0,$1,$2]

xr3 — To

f[$0,$1,$2,$3] =

f[xla T2,y ..ny In] - f[$07 X1, "'7‘rn—1]

Tn — Zo

f[l'o, L1y eeny .Z'n] =

Contudo, pode-se calcular mais facilmente as diferencas divididas de uma funcao.
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4.1 Calculo sistematico das Diferencas Divididas

Como pode ser feita a construcao de uma tabela para esse calculo:

a) a primeira coluna é constituida dos pontos xy, k =0,1,2,...,n;

b) a segunda coluna é formada pelos valores de f(x) nos pontos xy, k =0,1,2,...,n;

¢) nas préximas colunas estao as diferencas divididas de ordem 1, 2, 3, ... , n.

Para calcula-las, o numerador sera sempre a diferenca entre duas diferencas divididas e
de ordem imediatamente inferior e o denominador sera a diferenca entre os dois extremos

dos pontos envolvidos.

Tabela 2 - Diferencas Divididas

T ER [2;, ;] ez, x
&£y f [-L‘[:] = fl: . -

f o) = Ll = L0l | |
vy | flr] = fi f o, 21, 20] = ! [;1.222] = I{:[E.‘;:[:.:;:l]

j [.Ll,.LQ] = M;jml

"{:2 - h{:l P [ . o Y T

xy | fles) = fo f a1, w9, 23] = b [iz.ifaj - I{:l[.;,l,.;,z]
xy | flral = fi I e, w3, 4] = Llzs, Ifj — {2[;2 23]
xy | f [-’L‘4] = fa

Fonte: CUMINATO, José Alberto. Célculo Numérico. Apostila USP.

Exemplo:

Construa a tabela de diferencas divididas:

f(x) 0 6

24 60

Solucao:
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xi | fxil f{xix] f1x1%),%K flxi,x,x1,x1]

1|0 6—0
3-1 3 18-3

3| 6 24—6 -1 0 9-5 _
4—3 18 36—18 5-1 !

4| 24 60-24 _ 5-3 7
5-4

5| 60

Fonte: O autor

4.2 Resultados sobre Diferencas Divididas

Teorema 6: As diferencas divididas de ordem k de uma fungao f(z), satisfazem:

B o] flzo]
f[{[‘o,l'l,.-.,xk] - (xo—xl)($0—$2)---($0_93k) + (xl—a’,‘o)(l‘l—xz)...(xl—fk)
flo]

+<£L‘k —xo)(Tp — x1)...(Tp — Tp—1)

Corolario 1: As diferengas divididas de ordem k de uma fungao f(x), satisfazem:
flzo, x1, o, xi] = flzjy, Tjys o, ) » onde (Jo,J1, ..., Jk) € qualquer permutacao dos

inteiros (0,1, ..., k).
Corolario 2: As diferengas divididas de ordem k de uma fungao f(x), satisfazem:

7Ik] _fl:‘r()?"'?xj—lej“rl?"'7‘rk]’ onde Z#]

f[xo,acl,...,:z;k] — f[ 0y s Li—15 Tit1,
Tj— Xy

5 Formula de Newton

A definigao de algumas fungoes se faz necessaria para obter a férmula de Newton do

polinomio de interpolagao.
Seja f(z) uma funcdo continua e que possua derivadas continuas em [a,b] e pontos

distintos zq, z1, ..., £, dentro desse intervalo, define-se:

()" flwo, 2] = w, definida em [a,b], para x # x.
— To

18



flwy, 2] — flao, =]

r — Xy

(2)" flwo,21,2] = , definida em [a,b], para = # 9 ¢ x # x1.

flz1, ooy xno1, x) — flxo, 1, .0y 20,
T — T,

, definida em |[a, b,

(n+ 1) flro,x1, ..., Tp, 2] =
parax # xp, k=0,1,....,n.

Observe que foram acrescentadas, sucessivamente, na diferenca dividida das fungoes
acima, o proximo ponto da tabela. E possivel encontrar uma férmula de recorréncia para

f(x) = f(z0) + (x — x0) fl, x0]

De (2)* usando (1)* temos:

f[a:o,:cl,x](yc - xl) - f[:L‘o,ZB] - f[x(bwl]

flzl = flwo]

f(z) = flzo] + (x — x0) fxo, 1] + (x — o) (x — 21) f|20, 71, 7).

flzo, z1, z](z — x1) = — flzo, x1]

Analogamente, de (n + 1)*, temos:

f@) = A{flzo] + (z = xo) flxo, 21] + (& — o) (& — 1) flwo, 21, 7]
+(z — xo)(x — x1)(x — x2) flw0, 1, T2, T3]
+oo 4 (x —zo)(x — 21)...(x — 2p1) fT0, 21, o, T0) 11
+H{(x —xo)(x — 21)...(x — ) o, T1,s ooy Ty T Jo

(5.1)
Obtem-se entao a férmula de recorréncia para f(x).
A definicao de {...}; e {...}2 pode ser dada através do teorema:
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Teorema 7: O polinémio:

P.(x) = flxo]+ (x — o) flxo, z1] + ...+ (x —x0) (x — 21)...(x — 1) fT0, 1, -y 2] = {0 11

¢ o polindmio de interpolagao da fun¢ao y = f(z) sobre os pontos xg, 1, ..., Tp, isto é,
P.(x) = f(xg), k=0,1,....n.

Prova: Por inducao sobre n.

a) Para n =1 temos que:

Pi(x) = flzo] + (z — m0) f[o, 71]

Pie) = flao] + (o — ap) L=
Entao,
Para x = zq — Pi(x) = flxo] + (2o — Io)w = flxo]
Para x =21 — Pi(z1) = flxo] + (21 — xo)w = flr]

b) Presumindo a validade para n =k — 1, isto é, P,_1(x;) = f(x;), i =0,1,2,....k — 1.
c) Prova-se para n = k. A prova sera dividida em duas partes.

1*) Seja i < k, entao:

Pk(xz) = Pk—l(wi) + (I‘Z — ZE())(I‘Z — ZEl)(ZEZ — ZL‘k_l)f[iL'Q,ZEh ey T

[
N
&
I
=
8
NG

pela hipétese de inducao.

2%) Seja ¢ = k, entao:

Pe(x) = flao]+(xp—x0) flxo, v1]+.. . (xp—x0) (2 —21)...(xp—21_1) f[T0, T1, -ovs T
Fazendo x = xj; em (5.1) e comparando com a expressao obtida acima para

Py (1), percebe-se que Py(xr) = f(xx), (lembrando que n = k) o que completa
a prova do teorema.
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Teorema 8: Para = € [a,b], x # x, k=0,1,...,n

A3

flzo, 1, ..oy xn, x] = CF 0 & e(xo, mp)

Prova: Utilizando o teorema 7, em (5.1):

f(z) = Py(x) 4+ (x — z9)...(x — x,) flxo, 1, ..., Tny, 7]
f(z) = Pu(z) = (x — x0)...(x — ) fwo, 1, ooy Ty T (5.2)

Entretanto, usando (3.1.1), temos que:

onde &e(xg, ).

Mas, (x — x¢)(x — x1)...(x — x,) # 0, uma vez que os pontos tabelados sao distintos.
Comparando (5.2) com (5.3), segue que:

A3

flzo, 1, oy xn, x] = (n—l—l)!; Ee(xg, )

P.(x) = f(zo) + (x — x0) flxo, 1] + (x — xo)(x — 1) f w0, 1, 2]
+oo 4 (x —xo)(x — 1) (¥ — Tpr) flw0, 21,4 oy 0] = {0 1

¢ a Formula de Newton do Polinémio de Interpolacao, e a expressao:

R.(x) = (x — xo)(x — x1)...(x — xp1) f[T0, X1, T2y oy k] = {. ]2

¢ o termo do resto ou erro de truncamento.
Vale observar que é o mesmo erro da forma de Lagrange.

Exemplo:
Dada a tabela:

21



x [02] 034 0.4 0.52 0.6 0.72
fix) |0.16 0.22 027 | 029 0.32 0.37

a) Obter f(0,47) usando um polindomio de interpolagdo de grau 2 pelo método de
Newton.

b) Dar uma estimativa para o erro.

Solucgao:
X flxs] =, 1 flx, x5, xul fxs, x5, Xk, 3]
0,2 0,16
0,22 - 0,16 =0,4286
034-02 0,8333 - 04286 =2,0235
0,34 0,22 04-0,2 -3,7033 — 2,0235 = -17,8963
027 022 =0,8333 0,52-02
0,4-0,34 0,1667 —0,8333 =-3,7033
04 |@D 0,52 0,34
0,29-0.27 = - 1,0415 - (-3,7033) = 18,2994
0,52-04 0,375 — 0,1667 = 0HIS» 0,6-0,4
0,52 0,29 0,6-0,4
032-029=0375
0,6-0,52 0,2085 — 1,04415 ~(G6031Y
0,6 0,32 0,4167 — 0,375 = 0,2085 0,72 - 0,52
037-032 =0,4167 0,72-0,52
0,72-06
0,72 0,37

Fonte: O autor

Deve-se escolher 3 pontos na vizinhanga de 0,47. Seja entao: xo = 0,4, xr1 = 0,52 e
Ty = 0, 6.
Assim:

Py(x) = f(xo) + (x — x0) flwo, 21] + (2 — 20) (@ — 21) fl20, T1, 2]
Py(x) = 0,27 + (x — 0,4)0, 1667 + (= — 0,4)(x — 0,52).1,0415

Portanto, f(0,47) ~ P»(0,47) ~ 0,278
Para se achar uma estimativa para o erro de truncamento:

R.(z) = (v — xo)(x — x1)...(® — 2p1) flx0, 21, T2, ...y T

Ro(0,47) = (0,47 — 0,4)(0,47 — 0,52)(0,47 — 0,6).(—2,6031) ~ —1,18 - 1072,
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5.1 Diferencas Ordinarias

Existe uma forma mais simples de se encontrar o polinomio interpolador, através do
método de Newton, quando os valores dos nés sao igualmente espacados. Admita que
esse espaco entre eles seja um valor A nao nulo.

E preciso primeiramente construir a nocao de diferenga ordinaria de uma funcao:

Defini¢ao 3: Sejam g, x1, 2, ..., z,, n -+ 1 pontos distintos em [a, b] tais que ;41 —
xi=h, i=0,1,2,...,n—1esejam fy, f1, f2, ..., fn, n+1 valores de uma fungao y = f(x)
sobre x = x, k=0,1,...,n.

Define-se:

A°f(ax) = flar)
A" f(xg) = A" f(vp + h) — A7 f(a) (5.1.1)

onde A" f(xy) é a diferenca ordinédria de f(z) de ordem r em x = z.

Entao, utilizando essa definicao:

A°f(ay) = fla)

A'f(x) = Af(z + h) — A% (zx) = flan + h) — f(x)

Af(z) = Alf(xr+h) = A f(a)
= (x5 +2h) = 2f(zx + h) + flzk)

A® f(zy) = fzr, + 3h) — 3f (x4 + 2h) + 3f (z + h) — f(2k)

A" f(zy) = (g)f@;k +7h) — <71’>f(a;k 4 (r—1)h) + .+ (—1)7"(:)f(xk)

Portanto:
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onde :

G) =

O calculo pode ser feito de maneira mais facil através do célculo sistemédtico das
diferencas ordinarias:

5.1.1 Calculo Sistematico das Diferencas Ordinarias

Utiliza-se a seguinte tabela para o cédlculo das diferengas ordinarias de uma fungao
f(z) sobre os pontos xg, z1, xa, ..., T,, em que: x, — x, 1 = h para todos os z; :

Tabela 3 - Diferencas Ordinarias de uma Funcgao

x fla) Al A?

zy | AVf (z0) = fo
Alf (x0) = A%f (1) — A" f (x0)
ry | A%f (x1) = fi A2f (zg) = A'f (x1) — AL f (20)
AYf (22) — A%f (w0) = A/ (1)
vy | AVf (22) = fo AP f (x1) = A f (x2) — AL f (1)
Alf (z2) = Af (x3) — A f (a2)

1y | AYf (23) = [y A2f (22) = Al (w3) — A f (22)
AS (w5) = A°f (24) = A (25)

zg | ACf (24) = fa

Fonte: CUMINATO, José Alberto. Célculo Numérico. Apostila USP.

A tabela é construida da seguinte forma:
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a) a primeira coluna contém os pontos z;, onde i =0, 1,2, ..., n;

b) a segunda coluna é composta pelos valores de f(x) nos pontos x;, onde i =
0,1,2,...,n;

c) nas proximas colunas estdo as diferencas ordinarias de ordem 1,2,3,... que sdo
encontradas fazendo a diferenca entre duas diferencas ordindrias consecutivas e de
ordem imediatamente inferior.

Observacgao: Os resultados que serao aplicados na construgao do polinomio inter-
polador, para nds igualmente espacados de tamanho h, sao os primeiros valores de cada
coluna de diferencas, mas é necessario construir toda a tabela, uma vez que esses valores
nao sao autonomos uns dos outros.

A associacao entre as diferencas divididas de ordem n de uma funcao e as diferencas
ordindrias de f(z) de ordem n, num ponto xq, pode ser obtida através do teorema:

Teorema 9:

Se xp, =xo+ kh; k=0,1,2,...,n, entao:

f[Z'O,fBl, ,:L‘n] — %7(/:0)

Prova:

Por inducao sobre n :

a) Para n = 1. Pela definigao:

flz x]:f(%)—f(mo) :f(x()‘l'h)—f(fﬂo) :Alxo
0:1 Tr1 — Xy h h

sendo que ¥1 = w9 + h, f(z1) = A%f(z1), flzo) = A°f(20).

b) Conjecturando paran =k — 1 :

Prova-se, entao que serd vélido para n = k. Pela definicao e pela hipdtese de indugao,
obtém-se:
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flz1, xo, oy x| — flzo, 21, -y Tp_1]
T — Lo
1 Ak71f<l’1) Akilf(l'(ﬁ
E[hk—l(k; —1)! Bk — 1)!]
= A (g 4 ) — A ()
A" f (o)
hkk!

f[x()?xlv---uxk] =

O que prova o teorema.

Observa-se que as diferencas ordinarias de ordem n de um polinomio de grau n,
P,(z) = apa™ ' + ... + a1x + ag equivalem a h™n!- a,. J4 as de grau maior que n
sao todas iguais a zero.

5.2 Foérmula de Newton - Gregory

Empregando o teorema 8 no teorema 6, é possivel obter um polindmio de interpolagao
na forma de Newton, para uma funcdo y = f(z) com nds igualmente espacados, de
tamanho h, no intervalo [xg, z,]:

(5.2)

Exemplo:

Dada a fungao y = sen(z) tabelada:
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sen(x) | 0.932 0.964 0.985 0.997

a) Calcular o polinomio de interpolagao através do método de Newton

b) Calcular o polinomio de interpolacao através do método de Newton - Gregory
Solugao:

a) Pelo método das diferengas divididas, temos:

X flx] flx, x5] flx, x5, 3] flxs, x5, xx, 3]
1,2 | 0,932 0,964—0,932 - 0,032 - 3; 021-032 _ 011 - 55 | —045—(-0,55)
1,3-1,2 0,1 1,4-1,2 0,2 1,5-1,2
1,3 | 0,964
0,985—0,964 _ 0,021 _ 5y
14 10,985 14-13 01 012-0,21 = =0,09 = o 45 01 _1
L5 | 0.997 1,5-1,3 0,2 03 3

0,997 0,985 _ 0,012 _g 1o
15-14 0,1

Fonte: O autor

Como n = 3, nosso polinomio de interpolacao na forma de Newton é dado por:

Py(z) = flwo] + (x — x0) flzo, 71] + (2 — 20) (2 — 1) |70, T1, 72]
+(x — mo)(x — 1) (T — 22) flT0, T1, T2, T3]
= 0,932+ (z—1,2)-0,32+ (x — 1,2)(x — 1,3) - (—0, 55)
1

- 12)(r-1.3)(z - 1.4) 5

—3,114 + 10, 1452 — 5, 5522 + 2°
3

b) Calcular o polinomio de interpolacao através do método de Newton - Gregory
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X

A% f[xi] = f[xi]

ALf[x;] A2 f[x;] A3 3]

1,2
L3

L5

0,932
0,964
0,985
0,997

0,964 - 0,932= 0,032
0,021 -0,032=-0,011 |(- 0,009) — (0,011)=0,002
0,985 —-0,964=0,021
0,012 - 0,021 =- 0,009

0,997 -0,985=0,012

n = 3, portanto,

Pg([L’)

Fonte: O autor

A f(x; A? f(x
7o) + o= a) (LD 4 (0 ) — 2 (2L
A3 f (s
o= o) — ) — ea) (S )
(r—1,2)-0,032 (z—1,2)(x —1,3)-(—0,011)

B (N L TR 0,122
+(ar; —1,2)(z —1,3)(z — 1,4).0,002

0,13 - 3!
—3,114 + 10,1452 — 5, 5522 + 2

3

Concluimos que é possivel encontrar o mesmo polinomio interpolador pelos dois métodos
de Newton, embora seja menos trabalhoso o método de Newton - Gregory para nds equi-
distantes.

6 Comparacao entre os Métodos de Interpolacao de
Lagrange e de Newton

Com pequenos calculos acerca da quantidade de nds descritos no problema é possivel
saber qual dos dois métodos seria mais rapido em chegar ao polinomio interpolador.

Vejamos na tabela abaixo:
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Tabela 4 : Comparacao entre o niimero de operacgoes entre Lagrange e Newton

Operagdes
Formula Numero de Nuimero de Numero de Total
adigdes Multiplicagdes divisdes
NEWTON n*+n-2 n-3 (n?—n)?2 (3n™+5n-10)2
LAGRANGE n+n-1 ni—1 n n?+3n-12

Fonte: BARROSO, Leonidas Conceicao; BARROSO, Magali Maria de Araijo; FILHO,
Frederico Ferreira Campos; CARVALHO, Mércio Luiz Bunte e MAIA, Mirian Lourenco.
Célculo Numérico (com aplicagdes). 2 ed. Editora Hamburg Ltda. Sao Paulo, 1987.

Comparando o total de operagoes podemos perceber que w < 2n%+3n — 2
para n > 2, onde n representa o numero de pontos que se tem conhecimento com suas
respectivas imagens. Isso significa, basicamente, que o método de Newton pode nos dar
uma resposta mais rapida que o método de Lagrange. Mas, se em um mesmo problema
existir varias fun¢oes y para um mesmo conjunto de pontos x, nas quais se quer chegar
a um polinomio interpolador, é vantajoso o emprego da Formula de Lagrange, pois uma
vez construida, a tabela de diferencas e produtos, seria usada tantas vezes quantas fossem
as interpolagoes, bastando para isso substituir-se os valores de y, pois os produtos nos
denominadores sao calculados apenas uma vez.

7 Método de Hermite

Uma modificagao para a técnica de interpolacao de Lagrange é interpolar os valores
da funcao e da sua derivada em um conjuntos de pontos. Esse procedimento da origem
a interpolacao de Hermite. A ideia é representar uma funcao por um polinémio que seja
interpolador de f em alguns pontos de seu dominio e que sua derivada seja interpolada
nesses mesmos pontos. Entao, supondo que f seja diferencidavel, serd preciso achar um
polinomio H tal que:

f(xi) = H(x;)
f(x))=H (x;), com i=0,1,...,n

Quando tal circunstancia acontece, diz-se que as fungoes f e H osculan 2 vezes pelos
pontos x;. A interpolacao de Hermite tem essa propriedade osculadora que permite uma
melhor aproximacao da funcao. A obtencao do polinomio pode ser feita de varias formas.
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E possivel através do polinomio interpolador de Lagrange e suas derivadas e com o po-
linobmio de Newton. Por praticidade, serd utilizado o polinomio interpolador de Newton
neste trabalho.

Teorema 10: Seja f € C*"™2([a,b]) e ¢, 11, ..., T, pontos distintos em [a, b]. Existe
apenas um polinomio Hs,,; de grau menor ou igual a 2n + 1 que verifica:

fai) = H(x;)
f(z;) = H (z;), com i=0,1,...,n (7.1)

Demonstragao:

Considere 2n + 2 pontos xq, Tg, 1, X1, ..., Tn, L. Pode-se constatar que o polinomio de
grau 2n + 1 dado por:

H(z) = flwo] + flxo, zo](x — 20) + fl0, T0, 71](T — 70)*
+flwo, 20, 21, 1) (2 — 20)* (T — 1)

o Fl20, 20, oy T, ) (2 — 20)* (2 — 21)2. (2 — 20 1) (2 — 2,)

(7.2)

Verifica as condigoes dadas em (7.1), onde as diferencas divididas precedem os resul-
tados:

) (.
flei, iy i) = / Exl) para r + 1 pontos (7.3)
r!
Sendo que:
flei,zi) = lim flz, z;]
fles, z;] = Illgcl f(a;) : i(xl) (7.4)

’

flzi, ] = f(23)

Assim, o polinomio interpolador de Hermite de grau 2n + 1 é dado por:

Hopir(z) = flzo] + flzo, mo](x — 20) + f[wo, xo, 21](x — m0)?
+flwo, 20, 21, 21) (2 — 0)* (T — 21)

Foot flro, To, oy T T (@ — 30)* (1 — 1) (2 — 1) P (@ — )
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Para determina-lo, basta analisar a tabela de diferencas divididas onde cada ponto
aparece duas vezes.

Exemplo:

Determine um polinomio interpolador de Hermite de grau 3 para a funcao f(z) =
cos(x) no intervalo de [0, 7.

Para a funcao f(z) = cos(z)

’

f(x) = —sen(x) f(0)=1 f(

’ /

)=0 fO)=0 f(5)=-1

bo| 3

Montando a tabela de diferencas divididas, tem-se:

Xi x0=0 x0=0 X1 =12 X1 =172
f[xi] f{xo]=1 f[xo]=1 f[x1]=0 f[x1]=0
flxo, x1] = f[xa] - f [x0] =
X1—Xo
[xi, x;j] f[xo, x0] = '(0)=0 0-1 = -2/m flx,xi]=f"(x1)=-1
w2 -0
f[x0 o0, x1] = f[x0, x1] - f[x0, X0l = [f[x0, X1, x1] = f[x1, x1] - f[X0, x1] =
xi, x5, % X1 — Xo X1 — Xo
2m =-4/n? l-(-2/m)y=4-2n
w2 -0 w2 -0

f[xo X0, x1, 1] =
f[xo, x1, x1] - f[X0, X0, X1] =
X1—Xo
13, Xj, X, Xi] 4-2n-(-4 ) =
/2 -0
=8n2-4m+8
T[3

Fonte: O autor

Substituindo na férmula do polinomio interpolador de Hermite:

Hy(z) = flxo] + flxo, mol(x — x0) + flao, w0, 2:1](x — 20)* + flwo, x0, 21, 2:1)(x — w0)*(x — 21)
2 _
= 1+0(z—0)+ (—%)(m —0)2+ (W)(x —0)%(z — g)
~ 14 <—47r2 —17;227r - 8)1:2 n <87T2 —7:;# + 8)$3

Voltando ao teorema anterior: Seja f € C*"*%([a,b]) e zg, 1, ..., ¥, pontos distintos
em [a, b]. Existe apenas um polinomio Ha,;; de grau menor ou igual a 2n+ 1 que verifica:
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flai) = H(x;)
f(z;) = H (z;), com i=0,1,...,n
Demonstragao:

Para atender as condigoes iniciais, o polinomio devera ser de grau igual ou inferior a
2n + 1. Para provar a existéncia, considere as fungoes:

Hi(w) = [1 = 2(x;)(z — 2)|s(2)* e Hy(r) = (v — 2;)0i(x)’

comi=0,1,....,n e ¢; os polinomios de Lagrange. Verifica-se que:

HZ(I]) = 51',]' > HZ/(IJ) =0 com Z,j = 0, 17 N

Hi(z;) =0, H(z;)=06;; com i,7=0,1,....n
E assim, o polinomio:

n

Hnya(w) = Y [f (@) Hi(x) + f () Hi()]

1=0

tem grau menor ou igual a 2n + 1 e verifica (7.1).

Para a unicidade, seja ()2,+1 outro polinomio de grau menor ou igual a 2n + 1, que
verifica (7.1) e que

R2n+1<x) = H2n+1 (.Z') - Q2n+1 (l’)

Como Ry y1(7) = Ry, q(z) =0, parai = 0,1, ...,n tem-se que este polinomio de grau
inferior ou igual a 2n + 1 tem 2n + 2 zeros o que implica que terd que ser o polindomio
nulo. Ou seja Hap,11(2) é tnico.

7.1 Erro de interpolacao do Método de Hermite

O estudo do erro na interpolacao de Hermite consiste em generalizar o estudo feito
para a interpolacao de Lagrange. Assim,

FEr2(E)

) @)

Ry (2) = f(x) —ple) = (
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W(z) = [J(x — =)

J=0

Exemplo:

Com f(z) = In(x), calcular o erro para o valor da aproximagao de f(1,5) usando
interpolacao ctibica de Hermite.

Solucao:
Dados,
f) =0 f(1)=1 f(2)=0,6931 f(2)=0,5
A3 > 2
R3(175)_< 4! )(175_1) (2_175) com fE (172)
ou
M
R3(1,5) < () 0.5"
onde
M > @) ()] = 61 _

Z MATxe[1,2] ‘f (95)| = MaTye(1,2] ? =6

entao:

|R5(1,5)] < 0,02

Este método é mais preciso, segundo o seu erro de aproximagao, que os métodos de
Lagrange e Newton, vistos anteriormente, pois utiliza além dos nés, suas derivadas, porém
muitas vezes essa informagcao nao é disponivel.

8 Splines

Conforme citado nos itens anteriores, polinomios de grau n podem ser usados para inter-
polar n 4+ 1 pontos de uma funcao. Se tivermos dez pontos, por exemplo, é possivel se
construir um polinomio de grau nove. A curva desse polinomio captura todas as oscilagoes
previstas por esses pontos, mas polinomios interpoladores de elevado grau podem trazer
grandes dificuldades de resolugao. Existe uma alternativa para esses casos: a interpolagao
por splines. Em algumas fungoes, pode-se obter polinomios com erros de arredondamento
e para evita-los podemos encontrar polinomios de grau mais baixo em um subconjunto
dos nos dados. Para isso, devem-se impor condi¢oes para que a funcao de aproximacao
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seja continua e tenha derivadas continuas até uma determinada ordem. Tais polinomios,
definidos por partes, recebem o nome de fungoes spline. A principal diferenca entre a
interpolacao classica por polindmios e esta por splines é que splines produzem curvas cu-
jas equagoes de terceiro grau sao seccionalmente continuas e tem derivadas continuas até
a segunda ordem e descontinuas da terceira ordem em diante. Curvas de terceiro grau
podem ser usadas para conectar esses pontos e sao chamadas de splines ctbicos.

H& muitos anos, os métodos splines também sao usadas na engenharia e outras areas.

Em certas aplicagoes, os splines sao entendidas como réguas flexiveis que podem ser
curvadas de forma a passar por um conjunto de pontos, chamados nés.

Grafico 2: Interpolacao Spline

f
Sp—1 (%)
- .
51() A S
052 () V{
—T‘J!—_:'E-__.-
l\‘_l((
X
XJ X2 X3 Xp-2 Xp-] Xp

Fonte: http://www.mat.ufrgs.br/~guidi/grad/MAT01032/calculo_numerico.cap4.pdf -
Acessado em 15/05/2016.

Definicao 4: Considere a func¢ao f(x) com n + 1 pontos: zo < z1 < ... < z,, definida
em [a, b].

Uma funcdo S(x) é denominada spline de grau p com nés nos pontos xg, 1, ..., T, Se
atender:

1) em cada subintervalo entre dois nds consecutivos, S(z) é um polindémio de grau p;
2) S(x) é continua e tem derivadas continuas até a ordem p — 1 em [a, bJ;
3) S(z;) = f(x;) parai=0,1,2,...,n.

Satisfazendo estas condigoes, a fun¢ao S(x) receberd o nome de spline interpolante.
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8.1 Spline Cubico

Trabalhar com spline ctibico significa trabalhar com polinémios do terceiro grau para cada
intervalo [x;, z;11] de nds, logo nesse intervalo:

ondet=1,2,...,n

Entao, existira n intervalos para n+ 1 pontos dados e 4n constantes a serem calculadas
(incégnitas). Existem algumas condic¢oes para calcular as incégnitas:

1) Os valores da fungdo e do polinomio devem ser idénticos nos nds interiores dentro
do intervalo da funcao.

2)

3) Splxr) = Sy (zr),k=1,...,(n—1)
)
) S

A primeira e a ultima fungao deve passar pelos nés extremos.
4 Sk(:vk) Sk+1($k),k7: 1,...,(7’L— 1)

5) Sp(wr) = Spa(we), k=1, (n = 1)

O fato da funcao spline nao ter picos e nem trocar abruptamente de curvatura nos nés
vem da continuidade da segunda e terceira derivada.

A seguir, constréi-se, de uma maneira simples, a funcao spline cibica:

E facil perceber que, como cada par de nés é ligado por um polinomio cibico, a
segunda derivada no interior de cada intervalo é uma reta:

S; (x;) = 3a;x% + 2b;x + ¢ (8.1.2)
S; (z;) = 6ax + 2b; (8.1.3)

Assim, é possivel representar as segundas derivadas por um polinomio interpolador de
primeiro grau de Lagrange:
1 1" T — X 7 T — Ti—1

Si (wi) = 8 (i) (———=) + 5 (2:)(

Ti—1 — X4 Ty — Ti—1

(8.1.4)
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1" , . . s . .
onde S” (x) é o valor da segunda derivada em um ponto qualquer = no i- ésimo inter-
~ . . . . , 7
valo. Logo, essa equacao liga a segunda derivada no primeiro n6 S" (x;_1) com a segunda
. , "
derivada no segundo né S" (z;).

Ao integrar duas vezes a equagao (8.1.4) tem-se uma expressao para S;(x). Contudo,
essa expressao tera duas contantes de integracao a serem determinadas. Para determina-
las voltaremos na condicao de igualdade da fungao S;(z) deve ser igual a S(x;_1) em x;_;
e S;(z) deve ser igual a S(z;) em w;:

Si(z) = / S! (x)dax
- /[S”i(xi—l)M + S{/(xi)w]dx

T
Ti—1 — X4 Ty — XTj—1

S;/(w,_l) 2 Sz”(ml) 2
= S, xz)( ;) +2(-Ti $z—1)(x ri1) + ke

Six) = / S!(z)da

= /[M(m — )+ M(m —xi-1)% + ki]dx

(55171 - xz) 2(%’ - xifl)
_ S;l(-ri—l) 3 S;/(x,-) 3
= G(xi_l — xl) (.’L‘ JZZ) + 6(1’Z — Ii_l) (ZL‘ sz_l) + klfL’ + ]{72
Como S;(z;) = S(z;) e Si(xi_1) = S(x;-1),
S (i
Sz(-rzfl) = 6(:1; (a: 1; )(xifl - iUz')g + Ci(m‘ - xifl) = S(ajzfl)
i—1 = 4Lg
Si(z;) = i () (z; — w51)* + di(zi — m51) = S(z3)
i\ 6(377, — xl—l) 7 i—1 i\ L1 i—1 7
onde:
~ Slriny) S (@ — i) 1
= {$z Ti—1 6 } (Iz iUz‘—l)
Sla) S () (w — 1) 1
= {xz Ti— 6 } (1‘2 33#1)



Fazendo os célculos:

Sz(l') = 6(%1 (xza—:j)l)( - :U)3 + 6<sz (xg;)l) (l’ _ :Ci,l):s
S(xi1) S (i-1) (2 — 24-1)
Rl P - J(z: — 1)
S"(z) S (xi)(xi — miy)
+[(I@ Ti 1) 6 J(x —zi1)

(8.1.5)

Observa-se que essa expressao contém apenas dois coeficientes a serem determinados,
no inicio e no final do intervalo, S” (x;,_1) e S” (2;). Entdo, determinando adequadamente
as segundas derivadas em cada né, a equacao (8.1.5) serd um polindémio de grau trés que
pode ser usado para interpolar o intervalo. As segundas derivadas podem vir da condi¢ao
de que as primeiras derivadas devem ser continuas nos nos:

/ /

Si(@i) = Sy (w4) (8.1.6)

A equagao (8.1.5) pode ser derivada para expressar a derivada primeira. Se isso for
feito para todos os i-ésimo e (7 — 1) - ésimo intervalos encontra-se:

1 11

(x; — xi-1)S (wi—1) + 2(xip1 — x-1)S ()
H(zin —2)S (i11) = (——)[S(wis1) — S(xs)]

Na auséncia de qualquer informagcao especifica nos nés extremos é usualmente aplicadas
as condicdes: S (xo) = S (z,) = 0. A imposicio destas condicdes reduz a precisao do
Spline e é chamada de Spline Natural.

Exemplo: Ajustar um spline cibico para os seguintes dados e usar uma estimativa
para z = 6:
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fx)| 25 1 25 0,5

Solucao:

A partir da equagao (8.1.7) é possivel gerar um conjunto de solugoes simultaneas que
determinam a derivada segunda nos nés. Escolhendo-se 1 =1 e i = 2, tem-se:

11 6

(21— m0)S" (20) + 2(wa — 20) S (1) + (w2 — 1) S (w2) = (x2 — xl)[S(@) — S(z1)]
oIS () ~ S(a)
(8.1.8)
(w2 —21)8" (21) + 25 — 1) (22) + (w3 — 22)S (23) = (= E 2, [8(@s) = f(@2)]
H IS (@1) - (o)
(8.1.9)
Retirando os nés interiores da tabela:
=3 = S(zg)=2,5
r1=4,5 = S(l’l) =1
To =17 = S(.TQ)ZQ,E)
3 =29 = S($3)20,5
Substituindo esses valores nas equagoes (8.1.8) e (8.1.9)
(4,5 -3)5"(3) +2(7—3)S"(4,5) + (7T —4,5)5"(7) = (7 _64 5)[5(7) — 5(4,5)]
6
+ ()53 = 5(.5)
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(7—4,5)S"(4,5) +209—4,5)S" () +(9-7)5"(9) = 0

(8.1.11)

Utilizando S”(3) =0e SH(Q) = 0, que ¢ a condicao de spline natural, e substituindo
em (8.1.10) e (8.1.11) tem-se o seguinte sistema:

85" (4,5)+2,55"(7) = 9,6
2,55"(4,5) + 95" (7) = —9,6

Que tem por solugao:

S"(4,5) = 1,679 8" (7) = —1,533

Considerando 7 = 1,2 e 3 na equagao (8.1.5):

Si(z) = %(m—@u%w—xoﬁ
(8.1.12)
Sy(z) = %(@—m%&i(ﬂl)(x 1)?
S Sl n),
(8.1.13)
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Sz(r) = 6(25 — 22) N )’ + 6(zs — 1) T — x5)°
2 Sl oy,
+[$j(f3x)2 ° (x3)(gg = 332)](m — 1)

(8.1.14)

Substituindo os valores de =" e S /(:1:) e utilizando a condigao de spline natural:
Si(z) = 0,1866(x — 3)* + 1,666(4,5 — ) + 0,2469(x — 3) (8.1.15)
Sy(z) = 0,1119(7 — x)® — 0,1022(z — 4,5)* — 0,2996(7 — ) + 1,6388(x — 4,5) (8.1.16)
Ss(z) = —0,1277(9 — ) + 1,761(9 — x) + 0,25(z — 7) (8.1.17)
Logo, o spline cubico ¢ dado por:

(S1(2) = 0,1866(z — 3)3 + 1,666(4,5 — ) + 0,2469(x — 3) se 3 <z <4,5

So(z) = 0,1119(7 — 2)* — 0,1022(x — 4,5)% — 0, 2996(7 — )
+1,6388(x — 4,5) se 4,5 <x <7

S3(x) = —0,1277(9 — 2)> + 1,761(9 — ) + 0,25(x —7) se T<x <9
(8.1.18)

\

e, portanto, S(6) é calculado através do segundo intervalo:

S(6) = S5(6) = 0,1119(7—6)*—0,1022(6—4, 5)> —0,2996(7—6)+1, 6388(6—4, 5) = 1,925

8.2 O erro de interpolacao do Spline Cubico

Da mesma forma que os métodos anteriores, é possivel se definir uma férmula para o
célculo do erro na comparagao com a fungao original. Entao, para todo x em [a, b], para
S com derivadas continuas até a ordem 4 pelo menos, o seguinte resultado no erro absoluto
detém:
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h4
MaXgze(z;_1,a;] |S(J}) —p3($)| < Z s MaXge(a,b] ’5(4)(17)‘ )

Fonte: JINGMEI QIU - https://www.math.uh.edu/ jingqiu/math4364 /spline

9 Aplicacgoes

9.1 Fenomeno de Runge

Grafico 3: Reduzindo o Erro
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Fonte: http://www.ime.unicamp.br/~ biloti/an/interp.pdf — Acessado em 17/05/2016.

A figura acima é composta por 4 polinomios diferentes, que foram feitos utilizando
mais pontos do que o polinomio imediatamente anterior na tentaiva de diminuir o erro.
Os polinomios ps, p3 e ps interpolam as fungoes em 3, 4 e 5 pontos, respectivamente,
igualmente espacados. Analisando o desenho é possivel constatar que p4 é o polindmio que
mais se aproxima da fungao original. Mas serd que essa estratégia de aumentar o niimero
de pontos a serem interpolados garante sempre encontar um polinémio mais proximo do
original? Ou seja, sera que p,, converge para f quando n — oo. Na verdade, nem sempre
é certo que o erro ficard reduzido a medida que o grau do polinomio interpolador aumente.
Esse fenomeno é conhecido como Fenomeno de Runge.

A fungao proposta por Carle D. T. Runge para estudar o comportamento dos erros
na interpolagao polinomial foi a seguinte:

1

1) = 15

onde z € [—1,1].
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O polinémio interpolador construido a partir de pontos igualmente espacados no in-
tervalo nao converge para f(z).

Para exemplificar este fato, pode-se construir polinomios de grau 2, 4 ,6, 8, 10, para
pontos igualmente espacados. Para facilitar os céalculos, serao construidos polinémios
interpoladores, usando o método de Lagrange, na ferramenta “Scilab” e seus graficos na
ferramenta “Matlab”.

Polinémio de grau 2:

Xp— -1 X1:O Xz:l

f(x0) = 0,038 | f(x))=1 | f(x2)=0,038

Py(z) =1 — 0,962

Polinémio de grau 4:

%= -1 =05 =0 =05 |  xe=l
f(x0) = 0,038 | f(x)=0,138 | f(x2)=1 | f(xs)=0,138 | f(xs)=0,038

Py(z) =1—3,469.10"82 — 4,2772% — 1,041.10~723 + 3, 315"

Polinémio de grau 6:

Xp=-1 x=-2/3 X=-1/3 x3=0 x4=1/3 X5=2/3 Xg=1
f(x0) = 0,038 | f(x1) = 0,082 | f(x2) = 0,265 f(x3)=1 | f{xy) = 0,265 | f(x5) = 0,082 | f(x5) = 0,038

Py(z) = 1 —8,283.10" Yz — 8, 77922 — 5,204.107623 + 20, 937z* + 3,886.107162° —
13,1225

Polinomio de grau 8:

Py(z) = 1 — 1,413.10" 52 — 13,2122 — 1,73.10" 423 + 61, 3832% + 3,476.10~ 142 —
102, 782° — 3, 365.10~ 1427 + 53, 64528
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x0=-1 | x=-0,75| x=-05 |x3=-025 x=0 |x=025 x5=05 |x:=0,75 xs=1
f(x0) f(x1) f(x2) f(xs) [f(xy)=1| f(xs) f(xs) f(x7) f(xs) =
=0038 =007 | =0138 =039 =039 | =0,138 | =0,07 0,038
Polinomio de grau 10:

Xo—= X1= X2= X3 = Xq4= X5= Xs= X7= Xg= Xg= X1=
1 | 08|06 -04 -02 0 |02 04 | 06 0,8 1
f(xa) f(x1) | f(x2) fixs) | f(x) | f(xs) | f(xs) f(x7) f(xs) fi(xs) f(X10)
=0,038|=0,06 | =0,1 =02 |=05| =1 | =0,5 =02 | =01 =0,06 | =0,038

Po(z) = 1 —0,267857z — 16,8922 + 0,938z + 124, 537z — 7,4222% — 390, 7532° +
18,1362" + 517, 6812% — 11,6262° — 235, 53921°

O fenomeno de Runge pode ser observado na seguinte sequéncia de graficos:
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Grafico 4: Comparacgao dos polinémios de interpolacao na funcao de Runge
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Fonte: http://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/2015/MS211/Aula21.pdf -
Acessado em 25/05/2016.

Pela avaliacao das aproximacaoes acima, é possivel verificar, por exemplo, que o po-
linomio de grau 9 estd muito mais préximo da fungao original do que o polinémio de grau
10. Com esse contra exemplo conclui-se que nao é possivel a garantia de que p, — f
quando n — oo, para nos igualmente espagados.

Podemos analisar esse comportamento nao regular da interpolagao a partir do termo

n
[ - =) (9.1)
i=1
Para minimizar esse comportamento, é interessante a escolha de pontos nao igualmente
espagados. E possivel demonstrar que a variacgdo do termo (9.1) é minima em valor
absoluto quando os pontos z; estdo espagados em um intervalo (a,b) segundo a seguinte
exXpressao:
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para i = 1,2, ...,n. Esses pontos sao denominados pontos de Chebyshev.

Utilizando os pontos de Chebyshev no intervalo [—1, 1] podemos controlar o compor-
tamento dos polinomios interpolantes para a fungao de Runge e garantir a convergéncia
Pn-1(z) = f(x) quando n — +o0.

Mesmo assim, existem fungoes continuas que requerem um numero muito grande de
nds para que a interpolagao se aproxime da funcao original. Por exemplo, a fungao /||
no intervalo [—1, 1] requer um polinémio de grau maior que 10° para que a interpolagao

seja exata até 1073,

Em geral, quando utilizamos polinomios de grau maior ou igual a 100, a maior difi-
culdade ¢é lidar com os erros de arredondamento.

9.2 Crescimento Populacional

A cada dez anos é feito um censo nos Estados Unidos. A tabela e o grafico seguinte
mostram a populagao apurada nos anos de 1950 a 2000, em milhares de pessoas:

Com base no grafico e na tabela, use a interpolacao de Lagrange, por diferencas
divididas e por Spline Cubico para aproximar a populacao nos anos de 1940, 1975 e 2020.

Tabela 5: Populagao dos Estados Unidos (em milhares de pessoas)

Anos

1950

1960

1970

1980

1990

2000

Populacao

151,326

179,323

203,302

226,542

249,633

281,422

Fonte: BURDEN, Richard L.e FAIRES, J. Douglas. Numerical Analysis. 9 ed.
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Grafico 5: Populagao dos Estados Unidos ao longo dos anos
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Fonte: BURDEN, Richard L.e FAIRES, J. Douglas. Numerical Analysis. 9 ed.

Solucgao: Para facilitar os célculos, serao usados pontos mais simples em x; para
representar os anos do grafico. Serd construido um polinomio de grau 3 para encontrar o
polinomio interpolador.

Por Lagrange:

=6 =7 ¥»w=8 ¥1=0

Fixo)=179,323) F(x1)=203,302 | F(x2)=226,542 | f(x:)=249,633

Pela formula de Lagrange para pontos igualmente espacados:

Po(zo +uh) = fidi(u)
k=0

wu—1)..(u—(k—=1)(u—(k+1))...(u—n) onde 1= L= %0
k(k—=1)..(k—(k—1)(k—(k+1)..(k—n)’ h
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o= D090 -8 ;
M (u) = <<1 - 8;((? = 2)(1 —s)) i 5;2 + 6u
R R
As(u) = ((g:?);g_ )(g:;)) _ut - 316L2 +2u
P(@) = 179,323~ 6u26_ Hut6) 4 o0, 302(m)
+226,502(—F éuQ — 5 4oy, 633(W)

Ps(z) = 0,0983u® — 0,6645u* + 24, 5452u + 179, 323

Entao,

f(1940) = f(4) =~ P3(—2) ~ 126,788 milhares de pessoas

Por Diferengas Divididas:
Para facilitar os céalculos, serao usados pontos mais simples em z; para representar

os anos do grafico. Sera construido um polinomio de grau 3 para encontrar o polinomio
interpolador.
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Dados do problema:

=6 XKi=7 ¥»w=8 ¥2=0

Fixo)=179,323) £(x1)=203,302 | £(x2)=226,542 | f(x:)=249,633

Criando a tabela de diferenca Dividida

Xi fxil T3] i, Xj. Xi] 113, Xk X1]
6 |@F9,82% 203,302 — 179,323 — CB0ID)
7 [203.302 7-6 23,24 — 23,979 = GOIB69SY - 0.0745 - (- 0,3695) =
L [T 2026542 - 203.302 = 23,24 8-6 9-6
8 | 226,542 8—7 23,091 — 23.24 = - 00745 = 0.0983 >
‘ 9-8

Fonte: O autor

Escrevendo o polinomio:

Py(x) = flwo] + (x — x0) flxo, 1] + (. — x0)(x — 21) f0, 1, 2]

+(x — xo)(x — x1) (T — 23) flz0, 1, T2, T3]

= 179,323 + (x — 6)(23,979) + (z — 6)(z — 7).(—0, 3695)
+(z — 6)(z — 7)(z — 8).(0,0983)

= —13,0988 + 43,1343z — 2,43382% + 0, 09832
Entao:
£(1940) = f(4) = P3(4) ~ 126, 789 milhares de pessoas
f(1975) = f(7,5) =~ P5(7,5) ~ 214,977 milhares de pessoas
f(2020) = f(12) ~ P5(12) ~ 323,908 milhares de pessoas

Por Spline Cubico:
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Para facilitar os céalculos, serao usados pontos mais simples em x; para representar
os anos do grafico. Sera construido um polinomio de grau 3 para encontrar o polinomio

interpolador.

Dados do problema:

¥ =6 ¥ =T ¥x=8

¥1=9

sixa)=179,323 s(x)=203,302 | s(k2)=226,542

sfxi)=249,633

Utilizando as equagdes (8.1.8) ¢ (8.1.9):

1 1!

(21 — x0)S (z0) + 2(x5 — 20)S" (x1) + (22 — x1)S (22)

1 1 11

(e —21)S (21) + 2(x3 — 1) S (x2) + (x3 — 22)S (x3)

11

(7—6)S"(6)+2(8—6)S"(7)+ (8—=T7)S

(8—=7)S"(7)+2(9-7)5"(8) + (9—18)5"(9) =

®) =

6
87

6
—|179, 323 — 203, 302
+(7_ 6)[ Y J ]

226, 542 — 203, 302]

~—

6
(9—38)

6
——1203, 302 — 226, 542
+ (8 _ 7) [ Y Y ]

249, 633 — 226, 542]

Utilizando S” (2¢) = S”(x,) = 0 que é condicdo de Spline Natural e substituindo nas

equagoes, tem-se o seguinte sistema:
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{45”(7) +5"(8) = —4,434

S"(7) 445" (8) = —0,894

Que tem por solugao: S"(7) = 1,1228 e S"(8) = 0, 0572.

Considerando ¢ = 1,2 e 3 na equagao (8.1.5) tem-se:

SQ(Q?)

S;/(xi—l) o — )3 S;/(fﬂi) 1 )3
6(IZ — xi—l)( ! ) + 6(IZ — xi—l)( z—l)
S(l‘i_l) S//(Z‘i_l)(l’z Iz_l) —
e oty
S(wi1) S (wim1) (s — wi_1)
+[($z xi—l) 6 ](l‘ - xi—l)
Sy (xo) )3 Si (1) r—x
6(.’131 — iL‘Q) (371 ) + 6($1 — .1'0)( 0)
S(wo) (o) (w1 — mo)
H o L0y
S(z1) S” (1) (1 — o)
+[(l'1 _ xO) 6 ](l’ - .1'0)
Sy (1) 5 Sy(xa) v )
6(.T2 — Il) 2 517) + 6($2 - IEI) 1)
Sm) _ S@)@wa—m),
[($2 — 5131) 6 ]( 2 )
S(r2)  S"(z2)(w2 —w1),, -
(2 —21) 5 J(x — 1)
S (2) )3 S (3) U
6(x3 — x2) T3 = @)+ 6(z3 — 72) 2
S(x9) S” (w2) (3 — m3)
+ (@5 — 72) 5 (23 — x)
S(ws) 8" (ws)(ws — 25)
+[(J?3—ZL'2) 6 ](l’-l’g)
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S0 = Gy T g O+ g 07—
+[2(;3,_3§2 _ 1, 12286(7 — 6)](1’ —6)

Si(x) = 0,187(x — 6)® 4+ 179,323(7 — z) + 203, 115(z — 6)

1,1228 0,0572 203,302 1,1228(8 —7)
S = ! 8 — 3 ’ -7 3 ’ _ 8 —
226,542 0,0572(8 — 7)

So(z) = 0,187(8 — 2)* +0,0095(z — 7)* 4 203,097(8 — ) + 226, 532(x — 7)

Sale) = 60(503782) S 6(90— DR [23)67—5;12 - 05726(9 -2
+[24;9,_6§3 - 0(96— e -3

Ss(z) = 0,0095(9 — z)® + 226,532(9 — z) + 249, 633(8 — )

Tem-se entao a funcao Spline interpolante:

(S (x) = 0,187(z — 6)> + 179, 323(7 — ) + 203, 115(x — 6) para 6 <z <7

Sy(x) = 0,187(8 — 2)? + 0,0095(z — 7)* + 203,007(8 — z)
+226,532(x — 7) para 7T<x <8

| S3(x) = 0,0095(9 — z)3 + 226,532(9 — ) + 249,633(8 — x) para 8 <z <9

Entao:

S5(1940) = S(4) =~ S3(4) ~ 130, 243 milhares de pessoas

S(1975) = S(7,5) ~ S5(7,5) &~ 214,918 milhares de pessoas

S(2020) = S(12) ~ S5(12) & 318,679 milhares de pessoas

Dos trés métodos usados, é possivel perceber que a aproximagao para a populagao no

ano de 1975 é o valor que mais coincide com os métodos utilizados e a que melhor se
aproxima, isso se deve a esse valor estar dentro do intervalo de nés utilizados.
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Conclusao

Com este trabalho foi possivel concluir que a interpolagao polinomial é de grande
importancia para resolver diversos problemas de natureza aplicada. Foi provado, a partir
do teorema de Weierstrass, que toda funcao continua pode ser interpolada de maneira
Unica. Entretanto, dos métodos estudados para construir o polinomio interpolador, a
matriz de Vandermonde pode ser mal condicionada e, portanto, é a menos indicada.

Apesar da sua simplicidade, a férmula de Lagrange nem sempre é a melhor opcao
quando se quer interpolar uma funcao, pois esse método apresenta muitas operagoes
aritméticas. Por outro lado, os polinomios interpoladores estao associados a um con-
junto de nés e uma pequena mudanca pode altera-los completamente. Além disso, nas
aplicagoes, o nimero de nos sao estabelecidos por tentativas até que se atinja a precisao
mais adequada e a cada né acrescentado todo o trabalho anterior é perdido.

O método de Newton parece resolver o problema de refazer todos os céalculos ao desen-
volver polinomios interpoladores de ordem mais alta. Porém, se para um mesmo conjunto
de pontos, varias funcoes precisarem ser interpoladas, nao serd interessante este método.

O método de Hermite tem como vantagem uma melhor aproximagao do polinomio
interpolador pela funcao, o problema é a necessidade dos valores das derivadas nos nos e
nem sempre tem-se essa informacao.

Dentre os métodos estudados, o mais recomendavel é o spline ctbico para a apro-
ximagao de funcgoes a partir de pontos tabelados. Apesar de ser o mais trabalhoso na
construcao do polinémio interpolador, ele nao possui picos e sim curvas suaves que se
adaptam aos pontos.

Dessa forma, foram estudados diferentes métodos de interpolacao de fungoes, os quais
possuem caracteristicas préprias, e sua aplicabilidade vai depender do tipo do problema
que estamos enfrentando. Algumas informagcoes importantes na escolha de um determi-
nado método de interpolagao sao a quantidade de nés, as informagoes disponiveis sobre
as derivadas e a precisao desejada.

Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, que me guiou e me amparou nos momentos de
desanimo. Ao meu professor orientador, Juan Carlos Zavaleta Aguilar, pela paciéncia
e dedicagao, nas questoes académicas e cientificas. Sua ajuda foi fundamental! Aos do-
centes do PROFMAT, pela construcao do meu conhecimento. Aos colegas de curso que
fizeram uma enorme diferenca em todos os momentos de dificuldade, em especial ao Bruno
Glasses, pela ajuda com suas video-aulas e ao Prof. Sidney Pinheiro Duarte pela ajuda na
parte da digitagao no Latex. Agradeco aos meus pais, Lenice e José, e minha irma, Leila,
que nao mediram esforcos para que eu chegasse a essa etapa da minha vida. Aos meus
tios, Elizio e Maria José, que sempre se dispuseram a ajudar. A minha amiga, Célia, pelo
incentivo. Ao meu namorado, Anderson, pelo companheirismo e por me fazer acreditar
que tudo é possivel. Agradeco de coracao a todos que colaboraram, de maneira direta ou
indireta durante todo o meu curso e entenderam que o futuro é feito a partir das escolhas

52



feitas no presente. Muito obrigada!

Referéncias

[1] BARROSO, Lednidas Concei¢ao; BARROSO, Magali Maria de Aratjo; FILHO, Fre-
derico Ferreira Campos; CARVALHO, Méarcio Luiz Bunte e MATA, Mirian Lourenco.
Calculo Numérico (com aplicagoes). 2 ed. Editora Hamburg Ltda. Sao Paulo, 1987.

[2] BURDEN, Richard L.e FAIRES, J. Douglas. Numerical Analysis. 9 ed.

[3] CHAPRA, S. C.; CANALE, R. P. C. Métodos numéricos para engenharia. 5. ed.
McGraww-Hill, 2008.

[4] CUMINATO, José Alberto. Célculo Numérico. Apostila USP.

[5] GOURLAY, A.R.; WATSON,G.A. Computational Methods for Matrix Eigenpro-
blems. John Wiley & Sons, 1973.

[6] MOLER, Cleve. Numerical Computing with MATLAB, 2012.
[7] PINA, Heitor. Métodos Numéricos. Escolar Editora. Lisboa. 2010.

[8] RUGGIERO, Marcia A. Gomes e LOPES, Vera Licia da Rocha. Célculo Numérico
-Aspectos Tedricos e Computacionais. 2 ed. Makron Books. Sao Paulo. 1996.

[9] Biografias e curiosidades. Disponivel em: http://biografiaecuriosidade.blogspot.com.br/
2013/12/biografia-de-karl-weierstrass.html - Acesso em 22 de abril de 2016.

[10] BILOTI, Ricardo. Interpolacao. Disponivel em: http://www.ime.unicamp.br/ bi-
loti/an/interp.pdf - Acesso em 17 de maio de 2016.

[11] Calculo Numérico. Disponivel em: http://www.mat.ufrgs.br/~guidi/grad/MAT01032/calculo

_numerico.cap4.pdf - Acesso em 15 de maio de 2016.

[12] Interpolacdo Inversa, Fenémeno de Runge e os Nés de Chebyshev. Disponivel em:
http://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching /2015/MS211/Aula21.pdf - Acesso em
25 de maio de 2016.

[13] Interpolacdo Polinomial. Disponivel em: http://www.estgv.ipv.pt/paginaspessoais/nbastos/
20062007/MN_Mad/Cap%20IV-AlteradoAlunos.pdf - Acesso em 16 de maio de 2016.

[14] JINGMEI QIU - https://www.math.uh.edu/~jingqiu/math4364 /spline.pdf. Acesso
em 10 de maio de 2016.

53



