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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo ser uma ferramenta para professores de nivel
bésico e estudante de graduagao para a compreensao e estudo mais rigoroso dos niimeros
reais. Para tanto efetuamos a construcao dos nimeros reais via Cortes de Dedekind, mas
usando o conceito de infimo em vez de empregar o de supremo, como é de praxe. Inici-
almente faremos um apanhado dos conteidos indispensédveis para o desenvolvimento do
tema principal da dissertacao. No segundo capitulo abordamos a construcao do conjunto
dos niimeros racionais e suas principais propriedades, por exemplo, sua enumerabilidade.
No terceiro capitulo, para motivar a constru¢ao dos nimeros reais, comecamos falando
sobre segmentos comensuraveis, segmentos incomensuraveis e a existéncia de grandezas
que nao sao racionais. No mesmo capitulo fazemos a construgao dos nimeros reais em-
pregando a ideia cortes de Dedekind. Finalizamos o trabalho com algumas aplicacoes, a

saber, o estudo do valor absoluto e a representacao decimal de um nimero real.

Palavras-chave: Numeros Reais, Cortes de Dedekind, Relacao de equivaléncia.
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Abstract

This present work has as aim to be a tool for entry-level teachers and andergraduate
students for understanding and more rigorous study of real numbers. Therefore we have
made the construction of the real numbers through Dedekind cuts, but using the concept
of infinitesimal instead of employing the supreme, as usual. Initially we will make an over-
view of the essential subject to the development of the main theme of the dissertation. In
the second chapter we discuss the construction of the set of rational numbers and their
main properties, for example, your enumerable. In the third chapter, to motivate the
construction of real numbers, we started talking about commensurable segments, incom-
mensurable segments and the existence of quantities that are not rational. In the same
chapter we make the construction of the real numbers using the idea of cuts Dedekind.
We will finished the work with some applications, namely the study of the absolute value

and the decimal representation of a real number.

Keywords: Real Numbers, Dedekind Cuts, equivalence Relation.
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Introducao

Vocé em algum momento ja se perguntou como se deu a criacao dos nimeros? Ou como
os usamos a quase todo instante no nosso dia a dia? O homem criou os nimeros devido
a sua necessidade e nés ja estamos tao acostumados com eles que as vezes parece que
sempre existiram. Eles sao tao comuns, presentes e necessarios que nao imaginamos nossa
vida sem eles. O conceito de Nimero Real no estudo de Matematica é de fundamental
importancia, nos mais diversos niveis que se possa ocorrer este estudo.

A compreensao de tal conceito é essencial para que se possa discutir com seguranca
aspectos como determinacao correta do conjunto Dominio e do conjunto Imagem de uma
dada fungao, na delimitagao correta de um conjunto solucao de uma dada inequagao,
enfim, entre outras intimeras situagoes, reconhecer com seguranga a racionalidade ou a
nao racionalidade de um dado nimero.

O presente trabalho tem como principal objetivo a construcao dos ntimeros reais. Para
atingi-lo, o primeiro capitulo, Relagoes Bindria e Fungoes, introduz a terminologia de con-
juntos e funcgoes que sera utilizada no restante do trabalho. J4 no segundo capitulo, O
Conjunto dos Numeros Racionais @, mostraremos a construcao de Q a partir das relagoes
de equivaléncia, apresentaremos as principais propriedades deste conjunto e ainda mos-
traremos que o mesmo ¢ arquimediano. No terceiro capitulo faremos a construcao do
conjunto dos nimeros reais via cortes de Dedekind, entretanto definimos um corte de ma-
neira diferente da original, para isso consideramos cortes racionais limitados inferiormente.
Um trabalho arduo entretanto prazeroso que nos propocionard uma melhor compreensao
sobre o que é um nimero real.

O quarto capitulo é apenas uma pequena abordagem sobre intervalos, valor absoluto
de um niimero real (algumas de suas principais propriedades), e ainda falamos um pouco
sobre a representacao decimal de um numero real. A abordagem mesmo sutil é de fun-

damental impotancia pois visa dar um esclarecimento para o leitor de tépicos usados de
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maneira bastante intensa na educagao basica. O uso de expressoes decimais e de ine-
quacoes modulares na 1* série do Ensino Médio muitas vezes causa nos alunos uma certa
dificuldade, e este capitulo busca amenizar tais dificuldades.

Para finalizar esta parte apresentamos a seguir um pouco da historia da teoria dos
nimeros reais. Tudo comegou com o surgimento dos nimeros naturais, tais nimeros
surgirao devido a necessidade do homem expressar o resultado de uma contagem. Os
nimeros inteiros surgiram na época do Renascimento, quando os matematicos comegaram
a sentir a necessidade de contar com nimeros especificos para garantir a boa resolugao
de equagoes simples. Eram necessarios nimeros e simbolos que pudessem representar
temperaturas acima e abaixo de 0°C e tantas outras necessidades das ciéncias.

Diante disso, os cientistas, fisicos, astronomos e matematicos comecaram a buscar
uma nova linguagem matematica capaz de expressar diversos fenomenos. Dessa forma,
foi criado o conjunto dos niimeros inteiros, que reine os nimeros naturais, os nimeros
opostos dos nimeros naturais e o zero, [7].

Os Numeros racionais surgiram da necessidade de representar partes de um inteiro.
No Egito Antigo, durante inundagoes do Rio Nilo , muitas terras ficavam submersas, e
isso fazia com que elas recebessem nutrientes. Essas terras tornavam-se muito férteis para
a agricultura. Dessa forma, quando as dguas baixavam, era necessario remarcar os limites
entre os terrenos de cada proprietario. No entanto, por mais eficientes que tentassem
ser, nao encontravam um numero inteiro para representar tais medidas, o que os levou a
utilizacao de fragoes, [11].

A origem historica da necessidade de criacao dos nimeros nao racionais estd intima-
mente ligada com fatos de natureza geométrica e de natureza aritmética. Os de natureza
geométrica podem ser ilustrados com o problema da medida da diagonal do quadrado
quando a comparamos com o seu lado, [17].

A atencao de Dedekind se voltara para o problema dos nimeros nao racionais desde
1858, quando dava aulas de Calculo. Segundo ele o conceito de limite deveria ser de-
senvolvido através da aritmética apenas, sem usar a geometria como guia. Em vez de
simplesmente procurar uma saida do circulo vicioso de Cauchy, Dedekind se perguntou
0 que existia na grandeza geométrica que a diferenciava dos nimeros racionais. Galileu
e Leibiniz tinham julgado que a “continuidade”de pontos sobre a reta era consequéncia

de sua densidade, isto é, do fato de que entre dois pontos quaisquer sempre existe um
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terceiro. Porém os nimeros racionais tém essa propriedade, no entanto nao formam um
continuum. Ao refletir sobre a questao, Dedekind chegou a conclusao de que a esséncia
da continuidade de um segmento de reta nao se deve a uma vaga propriedade de ligacao
mutua, mas a propriedade exatamente oposta, a natureza da divisao do segmento em

duas partes por um ponto sobre o segmento.

Figura 1: Richard Dedekind.

Dedekind viu que o dominio dos niimeros racionais podia ser estendido de modo a
formar um continuum de nimeros reais se supusermos o que agora se chama o axioma
Cantor-Dedekind, que os pontos da reta podem ser posto em correspondéncia biunivoca
com os numeros reais. Isto significa que para toda divisao dos niimeros racionais em duas
classes A e B de modo que todo niimero da primeira classe, A, é menor que todo niimero
da segunda classe, B, existe um e s6 um numero real que produz esse corte de Dedekind.
Se A tem um maior elemento ou B tem um menor elemento, o corte define um nimero
racional, caso contrario o corte define um nimero nao racional. Em outras palavras a ideia
de Dedekind era representar cada nimero real como um corte nos niimeros racionais.

No comeco do século XX uma modificacao do corte de Dedekind foi proposta por
Bertrand Russell (1872-1970). Ele notou que como qualquer das duas classes A, B de
Dedekind é univocamente determinada pela outra, uma so basta para a deterninacao de
um nimero real. Assim por exemplo v/2 pode ser definido simplismente como o segmento
ou subclasse do conjunto dos nimeros racionais formando todos os niimeros racionais
positivos cujos quadrados sao menores que dois e também todos os nimeros racionais
negativos; semelhantemente, todo nimero real nada mais é que um segmento do sistema
dos numeros racionais, [1] paginas 390 e 391.

Uma das maiores contribui¢oes de Dedekind foi talvez a de possibilitar o nascimento
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de um novo estilo de Matematica. O seu brilhantismo consistia nao apenas na criagao
de teoremas e conceitos, mas na sua habilidade impar em formular e expressar idéias de
modo tao claro. Ele representou um marco neste novo estilo que seria dali em diante de

enorme influéncia e inspiragao para as novas geragoes de matematicos, [18].



Capitulo 1

Relacoes Binarias e Funcoes

Neste capitulo temos como objetivo apresentar os principais pré-requisitos dos assuntos
a serem desenvolvidos no decorrer da dissertacao. Apresentaremos inicialmente a definicao
de relagoes e relagoes bindrias, para em seguida apresentarmos os importantes conceitos

de relacao de equivaléncia, relacao de ordem e por iltimo, o de funcao.

1.1 Definicoes Basicas

Definigao 1. Sejam A e B conjuntos nao-vazios arbitrdrios.

(a) O par de elementos (a,b), onde a € A eb € B, escolhidos sempre nessa ordem €
chamado de par ordenado. Dizemos que dois pares ordenados (a,b) e (¢, d) sdo iguais
se, e somente se, a =c e b =d. Neste caso escreveremos (a,b) = (c,d).

(b) O produto cartesiano de A por B, indicado por A x B, € o conjunto de todos o0s

pares ordenados (a,b), com a € A eb € B. Na notagao de conjuntos,
AxB={(a,b)]ac AebeB}

Analogamente, define-se o produto cartesiano de trés conjuntos A1 xAgxAs, de quatro
conjuntos, etc. Dado um conjunto A, indicaremos por A™ o produto de cartesiano de n

conjuntos A, ou seja,

AT"=A XA X...xXA.

n wvezes

Exemplo 1. O produto cartesiano de A = {1,2,3} por B ={2,3} € o conjunto AxB =
{(1,2),(1,3),(2,2),(2,3), (3,2), (3, 3)
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Observagao 1. Em geral A x B # B x A, ocorrendo a igualdade se, e somente se, A =

B.

Definicao 2. Sejam A e B conjuntos nao-vazios quaisquer. Chamamos de relagao bindria
de A em B a qualquer subconjunto R de A x B. Se R € uma relacao de A em A, diremos

simplemente que R € uma relacdo sobre A.

Geralmente indicaremos que (a,b) € R através da notacao aRb. Quando (a,b)¢ R,
indicaremos por a Rb. Tal notacao é mais conveniente, pois coincide por exemplo com o
modo usual de expressar que dois niimeros sao iguais, ou que um certo nimero ¢ menor
que outro, pois usualmente escreve-se a = b em vez de (a,b) € { (x,y) € A? | x é igual a
y},a<bemvezde (ab)e{(x,y) € A?|x é menor quey }.

Podemos escrever uma rela¢ao sobre um conjunto A por extenso ou (quando conveni-

ente, se possivel) por uma lei de formagao, como ilustrado nos exemplos a seguir.
Exemplo 2. Considere em A ={1,2,3,4,5,6} as sequintes relagoes:

Ry ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (5,5), (6,6)};

Ry ={(1,3), (1,4), (1,5), (1,6),(2,5),(2,6)}

Rs ={(1,1),(1,2), (1,3),(1,4),(1,5), (1,6)}
Podemos escrever essas relacoes da sequinte maneira:

Ri ={(x,y) € A* [x =y}

Ry ={(x,y) € A? | 2x < y};

Rs ={(x,y) € A?|2x <y ou x + 2y < 6}.

Exemplo 3. Em Z considere a relagdo R ={(x,y) € Z? | x?+y? = 25}, cuja representacdo

no plano cartesiano é:

@5

w
o
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Exemplo 4. Sobre R, considere a relagdo R ={(x,y) € R? | y < x+2}. Abaizo exibiremos

a representacao grdfica de R.

Definigao 3. Seja R uma relagao sobre um conjunto A e B C A,B # @. A relagcio Rg
= RN (B x B) ¢ chamada de relagao induzida por R sobre B. Neste caso, R € dito ser um

prolongamento de Rg.

Um modo equivalente e mais pratico de se definir Rg é o seguinte:
Dados a,b € B, aRgb < aRb. (1.1)

Exemplo 5. R = {(x,y) € Z? | x> + y? = 25} € uma relacio induzida pela relagio C =
{(x,y) € R*| x* +y? = 25}.

Definigao 4. Seja um conjunto A # @. Chamamos de relagao de igualdade ou relagao
diagonal de A a relagao Aa = {(a,a) | a € A}. A relagao de igualdade € comumente

descrita na forma Ny = {(x,y) € A? | x =y}.

Obviamente a todo conjunto nao vazio estd associada uma e somente uma relagao
diagonal. E o nimero de pares ordenados da relagao diagonal é o mesmo que o nimero

de elementos dos conjunto.

Exemplo 6. A relacao Ry = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)} do Exemplo 2 € a
relacao diagonal de A ={1,2,3,4,5,6}.

Definicao 5. Seja R uma relagdao sobre A (i.e.,R C A x A). Defina a relagio R™! como:
aR~'b se e somente se bRa.

Ou seja, (a,b) € R7! se, e somente se (b,a) € R. R™! ¢ denominada relacao inversa

(ou relacao oposta) a R.
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Exemplo 7. A relagao inversa de Ry ={(1,3),(1,4), (1,5),(1,6),(2,5),(2,6)} € a relacao
Ryt ={(3,1),(4,1),(5,1),(6,1), (5,2), (6,2)}.

Observagao 2. Cuidado para nao confundir relagao inversa com complementar de uma

relacao.

Definigcao 6. Seja R uma relagao sobre um conjunto A # &. Dizemos que R é:
1. reflexiva se, e somente se, V. a € A, aRa, ou seja, Ax C R;
2. simétrica se, e somente se, R =R, ou seja, dados a,b € A, aRb < bRa;

3. antissimétrica se, e somente se, RAR™Y C A, ou seja, dados a,b € A, aRb, bRa =

a=m>o;
4. transitiva se, e somente se, dados a,b,c € A, se aRb e bRc entao aRc.

Observagao 3. Seja R uma relagao sobre um conjunto A # &. Seque por contraposi¢ao
que:

1. R nao € reflexiva se, e somente se, existe a €A tal que a Ra; ou seja, AAELR;

2. R nao € simetrica se, e somente se, evistem a, b € A tais que, aRb mas b Ra; ou
seja, R # R™L;

3. R nao € antissimétrica se, e somente se, existem a, b € A, tais que aRb, bRa mas
a#b,;

4. R nao € transitiva se, e somente se, existem a, b, ¢ € A tais que aRb, bRc, mas

a Rc.
Exemplo 8. Defina sobre A ={a, b, c} as sequintes relacoes:
R={(a,a),(b,b),(c,c)} e S ={(a,a),(a,b),(c,c)}

Temos que R € reflexiva (pois, aRa, bRb, e cRc), enquanto que S ndo o €, pois por exemplo

b &b (ie,(b,b)&S).

Exemplo 9. Sobre R defina as sequintes relacoes : R={(x,y) e R x R|[x< yleS =
{(x,y) € R x R|x*=1y}. R é reflexiva, mas S nao € reflexiva, pois por exemplo, (2,2) &
S.
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Exemplo 10. Defina sobre R as sequintes relacoes:
R={xy) eRxRIx¥*=y"} e S={(xy) eRxR[x >y}

R € simétrica, porém S nao € simétrica, pois (2,1) € S, mas (1,2) € S, ou seja, 251 mas

182.

Exemplo 11. Considere sobre A = {1,2,3} as relagies
R={(1,1),(1,3)} e S={(1,1),(1,3),(3,1)}

Temos que R € antissimétrica e S nao € antissimétrica, pois (1,3) € S e (3,1) € S, mas

1 #£ 3. Observe que S € simétrica e R nao o é.

Observacgao 4. Uma relagao ser antissimétrica nao significa que ela nao seja simétrica
e vice-versa, isto €, antissimétrica nao implica em ndao simétrica e vice-versa; em o0u-
tras palavras, existem relagoes que sao antissimétricas e simétricas simultaneamente. Por
exemplo a relagao R = {(1,1),(2,2)} sobre o conjunto A = {1,2,3} € simétrica e antis-

simétrica.

1.2 Relacoes de equivaléncia

Definicao 7. Dizemos que uma relagdo bindria R sobre um conjunto A € uma relagao

de equivaléncia sobre A se, e somente se, R € reflexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 12. Seja A ={a,b,c} e seja R ={(a,a), (b,b),(c,c),(b,a),(a,b)}. R € uma

relacao de equivaléncia sobre A.

Exemplo 13. A relagao diagonal (ou seja, a relacao de igualdade) é uma relagdo de equi-
valéncia sobre qualquer conjunto A # &, pois:

(a) VxeA x=x;

(b) Vx,ye A x=y=y=x;

(c) Vx,yz€ A)x=yey=z=>x=2z.

Exibiremos a seguir um exemplo muito importante de relagao de equivaléncia, a relagao

de congruéncia médulo m.
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Definigao 8. Dados a,b € Z, dizemos que a € um divisor de b ( ou que a divide b ) se,
e somente se, existe ¢ € Z tal que b = a - ¢. Para indicar que a é divisor de b usaremos

a notagao alb.

Definicao 9. Seja m € Z* =7 — {0} fizado. Definamos sobre Z. a sequinte relacao:
aRb se, e somente se, 3 k € Z tal que, a —b =k -m (i.e., m|(a —b)).

R € denominada congruéncia mdédulo m ( i.e., determinado por m ).

Notagao: usaremos a = b mod.m para indicar que a é congruente a b médulo m, e,

a # b mod.m indicard que a nao é congruente a b médulo m.
Exemplo 14. Consideremos m = 3. temos que 12 =9 mod.3,—1 = 2 mod.3, etc.

Teorema 1. Dado m € Z* fizado, a relacao de congruéncia modulo m é uma relagcao de

equivaléncia.

Demonstracao. Dado a € Z, temos que a — a = Om. Logo, a = a mod.m. Portanto,
= mod.m é reflexiva. Observe também que = mod.m ¢é simétrica, pois dados a,b € Z,
se a = b mod.m, entao existe um k € Z tal que, a —b = km. Logo, b —a = (—k)m
e portanto, b = a mod.m. Para terminarmos vamos mostrar a transitividade. Dados
a,b,c € Z tais que, a = b mod.m e b = ¢ mod.m, existem ky,ky, € Z tais que,
a—b=kmeb—c=kmedal,a—c=(a—b)+ (b—-c) = (ki + kg)m; portanto,

a =c mod.m. O

Seja R uma relacao de equivaléncia sobre A # @&. Se a,b € A sao tais que aRb, dizemos
que a ¢é equivalente a b segundo R. Motivados pela notacao de congruéncia, indicaremos
que aRb por meio da notagdo a = b mod.R e a # b mod.R caso contrario. Quando nao
houver duvida sobre a relacao de equivaléncia considerada, usaremos simplesmente a = b

ou a # b para indicar que a = b mod.R ou a # b mod.R, respectivamente.
Definigao 10. Seja R uma relagcao de equivaléncia sobre A # @. Dado a € A, o conjunto
a={xe€A|a=xmodR}

¢ chamado classe de equivaléncia modulo R determinada por a, e a, por sua vez, €

chamado representante da classe de equivaléncia Q.

Observagao 5. a € subconjunto de A, e a4 # &, pois pelo menos a € a. Por = mod.R

ser simétrica, vale que a ={x € A | x = a mod.R}.
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Lema 1. x € a se, e somente se, X = a. QOu seja, todo elemento de uma classe de

equivaléncia pode ser considerado como representante dessa classe.

Demonstrag¢ao. (=) Se x € @, entao dado y € X temos que y = x e x = a, dai pela
transitividade, y € a. Logo, x C a. Por outro lado, se y € a, entao como x =ae a =1y,
segue que X =y e portanto y € X; dai a C x. Concluimos assim que a = X. (<) Segue

imediatamente da observacao 5. O

O conjunto das classes de equivaléncia de A mddulo R é chamado de conjunto quo-

ciente de A por R e serd denotado por A/R. Em notacao de conjunto, A/R={a|a € A}.

Exemplo 15. Seja A ={a,b,c} e seja R ={(a, a), (b,b),(c,c),(a,b), (b,a)}. sabemos

que R € uma relacao de equivaléncia sobre A. As classes de equivaléncia sao

a={xeA|a=x}={a,b},
b={xeA|b=x}={ab}

c={xeA|x=cl={ch

logo, A/R = {{a,b},{c}}.

Definigao 11. Seja A # @ e seja P um subconjunto ndao vazio do conjunto das partes de
A. Dizemos que P ¢ uma particao de A se, e somente se:

(1) dados X, Y € P, ou X=Y ou XNY = g;

(i) [JXx=A.

XeP
Exemplo 16. Seja A ={0,1,2,3}. O conjunto P = {{0},{1},{2, 3}} € uma particio de A.
Considerando R = {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(2,3)(3,2)}, temos que R € uma relagdo de
equivaléncia sobre A. E facil ver que A/R = P.

Observe que o conjunto A/R do exemplo 15 é uma particao de A. Surge entdao uma
pergunta: Serd que todo conjunto quociente de um conjunto A por uma relagao de equi-
valéncia R é uma particao de A? Outra pergunta: E possivel associar a qualquer particao
de um conjunto uma relagao de equivaléncia de modo que o conjunto quociente moédulo

essa relacao coincida com aquela particao? As respostas estao nos dois teoremas a seguir.

Teorema 2. Se R € uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto A # &, entdo A/R

¢ uma particao de A.
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Demonstragao. Vamos provar que A /R satizfaz (i) e (ii) da Defini¢ao 11.

(i) Dadas duas classes a,b € A/R, se aNb # &, entdo considerando ¢ € aNb. Daf
temos que a = ¢ e ¢ = b, e consequentemente, pela transitividade de R, a = b. Logo,
pelo Lema 1, a = b. Portanto, (i) estd provada.

(ii) U a C A, pois a C A, Va € A. Por outro lado, dado x € A, como x € x (vide
acA
observacao 5) segue que x € U a, portanto A C U a. Logo, U a=A. O
acA acA acA

Teorema 3. Se P é uma particao de A, entao existe uma unica relacdo de equivaléncia

R sobre A tal que, A/R = P.

Demonstracao. Existéncia: Seja P uma particao de A. Definimos sobre A a seguinte
relagao:
xRy se, e somente se, existe X € P tal que x, y € X.

Na notagao de conjunto,
R={(x,y) e AxA|TIXeP, ondex,y € X}. (1.2)

(a) Va € A, aRa, pois como A = U X e a € A; segue que existe X € P tal que a € X.

Xe®P
Logo, R ¢ reflexiva.

(b) Obviamente R é simétrica.
(c) Sejam a,b,c € A tais que, aRb e bRc. Entao existem X,Y € P tal que a,b € Xe b,c
€Y. Comob e XNY temos XUY # &, logo X =Y. Assim a,c € X. Concluimos que
aRec.

De (a), (b) e (c) temos que R é uma relacao de equivaléncia.

Unicidade: Suponhamos que existam R; # Ry relagoes de equivaléncia sobre A# &
tais que A/R;y = A/Ry = P. J4 que Ry # Ry, podemos afirmar sem perda de generalidade

que existem a, b € A tais que, (a,b) € Ry mas (a,b) ¢ R,. Assim

{x e A|lx=amodR;} ={x € A | x =bmodR,}

{x e A|lx=amodRi} #{x € A|x=Db modRy}.
Temos que para algum c € A,

xeA|x=amodR}={x€ A|x=cmodRy}
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logo a = ¢ modR; para algum ¢ € A.
Ainda, como b € {x € A | x = b modR;} = {x € A | x = a modR;} segue que
b = c modR,.

Dai, a = b modR; ou seja (a,b) € Ry. Um absurdo. m

Bom, a partir de agora sabemos que a cada particao de um conjunto A esta associada

univicamente uma relagao de equivaléncia sobre A.

Exemplo 17. Seja A ={a,e,i,0,u} e seja P = {{a,u},{e, o}, {i}}. E claro que P é uma
particio de A. Determinemos R tal que A/R = P. Segue imediatamente de (1.2) e da
definicao de relacao de equivaléncia que

R ={(a,a), (e, e), (i, i), (0,0), (u,u), (a,u), (u,a), (e, 0), (o, e)}.

Exemplo 18. Consideremos 7. a sequinte parti¢ao:

P = {{0,£3,46,+9,..}, {...,—8,—5,—2,1,4,7,..}, {...,—4,—1,2.5,8,11, .. }}.

A demonstracao do Teorema 3 nos mostra como determinar uma relacao de equi-
valéncia associada a particao P. Devemos exibir uma relacao de equivaléncia R tal que
A/R = P. Temos entao trés classe de equivaléncia:

0={0,4£3,46,49,..} ={x € Z | x = 3k, k € Z},

1={.,-8,-5-21,47, .} ={xe€Z|x=3k+1,keZ}le

2={.,—4,—-1,2,5,8,11,..} ={x € Z | x =3k + 2,k € Z}.

Encontraremos uma lei que identifique a que classe pertence um elemento arbritrario
x € Z. Observemos que, x € 0 & x = 3k , para algum k € Z, ou seja, x é muiltiplo de 3;
x € 1 & x = 3k + 1, para algum k € Z, ou seja, quando dividimos x por 3 temos 1 como
resto; x € 2 & x = 3k + 2, para algum k€ Z, o que significa que quando dividimos x por

3 temos 2 de resto. Portanto, dados x, y € Z
xRy se, e somente se, Jk € Z tal que x —y = 3k,

ou seja, R é a relagao de congruéncia médulo 3.

1.3 Relacoes de Ordem

Definicao 12. Dizemos que uma relagdo bindria R sobre um conjunto A ¢ uma relagao

de ordem (sobre A) se, e somente se, R é:
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a) reflexiva.
b) antissimétrica

¢) transitiva.

Costuma-se dizer simplesmente que R é uma ordem sobre A, e que A é um conjunto
ordenado (ou parcialmente ordenado) por R. Se a ordem R estd subentendida, dizemos
simplesmente que A é ordenado (i.e., ndo se faz necessario mencionar a relacao). Geral-
mente indicaremos um conjunto A ordenado por uma ordem R através da notacao (A, R).

O exemplo abaixo mostra que nem toda relagao de ordem é relacao de equivaléncia.

Exemplo 19. Sobre A ={1,2,3,4,5} definimos a sequinte relagao:
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4), (4,2), (1,2), (1,4)}.
Entao R é uma relacao de ordem sobre A. No entanto R nao € uma relagcao de equivaléncia,

pois 1R2 e 2 R1 por exemplo.

Definicao 13. Se uma ordem R sobre A werifica a condicdo
vV x,y € A, xRy ou yRx, (1.3)

dizemos que R ¢ uma relagcao de ordem total sobre A, ou que A é um conjunto

totalmente ordenado por R.

Exemplo 20. Os conjuntos (N, <), (Z,<), (Q, <), (R, <), onde < € a conhecida relagao

menor que ou iqual, sao exemplos classicos de conjuntos totalmente ordenados.

Exemplo 21. A relacdo de divisibilidade (veja a definicao 8) sobre conjunto dos nimeros
naturais IN € uma relacao de ordem. De fato,

(a) V a € N, ala (reflexibilidade);

(b) V a,b €N, se alb e bla, entdo a =b (antissimétrica);

(c)Va,b,c €N, sealb eb|c, entdo alc, pois alb e blc == I m,n € N tal que b = ma
e c =nb = ¢ = (mn)a. Portanto, vale a transitividade.

Mas (N, |) nao € totalmente ordenado, porque 2,3 € N mas2 f3 e3 J2. E importante
observar que a relacdao de divisibilidade nao € uma relagdao de ordem sobre Z.. De fato, |

nao € antissimétrica, porque 2| — 2 e —2|2, mas —2 # 2.

A seguir provamos que a relacao inversa de uma relacdo de ordem é também uma

relacao de ordem.
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Proposicao 1. Seja R uma relagao sobre um conjunto A # &. Entao:
(a) R € uma relacao de ordem se, e somente se, R~ é ordem.

(b) R € ordem total se, e somente se R™! é ordem total.

Demonstracao. (a)(=) Seja R uma ordem sobre A. Entao segue da definicao de R~ que:

(1) V a € A aR™!a, pois aRa.

(ii) Dados a,b € A, se aR~'b e bR !a, entdo bRa e aRb. Como R é antissimétrica,
segue que a = b. Portanto, R™! é antissimétrica.

(iii) Dados a,b,c € A, se aR™'b e bR !¢, entdao cRb e bRa. Segue da transitividade
de R que cRa, e consequentemente, aR~'c. Logo, R™! é transitiva.

(a)(«<) 1) ¥ a € A aRa, poisaRa.

ii) Dados a,b € A. Se aR™'b e bR 'a entdo bRa e aRb, portanto R ¢é antissimétrica.

iii) Dados a,b,c € A. Se aRb e bRc = cR™!'b e bR 'a = cR~'a = aRc. Logo, R é
transitiva.

(b) =) R é ordem total < V a,b € A,aRb ou bRa = aR~'b ou bR 'a = R ! ¢
ordem total.

De maneira analoga prova-se a volta. [

Exemplo 22. A ordem oposta da relagao de divisibilidade em IN € a relacdo de multipli-

cidade, ou seja, dados a,b € IN, alb se e somente se, b € miiltiplo de a.

Notacao: A partir de agora, nos casos genéricos, usaremos os simbolos < e > para

ordem e ordem oposta, respectivamente.

Definicao 14. Seja (A, <) um conjunto ordenado. Chamaremos de ordem estrita sobre

A associada o ordem <, e indicada pelo simbolo <, a relagao definida por:
VabeAa<beas<bea#h.

Exibiremos na proposicao abaizo uma outra caracterizagao de ordem estrita.

Proposicao 2. < ¢é ordem estrita sobre A associada a < se, e somente se, < satisfaz as
sequintes afirmacoes:

(a')Va€eA, aga;

(b)) Va,beA sea<b entiob £ a;

(¢/) < € transitiva.
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Demonstragao. (=) (a’) é imediata, pois a = a.

(b’) Dados a,b € A, se a < b, entao pela definicao 15, a < be a #b. Como < é
ordem, segue da antissimetria que b € a e portanto, b £ a.

(¢/) Dados a,b,c e A,a<beb<c& (a<bea # b)e(b<ceb#c)& (a<
beb<c)le(a#beb #c). Como < é ordem, segue entao da transitividade de <
que a < C.

Falta somente provar que a # c. De a # b e b # ¢ inferimos que a # ¢, pois a = c,
seguiria de b < ce a < b, que a =Db, o que é um absurdo (pois contradiz a hipétese de
a #b). Logo a < c. Portanto < é transitiva.

(<) Suponhamos que < satisfaz (a’), (b’) e (¢’). Definamos a seguinte relacao R:
aRb se, e somente se ,a =b ou a < b. (1.4)

E tarefa simples verificar que R é uma ordem sobre A.

Denotemos por < a ordem estrita associada a ordem R. Afirmamos que < coincide
com <. De fato, dados (a,b) €< (ou seja, a < b), segue da definicao de ordem estrita
e de (1.4) que a < b, ou seja, (a,b) €<; logo <C<. Agora, dado (a,b) €<, temos que
aRb e a #b. Dai por (1.4) a < b e consequentemente, (a,b) €<; logo <C<. Portanto,

< e < coincidem, e a proposicao esta demonstrada. O

Proposigao 3. Seja (A, <) um conjunto ordenado e seja B C A. Entao, a relagio <g,
induzida por < sobre B, € uma ordem. Além disso, se < € uma relacdo de ordem total,

entao < também o é.
Demonstrag¢ao. Sugestao: veja (1.1) e a defini¢ao de relagao de ordem e ordem total. [

Definigao 15. Seja (A, <) um conjunto ordenado. Dizemos que:

(1) um subconjunto B de A € limitado inferiormente quando existe a € A tal que, para
todo x € B, a < x. a é comunmente chamado de limite (ou cota) inferior de B;

(il) B € limitado superiomente quando existe ¢ € A tal que, para todo x € B, x < c.
c € comunmente chamado de limite (ou cota) superior de B;

(iil) Se B € limitado inferior e superiormente, dizemos simplesmente que B € um
conjunto limitado,

(iv) Dizemos que um elemento m € A € minimo de B quando m € limite inferior B e

m € B.
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(v) Um elemento n € A € mdximo de B quando € limite superior de B e n € B.
O minimo e o maximo de um conjunto B, caso existam, seram indicados por, min B e

max B, respectivamente.
Proposicao 4. O mdzimo e o minimo de B, caso existam, sao unicos.

Demonstracao. Sejam m; e my minimos de B. Entao, m; < my e my < my; dai, pela
antissimétrica, segue que m; = my. De modo andlogo mostra-se que o maximo, quando

existe, é Unico. ]

Exemplo 23. O conjunto dos nimeros naturais com ordem usual, (N, <), tem minimo,

mas nao possui Mdrimo.

Exemplo 24. Os conjuntos numéricos Z,, Q e R munidos da ordem usual <, nao tém

mazrimo nem minimo.

Exemplo 25. Considere 2N :={a € IN | a € par} e B ={x € 2N | 2 < x < 30} C N,
onde < € a ordem usual de IN. Sabemos que a relacao de divibilidade € uma ordem sobre
B. vejammos que se b tem mdzximo e / ou minimo em relagao a divisibilidade:
Conforme a definicao 15 (iv), m = minB < m|a V a € B ¢ m € B. Portanto,
2 =minB. Do mesmo modo, n = maxB < anV a € B en € B, dai € facil ver que,

apesar de ser limitado superiormente, B nao possui mdximo.

1.4 Funcoes ou Aplicacoes

A nocao de fungao é uma das mais basicas e importantes da Matematica. Funcgao
(ou aplicacao) é o nome dado a uma relacao entre dois conjuntos nao vazios, que a cada
elemento do primeiro associa um e somente um elemento do segundo conjunto, de modo

que todos os elementos do primeiro conjunto fazem parte da relagao.

Definicao 16. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que uma relagao f de A em B € uma
fungdo se, e somente se, para todo x € A existe um unicoy € B tal que (x,y) € f. Ou
equivalentemente,

(1) para todo x € A existe um y € B tal que (x,y) € f (ou seja,x fy);

(i) se (x,y) € f e (x,y') € f entaoy =y’.
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Dado x € A, o (unico) elemento y € B tal que (x,y) € f serd representado pela
notagao f(x) e € chamado o valor de f em x, ou a imagem de x por f ou simplesmente f

de x. A funcao f € a relacdo
f={(x,f(x)) | x e A} (1.5)

Sejam A e B conjuntos e sejam X C A eY C B.

(1) Uma funcao f de A em B serd designada por uma das seguintes notacoes: f: A —
B, ou x — f(x) onde x é um elemento arbitrario de A.

(ii) A é chamado de o dominio e B é o contradominio de f. O conjunto f(A) =
{f(x) | x € A} é a imagem de f.

(1i1) Os conjuntos f(X) = {f(x) | x € A}e f1(Y) = {x| f(x) € B} sao, respectivamente,
a imagem de X por f e a imagem inversa de Y por f.

(iv) Quando f(A) = B dizemos que f é uma funcdo sobrejetora. E dizemos que
f é injetora (ou biunivoca) se, e somente se, dados x1,X2 € A, X; # X implicar que
f(x1) # f(x2), ou equivalentemente, f(x;) = f(x2) implicar que x; = Xs.

(v) Uma fungao injetora e sobrejetora é dita bijetora.

A representagao (1.5) de uma funcao f é comumente chamada de grafico de f.

Exemplo 26. Sejam f ={(0,1),(1,1),(2,1),(2,2)} um subconjunto de A x B, onde A =
{0,1,2} em B ={1,2}. A relacao de f nao € funcao, pois (2,1),(2,2) € f, mas 1 # 2. Ja
a relagio g ={(0,1),(1,1),(2,2)} de A em B € uma funcdo e sua imagem é B; assim, g

¢ sobrejetora g({0,1}) = {1} . g~ {1} = {0, 1}.

Exemplo 27. Determinaremos todas as funcgoes de A ={1,2} em B ={a, b}, com a # b.
Seja f: A — B uma funcgdo arbitrdria. Entao existem y; e ys € B tais que (1,y1), (2,Y2)
€ f e portanto, f = {y1,yo}. Como y1,yo € B sao arbitrdarios, as possiveis funcgoes de A
em B sdo as sequintes:

f1 ={(1,a),(2,b)}, f2 ={(1,a),(2,a)}, f5 ={(1,b),(2,a)}, fs ={(1,b), (2,b)}.

As funcgoes f1 e f3 sdo bijetoras, enquanto que as fingoes fo e f4 sao sobrejetoras de A

sobre {a} e {b}, respectivamente.

Definicao 17. Seja f : X — Y uma funcao injetora. Definimos a funcao inversa de f,
denotada por f~1, pela sequinte relagao: (y,x) € 1 se, e somente se, (x,y) € f, ou seja,
f1={(y,x) | (x,y) € f}.0 dominio de ! € o conjunto f(X). Neste caso, f € bijetora se,

e somente se, f(X) =Y.
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Definicao 18. Sejam f: X — Y e g:Y — Z fungoes. Definimos a composta de g e f
denotada por gof: X — Z, pela regra: (go f)(x) = g(f(x)).

Exemplo 28. Sejam f,g: R — R as funcdes definidas por f(x) = 2x+1 e g(x) =x>—1,
z € R. Entdo as compostas gof e fog sdo dadas respectivamente por (gof) = g(2x+1) =
(2x+1)%2—1 e (fog)(x) = 2(x>—1)+1. Portanto, gof # fog. Em geral isso é verdadeiro.



Capitulo 2

O Conjunto () dos Niumeros

Racionais

Aprendemos no ensino fundamental que um ntimero racional é a “razao”entre dois
nimeros inteiros. O estudo de Ntimeros Racionais! nos ajuda a compreender desde a
numeragao decimal, as fragoes, as dizimas periddicas, as porcentagens, proporcgoes, além
de proporcionar ao aluno uma melhor compreensao e atuacao no dia-a-dia. Ao resolver
problemas que envolvam nuimeros racionais, o aluno consegue, consequentemente analisar
situacoes que estao relacionadas no seu cotidiano, pois os mesmos se encontram em grande
parte da nossa vida, seja ela dentro ou fora da escola. Por exemplo, o troco em centavos
rebido por uma pessoa ao fazer compras.

Neste capitulo faremos a construcao axiomatica de @, mostrando algumas de suas

principais caracteristica.

2.1 Construcao dos Niumeros Racionais

Dados (a,b), (c,d) € Z x Z*, diremos que a relacao (a,b) ~ (¢, d) quando e somente

quando a-d=b-c.
Teorema 4. A relacao acima € de equivaléncia.

Demonstracao. ~ tem as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva. De fato, da de-

finicao de ~, (a,b) ~ (a,b). Por outro lado se (a,b) ~(¢,d) = a-d=b-c<c-b=a-d

10O conjunto dos niimeros racionais serd denotado por Q.

20
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= (¢,d) ~ (a,b). Para finalizar, se (a,b) ~ (c,d) e (¢,d) ~ (e,f) = a-d =b-ce
c-f=d-e=a-d-f=b-c-feb-c-f=b-d-e=a-d-f=b-d-e cancelandoo d
(d#0) temos, a-f=b-e = (a,b) ~ (e, f). O

Exemplo 29. Observe:
i) (1,2) ~ (2,4) ; i) (3,4) ~ (9,12)

Defini¢ao 19. Dado (a,b) € Z x Z*, denotamos por % (que lé-se “a sobre b”) a classe

de equivaléncia do par (a,b) pela relacdo ~ acima. Assim,

= ={(xy) €ZxZ" | (x,y) ~ (a,b)}. (2.1)

jopl el

, a . ~ - . .
O simbolo b’ denominado fragao, nao passa de uma maneira convencional de se
escrever o par ordenado (a,b) € Z x Z*, que responde a pergunta: “Qual o nimero que
devemos multiplicar por b para obter a?”’ou que constitui a solucao em 7 da equacao

bx = a.
1
Exemplo 30. i {(x,y) € Z x Z* | 2x = y}.

~ . c . .
Observagao 6. : A propriedade “% =7 & a-d=b-c” € a propriedade fundamental

das fracoes.

Definicao 20. O conjunto quociente de 7. X Z* por ~, ou seja, o conjunto de todas as

classes de equivaléncia determinadas por ~ sobre 7. x Z7.*, serd designado por ). Portanto,
a *
Q:{ElanebeZ}. (2.2)

A definicao tal como estd em (2.2) é a mesma que é ensidada no ensino fundamental.

2.2 Operacoes em Q)

Iremos definir duas operagoes no conjunto dos niimeros racionais Q, munindo-o, de uma

estrutura que estudaremos logo adiante.

2.2.1 Adicao em Q)

~ . a Cc
Definicao 21. Sejam m = — en = 1 elementos de ). Chama-se soma de m com n e

b
indica-se por m+n o elemento de @ definido da sequinte maneira:
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C a-d+b-c

m4n=_—+- =
b d b-d
A soma independe dos pares utilizados para definir m e n. De fato, tomando
a a’ c c
m=— = n—=—-——

= — e JR—
b b’ d d”
entio a-b’'=b-a’ec-d' =d-c’.
Multiplicando a primeira dessas igualdades por d - d’ e a segunda por b - b’ e, em

seguida, somando membro a membro as igualdades obtidas, tém-se

a-d-b'-d’+b-c-d-b'=b-d-a’-d’+b-d-c’-b’
< (a-d+c-b)-b'-d"=b-d-(a’"-d" +c’-b’),

0 que garante,

a-d4+c-b a-d" +c'-b’

b-d B b’ - d’

Portanto, a correspondéncia
(m,n) > m-+n,
quaisquer que sejam m,n € Q, é uma operacao sobre Q.

Exemplo 31. Temos:

1)1+§_1-3+2-5_1_3.
2 3 2.3 6’
2 7 2-243-7 2
) -4 -—="—""" =
3 2 3.2 6

Para essa operacgao, valem as seguintes propriedades:

Proposicao 5. Para quaisquer a,b,c € Q valem:

aj)(a+b)+c=a+ (b+c) (Associatividade);

az)a+ b =b+ ¢ (comutatividade);

as) Existe elemento neutro (unico): que € a classe de equivaléncia 1= {% | b e Z*}.
)

a
a,) Para todo m = 5 € Q, existe um elemento n tal que m+n = 0.

Demonstracao. De fato, n = —Ta € Q, pois
a —a_a-b+(—a)-b_0_0
b b b-b b

~ —a L iy a
Observacgao 7. O elemento 5 € chamado simétrico aditivo ou oposto de —.

Usaremos a seguinte notacao Q* ={a € Q | a # 0}.
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2.2.2 Multiplicagcao em @

.~ . . , . .a ¢ . .
Definicao 22. Definimos o produto de dois nimeros racionais b e 1 da sequinte maneira:

a-c

b-d

o'le
alo

O produto € necessariamente um niumero racional, pois sendo b e d diferentes de 0,

o produto b - d serd nao-nulo.
Para a multiplicacao em @, valem as seguintes propriedades:

Proposicao 6. Para quaisquer a,b,c € Q valem:
my) (a-b)-c=a-(b-c) ( propriedade associativa;)
me) a-b=D>b-a ( propriedade comutativa;)

1 a
mg) Existe elemento neutro: é a classe de equivaléncia 1= {= ] aeZ}
a

Demonstracao. De fato, uma vez que

=] =
‘D
[S—

ol e
o
—_
SHES

a
qualquer que seja 5 € Q. ]
Observacao 8. A classe de equivaléncia

1 a
—={-laeZ}
1 a

serd denotada simplesmente por 1.

a
my) Para todo m = 5 € Q*, ewiste um unico elemento n tal que m-n = 1.

Demonstracao. Trata-se de n = — que é um elemento de @, pois a # 0, e

‘b1
1

a-b

o'l ol

b
a

[]

lop

~ . . T . a .
Observacao 9. O elemento — é chamado simétrico multiplicativo ou inverso de — e é

o

b a\ 1
denotado por = <E> . Ou seja, todo m € Q* tem simétrico multiplicativo ou inverso.

a1\ a
Logo, é imediat (—) _—
OgO € imeaiato que ( b ) b

ms) a-(b+c)=a-b+a-c distributiva.
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- . . o a a
Proposicao 7. Seja Q o subconjunto de Q constituido por todas as classes 0 ou 5 sendo
b #£0.

b
A cada elemento b de Z. associemos — em Q. Chamemos de f essa aplicagdo de Z.

b
em Q, ou seja, f: 7 — Q, € tal que f(b) = 1"

E evidente que f é uma bijecao.

Por outro lado,

f(a+b):a1_b:%+?:f(a)+f(b) (%)
€
f(a - b) :C‘T'b:%-?: (a) - f(b). ()

A bijecao que acabamos de definir nos permite identificar qualquer inteiro b com o

b
niumero racitonal 1 A aplicacao f € o que se chama uma “imercao”de 7 em Q. As
propriedades (x) e (xx) dizem que f preserva as operacoes + e - . Sendo assim, por meio

da identificacao de 7, com Q podemos dizer que Zi € um subconjunto de Q.

2.3 Relacao de ordem e enumerabilidade de Q)

.~ . a c . , . . .
Definicao 23. Sejam 5 € 1 sao numeros racionais com b, d > 0. Diremos que

ole
alo

se, e somente se, a-d < b-c.

Teorema 5. A relacao <, introduzida acima, € uma relacdo de ordem.

Demonstracao. Dados % , % % € Q, com b,d e f> 0 temos que:
(i) (Reflexiva) obviamente a < E, p01s a-b<a-b.
b b
(ii) (Antissimétrica) Se E % % <t =ad<bcebe<ad Daia-d=b-c.
a c
L —=—.
e c c _e
(iii) (Transitiva) Se — a 1 < 7 = a-d<b-cec-f<d- e respectivamente.

Multiplicando a primeira desigualdade por f e a segunda por b temos:
a-d-f<b.-c-fec-f-b<d-e-b=>a-d-f<d-e-b

dividindo ambos os lados da desigualdade por b teremos:

a
af<b€:>6<

-+l ®
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- . , , .. a ¢
Observacgao 10. Para quaisquer que sejam 0s numeros racionais 5 e 1 temos que:

<
d

% < - (2.3)

o'l e

C<(1 Cc
ou — < — ou —
d b d

A propriedade (2.3) é chamada de tricotomia.

Proposicao 8. Se a e b sdo numeros racionais tais que 0 < a < b, entao existe um

inteiro positivo n tal que n-a > b.

. . T . . ..
Demonstragao. De fato, seja a = — e b = —, sendo x,y, T e s inteiros positivos. Vamos
S

X

y
X T

tomarn=2-y-r,que2-y-1- <—) > (—)
y S

E facil ver que a desigualdade anterior decorre de ser 2-y-1-x-s >1y-71 pois, 2-x-8 > 1,

por serem x >0 e s > 0. ]
Por causa da Proposicao 8 dizemos que  é arquimediano.

Definicao 24. Um conjuto X diz-se enumerdvel quando é finito ou quando existe uma
bijecio f : IN — X. No sequndo caso, X diz-se infinito enumerdvel e, pondo-se x; =
f(1),xe = f(2),....,xn = f(n), ..., tem-se X = {x1,Xa, ..., Xn, ...}. Cada bije¢cao f : N — X

chama-se enumeragdo (dos elementos) de X.
A seguir usaremos o seguinte fato: Todo subconjunto de IN possui um menor elemento.
Lema 2. Todo subconjunto infinito de N é enumerdvel.

Demonstracao. Considere {x1,X2,X3, ..., Xn41,...} = X C IN e X é infinito, entao existe
x1 = minX (menor elemento de X) dai teremos:
Xo = min{X — {x;}}
x3 = min{X — {xq, xo}}

x4 = min{X — {x1, x2, x3}}

Xir1 = min{X —{xi, %, X3, ..., i }}
Definia ¢ : N — X tal que @ (i) = x;. A funcao ¢ definida desta forma é bijetora.

Portanto, segue que qualquer subconjunto infinito de IN é enumeravel. O]

Lema 3. Seja X um conjunto enumerdvel. Se f : X — Y € sobrejetiva, entdo, Y é

enumeravel.
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Demonstragao. A demonstragao deste Lema pode ser encontrada em [8], pagina 50. [

p . L.oa . L
Lema 4. Todo nimero racional positivo b’ (a,b > 0), pode ser escrito, de modo unico,

~ - g . z m
como uma fracdao irredutivel, isto €, na forma —, onde m fn.
n

Demonstrag¢ao. Vamos considerar as decomposicoes em fatores primos de a e de b, dadas

pelo Teorema Fundamental da Aritmética. Seja k o produto de todos os fatores primos

a k-a
comuns a a e a b, de modo que b kb Pela propriedade fundamental das fracoes
a’ .
obtemos que b= o em que a’ e b’ sdo primos entre si. Se existisse uma fracao irredutivel

/

C a
l igual a b7 teriamos pela propriedade fundamental das fracoes que a’-d =b’ - ¢, dali,
pela decomposicao em fatores primos, d conteria os fatores primos de b’ e vice-versa,

ocorrendo o mesmo para a’ e ¢, ou seja, a’ =ce b’ =d. m

Observacao 11. O conjunto dos numeros inteiros 7. é enumerdvel. Basta definir uma

funcao f: IN — Z bijetora da sequinte forma.

sen € par
— se m € impar.

Teorema 6. O conjunto Q dos nimeros racionais é enumerduvel.

Demonstracao. Defina f: Z x Z* — @ tal que f(a,b) = % e observe que f é sobrejetiva

(Pelo Lema 3) e como Z X Z é enumeravel temos Q também enumeravel. O



Capitulo 3

O Conjunto dos Niumeros Reais

Veremos primeiramente, neste capitulo que o conjunto dos niimeros racionais possui al-
gumas “lacunas”, no sentido que existem muitos nimeros diretamente ligados a situagoes
cotidianas que nao sao numeros racionais. No sentido geométrico, os racionais nao preen-
chem toda a reta, ou seja, nao é completo. Logo em seguida, faremos o complemento de
Q ultilizando um método devido ao matemdtico alemao Richard Dedekind! (1831 - 1916).
Tal método consiste em utilizar o conjunto dos ntimeros racionais com suas propriedades,

Relagao de Ordem e a nocgao de Corte para construir o conjunto dos nimeros reais.

3.1 Algumas limitacoes de Q)

Embora bastante rica, a estrutura algébrica do conjunto dos nimeros racionais ¢
insuficiente para efeitos da Analise Matematica e também para o uso pratico, a exemplo,
a construcao de um quarto de formato quadrado e drea igual a 17m2. O fato de alguns
conjuntos limitados de niimeros racionais nao possuirem maximo (ou minimo) é o mais
grave deles. Este fato estd ligado a inexisténcia de raizes racionais para alguns nimeros
inteiros. Um exemplo classico é a diagonal de um quadrado de lado 1. Provaremos
logo abaixo que tal ntimero nao é racional. Em seguida provaremos que nem todos os
conjuntos de nimeros racionais limitados superiormente ou inferiormente, possui maximo

ou minimo respectivamente. Este problema gerou alguns paradoxos famosos, como o

! Julius Wilhelm Richar Dedekind foi um dos quatro filhos de uma familia luterana de Braunschweig,
Alemanha. Entrou em Gé&ttingen aos dezenove anos e aos vinte e dois obteve seu doutoramento com uma
tese sobre Célculo, elogiada até por Gauss. Foi aluno de Dirichlet e dedicou-se ao ensino secundario em

Brunswick até os dltimos anos de sua vida.

27
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paradoxo de Zenao, que diz:

Se um segmento de reta pode ser subdividido indefinidamente entdo, o movimento é
mpossivel pois, para percorré-lo, serd preciso andar metade do segmento, logo em sequida
andar metade do que resta e assim sucessivamente. Seque-se dai que o movimento €
impossivel.

Antes de provarmos que a diagonal de um quadrado de lado igual a 1 nao é racional,

falaremos um pouco sobre segmentos comensuraveis e segmentos incomensuraveis.

3.1.1 Segmentos Comensuraveis e Segmentos Incomensuraveis

Definicao 25. A medida de uwm segmento AB, representada por AB, € um nimero que
deve exprimir quantas vezes o segmento AB contém o segmento unitdrio w tomado como

segmento de medida.

Dado um ponto inteiro positivo n, se for possivel obter n — 1 pontos intermediarios
A1, As, ..., An_1 do segmento AB tal que os segmentos AA, A1A,, ..., An_1B sejam todos
iguais ao segmento unitario, entao a medida AB serd n.

Pergunta: E se por acaso o segmento AB nao contém o segmento u um ntmero
inteiro de vezes?

Dai procederemos da seguinte maneira: Tome um segmento w que esteja contido n

vezes em U e m vezes em AB com m,n € Z7 . Entao,

_ AB W _
AB=mw, u=nw = :m—_:ll: B:E.
n n

Dizemos que w é um submiiltiplo comum de AB e u e com isso, AB e u sao comen-
suraveis. Portanto, AB é comensuravel com u quando sua medida AB for um numero
inteiro ou fracionario. Caso contrario chama-se incomensuravel. Segue abaixo o exem-
plo classico de incomensurabilidade, em que a diagonal do quadrado de lado igual a 1 é

incomensuravel em relacao ao seu lado.

Lema 5. Nao existe niumero racional cujo quadrado seja igual a 2.
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Demonstracao. Suponhamos por absurdo que exista x = P € Q com p,q € Z primos

2
entre si, tal que x? = 2. Daf, % = 2 ou seja, p2 = 2q%. Neste caso temos que p é par (pois

p? é par). Logo podemos escrever p = 2k com k € Z. Portanto (2k)? = 2q? implica que
2k? = ¢*. Portanto q também ¢ par, o que contradiz a hipdtese de p e ¢ serem primos

entre si. n

3.2 A Histdoria do numero 7t

O numero 7, que é encontrado pela razao entre o perimetro do circulo e seu diametro,
tem uma histéria fascinante, que comegou ha cerca de 4000 anos atrds. No antigo tes-
tamento (II Cronicas 4:2) lé-se: “E ele (Salomao) também mandou fazer um tanque
redondo de bronze, com dois metros e vinte e cinco de profundidade, quatro metros e

27 Esta passagem

meio de diametro e treze metros e meio de circunferéncia (NTLH)
ocorre em uma lista de especificagoes para o grande templo de Salomao, construido cerca
de 950 a.C. A circunferéncia era, pois, trés vezes o diametro. Isto significa que os antigos
Hebreus se contentavam em atribuir a 7t o valor 3. Este valor foi muito possivelmente

encontrado por medigao.

C o

Sejam duas circunferéncias de comprimento C e C’ e raios R e R’, respectivamente, e
considere poligonos regulares de mesmo nimero de lados inscritos e circunscritos nessas
circunferéncias. Denote por p,, € P, o perimetro do poligono inscrito e circunscrito ao
circulo C, e p;, e P/ o perimetro do poligono inscrito e circunscrito ao circulo C’. Por
semelhanca entre poligonos temos:

pn R P, R

e — )
P ROPLR
Daf temos:

Pn C P pn C’ P
A< C<P, "< C'<P!l =< —<—e -2 —<K .
P ¢ Pn "7 9R SR SR YR TR T R

2NTLH - Nova Traducdo na Linguagem de Hoje.
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Portanto,

C C’

9R ~ 2R/

Concluimos assim que a razao entre o comprimento do circulo e o seu diametro é um

numero constante representado por 7t.

Exemplo 32. (Unicamp 92) Considere duas circunferéncias, uma delas tendo o raio
com medida racional e a outra com medida nao-racional. Suponha que essas circun-
feréncias tém centros fixos e estao se tocando de modo que a rotacao de uma delas produz
uma rotacdo na outra, sem deslizamento. Mostre que os dois pontos (um de cada circun-

feréncia) que coincidem no inicio da rotacao, nunca mais voltarao a se encontrar.

Demonstracao. Sejam as circunferéncias C e C’ e seus pontos de encontro A e B respec-
tivamente. Sejam R e R’ os raios de C e C’ respectivamente. Logo, R é racional e R’
nao é racional. Se o ponto A andar um comprimento x o ponto B também vai andar um
comprimento x pois nao hé deslizamento. Suponhamos por absurdo que apds n voltas

completadas por A e m voltas completadas por B temos:
m . . .
n2ntR’ = m2nR= R’ = —R. Absurdo, pois m, n e R sdo racionais.
n

]

A prova de que o nimero 7t é irracional pode ser encontrada em [13], nas paginas 152
e 153.
Através do teorema seguinte mostraremos que alguns subconjuntos dos nimeros raci-

onais nao possuem maximo e nem minimo.

Teorema 7. Sejam A ={p € Q |p=>0ep?<2}eB={peQ|p>0cep>>2.0s

conjuntos A e B ndo possuem maxA e nem o minB em Q.

Demonstragao. i) O conjunto A nao possui um maior elemento. Com efeito, dado p € A
tomamos um numero racional v < 1 tal que 0 < r < f;—fi Afirmamos que p + 1
ainda pertence a A. De fato, de r < 1 temos 12 < 1. Da outra desigualdade que T satisfaz
ganhamos que T (2-p+1) < 2—p?% Poroutro lado (p+1)2 =p*+2-p-r1+12 <
pP+1-(2:p+1) <p?+2—p?=2. Portanto, dado qualquer p € A, existe um ntimero

maior, p+1 € A.
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ii) O conjunto B nao possui elemento minimo. Com efeito, dado qualquer p € B,
p’—2

2-p
Entao 2-r-p <p?—2edai (p—1)2=p?—2-p-7+72 > p?—2-p -1 > 2. Veja também que

1
T < g — }—), donde r < p, isto é, p — 1 é positivo. Assim dado p € B arbitrario, podemos

temos p > 0 e p? > 2. Logo podemos obter um ntimero racional r tal que 0 < 1 <

obterp—1€B,p—1<p. [l

Usaremos o método de Dedekind para fazer o completamento do conjunto Q.

3.3 Cortes de Dedekind

Definicao 26. Dizemos que um subconjunto o« C Q é um corte quando satisfaz as pro-
priedades:

Jax#deosQ;

i) Sep,q € Q sdo tais que, p € x e p < (, entdo q € «;

iil) Em o nao existe racional minimo.

Em outras palavras, um Corte de Dedekind é um par ordenado (K, «) onde K
e « sao subconjuntos disjuntos nao-vazios de nimeros racionais, tais que & nao possui
elemento minimo, KU & = Q e, dados x € K e y € « quaisquer tem-se x < y.

Designaremos por R o conjunto de todos os cortes, ou seja, R = {&¢« C Q | « é corte }.

Exemplo 33. Mostremos que Q* NB € um corte, onde Q* ={p € Q|p>0}eB €o

conjunto definido no teorema 7.

Demonstragao. De fato, observe que B C Q7 , entao Q% N B = B. Dai temos:
i) B # @ e B # Q. (4 por exemplo pertence ao conjunto B.)

il) Sejampeq e Qtaisquep € Bep < q = 2 < p? < q? = g? > 2. Portanto

q € B.
iii) O conjunto B nao possui elemento minimo. Com efeito, dado qualquer p € B,
2
—2
temos p > 0 e p? > 2. Logo podemos obter um ntimero racional ¢ tal que 0 < q < P2 -

Entao 2-p-q<p?’—2edai (p—q)?=p*—2-p-q+q*>>p?—2:p-q > 2. Veja também
1
que q < g— 1_37 donde q < p, isto é, p — q é positivo. Assim dado p € B arbitrério,

podemos obter p—q € B,p —q < p. O

Proposicao 9. Sejam x €R e q € Q. Se q € «, entdo q < p, para todo p € .
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Demonstracao. A prova é imediata pelo item ii) da Definicao 26. O

Proposicao 10. Sejar € Q e sejax ={p € Q | r < p} entdo x € R e r € cota inferior

mazima de .

Demonstracao. o« é um corte.
De fato,
i) a # T e o # Q pois dado p € Q com p > 1 tem-se:

p+T 2-r—1 2-r—1

5 EaeTeQeTga.

il) Sejampeqe Q,comp € xep < . Daitemos: r<pep<g=1r<g=(gE€ .

ool +r .

iii) Dado p € «, observe que 1 < pT < p. Portanto qualquer que seja o p € «
sempre € possivel encontrar um elemento de « menor. Concluimos assim que & nao tem

elemento minimo. O

Definigao 27. Dado r € Q, o conjunto {p € Q | r < p} serd denotado por v*, ou seja,
™ ={peQ|r<p}, o qual serd chamado de corte racional.

O conjunto de todos os cortes racionais serd indicado por Q*, ou seja, Q* ={r* | r €

Q}.
Defini¢ao 28. Dados &, 3 € R, definimos x+ B ={p+q|p € xeq e B}
Teorema 8. Sejam o, 3 € R. Entdo o« + 3 € R.

Demonstracao. 1) x + 3 # &, pois x # F e f # @. Como & # Q e B # Q temos que
existem a,b € Q tais que a € x e b € 3, ou seja, a < p para todo p € x e b < q para
todo q € 3. Dal,

a+b<p+qVpeaxqcp.

Isso implica que a4+ b € « + 3. Portanto o« + 3 # Q.
i) Sejam a,b € @ tais que a < b e a € a4+ . Dal existem p € x e g € 3 tais que

a=p+q. Sejat € Q de forma que b =t + . Entao,
a<b=pt+tq<t+gq=p<t=tea

Portanto b € o« + 3.
iii) Dado p € o+ 3 entao existem a € e b €  tal que a+ b = p. Além disso

existem r€e xcomr<aes e coms<b. Dai,
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g=T+s<a+b=p=qg<pequeqex+f.

Portanto, « 4+ 3 nao tem elemento minimo. O]
Corolario 1. Sejam p*,q* € Q*. Entao p* + q* € Q*.

Demonstrag¢ao. Sabemos que (p+q)* € Q*. Basta entao mostrar que (p+q)* =p*+q*.
1) Seja ¢ € p*+ q*. Por definigao temos que ¢ = a+b tal que a € p* e b € q*. Além
disso pela definicao de corte temos que:
a>peb>q=a+b>b+peb+p>p+q
Por transitividade temos que a +b > p + q. Portanto a +b € (p + q)*. Logo,
P +q"C(p+q).
2) Sejax € (p+q)*, entdo x—(p+q) > 0. Sejam h = x—(p+q),y = g—l—p ez = g—l—q.
Entaoy € p*,z € q* e x =y + z. Portanto x € p* 4+ g*. Logo, (p+q)* Cp*+q*. O

Lema 6. Seja x € R e sejar € Q, v > 0. Entdo existem p,q € Q comp € «,q ¢ «,

onde q nao € cota inferior mdzrima de x e T =p — (.

Demonstracdao. Seja x € « e considere a seguinte sequéncia:
X, X—T,X—2-T, .., X—M"T, ...
com,
X>X—T>X—2:T>..>X—M-T... > ...

Como a sequéncia é ilimitada inferiomente, « é limitada inferiormente e x € «, entao existe
um tnico inteiro m > 0 tal que x—m-r € ke x—(M+1)- 7 € «. Se x—(m+1)-r nao for
cota inferior maxima de «, entao devemos tomar p =x—m-re q =x—(m+1)-r. Caso

T T
x—(m+1)-r for cota inferior méxima tome p = X—m-r—geq =x—(m+1) Ty O

Teorema 9. (R, +) satisfaz as sequintes propriedades:
Dados o, B, u € R, valem:
a) (x+B)+pu=o+(B+u) (Assossiatividade);
b) a+ B =P + o (Comutatividade);
c) a+0* = =0+ « (Elemento Neutro da Adi¢ao);
d) Para cada « € R, existe um tunico 3 € R tal que o+ 3 = 0*. Esse corte 3 € o

oposto de « e € denotado por —«x.
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Demonstragao. a) (a+p)+u={p+q)+ript+qea+pPperecuy={p+(q+7)|pe
xeq+repP+u=a+(p+u.

b)a+p={p+qglpcaeqepl={q+plgepepcal=p+c

c)Sejar=p+q€ ax+0*comp € aeq>0. Assim, r>p,r € «. Logo o+ 0* C «x.
Tomemos agora 1 € xes € « tal que s < r. Observemos que podemos expressar
r=s+(r—s),em quer—s >0 e, portanto s — 1 € 0*. Logo, r € a + 0*, e assim,
o C o+ 0%

d) Existéncia: Dado, B ={p € Q | —p é cota inferior de &, mas ndo méxima}. Entao
B € R. De fato,

i) Do fato de & # @ e « # Q segue que  # D e  # Q.

ii) Se p € B, entao —p € «. Como —p é cota inferior de &, mas nao méaxima, existe
—q € « tal que —q < —p = q > p. Portanto, q € 3.

iii) Dado p € 3, temos que —p é cota inferior de o« mas ndo maxima, ou seja, existe
qeQtalqueq<p(—q>-—p)e—qea

Sejar:p+

q; entao —p < —r < —(, de modo que —r é cota inferior de & mas nao
maxima. Isso mostra que p > 1 e 1 € 3 e assim, nao existe elemento minimo em 3.
Provaremos agora que ax + 3 =0*. Sejax+ B ={r=p+qlp € axeqepl
Tomer e a+B. Entaor=p+q,comp e xeqe p. Como—q ¢ xentao —q < p,
de modo que 0 < p + q =71 ou seja, T € 0*.
Reciprocamente, suponhamos t € 0%, isto ¢, t > 0. Pelo lema 6 existem p € « e
p’ ¢ o (p’ ndo sendo cota inferior maxima de «), tais que p—p’ =t (lema 6). Segue que
t=p+(—p’),comp € xe—p’€P,ouseja, rex+p.
Unicidade: Suponhamos que o« + 3; = &+ 32 = 0* para todo & € R. Entao,

Br=P1+0" =P+ (a+B2) = (B1+ &) + P2 = 0"+ B2 = Pa.

Corolario 2. Dados «, 3 € R, existe um unico u € R tal que x + 1 = f3.

Definicao 29. O corte n encontrado no coroldrio anterior € chamado de diferenca entre

B e o e é denotado por 3 — «.

Definicao 30. Dados «, 3 € R, dizemos que:
1) o < B se, e somente se, x D f3.

2) x < P se, e somente se, x D ex— PR #D.
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3) a < B se, e somente se, p > «.
Proposicao 11. Dados o, 3 € R, o < 3 se, e somente se existe q € « tal que q & 3.

Demonstracao. Existéncia: Seja i1 = B 4+ (—«a); entao pelo item d) do Teorema 9, pelo

Teorema 8 p € R e a4+ n = 3. A unicidade é imediata. m
Teorema 10. A relacao < da Definicao 30 € uma ordem total em R.

Demonstracdo. Mostraremos que vale as propriedades reflexiva, antissimétrica, transitiva
e total.
1) < éreflexiva : Dado o € R, temos « < «, pois o D «.

<
2) < é antissimétrica : Dados «, B, € R,
x<Pefp<asaldPepOpfea=4.

3) < é transitiva: Dados o, B,ep € Ryseax <Pefp <pentdox DB e Du Pela
transitividade de O temos que & O W, e portanto , x < .

4) Sejam «, 3, € R. Vamos mostrar que & < 3 ou < . Temos que o« = 3 ou o # 3.
Basta considerarmos o caso &« # 3, pois se & = 3 nao ha nada o que fazer. Como « e f3
sao subconjuntos de @, ocorre somente um dos casos:

a)Seax£PtemosaxCPRePp—aATouPpCaean—p#O.

b)aZ Befp ¢«

Considerando o caso 2 temos que & ¢ 3 e B ¢ « se, e somente se existe p € 3 tal que
P € xeexista g € « tal que q € 3. Dai, como p € « temos pela proposicao 9 que, p < q
e assim, segue da definigao de corte que q € 3, o que é uma contradi¢ao. Portanto, o
caso 2 nao pode ocorrer e isso significa que sempre ocorre o caso 1, o qual pela definicao

de ordem significa & < 3 ou 3 < «. ]

Corolario 3. Em (R, <) wale a tricotomia, ou seja, para todo &, 3 € R, ou o < 3, ou

B <, ouo=7R.
Teorema 11. Dados «, 3,1 € R, vale:
o < B se, e somente se, x+ 1< P+ .

Demonstrag¢ao. De fato, x = f & a4+ 0" =p+0* < a+(p—pw) =P+ (L—un &
(c+u)—pn=(P+u)—pn< a+pn=p+u Agora suponhamos sem perda de generalidade

que x < 3. Escrevemos,
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xt+pu={r=pt+qlpeaeqepu,ptp={s=t+z|tePezeup}

Dizer que o« < {3 siginifica que existe p € « tal que p € 3. Dai temos p < t para todo
tep. Disso,p+q<t+qgparatodotefeqenp entao x+pn D P+ . Além disso,
o+ un#pPB+u Logo, x+ < B+

Suponhamos agora que &+ 1 < B + W. Segue que (o + ) + (—pn) < (B + u) + (—u),

pela associatividade,

(a+p)+(—p) < (B+p)+(—1) & o+ (p+(—p)) < B+ (p+(—p)), como pu+(—p) =0,
temos & < 3. O
Corolario 4. Se o > 0* e B > 0*, entdo &+ 3 > 0*.

Estamos prontos para definir a operagao produto em R, a qual serd uma extensao do

produto usual em Q.

Definicao 31. Seja P ={x € R | o« > 0%} o conjunto dos cortes estritamente positivos.
Quando « > 0% dizemos que o € positivo; & € negativo quando «x < 0*. Quando o« < 0%,

dizemos que « € estritamente negativo.

Definicao 32. Sejam o, 3 € R. Definimos

Da-p={r=p-qlpea,qeP}, seax=0"ep>0%
(—x) - (—B), se a<0* e B <075

2) - P = —[(—a)-Bl, se a<0* e B =0%
—[ax-(—B)], se a=0" e B <O

Teorema 12. Se «, 3 € R, entio -3 € R.

Demonstra¢ao. Suponhamos o« > 0 e f > 0" e sejay = « - . Por R ser totalmente
ordenado, podemos supor sem perda de generalidade que & < f3.
Jy#o, piisa#Tep#dey={p-qlpecaqepl v#Q pois—-1€Qe
—1 ¢ v, poisp-q =0, para todo p € x e para todo q € f3.
il) Sejam r, s € Q, tais que, r € Yy e r < s. Provaremos que s € y. De fato, por
o T T
hipétese, r <ser=p-q,comp € xe q € 3. Como p = —, segue que — € x. Como
T s s , s .S q
x€ Re— < —,segue que — € «. Dai, s=—-q €y, pois —€ xe(qef.
qa (4 q q q
iii) Seja r € y. Devemos mostrar que existe s € y tal que s < r. Como r =p - q, com
pPEoaeqeE P, existem p; € xeq; € taisque py <peq; <. Comop,q,p1eq;

sao positivos temos:
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Pr-i<P -qriep-qua<p-q=T.
Segue da transitividade que p; - q; < 1. Como p; € x e q; € 3 temos s =Pp; - g1 € Y.
Portanto, y nao possui elemento minimo.

Os outros casos saem diretamente do item 2 da Definigao 32. O]
Corolario 5. Sejam p,q € Q. Entdo vale (p-q)* =p*-q*.

Demonstragao. Seja v € (p-q)*. Entdor > p-q. Como p,q € Q, segue que p < ¢
ou q < p. Consideremos o caso 0 < p < . Entao existe n € N tal que p-q <
1 1
=) =)<
(Pt (q+ )<

T
Consideres:p—l-—et:—l. Entao r =s-t, com s € p* et € q*. Logo,

P
rep*-q*, eportanto, (p-q)* Cp*-q*.
Por outro lado, se v € p* - q*. Entaor =s-t, tal que s e p* et € q*. Como 0 < s,
P-q<s-qes-q<s-t,dai,p-q<r. Logo, r€ (p-q)*.

Os demais casos saem de modo analogo. ]

Teorema 13. Dados quaisquer «, 3,y € R, valem:
1. (- B)-vy=a- (B v) (Associatividade);
2. o0 B =B -« (Comutatividade);
3. o+ 1* = o (Elemento Neutro);
4. existe um unico « ! € R tal que - o=t = 1* (Elemento inverso);

5. - (B+7v) =B+ -y (Distributividade).

Demonstracdao. Provaremos apenas para o caso que &, 3,7y sao cortes positivos. Os demais
casos sao feitos de modo analogo.

L(ax-B)-y={lp-q)ripexqePreyl={p-(gr)lpex,qep,reyt=
o (B-y).

220-B={p-qlpex,qePt={qg-plqeB,peat=0 o

3. a-1*={p-qlpeal<q}l Comope€xeq>1,segue que p < p - (. Dai,
pP-q€ «. Logo, - 1* C «.

Dado p € «, existe q € « tal que 0 < q < p, pois nao existe elemento minimo em «.
Sejar:%entéo()<1<reportantor€ 1*.Dal,p=q 1, g€, rel*"=pcua- 1"

Portanto o« C o - 1%.
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4. A unicidade de a~!. Suponhamos que existam o' e o ! tais que oc- ;' = 1* e

oot =1 Assim, ot =0t =gt (o) = (gt o) gt =100t =gt
5. 0-(B+yv)={p-qlpea,qeP+yvi={p-(r+s)lpex,g=r+sepP+v}=
p-r+p-slprea-Bp-sex-yl=a-p+a-vy. H

Teorema 14. A relagao < em R € compativel com a multiplicacao em R. Ou seja, dados

x, B,yY € R, sey > 0", entdo: x < B = ay < Py.

Demonstracao. Dados «, 3 cortes positivos. Vamos provar que « - 3 também é positivo.
De fato, dado r € - 3, tem-se que r = p-qonde p € xe q € 3 o que implica que
T =7p - ( é positivo. Portanto, r € 0*.

A relacao < em R é compativel com a multiplicacao em R. De fato, « < p = 0* =
a+(—a) < B+ (—x) = B+ (—«) = 0*. Como vy > 0*, temos que:

B+ (—x) - vy=20"=pB-v+ (—«) -y > 0*. Portanto, pelo teorema 11 tem-se que
B-y=a-y. O

Proposicao 12. Sejam o, 3 € R tais que o« < 3. Entao existe v € Q tal que x < v* < 3.

Demonstracao. Por hipotese temos que o« < 3. Dai pela definicao de corte existe r € «
tal que r &€ 3.

1) a < r*. De fato, dado p € v*, r < p. Como T € «, segue que p € «. Logo, o« D 1*.
Como 1 € «, segue do item (iii) da definicado de corte que existe s € « tal que s < .
Logo, o« # r*. Dai, o < .

2) Analogamente prova-se que ™ < f3. O

Pelos Corolario 1, Teorema 10 e Corolario 5, podemos identificar cada elemento p* &
Q* com o seu correspondente p € Q. Consequentimente, podemos identificar Q* com o

conjunto Q dos ntimeros racionais. Vé-se que ambos tém as mesmas propriedades.

Teorema 15. (do Complemento de Dedekind) Sejam A e B subconjuntos nao vazios de
R tais que:

I.R=AUBeANB =g,

2.sex€ A ef3eB, entao x < 3.

Entao existe um unicoy € R, tal que, x <y ey < P, para todo «x € A e para todo

B € B. Em particular, ouy € A ouy € B, ou seja, ou A tem mdrimo ou B tem minimo.
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Demonstragao. Existéncia: Consideremos y ={p € Q | p € B, para algum {3 € B}. Entao
v € R; de fato,

(1) v # @, pois B # @. Se a € A, entao o < 3 para todo 3 € B; logo existe q € «
tal que q € B V 3 € B o que implica que q ¢ y. Portanto, vy # Q.

(il) Sep € yep < q, entdo q € 3, para algum 3 € B, dai q € .

(ii1) Seja p € y. Entao p € f3, para algum (3 € B. Logo existe g € 3 tal que g < p e
portanto, q € y. Segue entao que y nao possui elemento minimo. Concluimos assim que
v € R.

Suponhamos por absurdo que existe um « € A tal que y < . Entao existe p € Q
tal que p € y e p € . Dai, pela definicao de y inferimos que p € 3, para algum 3 € B.
Mas isso implicaria que 3 < «, o que é um absurdo, pois contradiz o item 2 da hipdtese.
Logo, a < v, V x € A.

Agora seja 3 € B. Dado p € 3 segue da defini¢ao de y segue que p € y;logo B Cy e
portanto y < 3.

Unicidade: Suponhamos que existem y1,v2 € R que satisfazem a conclusao do teorema
e Y1 < ys2. Pela proposicao 12 existe um y3 € R tal que y; < y3 < y2. Dai segue que

v3 € ANB, o que é um absurdo, pois pelo item 1. da hipétese, AN B = &. O

Definicao 33. Seja A C R um conjunto nao vazio e limitado.
a) Dizemos que w € R € o supremo de A e escrevemos w = supA se e somente se:
Si1. w € cota superior de A, ou seja, x < w V x € A.
Se. dadoye R,y=2xVxeA=y>w.
b) Dizemos que x € R ¢ o infimo de A e escrevemos o = infA se, e somente se:
I;. « € cota inferior de A, ou seja, x < xV x € A;

. Sey<xVxeA, entaoy < «.

O item S, diz, em outras palavras que w é a menor das cotas superiores de A. e o

item Iy nos diz que « é a maior das cotas inferiores de A.

Proposicao 13. Dado A C R, tanto o supremo como o infimo de A, se existem, sao

UNiCcos.

Demonstra¢ao. Suponhamos que A seja limitado inferiormente e que w; e ws sao infimos
de A. Entao segue de I; e I, que w; < wsy e wy < w; e portanto, w; = ws, ou seja, infA

¢ unico.
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Anélogamente prova-se a unicidade do supremo. O

Teorema 16. Seja A C R um conjunto nao vazio.
a) Se A € limitado superiormente, entdo existe o supA.

b) Se A ¢é limitado inferiormente, entao existe o infA.

Demonstracao. a) Seja X = {x € R | a« < x, para algum x € A} e seja Y = X°. Se
x € X, entao & nao é cota superior de A, e todo elemento de Y é cota superior de A.
Basta provarmos que Y tem minimo. X e Y satisfazem as condigoes do teorema 15. De
fato, primeiro vejamos que X # @ e Y # .

Como A # g, existe x € A e todo « € R tal que « < x pertence a X. Além disso,
como A ¢ ilimitado superiormente, segue que existe y € R tal que x < yVvVx € A, e
consequentemente, y € Y. Logo, X # T e Y # O.

1. Segue imediatamente da definigao de X e Y.

2. Dados x € X e B €Y, existe x € A tal que a < x. Como 3 € B, segue que x < f3.
Logo, o < f3.

Assim, pelo teorema 15, ou X tem méaximo ou Y tem minimo. Provemos que X nao
tem maximo. Se « € X, entao existe x € A tal que x < x. Sejay € R tal que o <y < x.
Entao vy € X; logo &« nao é maximo de X.

b) Dado A, seja X = —A, isto é, X ={—a | a € A}. Entao X é nao-vazio e limitado

superiormente; logo pelo item a) existe w = sup X. Portanto tem-se —w = inf A. O

Fica evidente que dado um p € Q, temos p = inf p*. Além disso, como todo corte «
é limitado inferiormente, existe o inf «. Denominaremos por R ={inf « | « € R }. Entao
vale o seguinte resultado, que entre outras coisas nos mostra que aplicando-se o processo
de construcao da secao anterior ao conjunto R, cada corte definido apartir de R teria

infimo e poderiamos indentifica-lo com esse infimo e nada de novo seria obtido.

Teorema 17. Seja f: R — R definida por f() = inf(x). Vale:
1. fla+ B) = f(ax) + f(B), ou seja, inf(x+ B) = inf & + inf B;
2. floe- B) =f(x) - f(B), ou seja, inf(oc- B) = inf & - inf B;
3. f € bijetora;

4. o < B se, e somente se, inf o« < inf 3.

Demonstracao. Item 3. o # B & a < B ou B < «, que pela definicao de ordem

em R implica que inf @« < inf 3 ou inf B < inf &, ou seja, inf « # inf 3; portanto f é



Capitulo 3. O Conjunto dos Niimeros Reais 41

injetora. Como todo corte é limitado inferiormente, segue do item b) do teorema 16 que
f é sobrejetora. Logo, f é bijetora.

Item 1. Por definicao « e 3 sao limitadas inferiormente entao:
p>infa,Vpeaeq=>inff3, Vqep.

Considerando o conjunto « + B ={p+q | p € « q € B} e usando as desigualdades
acima obtemos:

p+q>infa+inff, Vp+qe€ ax+p,

isto é, inf x+inf 3 é uma cota inferior de o+ 3, e portanto, e+ 3 € limitado inferiormente.
Mostraremos agora que esta cota inferior é infimo.

Tome € > 0. Logo, pela definicao de corte sabemos que existe p € x e q € 3 tal que:
€ €
p<info¢—|—§eq<inf[3+§:>p—|—q<infoc+inf[5—|—e.

Dal, para todo € > 0 existe r =p + q € a + 3 tal que a ultima desigualdade ocorre,

e portanto:
inf(x+ B) = inf & + inf .
A demonstracao dos demais itens podem ser feitas de maneira analoga. O]

Com o que fizemos, fica estabelecido que todos os cortes podem ser chamados de
nimeros e podemos apresentar cada corte « pelo seu infimo. Fica assim construido o

conjunto dos niimeros reais R como conhecemos intuitivamente.



Capitulo 4
Aplicacoes

Faremos abaixo uma pequena abordagem sobre a importante nogao de fungao maior
inteiro, intervalo e valor absoluto, tentando entendé-lo do ponto de vista geométrico,
além disso veremos suas propriedades. Logo em seguida falaremos sobre a representagao

decimal de um ntimero real, finalizando assim essa dissertacao.

4.1 Funcao maior inteiro

Definicao 34. Seja a wm nidmero real. Denota-se por |a] o maior inteiro que nao

ultapassa a, ou seja,
la] =max{m e Z | m < al.

Exemplo 34. 1) |3,2] = 3.
) |—4,11] = —5.
3) V3] =1

A funcao de R em Z definida por x — | x|, para todo nimero real x, chama-se fungao

maior inteiro sobre R.

Proposicao 14. Se a e b sao numeros reais quaisquer, entao:
1) Laj <a<|al+1.
2) a = |a] < |b].
3) La +m| =|a
4) la] +[b] <[

+ m para todo inteiro m.

+b] < |a] +|b] +1.

[=) [

42
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Demonstracao. 1) E consequéncia imediata da Definicao 34.

2) Suponhamos por absurdo que possa ocorrer |b| < |a|, para algum par a,b € R,
com a < b. Como |a,|b] sdo nimeros inteiros, entdo |b] +1 < [a]. Por outro lado
b < |b]+1 (por1)e, dai, b < |a]. Como [a] < a, entdo b < a, o que é absurdo. Logo,
segue-se que 2 ¢ verdadeira.

3)Sea; =a—|al,entdo 0 < a; < lea=a;+|al. Entdo |a+m| = ||a|+m+a; | =
|la] +m, pois |a] +m € Z.

4) Dados a,b € R tem-se:

a=lal+a,0<a; <.

b=|b]+b;,0<b; <1

Entdo, a+b=|a] + [b]+a;+b,0< a; +b; <2.

Pela propriedade 3 temos:

la+b|=|la]+|b]+a+by] =|a]+|b]+|a;+Dbi] = |a+b] <|a]+|b]+
1 ( pois |[a; +by] =0o0u [a; +b;| =1).

Por outro lado, [a+b| = |a]+|b]+|a;+b; ]| implica |a|+|b] < [a+b], pois [a;+
b;| > 0. Portanto, |a] + |b] < |a+b] < |a] + [b] + 1. O

4.2 Intervalos e Valor absoluto

Ja que R é ordenado, vale a Definicao 15 para subconjuntos de R.

Definicao 35. Sejam a,b € R, com a < b. Os subconjuntos de R abaizo definidos serao
chamados de intervalos.

1) [a,b] ={x € R | a < x < b} intervalo fechado a esquerda e a direita;

i) (a,b] ={x € R | a < x < b} intervalo aberto a esqueda e fechado a direita;

iil) [a,b) ={x € R | a < x < b} intervalo fechado a esquerda e aberto a direita;

) (a,b) ={x € R | a < x < b} intervalo aberto a esquerda e aberto a esquerda;

v) (—oo,b] ={x € R | x < b} semi-reta esquerda, fechada, de origem b;

i) [a,+o0) ={x € R | x > a} semi-reta direita, fechada, de origem a;

vii) (—oo,b) ={x € R | x < b} semi-reta esquerda, aberta, de origem b;

viil) (a,4o00) ={x € R | x > a} semi-reta direita, aberta, de origem a;

ix) (—o0, +00) = R.
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Notemos que os quatro primeiros sao intervalos limitados e os cinco tltimos sao inter-
valos ilimitados. Além disso é importante ressaltar que +00 e —oco nao sao nimeros reais,

mas apenas simbolos para representar intervalos ilimitados.

Definicao 36. Seja x € R, definiremos valor absoluto de x como sendo x caso x >0 e o

oposto de x se x < 0. Denotaremos o valor absoluto de x por |x|. Assim,

x, se x =0,
x| =
—x, se x<0.

O valor absoluto de um ntimero real x € R é comumente chamado de médulo de x.
Dado um x € R, ou x = 0, ou x > 0, ou x < 0. Portanto poderiamos definir
x| = max{—x,x}!. Do ponto de vista geométrico, o médulo de um nimero real é igual a

distancia a qual esse ntimero se encontra da origem, ou seja, do niimero zero.

Exemplo 35. Observe pela figura abaizo que a distancia do nimero —2 ao numero 0 é

igual a 2. Portanto | — 2| = 2.

Proposicao 15. Um conjunto X C R € limitado se, e somente se, existe a > 0 tal que

Ix| < a, para todo x € X.

Teorema 18. Sejam x,a € R. As sequintes afirmacoes sao equivalentes;
i) —a<x<aq
i) x < ae—a<x;

iii) x| < a.

Demonstracao. Defato, —a<x<a< [-a<xex<ad & la>xea>—x] < a> x|

A 1ltima equivaléncia vem do fato do |x| = max{x, —x}. m

L Aqui estamos denotando o maximo (maior elemento do conjunto) por max (veja a Defini¢ao 15).
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Corolario 6. Dados a,x,b € R tem-se [x — a| < b se, somente se, a—b <x<a+b.

O corolario 6 nos diz que a distancia de x a a ser menor ou igual a b é equivalente a
dizer que x encontra-se entre a —b e a + b.
O exemplo a seguir ilustra como se resolver uma equacgao envolvendo valor absoluto

usando ideis geométricas.

Exemplo 36. Vamos ultilizar a ideia geométrica de modulo para resolver a equagao e a

mequacao abairo.

a) Ix —3|=5.
Solugao:
——8—8—8—=8 o @ L ——8—0
-3 -2 - (0 1 2 d 4 ) (i T §

Pela ideia geométrica de modulo temos que a distancia do nimero x ao numero 3 deve

ser igual a 5. Portanto, os possiveis valores para x sao, x =8 ou x = —2.
b) Ix —1] < 2.
Solucgao:
-3 —2 =] 0 1 2 3

A inequagdo nos diz que a distancia do numero x ao numero 1 € menor ou igual a 2.

Dai, x € [—1,3] ou seja, —1 < x < 3.
Listamos a seguir as propriedades fundamentais do valor absoluto.

Teorema 19. Para quaisquer que sejam x, Y,z € R, valem as relagoes:
i) x +y| < x| + |yl (desigualdade triangular);
i) x -yl = x| [yl;
i) x| =yl < lIxl =yl < x —yl;

w) Ix—zl <Ix—yl+ Iy —z
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Demonstra¢ao. Prova do item i). Observe que —|x| < x < [x] e —|y| <y < |y|, donde, por

adi¢ao, —(|x|+lyl) < x+y < [x|+]y|. Portanto, pelo Teorema 18 segue que [x+y| < [x|+yl.

A prova dos demais itens pode ser encontrada em [8], pagina 73. O
Exemplo 37. Resolveremos a equa¢do modular |x + 2| + |x — 1| = 5 wusando a ideia
geométrica.

solugao: Observe o esquema abaizo:

1/ L . .
l ‘ r—2 o x4 2 . x4+ 2
r—1 :
‘ ‘ z+1 o x+1 o r—1
z+2| +|lx-1 - : . : 9y
‘ ‘ | 2x—1 é 3 i 2r+1
2 1
—2x —1, se x < —2,
Observe que |x + 2|+ [x — 1| = 3, se —2<x<1, .
2x + 1, se x> 1.

Portanto, —2x —1=5& —2x=6&x=—3 ou2x+1=5&2x =4 x =2.

Exemplo 38. Resolveremos a inequa¢ao modular |x + 1|+ |x —2| < 2x+ 1 usando a ideia
geométrica.

Solucao: Resolver o problema |x + 1] + [x — 2| < 2x + 1 € equivalente a resolver o
problema |x + 1| 4+ [x — 2] —2x — 1 < 0.

Observando o esquema abaixo temos:

|z + 1] r—1 1 z+1 2 z+1
© ©
lz — 2| x+2 : x+2 : x—2
- -
20 — 1 2r -1 2r—1 26 -1
© ©
lz+1|+z—-2—2z-1 dr : 2r+2 : 2
© ©
—4x, se x < —1,
Veja que [x + 1| +[x =2/ —=2x =1 = ¢ —2x+2, se —1<x<2, . Analisando cada
—2, se x> 2.

uma das sentencas temos:
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I) —4x < 0= x>0 (Nao servel);
II) 2x+2<0=>-2x<2=x>1, para —1 <x<2;
III) da mesma forma —2 < 0 para todo x > 2.

Portanto, a solucdo € dada pelo conjunto S ={x € R | x > 1}.

Segue logo abaixo mais um exemplo em que usaremos a ideia geométrica para re-
solvermos uma inequacao modular. Veja que o esquema ultilizado é muito 1ultil para

encontramos as sentencas que nos possibilitara a resolucao do problema.

Exemplo 39. Ultilizando a ideia geométrica resolveremos a inequagao modular [x — 3| +
x+ 1] = x
Solugdo: Para iniciarmos observe que [x — 3|+ |x+ 1| >2x < x—3|+|x+ 1| —x > 0.

Dat,

|z — 3 r+3 z+3 z—3

0]
0]

|z + 1] zx—1 ‘ z+1 § r+1

O
[

Q
0]

|z =3+ |z+1 —= 32 +2 : T+4 -2

~ @
@

—3x + 2, se x < —1
Portanto, [x — 3|+ |x + 1] —x = —x+4, se —1<x<3

X —2, se x >3
Analisando cada uma das sentencas e sendo Si, So € S3 a solucao dos itens 1), 1I) e
II1) respectivamente temos:
I) -3%x+2>20=-3x<—2=>x<-=5 =(—00,—1);
II) —x+4 1
1) x —2

.'.28281USQUS3:R.

w@ll\ﬁ)

0:>X\4:>32—[

33

>
>2=x>2=S3=(3,400).

O Teorema abaixo tem como objetivo mostrar que o conjunto R é arquimediano.

Teorema 20. Em R as sequintes afirmacoes sao equivalentes;

a) N C R € ilimitado superiormente;

20 sfmbolo .-, significa portanto.



Capitulo 4. Aplicagoes 48

b) dados a,b € R, com a > 0, existe n € N tal que n-a > b,

1
¢) dado qualquer a >0 em R, existe n € N tal que 0 < — < a.
n

Demonstracao. (a = b). Como IN é ilimitado, dados a > 0 e b € R, existe n € IN tal
b

que — < n e, portanto, b < a-n.
a

(b = ¢). Dado a > 0, existe, em virtude de b, um n € N tal que n-a > 1. Entao
1

0<—=<a
e 1 1

(c = a) Dado qualquer b > 0 existe, por ¢) um n € IN tal que - < 5 U sejam > b.

Portanto, nenhum elemento positivo em R pode ser cota superior de IN. O
Exemplo 40. Mostraremos que dados a,b € R com a # b, sempre existe ¢ € Q.

Demonstra¢ao. Suponhamos sem perda de generalidade que a < b. Com isso observe

que b —a > 0, ou seja, existe n € IN suficientemente grande tal que (b —a) > —.
n

Seja A ={m € Z| — > b}. A éum conjunto nao-vazio de ntimeros inteiros, limitado
n

inferiormente por b - n. Seja my € A o menor elemento de A. Logo b < - mas, como
n
mgy — 1

my— 1 < my, tem-se <b.
n

my—1 - . my—1
0 < b. De fato, caso nao fosse verdade teriamos 0

Afirmacao: a < <

m, . m my—1
a<b —% Tal fato contraria que b —a < 0
n n n

1 ,

= —. Portanto o numero
n

my — 1

€ Q estda entre a e b. n

4.3 Representacao decimal dos niimeros reais

Vamos falar um pouco sobre as expressoes decimais, que é uma maneira eficiente
de representar os numeros reais. Iremos considerar apenas os numeros reais positivos,
pois, para o caso dos nimeros negativos bastard colocar um sinal negativo a esquerda do

numero.
Definicao 37. Uma expressao decimal é um simbolo da forma
X = Qp, a;As...Q4;...,

onde ag € um niumero inteiro maior ou iqual a zero e ai, s, ..., Ai, ... SG0 NUMeEros inteiros
tais que 0 < a; < 9. O digito a; chama-se i-ésimo digito (ou i-ésima casa) da expressao
decimal de o« com 1 € IN*. A representacdo decimal de um niumero real pode ser finita ou

nfinita.
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Observacao 12. A expressio & = ag, a10s...Aj... representa 0 numero

e Qe S R S
~ 7710 T 100 T 1000 10¢ '

Exemplo 41. m = 3,12121212...,n = 4,85 sao exemplos de representacoes decimais,
sendo o primeiro deles um numero cuja representacao decimal € infinita e o sequndo com

representacao decimal finita.

Teorema 21. Seja « um nimero real positivo, entdo existem inteiros positivos
Qp, a1, A, ..., Aq, ... € Z, com 0 < a; <9,

tais que x = qp, A1 AsAg....

Demonstragao. Seja || = ag. Entao ap < o < ag+1. Se o = ag, entdo o préprio ag é a

representacao procurada. Caso qp < & < ag + 1, iremos considerar o maior dos niimeros

1 9
p, Q —.,a —, ..., —
0> 0+1O7 0+10> ; 0+10
~ a . , -
que nao supera . Suponhamos que Qo + E seja O numero procurado, entao

C11—|-1_

a;
oc1:a0+1—0<oc<a0+ 0 = .

Se @« = «; a demonstracao se encerra com & = dg, a;. Caso contrario, toma-se o maior

dos ntmeros,

a+a1a+a1+ 1 a+(11+ 9
T 107 " 10 T 1000 T 10 T 100
€ Nao supera Sec1+al—i-a2 é esse numero, entao
ue n u T . —_— —_— numer 11
4 P 70 " 100 )
a; as aq (12—|-1
Xy = a —+ — < a<a — = [35.
2=+ 75" 100 " 70" 100 B

Se o = xy, entdo & = ag, a;a, ficando assim concluida a demonstragao. Caso & # s
repete-se 0 mesmo raciocinio. Dai teremos duas possibilidades:

1*) « tem uma representacao decimal finita, ou seja, ® = ag, a;as...a, para algum
indice p.

2*) Néo ¢é possivel encontrar inteiros positivos ag, ai, as, ..., ap, com 0 < a; < 9, para
0s quais tem-se & = ag, a; ds...a,. Neste caso, devemos observar os seguintes subconjuntos

de R:

A= {(Xl, Xa, } e B= {[31, 627 }
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Veja que qualquer elemento de A é menor que o respectivo elemento de B.
Por outro lado temos que dado um numero real € > 0, seja p um ntmero natural tal

1
que seja valida Tor < €. Entao,

a; ap—1 ap+1 a; ap_1 ap 1
oap =By = a0+ o+ T e ) (@t gt e ) T 1r <€

o Ka<Pp=a—ap, <Pp—op = ax=0, <E.

Considerando n > p temos oy < oy < &, € entao ot — &, < X — & < €.

Por outro lado | — ot | = ¢ — oy = | — | < €, para todo n > p. Portanto, « se
aproxima tanto quanto queiramos de algum o, ou seja,

a; as
Qo +—+

TR

Logo, @« = ap, ajas - - -. O

Na representacao decimal de um nimero real & > 0 temos aqui: aq é a parte inteira;
a; é a primeira casa decimal; a; é a segunda casa decimal; - - - a; é a i-ésima casa decimal,
e assim por diante.

Se ot < 0 teremos o« = —ag, a;ds - - - .

Exemplo 42. Faremos a representacdo decimal do nimero /5, até a terceira casa decimal
ultilizando o método usado na demonstracao do Teorema 21.

Observe que [\/5J =2 . Dai devemos procurar na sequéncia

2 2+1 2—|—2 2+9
’ 10’ 10777 10

0 1 \ 2 3 4 ) 6 7 8 9
o o 0 o o o o o o o o)
2 2,1 2.2 2.8 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 3

o maior nimero que ndo supere /5. Observe que (2,2)? = 4,84 e (2,3)? = 5,29;
entao esse numero € 2,2. Usando a notacao do teorema 21 temos a; = 2.

Assim, na sequéncia

NN N 24 2y 2
1007710 11000 77 7T 10 T 100
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procure o maior nimero que nao supere « = /5. Como (2,23)? = 4,9729 e (2,24)% =
5,0176, esse numero € 2,23. Logo, as = 3.
Vejamos agora em

gy 2y Lo, 2 8 2 24 2y S 40
10 © 100 ' 1000” © 10 T 100 © 1000°77 710 T 100 ' 1000

0 maior nimero que ndo supera /5.
Observando que (2,236)? = 4,999696 e (2,237)% = 5,004169, a resposta procurada é
2,236. Portanto,

as =6 e v5=2,236... .

Com isso percebe-se que a representacao decimal de um nimero real é apenas uma
dentre infinitas outras representacoes. Nos dias atuais, além da representacao decimal, é
muito comum representar nimeros reais na base dois (representagdo bindria) e na base
sessenta (representagao sexagesimal). A representagao bindria é muito usada para se
trabalhar com os ntimeros computacionalmente: qualquer cédlculo em computadores e
calculadoras é feito com numeros na forma binaria. Ha também varios jogos quebra-
cabecas, como o bem conhecido jogo Nim e o quebra-cabega dos anéis chineses, em que
suas solugoes dependem dessa base.

Ja o sistema sexagesimal (base 60) foi muito usado pelos Babilonios, e ainda ¢é ultilizada
para representar angulos, minutos, segundos, e ano comercial.

O exemplo a seguir pode ser encontrado em [5].

Exemplo 43. Mostremos como se pode pesar, com uma balanca de pratos simples, um
peso w de um niumero inteiro de libras, usando-se pesos de uma libra, duas libras, 22

libras, 2® libras e assim por diante, havendo apenas um peso de cada tipo.

Solugao: Para resolver tal problema basta expressar w na base 2. Para entendermos
tomemos w = 27 libras. A representacao binaria do nimero 27 é 11011, dai temos que o
nimero 27 pode ser escrito da forma 1-2*+1-234+0-224+1-2'+1-2° concluimos assim
que para pesar um peso de 27 libras precisaremos de um peso de 16 libras, um peso de 8

libras, um peso de duas libras e um peso de uma libra.
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.~ . . . . L, a . .
Proposicao 16. Um numero racional, na forma irredutivel b’ tem representacao decimal

finita se, e somente se, b possui apenas 2 e 5 como fatores primos.

Demonstracao. (=) Considere o« um nimero cuja representacao decimal seja finita, é
sempre possivel colocd-lo na forma a ,com b sendo uma poténcia de 10. Lembre-se que
qualquer poténcia de 10 tem apenas o 2 e 0 5 como fatores primos.

(<) Suponha que seja possivel escrever b da forma 2™5™, com m e n inteiros positivos
ou nulos. Entao, teremos duas possilbilidades:

1) ou m é menor do que n ou igual a n (m < n);

2) ou entdao m é maior do que n (m > n).

Se m < n, multiplicaremos o numerador e o denominador da fracao por 5™ ™.

_a _ooad™mt o ad™t ad™nt
*T gmgn T %7 gmpngmon . gmpm . qom
Portanto o tem representacao finita.
O caso em que n > m ¢ feito de modo anélogo. O
4.3.1 Dizimas Peridodicas
Definicao 38. Uma expressio decimal x = 0, a;asas - -+ chama-se uma dizima periodica

simples, de periodo a;azas...a,, quando os primeiros p digitos apds a virgula se repetem

indefinidamente na mesma ordem.

Exemplo 44. Sdo dizimas periddicas simples as expressoes:
1) 0,333...
2) 0,4141...
3) 0,999...

A fracao que representa a dizima periddica chama-se fragao geratriz ou simplismente
geratriz. Para determind-la procederemos da seguinte maneira:

3
ax=0,333... = 10 - x = 3,333... = 9 - &« = 3 pois fizemos 10 - x — «. Dai, x = 9 =
1

Portanto, a geratriz de uma dizima periddica simples é a fracao cujo numerador é

formado pelo periodo da dizima e o denominador é formado por tantos noves quantos sao

os algarismos do periodo.
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Definicao 39. Dizimas peridodicas compostas sao aquelas que apos a virgula possuem uma

parte que nao se repete, sequida de uma parte periodica.

Por exemplo temos: o = 0,01222....

Para determinar a fracao geratriz da dizima acima, procederemos da seguinte forma:

2
oa=0,01222... = 100 - ¢ =1,222... = 100 - x =1+0,222... = 100 - x =1 + —

9
9-1)+2 10—1)-1]+2 0—1+2 12—1
:>100~oc:¢:>100~oc:[( )+ =100 o = Tl
9 9 9
121 12—1
1 . = = —.
= 100 - 9 = 900

Portanto, toda representacao decimal periédica representa um niimero racional.

Chegamos assim a uma regra muito ultilizada na educacao basica:

A fragao geratriz de uma dizima periddica composta é a fracao cujo numerador é
formado pela parte nao periddica, seguido do periodo menos a parte nao peridédica e cujo
o denominador ¢é formado por tantos noves quantos sao os algarismos do periodo seguido

de tantos zeros quantos sao os algarismos da parte nao periédica.

4.4 Consideracoes Finais

Este trabalho consistiu na construcao do conjunto dos niimeros reais através dos cortes
de Dedekind. No primeiro capitulo demos um embasamento tedrico sobre os principais
conceitos que serviriam de base para o desenvolvimento da dissertacao. No segundo
capitulo fizemos a construcao do niimeros racionais via relagao de equivaléncia e com isso
vimos que o conjunto dos nimeros racionais tém algumas lacunas, por exemplo, v/2 que
é irracional.

No terceiro capitulo tratamos sobre a construcao dos niimeros reais, fazendo uma uma
pequena mudanca na definicao que originalmente fora dada por Dedekind, tal mudanca
nos forneceu um arduo mas gratificante trabalho. O quarto capitulo trata sobre o valor
absoluto de um numero real, em que procuramos dar um breve embasamento sobre tal
assunto, além disso falamos um pouco de um método bastante eficiente para representar
a raiz quadrada de um numero real, que é por aproximacao de sequéncias de nimeros

racionais, finalizando assim esta dissertagao.
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