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“Na maior parte das ciéncias, uma geragéo
pde abaixo 0 que a outra construiu, e 0 que
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na Matematica é que cada geracdo constroi
um novo andar sobre a antiga estrutura”.

(Hermann Hankel)



RESUMO

Este trabalho tem por finalidade apresentar um resumo sobre as cénicas (elipse, hipérbole e
pardbola) e suas equacBes, em especial as equacOes paramétricas, utilizando relacoes
trigonométricas basicas e verificando as condi¢cbes que um ponto deve satisfazer para

pertencer a uma curva plana dada.

Utilizaremos o software GEOGEBRA como ferramenta de visualizagdo no ensino da
parametrizacdo das cénicas, facilitando o processo de aprendizagem. Faremos uma breve
apresentacdo desse software e de como usar as ferramentas necessarias para a construcdo das

figuras sugeridas.

Todo o processo de construcdo e animacédo das figuras conicas parametrizadas serd descrito
passo a passo, servindo como um suporte ou atividade didatica a ser desenvolvida por
professores e alunos, para que assim seja suprida a necessidade do uso de tecnologias na
educacdo, em especial no ensino da Matematica.

Por fim, observaremos que para algumas das equacdes paramétricas vistas, existe um motivo

algébrico para tal equacdo.

Palavras-chaves: Conicas; equacdes paramétricas das conicas; curva plana; Tecnologias na

educacéo.



ABSTRACT

This work aims to present a summary of the Conic Sections (ellipse, Hyperbola and parabola)
and his equations, in particular the parametric equations, using basic trigonometric relations

and checking the conditions that a point should satisfy to belong to a given plane curve.

We will use the software GEOGEBRA as a visualization tool in the teaching of
parameterization of conics, facilitating the learning process. We will make a brief presentation

of this software and how to use the tools needed for the construction of the figures suggested.

The whole process of construction and animation of the figures will be parameterized conical
described step by step, serving as a prop or didactic activity to be developed for teachers and
students, to be met the need of the use of technologies in education, especially in the teaching

of mathematics.

Finally, we'll take a look at that for some of the parametric equations views, there is a reason
for such an algebraic equation.

Keywords: Conics; parametric equations of Conic Sections; plane curve; Technologies in

education.
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INTRODUCAO

No ensino da Matematica, em geral, o professor é cobrado a apresentar aos alunos,
conteudos contextualizados e a trabalhar com materiais didaticos concretos, principalmente
nas séries iniciais, sempre que possivel. Gestores e Coordenadores exigem do professor aulas
que despertem o interesse dos alunos, mas nem sempre lhe é dado condicbes e materiais
adequados para tal fim. Esse € o maior desafio para o docente, fazer da matematica um

instrumento de interacdo entre o aluno e seu cotidiano.

O que vivenciamos hoje € uma juventude fazendo um uso cada vez maior e mais cedo
das TIC's (Tecnologias de Informacdo e Comunicacdo), em especial da internet, como mostra
o relatério de pesquisa TIC Kids Online Brasil' 2014, apresentado pelo Comité Gestor da
Internet no Brasil — CGl.br, realizada em 2013, onde 77% dos jovens brasileiros de 10 a 17
anos de idade tém acesso a internet e 68% deles usam para realizar trabalhos escolares.

Nesse contexto, evidenciamos que o uso de TIC’s deve ser incorporado ao ensino da
Matematica como elemento essencial na aprendizagem dos diversos contetdos, pois a
utilizacdo destas tecnologias suprem o0s anseios dessa nova geracdo, fornecendo novos
conhecimentos e experiéncias dentro desse espaco virtual em que vivem o0s jovens, tornando
esse processo mais dindmico e prazeroso, dessa forma, a escola passa a ser um ambiente

atraente e interativo.

Particularmente, em Geometria Analitica®, o software GEOGEBRA?® apresenta-se
como sendo a ferramenta ideal para o ensino das Cénicas, pois ele junta geometria, algebra e
o célculo em uma Unica interface, sem contar que seu acesso € livre, gratuito e de facil

utilizacdo, disponivel para download na internet.

Como objetivo principal desse trabalho, utilizaremos o software GEOGEBRA para a
construcdo de figuras conicas no Plano Cartesiano® (R2), demonstrando as parametrizagdes

destas, através de figuras coloridas e animadas, facilitando assim o seu entendimento.

! Livro eletronico de pesquisa sobre o uso da internet por criangas e adolescentes no Brasil.

2 E 0 estudo da Geometria por meio de um sistema de coordenadas e dos principios da &lgebra e da analise.

¥ Download disponivel em: https://www.geogebra.org.

* Esquema reticulado, composto por dois eixos (retas) perpendiculares, sendo o horizontal chamado de eixo das
abscissas e o vertical de eixo das ordenadas, usados para localizar ou especificar pontos num determinado
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1. CONICAS

1.1 - Historia das Conicas

Historicamente, as conicas e seus estudos surgiram na antiga Grécia com as tentativas
de solucionar o problema da duplicacdo do cubo®. Hipécrates de Chio (440 a.C.) foi o
primeiro a realizar avancos a respeito do problema, ele o reduziu a achar duas meias

proporcionais entre dois segmentos de comprimento s e 2s, ou seja, achar x e y de maneira que

f—c = % = Zy—s . Como X2 = sy e y2 = 2sx, a eliminacdo de y leva a x3 = 2s3. Assim, 0 volume de um

cubo de aresta x € duas vezes o de um cubo de aresta s. De modo geral, achar duas meias

proporcionais entre a e b, equivale, achar x e y de maneira que % === % .Comox2=ayey?=

X
y
bx, a eliminagdo de y leva a x® = bad. Assim, o volume de um cubo de aresta x é b vezes o de
um cubo de aresta a. Mé&s, Hipdcrates foi criticado por substituir um problema dificil por
outro igualmente dificil, pois, na época usava-se apenas como metodo de resolucdo, régua e

compasso, ndo sendo possivel encontrar tais meias proporcionais.

Tempos depois, Arquitas de Tarento (400 a.C.) apresentou uma solugdo geniosa ao
problema, usando a interseccéo de trés superficies de revolucéo® (tronco de cilindro, cone reto
de base circular e toro de raio interno nulo), mas, que ainda ndo poderia ser feita por régua a
compasso. Menaecmus (350 a.C.), provavelmente em busca de apresentar um lugar
geométrico para as meias proporcionais apresentadas por Hipdcrates, e seguindo o caminho
de Arquitas utilizando se¢des coOnicas, apresentou duas solucdes para o problema, uma
envolvendo a interseccdo de duas parabolas e a outra a intersec¢do de uma hipérbole com uma

parébola.

A partir dai, Menaecmus passou a estudar as conicas e percebeu que havia uma familia

de curvas que poderiam ser obtidas seccionando um cone circular reto’ de uma folha com um

“espago” com dimensdes, onde cada ponto é representado por um par ordenado (X, y), onde x é a abscissae y a
ordenada.

% O problema consistia em obter um método para, dada a aresta de um cubo, construir, com régua e compasso, a
aresta do cubo cujo volume fosse o dobro do cubo inicial.

® Superficie no espaco gerada por uma rotacdo de uma curva (geratriz) em torno de uma reta fixada (eixo).

" Cone gerado pela rotacio de um triangulo retangulo em torno de seus catetos.
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plano perpendicular a uma geratriz® do cone, classificando-as de acordo com o angulo do
veértice, em trés tipos:
e Oxitomo (elipse) — interseccdo de um plano com a superficie de um cone circular
reto oxigonal (cone de vértice agudo);
e Ortotomo (parabola) — interseccdo de um plano com a superficie de um cone
circular reto ortogonal (cone de vértice reto);
e Amblitomo (hipérbole) — intersec¢do de um plano com a superficie de um cone

circular reto ambligonal (cone de vértice obtuso).

Figura 1: Elipse, Parabola e Hipérbole (definidas po Manaecmus).

Apesar da descoberta das secdes conicas ter sido atribuida a Menaecmus, foi Apol6nio
de Perga (225 a.C.), através de a sua obra prima Sec¢des Conicas, trabalho composto por oito
livros, quem mostrou sistematicamente que pode-se obter todas as trés espécies de se¢des
conicas a partir de um dnico cone de folha dupla, ndo necessariamente reto, simplesmente
variando a inclinacdo do plano que o secciona, facanha esta que lhe rendeu o titulo de “o

grande gedmetra®

. Foi também Apolonio quem introduziu os nomes elipse, hipérbole e
paréabola, termos estes ja utilizados pelos pitagéricos'® na solucdo de equaces quadraticas
por aplicacdo de &reas, sendo agora aplicados num contexto novo para definir as secdes

planas.

Cabe ainda lembrar que varios outros estudos sobre as cOnicas, dentre eles, merecendo
destaque a obra As Conicas de Euclides, foram todos superados, na época, por Apolonio,

donde devido a sua “inferioridade” (comparando-se a obra de Apolénio) e ao fato de que era

® Todo segmento que passa pelo vértice e tem extremidade na base do cone.

® Matemético que realiza estudos relacionados com a Geometria.

10 Sequidores das doutrinas e discipulos da escola de cunho religioso e filoséfico, fundada pelo matematico
Pitagoras.
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muito caro a reproducdo destes livros, pois, eram escritos @ mao, foram todos perdidos com o

tempo.

Traduzindo para a linguagem atual, Apol6nio define as conicas da seguinte maneira:

e Elipse - E a curva que se obtém ao cortar uma superficie cénica circular com um
plano que néo é paralelo a nenhuma das geratrizes e corta apenas uma das folhas;

e Parabola - E a curva que se obtém ao cortar uma superficie conica circular com
um plano paralelo a uma geratriz;

e Hipérbole - E a curva que se obtém ao cortar uma superficie conica circular com

um plano paralelo a duas geratrizes, cortando ambas as folhas;

ELIPSE PARABOLA HIPERBOLE

Figura 2: Elipse, Parabola e Hipérbole (definidas por Apol6nio).

Assim, surgiram as coOnicas. Devemos ainda lembrar que na época, todas as
demonstracbes eram expressas geometricamente, numa linguagem denominada algebra
geométrica grega, onde nao se utilizava expressbes algébricas, como se usa hoje na

Geometria Analitica.

Segundo (Boyer, 1974), “Apoldnio deu importante contribuicdo a Geometria, mas nao
foi tdo longe quanto poderia ter ido na generalidade. Poderia igualmente bem ter partido de
um cone eliptico**~ ou de qualquer outro cone quéadrico — e ter ainda obtido as mesmas
curvas. Isto €, qualquer seccdo plana do cone “circular” de Apolonio, poderia servir como a

curva de “base” em sua defini¢do, ¢ a restri¢cao “cone circular” ¢ desnecessaria”.

Apos Apolonio, até o século XVI, nada de novidade se descobriu sobre cénicas, mas a

historia e o estudo das cénicas ndao param por ai. A partir do século XVII, varios estudos e

1 Cone que tem como base uma elipse.
12 Cone de duas folhas que tem como base uma curva conica (elipse, parabola ou hipérbole), também chamada
de curva diretriz do cone.


http://www.andremachado.blog.br/artigos/wp-content/uploads/2013/03/sc.gif
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teoremas™ sobre as conicas foram realizados, na qual podemos destacar a maneira inovadora
de tratar e apresentar as conicas, feita pelo matematico francés Philippe de La Hire. Em sua
obra “Novos Elementos das Secdes Conicas” (1679), Philippe de La Hire aborda as curvas
isoladamente no plano, desvinculando-as totalmente do cone (espaco), passando a defini-las a
partir de propriedades relativas as distancias dos pontos pertencentes as curvas aos focos™
(caracterizagéo bifocal), forma na qual utilizamos nos dias atuais.

Por fim, citamos o grandioso trabalho de Pierre de Fermat (1601 — 1665), que por
volta de 1636, escreveu um pequeno texto intitulado “Introducdo aos Lugares Planos e
Solidos ”, que usando uma linguagem analitica, passa a definir as conicas atraves de equacdes
algébricas, obtidas de forma irredutivel a partir de uma equacdo geral do segundo grau com

duas variaveis: Ax* + Bxy + Cy*+ Dx+ Ey + F = 0.

Muitos outros autores e obras relevantes para a historia das curvas conicas foram aqui

omitidos, por ndo se relacionarem diretamente com o0 nosso objetivo principal de estudo.

Os estudos das conicas em geral, tém contribuido para descobertas importantes em
varios ramos do conhecimento, dentre elas podemos citar como exemplos de aplicacao:

» Parabola - Galileu (1604) descobriu que, lancando-se um projétil
horizontalmente do topo de uma torre, supondo que a Unica forca atuante sobre ele
seja a da gravidade, sua trajetoria é uma parabola;

» Elipse — Kepler (1610) descobriu que a trajetéria dos planetas € uma elipse e que
o sol se encontra em um dos focos;

» Hipérbole — Cassegrain (1672) prop6s a utilizacdo de um espelho hiperbélico na
fabricacdo de telescopios, sendo hoje utilizado também em radiotelescépios™®.

A seguir, apresentaremos separadamente cada uma das conicas, assim como suas
definicBes, propriedades, equacdes e casos particulares. Nosso objetivo aqui sera o estudo das
conicas de equacdo geral Ax®>+ Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0, onde B=0, ou seja,

apenas conicas que tém o eixo focal paralelo as coordenadas do Sistema Cartesiano.

3 £ uma afirmagao que pode ser provada como verdadeira através de outras afirmacdes ja demonstradas.

14 530 pontos especiais que definem como certo conjunto de curvas é desenhado.

> Aparelho dotado de antenas ultrassensiveis, que recebe as ondas eletromagnéticas emitidas por corpos
celestes.
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1.2 - Elipse

1.2.1 - Defini¢do: Dados dois pontos F; e F, do plano, de modo que a distancia entre F; e
F, seja constante e igual a 2c = 0, chamamos de Elipse € o conjunto de todos os pontos
P = (x,y), cuja soma das distancias aos pontos F, e F, & uma constante 2a > 2c, ou seja,
sendo 0 < c <aed(F,F,) = 2c,

e ={P|d(P,F,) +d(P,F,) = 2a}
P

Figura 3: Elipse (definigdo).

1.2.2 - Elementos da Elipse

Aplicando o Teorema de Pitagoras™® no triangulo retangulo B,CF, (figura 4), obtemos

arelacdo: a2 = b? + c2,

v

0 X

Figura 4: Elementos da Elipse.

Focos: pontos F; e F,.

Centro: C; é o ponto médio de F, F,.

Eixo Focal: 4,4,, onde d(4,,4,) = 2a, também chamado de eixo maior.
Eixo nao focal: B, B,, onde d(B,, B,) = 2b, também chamado de eixo menor.
Distancia Focal: d(F;, F,) = 2c; distancia entre os pontos F; e F, .

Reta Focal: F, F,, reta que passa pelos focos.

Reta ndo Focal: B, B,, reta que passa pelos pontos B, e B, € é a mediatriz de F; F,.

16 Teorema aplicado ao triangulo retangulo, que relaciona os comprimentos de seus lados, onde afirma que o
guadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.
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Vértices sobre a reta focal: A, e A,; pontos de interseccdo entre a elipse e a reta
focal.
Vértices sobre a reta ndo focal: B, e B,; pontos de interseccdo entre a elipse e a reta

nao focal.

Excentricidade'’: e = 2 (0< e < 1;se e = 0, temos um circulo).

Latus Rectum: PP’, onde d(P,P") = %; segmento perpendicular a reta focal que

passa por um dos focos (F; ou F,) e tem como extremidades dois pontos da elipse.
1.2.3 - Distancia entre dois pontos no Plano

Dados dois pontos A = (xg,v,) € B = (xp,yp) no plano cartesiano (figura 5), para
calcular a distancia entre A e B, basta calcular o comprimento do segmento AB. Com as

coordenadas destes pontos obtemos a seguinte construcao.

A
v

Vb /
1 S +C

“a A

.
Ll

o T, Ty X

Figura 5: Distancia entre dois pontos no plano.

Analisando a construgdo acima, podemos observar que AB é a hipotenusa do tridngulo
retdngulo ABC. Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos que:
[d(4,B)]* = [d(A, O)]* + [d(B, O)]?
Como
[d(4, O = Ixp — %42 = (xp = x4)°
[d(B, O] = lyp — Yal*= (s — ¥a)*
Entdo:
[d(4,B))? = (xp — x)* + (Vb — Ya)?

AAB) = (= %)+ O = 7o)

" A excentricidade mede a abertura da conica, ou seja, quanto mais proxima de 1, mais achatada (alongada) é a
elipse e, quanto mais proximo de zero, mais arredondada ela sera.
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1.2.4 - Equagéo Candnica (ou reduzida) da Elipse de Centro na Origem do Sistema

1° Caso: A reta focal da Elipse coincide com o eixo OX

Figura 6: Elipse de centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX.

Pela definicéo de elipse
d(P,F,) +d(P,F,)=2a (I)

Onde, neste caso temos que:

P=(xy)
Fl = (—C, 0)
F, = (c,0)

Aplicando a formula da distancia entre dois pontos, temos que:
d(P,F) = J(x—(=eN*+ (- 0 (ID)
d(P,F,) =y (x=c)*+ (y— 0)* (1)

Substituindo 11 e 11l em |, obtemos:

Je= oy + - 07+ Ju-o7+ - 07 =2

\/(x+c)2+ y*+ \/(x—c)z—i- y* = 2a

/(x+c)2+ y?=2a—+(x—c)?+ y2.

Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado, desenvolvendo os produtos

notaveis e simplificando, obtemos:
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(\/(x+c)2+ y2>2 = (Za—\/(x—c)2+ y2)2

(x+0)*+ y*=4a* —4a/(x — )2+ y2 + (x —c)? + y?

x2+2xc+c*+ y*=4a*—4a(x — )2+ yZ+x% —2xc + * + y?

4a® —4a/(x — )2 + y2 =4xc

4a* — 4xc = 4a/(x — )2 + y2.

Dividindo ambos os membros da igualdade por 4 e elevando ao quadrado novamente,

obtemos:

4a® — 4xc _ 4a/(x —c)? + y2
4 4

a®—xc=a+(x—c)?+ y2

(@ —xc)?=(a/(x—0c)2 + yz)z

a* — 2a%xc + x%c? = a®*((x — c)? + y?)

a* — 2a%xc + x%c? = a®*(x% — 2xc + ¢ + y?)
a* — 2a’xc + x%c? = a®x? — 2a%xc + a%c? + a*y?
a* + x2c? = a®x? + a®c? + a*y?
a®x? — x2c2 + a2y® = a* — a2c?

x2(a? — c?) + a?y? = a?(a? — c¢?).

Da relagdo a? = b* + c?, temos que a? — c? = b?, substituindo na igualdade acima
temos:

x%b* + a*y? = a*b>.

Dividindo ambos os membros da igualdade por a®b?, obtemos:
beZ + a2y2 a2b2
a’b? ~ @b
xZ yZ

2!

Que representa a equacgdo candnica (ou reduzida) da elipse de centro na origem e reta

focal coincidente com o eixo OX (figura 6).
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2° Caso: A reta focal da Elipse coincide com o eixo OY

Na figura ao lado, temos que:

P P=(xv)
Fl = (O, C)
X > FZ = (0' _C)

De forma anéloga ao 1°caso, temos que:

X2 y2
et

Figura 7: Elipse de centro na origem e reta focal
coincidente com o eixo OY.

1.2.5 - Translagéo dos eixos das Coordenadas do Plano Cartesiano

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais e seja 0 = (x,,y,) Um ponto no plano.

Seja OXY um novo sistema, tal que O seja a nova origem e, cujos eixos 0X e OY séo
paralelos aos eixos OX e QY e tém, respectivamente, 0s mesmos sentidos destes eixos.

Dizemos que 0 novo sistema 0XY foi obtido por uma translacdo do antigo sistema
OXY. Em ambos os sistemas conservamos as mesmas unidades de medidas.

Sejam (%, y) as coordenadas do ponto P no sistema de eixos OXY e sejam (x, y) as
coordenadas de P no sistema de eixos OXY (figura 8). Entdo, as coordenadas do ponto P nos

sistemas OXY e OXY sdo relacionadas por:

{x = X+ X
Y=Y+ Yo
4 A
Y v
V+yot---------- 7 7777’1”(.1'. Y)
1
I
Yo . >
O .,‘L' X
I
I
|
I
o (] T+ Zp X >

Figura 8: Translagdo dos eixos das coordenadas
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1.2.6 - Equacao Canonica (ou reduzida) da Elipse de Centro O = (x¢,Yy,) € Cuja reta

focal é paralela aos eixos das coordenadas.

1° Caso: A reta focal da Elipse é paralela ao eixo OX
A A
Y Y

P(xz,y)

0 To T+ g X

Figura 9: Elipse de Centro O = (x, y,) e reta focal paralela ao eixo OX.

Por meio de uma translagdo de eixos, obtemos um novo sistema OXY, cuja origem
0 = (x,,Y,) coincida com o centro da elipse (figura 9). Dai, a equacdo candnica (ou
reduzida) da elipse referente ao novo sistema 0XY, é:
=2 =2

ve y
;4'?:1 D

No entanto, da relagdo de translacdo das coordenadas entre os sistemas OXY e OXY:

X=X+ xg {fzx—xo
— , temos que _ 1|
{3’:3"")’0 g Y=Y Yo (n
Substituindo 1l em |, obtemos:
X —x 2 _ 2
( 0)” L V= %) =1 yonde a? = bh*+c?

a? b?
Que representa a equacdo candnica (ou reduzida) da elipse de centro 0 = (xg,y,) €

cuja reta focal € paralela ao eixo OX.

2° Caso: A reta focal da Elipse é paralela ao eixo OY

A
)71; |
Pla. ) De maneira analoga ao 1° caso, se
ytyo[~-—"""~~ ' _
uma elipse tem o centro no ponto 0 = (xg, o)
Yo S > H 1
A e reta focal paralela ao eixo OY (figura 10),
! sua equacdo relativa ao sistema OXY é:
'_,_” —» )2 _v.)2
© fo oo A & b’;(’) + ¥ aJ;") = 1,onde a’ = b* + ¢?

Figura 10: Elipse de Centro 0 = (x¢, yo)
e reta focal paralela ao eixo OY.
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1.2.7 - Circunferéncia (caso particular da Elipse)

A Circunferéncia € um caso particular da elipse, em que os focos sdo coincidentes
(figura 11).

Yo

0] Ty X

Figura 11: Circunferéncia (caso particular da elipse)

Note que se F;, = F,, entdo ¢ = 0, sendo que da relacdo a® = b + ¢?, temos que
a = b e que a excentricidade e = 2 = 0. O semieixo r = a = b € chamado de raio e, 0 eixo

2r, de didmetro da circunferéncia, ou seja, para todo ponto P(x,y) pertencente a

circunferéncia, a distancia de P ao centro é .

A equacao reduzida da elipse ¢é da forma:

(x —x,) +(y—yo) _

b? a? 1
Substituindo a e b por r, obtemos:
(x — x,)° Lo- ¥o)® _

r?2 r?2
Multiplicando ambos os lados da igualdade por r?, temos que:
(x_xo)2+(y_YO 2=r?
Que é a equacao reduzida da circunferéncia de centro (x,,y,), que pode ser definida

como uma elipse de eixos focais e ndo focais com as mesmas medidas.

1.2.8 - Elipse Degenerada

1° Caso: Dizemos que uma elipse é degenerada, quando os focos coincidem com 0s
vertices A; e A, (figura 12), ou seja, quando a = c. Note que, se a = c, entdo, da relagédo
a® = b* + c?,temos b = 0, ou seja, os Vértices B, e B, coincidem com o centro C da elipse,

(ue neste caso passa a ser um segmente de comprimento F,; F,.
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C c

Note que a excentricidade e = -= 1.

F =4,

0 X >

Figura 12: Elipse degenerada (segmento de reta)

Observe que, se fixarmos a medida de a, quanto menor € a distancia entre os focos,
mais a elipse se aproxima de uma circunferéncia, e quanto maior é a distancia entre os focos,

mais achatada fica a elipse (figura 13).

Figura 13: Elipses (comparativo em relagdo a distancia entre os focos)

2° Caso: Chamamos também de degenerada, a elipse em que a = b = 0. Note que se
a = b = 0, entdo, tanto pela definicdo, que diz que 2a > 2c, quanto pela relacdo a* = b* +
c?, temos que ¢ = 0. Neste caso a elipse se restringe a um Unico ponto, também chamada de

puntiforme.

Geometricamente, este caso pode ser interpretado como a intersec¢do de um plano
obliquo que corta a superficie conica apenas no vértice, ou seja, 0 Unico ponto em comum

entre o plano e o cone é o vertice (figura 14).

Figura 14: Elipse degenerada (ponto)
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1.2.9 - Simetria da Elipse

A elipse é simétrica em relacdo a reta focal, a reta ndo focal e ao centro. De fato, se
(x1,y,) satisfaz a equacdo candnica, entdo, os pontos (—xi,¥1), (x1,—V1) € (—=x1,—y1)
também a satisfazem, ou seja, para cada ponto P pertencente a elipse existem: um ponto P’
equidistante da reta focal, que também pertence a elipse; um ponto P’ equidistante da reta ndo
focal, que também pertence a elipse; e um ponto P’ equidistante do centro, que também

pertence a elipse (figura 15).

1)”.‘

Figura 15: Simetria da elipse

1.3 - Hipérbole

1.3.1 - Definicdo: Dados dois pontos F; e F, do plano, de modo que a distancia entre F; e
F, seja constante e igual a 2c > 0, chamamos de Hipérbole h, o conjunto de todos os pontos
P = (x,y), cujo valor absoluto da diferenca das distancias aos pontos F; e F, é uma constante

2a < 2c,ouseja, sendo 0 < a < ced(F, F,) = 2c,

h ={P||d(P,F,) — d(P,F;)| = 2a}

Figura 16: Hipérbole (defini¢do)

Observe que a hipérbole tem dois ramos (figura 16), onde o valor absoluto pode ser

desconsiderado desde que adotemos a diferenca entre a maior e a menor distancia.
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1.3.2 - Elementos da Hipérbole

Consideremos uma circunferéncia de raio ¢ e centro no ponto médio de F, F,;
Tomemos um valor qualquer para a e marquemos 0S pontos A; e A,;

Por estes pontos tracemos cordas (de comprimento 2b) perpendiculares a F; F;

As quatro extremidades destas cordas, sdo os vértices de um retdngulo inscrito nesta

circunferéncia.

Do triangulo retangulo CDA,, (figura 17),

obtemos a relacdo notavel:

c? =a*+b*

Figura 17: Elementos da hipérbole

Focos: pontos F; e F,.

Centro: C; é o ponto médio de F, F,.

Eixo real (ou transverso): A;A4,, onde d(4,,4,) = 2a.

Eixo imaginario (ou conjugado): B; B,, onde d(B;, B,) = 2b.

Distancia Focal: d(F;, F,) = 2c; distancia entre os pontos F; e F, .

Reta Focal: m reta que passa pelos focos.

Reta ndo Focal: m reta que passa pelos pontos B; e B, e é a mediatriz de F, F,.
Vértices da Hipérbole: A, e A,; pontos de intersec¢do entre a hipérbole e o eixo real.
Vértices imaginarios da Hipérbole: B, e B,; pontos sobre 0 eixo imaginario.
Excentricidade: e =§ (e > 1, pois ¢ > a); quanto maior a excentricidade, maior a

abertura da hipérbole.
Retangulo de Base: é o retdngulo que tem os pontos A,,A,, B, € B, como pontos

médios de seus lados.
Assintotas: retas que contém as diagonais do retangulo de base (y = i%x). Quanto

mais afastados dos focos estdo os pontos da hipérbole, mais se aproximam das
assintotas, de tal forma que a tendéncia da hipérbole é tangenciar suas assintotas no

infinito.



25
Latus Rectum: PP’, onde d(P,P") = %bz; segmento perpendicular a reta focal que
passa por um dos focos (F; ou F,) com extremidades em dois pontos da hipérbole.
1.3.3 - Equacédo Canbnica (ou reduzida) da Hipérbole de Centro na Origem do Sistema

1° Caso: A reta focal da Hipérbole coincide com eixo OX

A
Y

o

Figura 18: Hipérbole de centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX.

Da definicdo de Hipérbole, temos que:
d(P,F,) —d(P,F;) =2a (I)

Onde
P=(xy)
Fy = (—¢,0)
F, = (c,0)

Aplicando a férmula da distancia entre dois pontos, temos que:
d(P,F) = J(x—(=cD*+ (y— 0 (1)
d(P,F) =y/(x —c)*+ (y — 0)* (1)

Substituindo 11 e 11l em |, obtemos:

Je=or+ - 7= Ju-or+ (- 07 =20

\/(x+c)2+ y* — \/(x—c)2+ y* = 2a

’(x+c)2+ y* =2a+ /(x—c)2+ y?
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Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado, desenvolvendo os produtos

notéveis e simplificando, obtemos:

(x+c)*+ y2:4a2+4a\/(x—c)2+ yZ2+ (x —c)? + y?
x2+2xc+c*+ yP=4a* +4a(x —c)? + y2 +x% = 2xc + c* + y?
4a® + 4a+/(x — )2 + y2 = 4xc

4a® — 4xc = —4a/(x — ¢)? + y?

Dividindo ambos os membros da igualdade por 4 e elevando ao quadrado novamente,
obtemos:

4a® —4xc  —4a/(x — c)? + y?
4 B 4
a’?—xc=—a(x—c)2+ y?
2
(a? —xc)? = (—a/(x —c)? + y?)
a* — 2a’xc + x%c? = (—a)*((x — c)* + y?)

a* — 2a%xc + x%c? = a?(x? — 2xc + c? + y?)
a* — 2a%xc + x*c? = a?

x% — 2a®*xc + a*c? + a*y?
a* + x%c? = a®x? + a%c? + a’y?
a?x? — x2c2 + a?y? = a* — a?¢?

x%(a? — c?) + azyz — az(az _ Cz)
Da relagdo c? = a® + b2, temos que a? — c¢? = —b?, substituindo na igualdade acima
temos:

—x%b* + a*y? = —a®b?

Dividindo ambos os membros da igualdade por —a®b?, obtemos

—x2b?% + a?y? ~ —a2h?
—a’b? ~ —a%b?
xZ yZ B 1
az b2

Que representa a equacdo canonica (ou reduzida) da hipérbole de centro na origem e
reta focal coincidente com o eixo OX (figura 18).
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2° Caso: A reta focal da Hipérbole coincide com eixo OY

Na figura ao lado, temos que:

P=(xy)
F, =(0,¢)
F, = (0,—c)
De forma anéloga ao 1°caso, temos que:
XZ yZ
b? a?

Figura 19: Hipérbole de centro na origem e reta
focal coincidentente com o eixo OY.

1.3.4 - Equagdo Candnica (ou reduzida) da Hipérbole de Centro 0 = (x,, y,) € cuja reta

focal é paralela aos eixos das coordenadas.

1° Caso: A reta focal da Hipérbole é paralela ao eixo OX

Vot

0

Figura 20: Hipérbole de Centro 0 = (x, y,) e reta focal paralela ao eixo OX.

Assim como vimos no caso da elipse, por meio de uma translacdo de eixos, obtemos
um novo sistema 0XY, cuja origem 0 = (x,,V,) coincida com o centro da hipérbole (figura

20). Dai, a equacéo candnica (ou reduzida) da hipérbole referente ao novo sistema 0XY, é:
=2 =2
x Yy
—— =1
a® b
De maneira analoga ao caso da elipse, substituindo x e y na equacdo, obtemos:

X — x.)? )2
( 20) _(y beO) —1 onde ¢2 = qa? + b?
a

Que representa a equagdo candnica (ou reduzida) da hipérbole de centro 0 = (xq, y,)

e cuja reta focal é paralela ao eixo OX.
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2° Caso: A reta focal da Hipérbole é paralela ao eixo OY

I
[
[
I
Yo i
(@] T >
I
|
[
|

}
0] Lo T+ Ty X ’

Figura 21: Hipérbole de Centro O = (x, y,) e reta focal paralela ao eixo OY.

De maneira analoga ao 1° caso, se uma hipérbole tem o centro no ponto 0 = (x,, vo)

e reta focal paralela ao eixo OY (figura 21), sua equacéo relativa ao sistema OXY é:

(x —x)* (v —)?
b2 B a?

= 1,onde c? = a’ + b?

1.3.5 - Hipérbole Degenerada
Dizemos que uma Hipérbole é degenerada, quando os focos coincidem com o centro

da hipérbole, ou seja, quando a = b = ¢ = 0. Note que, os vértices também coincidem com o

centro, e os ramos da hipérbole passam a serem duas retas concorrentes (figura 22).

~_|
/

.
Ll

X

Figura 22: Hipérbole degenerada (par de retas concorrentes).

Observacgéo: Neste caso, como ¢ = 0, ndo existe excentricidade.

Geometricamente, este caso pode ser interpretado como a intersecgdo de um plano
com uma superficie conica, de tal forma que este plano corte suas duas folhas passando pelo

vertice (figura 23).
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Figura 23: Hipérbole degenerada (interpretagdo geométrica).
1.3.6 - Simetria da Hipérbole

Assim como a elipse, a hipérbole também é simétrica em relagdo a reta focal, a reta

ndo focal e ao centro (figura 24).

Figura 24: Simetria da hipérbole

1.4 - Paréabola

1.4.1 - Definigdo: Dados no plano, um ponto F e uma reta r, tal que F ndo pertenca a r,
chamamos de Parabola p, o conjunto de todos os pontos P, cuja distancia entre P e r é igual a

distancia entre P e F.

p ={Pld(P,r) =d(P,F)}

Figura 25: Pardbola (defini¢do)
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1.4.2 - Elementos da Parabola

Consideremos o ponto A, como sendo a interseccdo da reta que passa pelo ponto F e é

perpendicular a reta r. Assim, denominamos os elementos da Parabola:

Figura 26: Elementos da pardbola

Foco: ponto F.

Diretriz: retar.

Reta focal: reta que passa pelo foco F e é perpendicular a diretriz r.

Vértice: V; ponto de interseccdo entre a parabola e a reta focal, que também é ponto
médio do segmento FA (por definicédo).

Parametro: 2p; distancia entre o foco F e a diretriz r.

Excentricidade: e = 1

Latus Rectum: PP’, onde d(P,P") = 4p; segmento perpendicular & reta focal que

passa pelo ponto F (foco) e tem como extremidades dois pontos da parabola.
1.4.3 - Equacdo Canénica (ou reduzida) da Parabola de vértice na Origem do Sistema

1° Caso: A reta focal da Parabola coincide com eixo OX e o foco esté a direita da
origem (concavidade voltada para a direita)
A

v
Bt Pz, y)

QS
v

—p| V&

~
>

Figura 27: Parabola de vértice na origem, reta focal coincidente com o eixo OX e foco a direita da vértice.
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Pela definicdo de Parabola, temos que:
d(P,F)=d(P,B) (I)

Onde, neste caso:

P=(xy)
F = (p,0)
B =(-pYy)

Aplicando a férmula da distancia entre dois pontos, temos que:
d(P,F) = {(x —p)*+ (y — 0)? (1n
d(P,B) =/ (x = (=p))*+ (v —¥)° (1)

Substituindo 11 e 11l em |, obtemos:

Ja=pr+ -0 = Je— o+ =y

Ja=pr+ 2= Je+py?
Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado, desenvolvendo os produtos

notaveis e simplificando, obtemos:
2

(J(x -p)*+ yz) - (VG+p?)

(x—p)?+ y?=(x+p)*
x% —2px + p? + y? = x% + 2px + p?

y? = 4px
Que representa a equacdo canonica (ou reduzida) da parabola de vértice na origem e

reta focal coincidente com o eixo OX, onde o foco esté a direita da origem (figura 27).

2° Caso: A reta focal da Parabola coincide com eixo OX e o foco esta a esquerda

da origem (concavidade voltada para a esquerda)

A
Y r
Na figura ao lado, temos que:
7 R P =(x,y)
T VO [P X
F=(-p,0
V (—p,0)
Clp B =(0,—p)
/"" v) De forma analoga ao 1°caso, temos que:
Figura 28: Parabola de vértice na origem, reta focal coinci- y2 = —4px

dente com o eixo OX e foco a esquerda do vértice.
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3° Caso: A reta focal da Parabola coincide com eixo OY e o foco esta acima da
diretriz (concavidade voltada para cima)

A

F
—p B T

Figura 29: Parabola de vértice na origem, reta focal coincidente com o eixo OY e foco acima da vértice.

Neste caso, temos que:

P =(x,y)
F =(0,p)
B = (x,—p)

Parad(P,F) = d(P, B), temos:

JE-07+ 0=p= -0+ 0= Py

[Fro-pi= o+py

Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado, desenvolvendo os produtos
notaveis e simplificando, obtemos:
X+ -p)?=U+p)?
x? +y?—2py +p* =y® + 2py + p*
x? = 4py
Que representa a equacdo candnica (ou reduzida) da parébola de vértice na origem e

reta focal coincidente com o eixo OY, onde o foco esta acima da diretriz (figura 29).

4° Caso: A reta focal da Parabola coincide com eixo OY e o foco esta abaixo da

diretriz
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Y‘ Na figura ao lado, temos que:
P=(xy)
4 B r F =(0,—-p)
V40 - > B = (x,p)
r X De forma analoga ao 3°caso, temos que:
Pz, y) x% = —4py

Figura 30: Parabola de vértice na origem, reta focal coinciden-
te com o eixo OY e foco abaixo direita da vértice.

1.4.4 - Equacédo Candnica (ou reduzida) da Parabola de vértice 0 = (x,,y,) € cuja reta
focal é paralela aos eixos das coordenadas.

1° Caso: A reta focal da Parabola é paralela ao eixo OX e o foco esta a direita do
veértice (concavidade voltada para a direita)

4
Y

y+Yo

('
Q

0

Figura 31: Parabola de vértice O = (x4, ), reta focal paralela ao eixo OX e foco a direita do vértice .

Assim como no caso da elipse e da hipérbole, por meio de uma translacdo de eixos,
obtemos um novo sistema OXY, cuja origem O = (x,, y,) coincida com o vértice da parabola.

Dai, a equagdo candnica (ou reduzida) da parabola referente ao novo sistema 0XY, é:

y? = 4px

Substituindo x e y na equacao, obtemos:

v — ¥0)* = 4p(x — xo)
Que representa a equagdo candnica (ou reduzida) da parabola de vértice 0 = (xo, y,),

cuja reta focal ¢é paralela ao eixo OX, e o foco esta a direita do vértice (figura 31).
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2° Caso: A reta focal da Parabola ¢é paralela ao eixo OX e o foco esta a esquerda

do vértice (concavidade voltada para a esquerda)

De forma analoga ao 1°caso, temos que:
(v — ¥0)? = —4p(x — xo)
E a equacdo canébnica (ou reduzida) que
%> representa a Parabola de vértice 0 = (xo, yo),

cuja reta focal é paralela ao eixo OX e o foco

> estd a esquerda do vértice (figura 32).

Figura 32: Parabola de vértice 0 = (x,, ¥), reta focal pa-
ralela ao eixo OX e foco a esquerda do vértice .

3° Caso: A reta focal da Parabola é paralela ao eixo QY e o foco esta acima do

vértice (concavidade voltada para cima)

-p B r

>

I
1
:
0 To I+ Ty X

Figura 33: Parabola de vértice 0 = (x, ), reta focal paralela ao eixo OY e foco acima do vértice .

Assim como nos primeiros casos, por meio de uma translacdo de eixos, obtemos um
novo sistema OXY, cuja origem O = (x,,y,) coincida com o vértice da pardbola. Dai, a
equagdo candnica (ou reduzida) da parabola referente ao novo sistema OXY, como vimos no
terceiro caso do item 1.4.2, é dada por:

%% = 4py
Substituindo X e y na equagao, obtemos:
(x = x0)* = 4p(y — ¥o)
Que representa a equacdo candnica (ou reduzida) da parabola de vértice 0 = (x,, o),

cuja reta focal é paralela ao eixo OY, e o foco esta acima do vértice (figura 33).
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4° Caso: A reta focal da Parabola ¢é paralela ao eixo OY e o foco esta abaixo do

vertice (concavidade voltada para baixo)

A A
Y Y

)

Figura 34: Parabola de vértice O = (x, ), reta focal paralela ao eixo OY e foco abaixo do vértice .

Com base na equacdo dada no quarto caso do item 1.4.2, e fazendo as substituicfes
analogas ao caso anterior, obtemos:
(x — x0)* = —4p(y — ¥o)
Que representa a equacgdo da parabola, cuja reta focal é paralela ao eixo OY e o foco

esta abaixo do vertice (figura 34).

Observacao: Note que, quando p é positivo, a parabola tem concavidade voltada para
cima ou para a direita, e quando p é negativo, a parabola tem concavidade voltada para baixo
ou para a esquerda.

1.4.5 - Parabola Degenerada

1° Caso: Dizemos que uma Parabola é degenerada, quando o foco coincide com o
veértice, ou seja, quando p = 0. Neste caso, a parabola passa a ser uma reta perpendicular a
diretriz r e coincidente a reta focal (figuras 35 e 36).

h A
] g

v
A\ 4

0 X [3) X

Figura 35: Parabola degenerada (reta paralela ao eixo OY). Figura 36: Parabola degenerada (reta paralela ao eixo OX).
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Geometricamente, este caso degenerado da parabola, pode ser interpretado como a
intersec¢do de um plano que tangencia a superficie conica, ou seja, 0s pontos em comum entre

o0 plano e o cone é uma reta geratriz do cone (figura 37).

Figura 37: Parabola degenerada (interpretagdao geométrica).

2° Caso: Como caso particular de uma Parabola degenerada, podemos ter um par de
retas paralelas, que, geometricamente, pode ser obtido da interseccdo entre uma superficie
cilindrica circular (considerada uma superficie cbnica de veértice impréprio) com um plano

paralelo ao seu eixo (figura 38).

L
S

Figura 38: Pardbola degenerada (par de retas paralelas).

Observacdo: Geometricamente, uma coOnica é considerada degenerada, quando em
particular o plano corta o cone em seu Vvértice. No caso da elipse, hipérbole e parébola, o

plano que corta o cone ndo passa pelo vértice, portanto, sdo chamadas de coOnicas nao

degeneradas.

1.4.6 - Simetria da Parabola

Assim como a elipse e a hipérbole, a parabola também é simétrica em relacéo a reta
focal, ou seja, dado um ponto p qualquer da parabola, existe outro ponto p’, que também
pertence a parabola, tal que p e p’ equidistam da reta focal. Por este motivo, a reta focal é

tambem chamada de eixo de simetria da parabola (figura 39).
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Figura 39: Simetria da parabola
1.5 - Equacéo geral das conicas

Todas as cOnicas podem ser representadas por uma equacdo geral do segundo grau

com duas variaveis:
Ax*+ Bxy + Cy*+Dx+Ey+F =0,ondeA#00uB #0ouC #0.

> Ax? By?e Cxy —sdo os termos do 22 grau (ou quadraticos);
» Dx e Ey —sao os termos do 12 grau (ou lineares);

» F — € o termo independente.

A partir das equacdes candnicas, vejamos como cada conica pode ser representada:

1.5.1 - Equagéo geral da Elipse

Tomemos 0 caso em que a elipse tem o centro em (x,, y,) € cuja reta focal é paralela

ao eixo OX. Nesse caso, vimos que a elipse € representada pela equacéo:

X —x 2 _ 2
( aZO) +(y beO) =1 ,onde a®=b*+c?

Desenvolvendo a equagéo, obtemos:
bz(x - xo)z + aZ(y - yo)z = a?b?
b*(x? — 2x,x + x2) + a®(y? — 2y,y + y2) = a*b*

b*x? — 2b%x,x + b%x?% + a?y? — 2a*y,y + a’y? = a*b*
b*x? — 2b%x,x + b%x2 + a’y? — 2a%y,y + a’y? — a’bhb?* =0
Reorganizando, temos que:
b*x% + a’y? — 2b*x,x — 2a%y,y + b%*x% + a’y? — a’hb* =0
Que é da forma Ax* + Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F = 0, onde:
A=b? B=0, C=a? D=-2b%x,, E=—-2a’y,e F =b%*x2 + a’y? — a’b>.
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Observe que B = 0 e AC > 0, pois A e C tém o mesmo sinal. O mesmo vale para a
equacdo da elipse de centro (x,, y,), cuja reta focal é paralela ao eixo QY, como também para
0s casos degenerados ou em que a elipse tem centro na origem do sistema, onde neste ultimo
caso, a equacdo geral é da forma Ax*+ Cy*+F =0, ou seja, B=D =E =0, pois,

Xo =Yo = 0.
1.5.2 - Equacdo geral da Hipérbole

De maneira analoga, tomando o caso em que a hipérbole tem o centro em (x,,y,) €

cuja reta focal é paralela ao eixo OX, representada pela equacéo:

X —x 2 _ 2
( aZO) _v beO) =1 ,onde ¢ =a®+b*

Desenvolvendo a equagéo, obtemos:

b*x? — a’y? — 2b%*x,x + 2a*y,y + b*x% — a’y? — a’bh* =0
Que é da forma Ax* + Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F = 0, onde:
A=b% B=0, C =—a? D =-2bx,, E =2a%y,e F = b?x%? —a’y? — a®b?.

Observe que B = 0 e AC < 0, pois A e C tém sinais diferentes. O mesmo vale para a
equacao da hipérbole de centro (x,, y,), cuja reta focal é paralela ao eixo OY, como também
para os casos degenerados ou em que a hipérbole tem centro na origem do sistema, onde neste

ultimo caso, a equacéo geral é da forma Ax* + Cy* + F = 0.

1.5.3 - Equacdo geral da Parébola

Tomemos 0 caso em que a pardbola tem o vértice em (x,,y,) € cuja reta focal é
paralela ao eixo OX, onde é representada pela equacdo:
(v — ¥0)* = £4p(x — x0)
Desenvolvendo a equacdo, obtemos:
y2 = 2y,y +y5 = t4px F 4px,
Reorganizando, temos que:
y2 F 4px — 2y,y + y2 + 4px, =0
Que é da forma Ax* + Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F = 0, onde:
A=0,B=0,C=1,D=F4p, E=-2y,e F =y2 + 4px,.
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Observe que B = 0e AC = 0.

Analogamente, Tomemos a equag¢do no caso em que a parabola tem o vértice em
(x0, o) € cujareta focal € paralela ao eixo QY.
(x —x0)* = £4p(y — ¥o)
Desenvolvendo a equagéo, obtemos:
x?% = 2x,x + x2 = t4py F 4py,
Reorganizando, temos que:
x% F 4py — 2x,x + x2 + 4py, = 0
Que é da forma Ax® + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 (*), onde:
A=1B=0,C=0,D=-2x, E=F4pe F =x2+4py,.

Observe que, assim como no primeiro caso, B = 0 e AC = 0. O mesmo vale para 0s
casos degenerados ou em que a parabola tem o vértice na origem do sistema, onde, neste

ultimo caso, teriamos a equacdo geral da forma Cy*+ Dx =0 ou Ax*+ Ey = 0, pois,

Xo =Y, =0.
Resumindo:
Se A equacdo (*) é do tipo:
B=0eAC >0 Eliptico
B=0eAC<0 Hiperbolico
B=0eAC=0 Parabolico

Observacao: A expressdo acima “é do tipo” ¢é usada porque além das conicas ndo

degeneradas, incluem-se também na regra os casos degenerados.
1.6 - Identificacdo das conicas

Veremos como determinar uma conica (ou um caso degenerado de conica), a partir de
uma equacdo geral dada. Lembrando que aqui apresentaremos apenas as equacdes onde

B = 0, ou seja, as equacdes do tipo Ax* + Cy*+Dx+Ey+F=0. (I)

Reorganizando e completando quadrados da equacéo geral (1), obtemos:
(Ax?> + Dx)+ (Cy*> + Ey) = —F
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, D D? , B E? D? E?
A2+ —x+— |+C| ¥ +=y+—|=-F+—+—

A 442 C 4C? 44  4C
D\? E\? D? E?
A<X+ ﬂ) +C<y+ﬁ> :—F+E+E (ll)

» Suponhamos que AC > 0. Entdo, da equacéo (I1) temos trés possibilidades:

D%  E? o D E
-Se—F +_—+ ¢ = U, aequagdo representa o ponto (— 2 E)'

2 2
- Se —F +4D—A+f—c > 0, com A e C positivos, a equagédo representa uma elipse de

D E . ~ . .
centro (— Yl E)' Sendo A e C negativos, a equagao representa o conjunto vazio.

2 2
-Se —F + 4D—A + f—c < 0, com A e C positivos, a equagdo representa o conjunto vazio.

Sendo A e C negativos, a equacao representa uma elipse de centro (— %, - %)

Observagdo: Nos casos acima mencionados, em que a equacao representa o conjunto

vazio, sdo também considerados como casos de elipses degeneradas.

» Suponhamos que AC < 0. Entdo, da equacdo (I1) temos duas possibilidades:

D%  E? o
-Se—F +_—+ ¢ = U, aequacao representa o par de retas concorrentes:

—-A D E —-A D E
y=+{T ) -m ¢ y=—JT0+rn)-w
E

2 2
~Se—F+2X 45 & 0, a equacdo representa uma hipérbole de centro (— 3, — —).
4A 4C 2A 2C

» Suponhamos agora que AC = 0,onde A = 0 e C # 0. Entdo, da equagéo geral temos:

Cy*+Dx+Ey+F=0
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Reorganizando e completando quadrado, obtemos:
(Cy>+Ey)+Dx+F=0

Ey 2 2
(7<y2'+‘ET4'123>'+'DX'+17—'12;: 0

E\? E?
C(y+ﬁ) =—Dx—F+R

E)Z D F E?
2C¢)

( N E)Z_ D D(CF CE?
Y*2c) T 7c*~c\tp " acp
( N E)Z_ D N CF CE?
Y*2¢c) T c\*T\ed " ac?p

(+E)2_ D +4CZF—CE2 -
Y*2c) =~ ¢c\” 4C2D (1D

- Se D #0, entdo, a equacdo (Ill) representa uma parabola de vértice V =

( 4C2%F—CE? E )

y+

4c?p ' 2c

-Se D = 0, aequacdo Cy* + Ey + F = 0 representa:

. —E+VE2%—4CF —E—VE2-4CF
e Um par de retas paralelas ao eixo OX, y = ——e e Yy=——f——. e

(E? — 4CF) > 0.
e Uma reta paralela ao eixo OX, y = —%, se (E2 — 4CF) = 0.

e O conjunto vazio, se (E2 — 4CF) < 0. Este caso ¢ também considerado como

sendo uma parabola degenerada.

Observagdo: O mesmo vale para 0s casos em que C = 0 e A # 0, trocando “paralelo
ao eixo OX ” por “paralelo ao eixo OY .

1.7 - Exemplos

Verificando as equacfes abaixo, identifique que tipo de conica cada uma representa,

determine seus principais elementos e esboce o grafico:

a) 9x*—16y2 —36x—32y—124=0
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Solucéo:
Reorganizando e completando os quadrados da equacéo geral dada, obtemos:
9(x?% — 4x) — 16(y% + 2y) = 124
9(x2 —4x+4)—16(y*+2y+1) =124 +36 — 16
9(x —2)2—16(y + 1)® = 144
Dividindo por 144, temos:
=2’ G+D*_.
16 9
Que representa a equacgdo da hipérbole de centro (xy,y,) = (2,—1) e eixo focal

paralelo a OX, onde a® =16 >a =4, b>*=9 > b =3 e da relacdio c® = a® + b?, temos
que ¢ = 5. Dai segue os demais elementos:

Focos: F; = (xg — ¢, y9) = (=3,-1) e F, = (xg + ¢,y5) = (7,-1).

Eixo real (ou transverso): 2a = 8.

Eixo imaginario (ou conjugado): 2b = 6.

Distancia Focal: 2¢ = 10.

Vértices: A; = (xg —a,yo) = (—2,—1) e A, = (xo + a,y,) = (6,—1).

Veértices imaginarios: B; = (xy,y0 —b) = (2,—4) e B, = (x0,¥0 + b) = (2,2).

P 5
Excentricidade: e = 2 =2

Assintotas: (y — y,) = +§ x—x)— y+1) =+

B w

(x—2)—>y=i(%x—§).

Esboco do grafico:

A, ' Z Ay

B;
-5

-6

Figura 40: Exemplo a) - Hipérbole de centro (2,—1) e eixo focal paralelo a OX.

b) 2y?2+4x+16y—4=0
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Solucéo:

Reorganizando e completando os quadrados da equacéo geral dada, obtemos:
2(y> +8y) = —4x + 4
2(y?> + 8y + 16) = —4x + 4 + 32
2(y +4)* = —4x + 36
2y +4) = —-4(x—9)
Dividindo por 2, temos:
(y+4)3*=-2(x-9)
Que representa a equacdo da parabola de vértice V = (xq,y0) = (9,—4), cujo eixo

focal é paralelo a OX e o foco esta a esquerda do vértice. Dai, temos que:

Parametro: 2p = 1 (—> p= %)
17

Foco: F = (xg — p,¥o) = (9 —%,—4) = (—,—4).

2

Reta focal: y = —4

Diretrizr:x=x0+p=9+§=%

Esboco do grafico:

Figura 41: Exemplo b) — Pardbola de vértice (9,-4), reta focal paralela a OX e foco a esquerda do vértice.

C) 4x*+3y%—24x+54y+231=0

Solugéo:

Reorganizando e completando os quadrados, obtemos:
4(x? — 6x) + 3(y? + 18y) = —231
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4(x? —6x+9) +3(y? + 18y + 81) = —231 + 36 + 243
4(x—3)*+3(y+9)* =48
Dividindo por 48, temos:
_ 2 2
(x 123) NC; :69) .
Que representa a equacao da elipse de centro (x,, yo) = (3,—9) e eixo focal paralelo a

OY, onde a> =16 > a =4, b*=12 > b =23 e da relagio a® = b*+ c?, temos que
¢ = 2. Dai segue os demais elementos:

Focos: F; = (xg,¥0 —¢) = (3,—11) e F, = (xq,y9 + ¢) = (3,=7).

Reta Focal: x = x5 = 3.

Reta ndo Focal: y = y, = —9.

Vértices sobre a reta focal: 4, = (x,¥9 —a) = (3,-13) e 4, = (x0, Y9 + @) =

(3,-5).

Vértices sobre a reta ndo focal: B; = (xo — b,y,) = (3—2v3,-9) e B, =

(xo + b,yo) = (3+2V3,-9).

P 1
Excentricidade: e = 2 =

Esboco do grafico:

i
(3‘2‘/3)0 (3+2V/3)
% 5 4 3 2 1 |01 2 % 4 5 6'7 8 9X
I
|
|
I
I
I
|
|

Figura 42: Exemplo c) - Elipse de centro (3,-9) e reta focal paralela a OY.
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d) 4x?—16y? + 24x — 96y — 108 = 0
Solucéo:

Reorganizando e completando os quadrados, obtemos:
4(x% + 6x) — 16(y? + 6y) = 108
4(x?+6x+9) —16(y*+ 6y +9) =108 + 36 — 144
4(x +3)2—16(y+3)2=0
4(x + 3)* = 16(y + 3)?
2(x+3) =14y +3)

Que representa uma hipérbole degenerada, ou seja, um par de retas concorrentes,

y = ’%3 ey= %‘9, que se intersectam no ponto (—3,—3). Observe também que AC < 0 e

D?  E?
—F+a+z—0.

Esboco do gréfico:

Figura 43: Exemplo d) - Hipérbole degenerada (par de retas concorrentes que se intersectam no ponto (-3,-3)).
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2. GEOGEBRA

O GEOGEBRA ¢ um software gratuito de matematico que reine geometria, algebra e
célculo em um Unico ambiente. Desenvolvido por Markus Hohenwarter’® e uma equipe
internacional de programadores, 0 GEOGEBRA permite realizar construgdes geométricas a
partir de uma série de comandos, que podem ser dados tanto no campo de entrada (localizado
na parte inferior da tela inicial), através de equacdes, funcdes, pontos, retas, segmentos,
vetores, seccdes conicas e etc., como utilizando as diversas ferramentas disponiveis na parte

superior da tela principal (ver figura 44).

No GEOGEBRA, as apresentacGes geométricas e algébricas podem ser visualizadas
simultaneamente na tela principal, sendo que estdo interligadas dinamicamente, ou seja, a
cada modificagdo realizada pelo usuario em alguma das estruturas (algébrica ou geométrica) a
outra se adapta automaticamente, independentemente da forma como elas foram inicialmente

criadas (construidas).

2.1 - Download e Instalacdo do GEOGEBRA

Para fazer download e instalacio do GEOGEBRA de forma segura, sigamos

corretamente as instrugdes:

1- Acesse 0 site www.geogebra.com.org;

2- Clique na op¢do Downloads;

3- Em seguida selecione a opcao de acordo com o sistema operacional do computador
em uso (se o seu sistema for o Windows, clique em Windows);

4- Depois de concluido o Download, abra o arquivo com dois cliques;

5- Clique na opgéo SIM, caso seja perguntado se deseja permitir que o programa faca
alteracdes no computador;

6- Selecione o idioma e clique na opcdo PROXIMO;

7- Leia os termos de contrato de licenga e cligue em EU CONCORDO;

8- Selecione a opcdo STANDARD e clique em INSTALAR,;

9- Aguarde a instalacdo;

'® Matematico austriaco, professor na Universidade Johannes Kepler (JKU) em Linz (AUstria) e presidente do
Instituto de Educacdo Matematica.
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10- Cliqgue em TERMINAR;
11- Aparecera a tela inicial do GEOGEBRA (figura 44).

Observacgdo: Automaticamente o sistema realiza o Download da Gltima versdo do
programa (GEOGEBRA 5.0).

Depois de instalado o0 GEOGEBRA, ao abrirmos o programa (com dois cliques),
aparecera a seguinte tela inicial (figura 44).

| Y

» Janela de Algebra

Disposigdes

2 Aigebra

@ Geometria

" Planilhade Calculos |},
x: Janela CAS

& Janela 3D

. Probabliidade

Figura 44: Tela inicial do GEOGEBRA

Observacao: Para executar o programa GEOGEBRA (ap0s ter instalado) é necessario
gue o computador tenha o programa Java (1.4.2 ou superior) que pode ser obtido

gratuitamente no site: http://www.java.com/pt_BR.

2.2 - Elementos Basicos

Aqui faremos uma breve apresentacdo dos principais elementos que compdem o
programa GEOGEBRA 5.0, sendo que faremos uma descricdo mais detalhada apenas das

ferramentas, icones e estruturas que estdo diretamente ligadas ao objetivo deste trabalho.
2.2.1 - Janela de Algebra
Localizada na parte central esquerda, a Janela de Algebra (figura 45) exibe as

coordenadas, equacOes, medidas e outros atributos referentes aos objetos construidos, sendo

possivel também fazer modificagdes nas estruturas desses objetos.
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¥ Janela de Algebra B

Figura 45: Janela de Algebra

2.2.2 - Janela de Visualizagdo

A Janela de Visualizacéo (figura 46) € a area em que 0s objetos sdo apresentados (ou
representados) geométricamente, podendo serem desenhados com o auxilio dos icones da
Barra de Ferramentas (ver 2.2.5), com comandos digitados na caixa de Entrada (ver 2.2.3)
ou até mesmo inseridos de outros documentos pela Area de tranferéncia (ver 2.2.5).

» Janela de Visualizagio (B4

a |

Figura 46: Janela de Visualizagdo

2.2.3 - Entrada

No Campo de Entrada (figura 47) sdo digitados varios comandos que, ao tocar na
tecla Enter, serdo representados tanto na Janela de Algebra, quanto na Janela de
Visualiza¢d@o. Vocé também pode estar selecionando um comando na lista disponivel no icone

Ajuda, situado ao lado direito do Campo de Entrada.

Entrada: |J

Figura 47: Campo de Entrada
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2.2.4 - Barra de Menus

Situada na parte superior da tela inicial, a Barra de Menus (figura 48) é composta

pelos icones: Arquivo, Editar, Opg¢des, Ferramentas, Janela e Ajuda.

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

Figura 48: Barra de Menus
2.2.4.1 - Arquivo

Ao clicar no Menu Arquivo (figura 49), o usuario tera como op¢ao:

[Arquivo | Editar Exibir Opcdes Fe

[ Nova Janela Ctrl+N
Novo
[& Abrir .. Ctrl+0
[ Abrir do GeoGebra ...
Abrir Arquivo Recente 4
[¥] Gravar Ctri+S

Gravar Como ...

2> Compartilhar...
Exportar 4

{& Visualizar Impress3o Ctrl+P

| Fechar Alt+F4

Figura 49: Menu Arquivo

[ Nova Janela (Ctrl+N) - Abre uma nova tela (a cada cliqgue) com as mesmas
configuracdes da tela inicial, ficando ambas simultaneamente abertas;

Novo - Abre uma nova tela, sendo que a janela aberta anteriormente fecha-se
automaticamente apds optar por gravar ou ndo gravar o que estava sendo construido.

Podendo ainda desistir de abrir uma nova janela optando por cancelar;

E Abrir... (Ctrl+0O) - Abre um arquivo que esta gravado no GEOGEBRA,
Abrir Arquivo Recente > - Abre um arquivo que foi recentemente fechado, dentre

0s ultimos arquivos gravados;

Gravar (Ctrl+S) - Ao clicar neste icone, abrird uma caixa de didlogo onde se deve
colocar um nome para 0 arquivo construido ou modificado (neste ultimo caso, 0 arquivo
anterior é substituido pelo atual) e confirmar a gravagdo na opgdo gravar, ou até mesmo

desistir de gravar na opcao cancelar;
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Gravar Como... - Diferencia-se do icone anterior apenas pelo fato de que ao salvar
um arquivo modificado, o arquivo anterior ndo € substituido, ou seja, passam a ter dois

arquivos, sendo que para isto, € necessario colocar outro nome para este novo arquivo;

& Compartilhar... - Permite que seja enviada a sua construcao através da internet,
sendo necessario para isto, abrir uma conta no site do GEOGEBRA,;
Exportar » - Permite copiar e enviar suas construcbes em diversos formatos,

podendo ser coladas em outros documentos;

& visualizar Impressédo (Ctrl+P) - Permite que se tenha uma ideia de como ficara a
impressdo, tanto da janela de algebra quanto da janela de visualizacdo (ou ambas). Podendo
ainda optar pelo tipo de impressao (retrato ou paisagem), imprimir e incluir Titulo, Autor,

Data e Escala;

5| Fechar (Alt+F4) - Fecha o programa. Caso ndo tenha gravado a sua construgéo
antes de clicar em fechar, abrird uma caixa de didlogo perguntando se deseja gravar ou nao

gravar as modificac@es, podendo ainda desistir de fechar, clicando na opcao cancelar.

Observacdo: O programa também pode ser fechado clicando no icone K,

localizado no canto superior direito da tela principal (ver figura 44).
2.2.4.2 - Editar

Clicando no menu editar (figura 50), temos as seguintes op¢oes:

Editar | Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

| T Desfazer Ctri+Z
Refazer Ctrl+Y
Copiar Ctr+C

| Colar Ctrl+V
Copiar para Area de Transferéncia Ctrl+Shift+C

Inserir Imagem de 4
.2 Propriedades ... Ctrl+E
Selecionar Tudo Ctrl+A

Figura 50: Menu Editar

D Desfazer (Ctrl+Z) - Desfaz os comandos dados (a partir do Gltimo comando). Este

icone também esta disponivel no canto superior direito da tela principal (ver figura 44).

C Refazer (Ctrl+Y) - Refaz os comandos desfeitos (a partir do altimo comando). Este

icone também esta disponivel no canto superior direito da tela principal (ver figura 44).
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Copiar (Ctrl+C) - Copia 0 objeto selecionado, para ser colado na janela de
visualizagéo.

Colar (Ctrl+V) - Cola o objeto copiado da janela de visualizag&o.

E Copiar para Area de Transferéncia (Ctrl+Shift+C) - Copia a construcéo feita na
janela de visualizacéo para a area de transferéncia, para que seja colada em outro documento
do computador ou inserida na mesma janela ou em outra.

Inserir Imagem de » - Insere imagens de outros arquivos ou da Area de

Transferéncia.

Propriedades... (Ctrl+E) - Permite fazer modificacbes das estruturas dos
componentes, tanto das janelas (e/ou planilha) abertas, tais como: exibir ou ocultar eixos,
malhas e Plano de Fundo; quanto dos objetos criados, como: inserir ou modificar nomes,
legendas, cores, unidades de medida, rastros, animacao, estilos e etc.. O usuario também
pode ter acesso a estas opg¢des na funcdo Redefinir, (dando dois cliques no objeto ao qual

pretende fazer as modificacGes), no icone « Preferéncias (localizado na tela principal, logo
abaixo do icone desfazer (ver figura 44)), em % Layout... (no menu Exibir (ver 2.2.4.3)), em

Avancado (no menu Opcdes (ver 2.2.4.4)) ou clicando com o botdo direito do mouse na
janela ou objeto desejado.
Selecionar Tudo (Ctrl+A) - Seleciona todos os objetos da Janela de Visualizagéo.

2.2.4.3 - Exibir

Ao clicar no menu Exibir (figura 51), o usuario tem a opcdo de mostrar ou ocultar
varias janelas disponiveis no programa, Campo de Entrada, bem como também outras
ferramentas que podem lhe ajudar na construcdo e interpretacdo de dados referentes as

estruturas algébricas e geométricas dos objetos.

Opglies Ferramentas Janela  Ajuda

v : Janela de Algebra Ctrl+Shift+a |
" Planilha Ctrl+Shifies |
*- Janela CAS Clrl+Shift+K |

v g Janela de Visualizacio Ctrl+Shift+1
S\ Janela de Visualizacio 2 Cirl+Shift+2

A Janela de Visualizagio 3D Ctrl+Shift+3
we Protocolo de Construcio Cirl+Shift+L
<. Calculadora de Probabilidades Cirl+Shift+P

|I|Teclad0

v Campo de Entrada
¢ Layout ...

@ Atualizar Janelas Cirl+F
Recalcular Todos os Objetos  Cir+R

Figura 51: Menu Exibir
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Janela de Algebra (Ctrl+Shift+A) - Permite mostrar ou ocultar a Janela de
Visualizagéo.

i Planilha (Ctrl+Shift+S) - Permite mostrar ou ocultar uma Planilha (constituida
por células, linhas e colunas), onde em cada célula podem ser inseridos comandos que serao
representados e exibidos nas Janelas de Visualizagdo, de Algebra, ou de Protocolo de
Construcéo (sétimo icone do menu Exibir), podendo ainda fazer calculos e resolver equacdes.

*" Janela CAS (Ctrl+Shift+K) - Permite mostrar ou ocultar a Janela CAS (Sistema de
algebra computacional). Composta por células que possuem um campo de entrada no visor
superior e de saida na parte inferior, ela conta ainda com uma Barra de Ferramentas exclusiva
para ajudar nas operac6es de calculos (numericos e simbolicos), equacdes, sistemas e funcdes,
que podero ser representados e exibidos nas demais janelas de Algebra e de Visualizacéo;

@ Janela de Visualizagdo (Ctrl+Shift+1) - Permite mostrar ou ocultar a Janela de
Visualizagéo.
@ Janela de Visualizagcdo 2 (Ctrl+Shift+2) - Permite mostrar ou ocultar uma

segunda Janela de Visualizagdo na mesma tela.

® janela de Visualizagdo 3D (Ctrl+Shift+3) - Permite mostrar ou ocultar a Janela
de Visualizagdo 3D. Nela, vocé conta com uma Barra de Ferramentas exclusivas, onde pode
construir figuras espaciais tridimensionais (podendo para isso também, usar o campo de
Entrada).

== Protocolo de Construcdo (Ctrl+Shift+L) - Permite mostrar ou ocultar uma tabela
de Protocolo de Construgdo, que mostra ordenadamente todas as etapas de construcdo. Ela
também conta com uma Barra de Navegacdo, onde se podem animar as apresentacdes das

figuras por etapas de construcéo.

“2- Calculadora de Probabilidades (Ctrl+Shift+P) - Exibe (em outra tela) uma
Calculadora de Probabilidades, onde podem ser feitos uma série de célculos estatisticos e
representados graficamente em distribuicdes de probabilidade.

Teclado - Exibe (em outra tela) um Teclado virtual opcional, que contém alguns
caracteres e simbolos matematicos mais usuais.

Campo de Entrada - Permite mostrar ou ocultar o Campo de Entrada.

Layout... - Tem as mesmas func¢des do icone Configuragdes do menu Editar (ver
2.2.4.2).
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& Atualizar Janelas (Ctrl+F) - Permite eliminar qualquer rastro deixado por pontos
ou figuras, nas janelas de visualizagéo.

Recalcular Todos os Objetos (Ctrl+R) - Permite recalcular todos os objetos usados
em seu arquivo GEOGEBRA.

Observacao: Todas as janelas, planilha ou Protocolo de Construgdo do menu Exibir,
abertas na tela principal, podem ser ocultadas (fechadas) clicando no botdo &, localizado ao
lado direito do titulo (ver figuras 45 e 46).

2.2.4.4 - Opcoes

No menu Opcoes (figura 52), o usuario pode modificar (permanentemente ou nao)

algumas das configuragdes padrées do GEOGEBRA, tais como: Arredondamento, Rétulo,

Tamanho da fonte, Idioma e outras (disponiveis ao clicar na opcio “# Avancado...).

Ferramentas Janela Ajuda

Arredondamento 14
A% Rotular 4
[Al Tamanho da Fonte >
ldioma >

.+ Avancado ...

@ Gravar Configuracoes
Restaurar Configuracdo Padrao

Figura 52: Menu Opgdes
2.2.4.5 - Ferramentas

No menu Ferramentas (figura 53), o usuario pode modificar algumas das
configuracOes padrbes da Barra de Ferramentas (figura 79), inserindo novas ferramentas, que
podem ser sugeridas pelo programa ou criadas (tomando como base uma construcdo ja

existente), ou removendo as ja existentes, bem como alterar nomes e icones.

Ferramentas | Janela Ajuda

[ Configurar Barra de Ferramentas ...

g«ﬁ Criar uma Nova Ferramenta ...
El Gerenciar Ferramentas ...

Figura 53: Menu Ferramentas
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2.2.4.6 - Janela

No menu Janela (figura 54), o usuario tem como opc¢ao abrir uma nova janela (ver

2.2.4.1 - [0 Nova Janela), permitindo que se alterne entre elas;

Janela | Ajuda

[ Nova Janela Ctri+N

Figura 54: Menu Janela

2.2.4.7 - Ajuda

O menu Ajuda (figura 55) traz uma serie de informacGes sobre licenca e de como
operar o programa GEOGEBRA, disponibilizando Tutoriais e Manual (tecla de atalho - F1).
Através dele o usuério pode estar participando de um Foérum (Férum do GeoGebra), onde
pode postar perguntas, respostas e comentarios relacionados a0 GEOGEBRA, como também

relatar problemas que venham a ocorrer.

Tutoriais

¢ Manual £
Férum do GeoGebra

Reportar Erro

i Sobre/Licenca

Figura 55: Menu Ajuda

Observacao: Para que os quatro primeiros itens do menu Ajuda funcionem, é

necessario que o usuario tenha acesso a internet.
2.2.5 - Barra de Ferramentas

Localizada na parte superior do GEOGEBRA, logo abaixo da Barra de Menus, a
Barra de Ferramentas (figura 56) é composta por doze icones, que servem com uma espécie
de caixa de ferramentas, que contém outras opg¢des (icones) com funcées relacionadas com o
desenho de cada icone. Clicando na seta =, que fica localizada na parte inferior direita do
icone, ele se expande, oferecendo assim uma variedade de opgbes que servirdo como

ferramentas para a construcdo (ou modificacdo) dos objetos na Janela de visualizagéo.

Y B 55 5% 1= [0l [+7 P N S

L]
-
v

a=
i

ABC g

Figura 56: Barra de Ferramentas
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Apo6s escolhida uma das ferramentas, o icone que ela representa ficara visivel
(substituindo o icone anterior) na Barra de Ferramentas, ganhando destaque em contornos
azuis (ver figura 56), indicando que a ferramenta esta ativa. Dessa forma, clicando na Janela
de Visualizagdo ou digitando comandos (caso abra um campo de entrada) vocé constroi o

objeto sugerido pela ferramenta.

Para obter informacgdes sobre cada uma dessas ferramentas (de forma individual),
estando ela ativa, basta clicar no icone “ Ajuda localizado no canto superior direito da tela
principal, logo abaixo do icone Desfazer (ver figura 44).

No capitulo 3 faremos algumas construcdes utilizando varias dessas ferramentas, onde

mostraremos na préatica alguns dos passos descritos acima.

Agora apresentaremos as principais ferramentas (da esquerda para a direita), algumas
de suas funcgoes e suas classificacdes. Para fazer esta classificacdo, tomamos como referencial
0 texto Interface e Ferramentas (www.ogeogebra.com.br) e o manual do GEOGEBRA,
disponivel no menu Ajuda (figura 55).

2.2.5.1 - Ferramentas de Movimentacao
Com estas ferramentas (figura 57), segurando o botéo esquerdo do mouse, poderemos

selecionar e mover objetos da Janela de Visualizacdo, bem como mover os eixos das

coordenadas e rotacionar objetos em torno de um ponto.

s AL

o
R’ Rotacdo em Torno de um Ponto
&

% Mowver

Figura 57: Ferramentas de Movimentagdo

2.2.5.2 - Ferramentas de Pontos

Estas ferramentas (figura 58) nos d&@o varias opc¢des para inserir, e de como inserir
pontos na Janela de Visualizagcdo. Selecionada a ferramenta Extremum, é possivel

localizarmos (caso exista) 0s pontos de maximos e minimos locais de um grafico qualquer da
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Janela de Visualizacdo, bastando para isto, um clique no gréfico desejado, podendo ainda

determinar seus pontos de intersecgdo com o eixo X, optando pela ferramenta Roots.

[~ o)

37
L

IS
")

.
e

X Intersecio de Dois Objetos

-
® | Ponto Médio ou Centro
.

.Z Mimero Complexo

N Extremum
{\; Roots

Figura 58: Ferramentas de Pontos

2.2.5.3 - Ferramentas de Linhas Retas

Com as Ferramentas de Linhas Retas (figura 59) podemos construir retas, segmentos,

semirretas, vetores e caminhos poligonais (poligonos abertos) na Janela de Visualizacéo.

[ d>[elo]4
o Reta
" Segmento

,'3"' Segmento com Comprimento Fixo

‘/'/ Semirreta

i

*, Caminho Poligonal
P

) .
| | »
=a | Lt

o Vetar

c/';. Vetor a Partir de um Ponto

Figura 59: Ferramentas de Linhas Retas
2.2.5.4 - Ferramentas de Retas Especiais e Lugar Geométrico

Estas ferramentas (figura 60) permitem ao usuario tracar reta perpendicular, paralela,
mediatriz, bissetriz, tangente, polar, diametral e de regresséo linear, bem como desenhar um

lugar geométrico que pode ser descrito pela trajetoria de dois pontos dependentes.
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El>elo]l4

'-. Reta Perpendicular

L

—* | RetaParalela
< | Mediatriz
{' Bissetriz

/@_ Reta Tangente
A

@ Reta Polar ou Diametral
o X

}Z‘ Reta de Regressio Linear
(j}:'\-_\ Lugar Geométrico

Figura 60: Ferramentas de Retas Especiais e lugar Geométrico

2.2.5.5 - Ferramentas de Poligonos

Estas ferramentas (figura 61) permitem ao usuario construir poligonos regulares ou
n&o.

12 BB

| = Poligono
| a

= i
‘1,‘- Poligono Regular

'.*3! Poli Rigid
o ohgono ~Igido
b Poligeno Semideformavel

Figura 61: Ferramentas de Poligonos

2.2.5.6 - Ferramentas de Formas Circulares

As ferramentas de Formas Circulares (figura 62) permitem ao usuario construir

circulos, semicirculos, arcos e setores.

©[«#HNEEE

@ Circulo dades Centro e Um de seus Pontos
@ Circulo dades Centro e Raio
Fa
| *J Compasso
£ =
O Circulo definido por Trés Pontos
P Semicirculo Definido por Dois Pontos

..) Arco Circular

{'} Arco Circuncircular

Q Setor Circular
Qj Setor Circuncircular

Figura 62: Ferramentas de Formas Circulares
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2.2.5.7 - Ferramentas de Cdnicas

Com essas ferramentas (figura 63) o usuario poderd construir as conicas: Elipse,

Hipérbole e Parabola.

Bl
@ Elipse

e 1. .
-;\.— Hipérbole

a=2
——

ABC

Figura 63: Ferramentas de COnicas
2.2.5.8 - Ferramentas de Angulos e Medidas

Com essas ferramentas (figura 64) o usuério poderé tracar angulos, medir distancias e
comprimentos, calcular perimetros, areas (de poligonos, circulos e elipses) e inclinacdo de
retas. Com a ferramenta “# Lista, ao clicar em um ponto qualquer, pertencente a um objeto da
Janela de Visualizagdo, aparecera uma lista na Janela de Algebra, relacionando todos os
objetos aos qual este ponto esta vinculados diretamente, incluindo o proprio ponto (essa lista

também pode ser criada arrastando e marcando um retangulo em torno dos objetos).

@

‘ N
ég. Angulo

LR
Q_U‘ Angulo com Amplitude Fixa

ABC

a=2
—
)

cm
/ Distincia, Comprimento ou Perimetro
em? | .
[:.j Area
Alnclinagéo

{1,2} Lista

Figura 64: Ferramentas de Angulos e Medidas
2.2.5.9 - Ferramentas de Transformacoes

As Ferramentas de Transformacoes (figura 65) permitem que se possam realizar
reflexdes, inversdes (reflexdo sobre um circulo), rotacdes, translacbes e copias (ampliadas,

reduzidas e invertidas) dos objetos.
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\E\ zEE

Reﬂexao em Relacdo a uma Reta

.0. Reflexdo em Relacio a um Ponto
N2 inversa

. Inversao

- 3

e Rotacao em Torno de um Ponto
-";. Translacdo por um Vetor

':.- "
o Homaotetia

Figura 65: Ferramentas de Transformagoes
2.2.5.10 - Ferramentas Graficas

Com as Ferramentas Gréficas (figura 66), o usuario poderd inserir em suas
construgdes: textos, simbolos, caracteres especiais e figuras, podendo ainda escrever e

desenhar func@es e objetos geométricos, segurando e arrastando o mouse. Selecionando dois

objetos e clicando na ferramenta =-» Relag&o, 0 programa nos mostrara qual é a relacéo
existente entre eles, como por exemplo, se existem alguma relacdo de pertinéncia,

perpendicularidade, paralelismo, tangéncia, igualdade e interseccao.

. . , g/ ~
Nesse conjunto de ferramentas ainda temos o fcone / Inspetor de funcdes, que a
partir de uma determinada funcéo selecionada, podemos encontrar todas as suas propriedades,

tais como: maximos e minimos, raizes, derivada, integral e etc.

ABC Texto

Inserir Imagem

J Caneta

\'./ Funcdo 3 M3o Livre

rd -
a=b Relacao
\':!/ Inspetor de Fungbes

Figura 66: Ferramentas Graficas
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2.2.5.11 - Ferramentas de Controles

Com as Ferramentas de Controles (figura 67), o usuario poderd controlar
movimentos, ordens de apresentacdo, exibicdo e ocultacdo de determinados objetos. Pode-se

ainda inserir campos de entrada (vinculados a objetos) diretamente na Janela de visualizacéo.

a=2| controle Deslizante

S

v o Caixa para Exibir / Esconder Objetos
OK || Botdo

a=1 Campo de Entrada

Figura 67: Ferramentas de Controles
2.2.5.12 - Ferramentas de Exibicao

Com as Ferramentas de Exibicdo (figura 68), o usuario podera mover, ampliar e
reduzir a &rea de trabalho da Janela de Visualizagdo, deslocar eixos, exibir e esconder objetos

e rotulos, copiar estilo visual de um objeto e aplicar em outro, ou até mesmo apagar o objeto.

[zl

4—:|-b Mover Janela de Visualizacdo

&)‘ Ampliar
Q Reduzir

® | Exivir/ Esconder Objeto

AN Exibir/ Esconder Rétulo

é Copiar Estilo Visual
ﬁ Apagar

Figura 68: Ferramentas de Exibigdo
2.2.6 - Menu de Disposicdes

Clicando na seta localizada na barra direita da tela principal do GEOGEBRA, abrimos
0 Menu de DisposicOes (ver figura 69), que nos permite alternar de maneira facil e rapida

entre diferentes disposic¢des de tela principal (ver 2.2.4.3).
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Barra Lateral

4

Disposicoes

Algebra
Geometria
Planilha de Calculos <F[:> < Seta
Janela CAS
Janela 3D
Probabilidade

% ..

b oT

Figura 69: Menu de Disposicbes

g Algebra - Exibe a Janela de Algebra e a Janela de Visualizag&o com os eixos.
# Geometria - Exibe a Janela de Visualizag@o sem 0s eixos.

I Planilha de Calculos - Exibe uma Planilha e a Janela de Visualizagéo.
1 Janela CAS - Exibe a Janela CAS e a Janela de Visualizagéo.

& janela 3D - Exibe a Janela de Algebra e a Janela de Visualizagéo 3D.

4 probabilidades - Exibe a Calculadora de Probabilidades.
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3. PARAMETRIZACAO DAS CONICAS

3.1 - Definicdo: Sendo € uma Conica. A aplicagdo y: G - R?* y = (x(t),y(t)), é uma
Parametrizacéo de € se o conjunto imagem y(G) coincide com €, ou seja,

C=y(G) = {(x@®),y®) |t €},
onde G (geralmente é um intervalo ou uma reunido finita de intervalos) é um subconjunto de

R (conjunto dos nimeros reais).

Em outras palavras, parametrizar uma conica significa achar equacfes que expressem
os valores das coordenadas cartesianas x e y de um ponto qualquer da conica em funcéo de

apenas uma variavel, a variavel t, denominada parametro.

A parametrizacdo de uma conica (ou uma curva plana qualquer) também pode ser vista
como a trajetoria de uma particula moével que se desloca em um intervalo de tempo. Neste
caso, y = (x(t),y(t)) nos daria, em coordenadas, a posi¢cdo em que o mével ocupa em cada

instante t, bem como o sentido de percurso ou até mesmo a sua velocidade.

Na parametrizacdo, o conjunto imagem y(G) c R? é chamado de Traco de y. A
representacdo geométrica de y(G) no plano cartesiano ndo pode ser chamada de grafico

(como é definido em outras func@es), pois, ndo ha um terceiro eixo para t.

Veremos como determinar equacfes paramétricas para o circulo, elipse, hipérbole e
pardbola, usando por exemplo razdes trigonométricas, e para cada parametrizacao, utilizando
o software GEOGEBRA, faremos passo a passo a construcdo das respectivas figuras,
mostrando assim de maneira bem pratica, que tomando t num determinado intervalo,

podemos descrever toda a conica, bem como parte dela.

3.2 - Razbdes Trigonométricas

Dado um triangulo ABC, retangulo em A, de lados a, b e ¢ (figura 70), no qual:

e a é ahipotenusa (cateto oposto ao angulo reto*® BAC);

19 Angulo que mede 90 graus (°).
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e b é 0 cateto oposto ao angulo ABC (e adjacente ao angulo ACB);

e c é 0 cateto adjacente ao angulo ABC (e oposto ao angulo ACB).
C

A - B

Figura 70: Triangulo retangulo ABC

Seja a a medida do angulo ABC, onde 0° < a < 90°, podemos identificar seis
possiveis razdes entre 0s lados a, b e ¢, que sdo assim denominadas:

Seno de a - E a razdo entre o cateto oposto (ao angulo a) e a hipotenusa;

Cosseno de « - E a razdo entre o cateto adjacente (ao angulo «) e a hipotenusa;

Tangente de « - E a razdo entre o cateto oposto (ao angulo a) e o cateto adjacente (ao
angulo a);

Cossecante de a - E a razdo inversa de seno de a, ou seja, é a razdo entre a hipotenusa
e 0 cateto oposto;

Secante de a - E a razdo inversa de cosseno de a, ou seja, é a razdo entre a hipotenusa

e 0 cateto adjacente;

Cotangente de a - E a razdo inversa de tangente de a, ou seja, é a razdo entre cateto
adjacente e o cateto oposto.

Tomando como base o triangulo ABC (figura 70) e fazendo abreviac@es, temos que:

cat. op. _ b

sena = ——= - m
hip. a
cat. adj. c
cosa= "= C )
hip.
cat. op. b
tga=——= - i
8 cat. adj. c ( )
1 a
cossec a = = -
sena b

1
seca = =
C

cotga = — =
g T tga

De (I) e (11), temos respectivamente que:

b=asena € c=acosa (1v)
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Substituindo (1) em (I11), obtemos que:

asena sen a
tga = =

acosa cosa’

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no mesmo triangulo ABC, temos que:
a? = b* + c* (V)
Substituindo (1V) em (V), obtemos:
a® = (a sen a)? + (a cos a)? = a? sen*a + a*cos’*a = a®*(sen’a + cos*a)

Logo, sen?a + cos*a = 1 (Relagdo Fundamental da Trigonometria).

A seguir, baseado na apostila “Geometria Analitica 11: Aula | — Equagdes Paramétricas
das Conicas” (Disponivel em pdf no site: http://www.professores.uff.br/katia_frensel/aulasga2
/ga2-aulal.pdf), dos autores Jorge J. Delgado Gémez e Katia Rosenvald Frensel (2008), com
algumas adaptagdes, determinaremos as equacgdes paramétricas das conicas. Em seguida

descreveremos as construgdes das figuras, mensionadas anteriormente.

3.3 - Parametrizacéo do Circulo

Seja C x* + y* = r? o circulo de centro na origem do sistema e raio r > 0. (figura
71)

Seja t a medida, em radianos®, do angulo formado pelo semieixo positivo OX e o
segmento OP de comprimento r, tomado no sentido anti-horéario, onde O é o centro do circulo

e P = (x,y) um ponto qualquer pertencente (€) a C. (figura 71).

A
Y

Figura 71: Circulo C: x? + y?> = r?

%% Radianos é a unidade padrdo de medida angular, obtida pela razdo entre o comprimento de um arco e o
seu raio, que pode variar de 0 a 2m. Isto significa que uma volta completa num circulo corresponde a 2w rad,
onde rad é a representacdo simbolica de radianos.
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Considerando o ponto P’ = (x,0), obtemos o triangulo OPP’ (figura 71), retdngulo
em P’, de lados r, x e y, no qual:
e 7 éahipotenusa;
e y é 0 cateto oposto ao angulo t;
e x € 0 cateto adjacente ao angulo t.
Do triangulo OPP’, em relagdo ao angulo t, temos as seguintes razoes

trigonométricas:

cat. op. y
sent = ———= = - y=rsent
hip. r
cat. adj. X
cost = ,—]= - > X=rcost
hip. r

Portanto, as expressoes das coordenadas x e y, em fungéo do parametro ¢, séo:

X =rcost € y =rsent.

Fazendo t percorrer os valores do intervalo [0, 2r) 21, obtemos todos os pontos do
circulo.

Se quisermos, podemos considerar t percorrendo também todos os valores reais. Isto
implica realizar um numero infinito de voltas sobre o circulo. Portanto, uma parametrizagdo

para o circulo Ce:

X=rcost
y=rsent

C { ; tER.
Que também pode ser expressa da forma

C(t)=(rcost,rsent) ;t€R.

Observe que, para quaisquer valores reais a e b, com a # 0, as equacoes
x=rcos(at+b) e y=rsen(at+b),
também sdo equacdes paramétricas para o circulo C, pois:
x* + y* = r?cos?(at + b) + r?sen®*(at + b) = r? [cos?(at + b) + sen®(at + b)] = r?;

=1
(Relacdo Fund.da Trigonometria)

. b 2m—-b
para todo t € R, e conforme t percorre todos os valores do intervalos [—;, -

), 0 ponto

P = (r cos(at + b), r sen(at + b)) percorre todos 0s pontos do circulo.

2! Intervalo [0,2m) corresponde ao intervalo de [0° 360°), ou seja, = = 180°. Em valores reais, o Intervalo
[0, 2) corresponde ao intervalo de [0, 6,28 rad) aproximadamente, pois m vale aproximadamente 3,14.
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Sejaagora C: (x — x9)* + (v — y0)? = r? o circulo de centro (x,, y,) € raio r > 0.

Por meio de uma translacdo de eixos, obtemos um novo sistema 0XY, cuja origem
0 = (xo,y,) € 0 centro do circulo. Dai, a equagdo candnica (ou reduzida) do circulo referente
ao novo sistema 0XY, é x? + y? = r2.

Sendo Xx =rcost e y=rsent, t€R, equagdes paramétricas para C nas

coordenadas x e y. Da relagdo de translacdo das coordenadas dos sistemas OXY e OXY (ver

1.2.5): {

X=X+ x

_ , temos que
y=y+ Yo f

X=1cost+xg.

G{yzrsent+y0’

t ER,

S&o equagOes paramétricas para C'nas coordenadas x e y.

Exemplo:
Encontre equacdes paramétricas para o circulo C x* + y2 —16x + 10y + 8 = 0
Solucéo:
Completando os quadrados, obtemos:
(x—8)*+ (y+5)>=—-8+ 64+ 25 =81 = 92
Onde x, = 8, y, = —5 e r = 9. Substituindo na equacgéo acima, temos que:

a{x=9cost +8

y=9sent —5 LER,

E uma parametrizag&o do circulo C
3.3.1 - Parametrizando o Circulo C: x* + y* = 2 com o Software GEOGEBRA

Agora, apresentaremos um roteiro, que sugere uma maneira para a constru¢do do
circulo C x* + y* = r?2 de centro na origem do sistema, de tal forma que possamos mostrar a
relacdo (descrita anteriormente) entre o ponto P e o angulo t (figura 71), através do programa
GEOGEBRA.

Roteiro de Construcao (se preferir clique aqui para assistir o video)

1° Passo: Na caixa de Ferramentas de Formas Circulares, selecione a ferramenta
Circulo dados Centro e um de seus Pontos e construa um circulo (c), clicando na origem do

sistema e na coordenada x = 3 (por exemplo). (figura 72).


https://www.youtube.com/watch?v=kk4kO9ZXi-8

€ GeoGebra =@ =
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2° Passo: Na caixa de Ferramentas de Controles, selecione a ferramenta L= Controle
Deslizante, clique na area em branco da Janela de Visualizacéo, selecione a opg¢do angulo e

Ok (figura 73). Aparecerd um segmento com o ponto « = 45° sobre ele, chamado de
“controle deslizante” (figura 74).
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3° Passo: Na caixa de Ferramentas de Angulos e Medidas, selecione a ferramenta
Angulo com Amplitude Fixa e clique nos pontos B e A, respectivamente. Em seguida,

substitua 45° por a (com a opgdo Sentido Anti-horario selecionado) e clique em Ok (ver
figura 75).

Note que apareceréa o angulo 8 (BAB’) com a mesma medida de « (figura 76).
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4° Passo: Na caixa de Ferramentas de Retas Especiais e Lugar geométrico, selecione

a ferramenta =2 Reta Perpendicular e clique no ponto B’ e no eixo OX. Em seguida clique

novamente no ponto B’ e no eixo OY (ou vice-versa), criando assim, as retas f e g,
respectivamente. (figura 77).
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Figura 77

5° Passo: Na caixa de Ferramentas de Linhas Retas, selecione a ferramenta

Segmento e construa o segmento AB’ (h), clicando sucessivamente nos pontos A e B’ (ou
vice-versa). (figura 78).
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6° Passo: Ainda com a ferramenta Segmento ativa, clique no ponto B’ e na
intersecédo da reta f com o eixo OX. Logo em seguida clique novamente em B’ e na intersecao

da reta g com o eixo OY (ou vice-versa), criando assim os segmentos B'C (i) e B'D (j),

respectivamente. (figura 79).

Figura 78
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7° Passo: Com o botéo direito do mouse, clique na reta g (por exemplo), que abrira

uma caixa de opg0es, onde, clicando em & Propriedades (figura 80), aparecera a Janela de

Preferéncias (figura 81), que nos permitird, nos proximos passos, fazermos algumas

modificagfes em nossa figura.

Figura 79
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Observe que dentro da Janela de Preferéncias (figura 81), também existe uma Janela

de Algebra. Entdo, nos passos seguintes,

usudrio pode optar por uma das duas.

quando nos referirmos

a Janela de Algebra, o

8° Passo: Desmarque a opcdo Exibir Objeto, para ocultar a reta g, que ja se encontra

destacada (sombreada) na Janela de Algebra (figura 81). Em seguida, selecione a reta f e 0

ponto B e faga o mesmo procedimento, ocultando assim as duas retas e o ponto B. (ver figura

82).

Observe que os pontos que antes estavam azuis, agora ficaram em branco.
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9° Passo: Selecione (clicando na letra e ndo no ponto azul) os segmentos h, i e j, um

de cada vez ou se preferir selecione todos de uma sé vez clicando na palavra segmento (na

Janela de Algebra) e desmarque a op¢do Exibir Rétulo, ocultando assim os respectivos

rotulos. (ver figura 83).
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10° Passo: Selecione os segmentos i e j (um de cada vez). Na opc¢éo cor (figura 84),

escolha o vermelho e na opgéo estilo (figura 85) escolha pontilhado (por exemplo).
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11° Passo: Selecione os pontos A, B’, C e D (um de cada vez) e em Bésico, na op¢ao

Nome, substitua os nomes atuais por O, P, X e Y, respectivamente, apertando sempre a tecla

Enter (do teclado), ap6s digitar cada letra. Da mesma forma, selecione os angulos S e «, e

substitua por t e t', respectivamente (de acordo com nosso contexto). (figura 86).
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12° Passo: Ainda na Janela de Preferéncias, clique no menu @ Preferéncias - Janela

de Visualizagdo, e em Eixo X e Eixo Y, desmarque a op¢do Exibir Nimeros, ocultando assim
0s numeros das coordenadas dos eixos X e Y. (figura 87).
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13° Passo: Para mudar a unidade de medida do angulo que esta em graus, para

radianos, basta selecionar a ferramenta % Preferéncias - Avancado e clicar na op¢ao radianos

(figura 88). Em seguida feche a Janela de Preferéncias.
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14° Passo: Na caixa de Ferramentas de Movimentacdo, selecione a ferramenta
Mover, em seguida, segurando o botdo esquerdo do mouse, arraste os rétulos (c, t, O, P, X e

Y) e posicione-o0s da maneira que achar mais adequado. (ver figura 89).
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Figura 89

15° Passo: Com o bot#o direito do mouse, clique em Angulo t' (na Janela de Algebra
ou no Controle Deslizante) e marque a op¢do Animar (ver figura 90). Observe que, na medida
em que t percorre os valores do intervalo [0, 2), 0 ponto P percorre todo o circulo.

Para parar a animagéo, proceda da mesma maneira e desmarque a opgdo Animar, ou se

preferir cliqgue no botdo ™ Pausa, localizado no canto inferior esquerdo da Janela de
Visualizagéo (ver figura 91).
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Figura 91

Esse movimento de animacdo também pode ser realizado manualmente, segurando o
botdo esquerdo do mouse e arrastando t’, no Controle Deslizante.

Se preferir modificar o intervalo, velocidade ou tipo de movimento da animagao (por

exemplo), clique com o botéo direito do mouse no Angulo t', selecione a ferramenta “&

Propriedades e em Controle Deslizante faca as modificacdes desejadas. (figura 92).
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16° Passo: Na Janela de Algebra, clique na bolinha azul correspondente a Cénica c,

para ocultar o circulo. (figura 93).

¥ ciRcuLo TCCLog

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

= [© ot

Entrar...

A
°

=] >

o~

9|

OO,

9|

a=2
)

%

)

(a]e
D %

~ Janela de Algebra{ | b Janela de Vi

<,

NE

=l fiv
Conica
c:xX+y?=9
Ponto
B=(3,0)
® 0=(0,0)

® X=(15,0)
- @ Y =(0,2.6)
Reta

> ——————

@ P=(1526) p

t'=2.09 rad
®

t=2.09rad

Angulo
® t=2.09rad
® t'=2.09rad

Entrada:

Figura 93

17° Passo: Com o botdo direito do mouse, clique no ponto P e marque a opgao ”

Habilitar Rastro. (figura 94).
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18° Passo: Repita 0 15° Passo e observe que, na medida em que t percorre os valores

do intervalo [0, 21), a trajetoria percorrida pelo ponto P descreve todo o circulo c. (figura 95).
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19° Passo: Pare a animacao, clique na bolinha branca correspondente a Conica c, para
exibir novamente o circulo ¢, e no menu Exibir, selecione a op¢édo & Atualizar Janelas

(figura 96), para apagar os rastros. (figura 97).
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20° Passo: No menu Arquivo, clique na op¢do Gravar (ou Gravar Como) para salvar

o trabalho. (figura 98).
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3.4 - Parametrizacao da Elipse

2 2
Seja &: Z—Z + 2’—2 = 1 uma elipse de centro na origem e reta focal paralela ao eixo OX.

Sejam C,: x* + y* = a* o circulo de centro na origem e raio a e Cp, : x* + y?

b? o circulo de centro na origem e raio b.

Figura 98

Considere para cada t€ R, os pontos P, = (acost,asent)€ C,

80

(bcost,bsent) € Cp, tais que 0s vetores O—P(; e 0P, fazem um angulo t, no sentido

positivo (anti-horario), com o semieixo positivo OX.

A intersec¢do da reta r,: x = a cos t, paralela ao eixo OY que passa pelo ponto P,,

com a reta r,: y = b sen t, paralela ao eixo OX que passa pelo ponto P, nos da o ponto

P = (acost,bsent) (figura 99) pertencente a elipse & (independentemente de qual

guadrante ele esteja). Portanto, uma possibilidade de equacdes paramétricas para a elipse & é:

_{xzacost _
& y=bsent

t ER.
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Figura 99: Construgdo da Elipse &:

de centro na origem do

2 2
Observe que, mesmo que seja &: %+Z—2 =1 uma elipse

. . xX=acost . ,
sistema e reta focal paralela ao eixo QY, e&: {y=bsent ;t €ER, ainda é uma
parametrizacdo para a elipse € , pois, x =acost e y = bsent, permanecem sendo as

coordenadas de P € &. (figura 100).

2
Figura 100: Construgdo da Elipse &: Z_Z + % =1

(x a’;o) L bzo) = 1 de centro (x,, ¥o).

Seja agora a elipse &:
Por uma translacéo dos eixos coordenados, obtemos um sistema de eixos OXY, onde

0 = (xo,¥,) € 0 centro da elipse. Nas novas coordenadas X e ¥, a equacgdo cartesiana da

=acost
; tER

elipse fica na forma &: -
X
Yy =bsent

sdo as equacOes paramétricas da elipse nas coordenadas x e y.
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Comox =i+ xqey =y +y,, obtemos que:

x =acost+x
81{ 0 'tE€R

y=bsent+y,
sdo parametrizacOes da elipse nas coordenadas x e y.

Exemplo:

Parametrize a elipse &: 4x* + 3y? — 24x + 54y + 231 =0

Solucéo:
Completando os quadrados, obtemos:
4(x? — 6x) + 3(y%? + 18y) = —231
4(x? — 6x +9) 4+ 3(y% + 18y + 81) = —231 + 36 + 243
4(x —3)>+3(y+9)? =48
Dividindo por 48, temos:
(x=3° G+ _
12 16
Que representa a equacdo da elipse de centro (xq, yo) = (3,—9) e reta focal paralela
aOY, ondea =4 e b = 2V3 . Entio,

_{x=4cost+3 . teRr
& y =2V/3sent —9 ' '

1

é uma parametrizacdo de &.

2 2
3.4.1 - Parametrizando a Elipse &: Z—Z + :_2 = 1 com o Software GEOGEBRA

Roteiro de Construcao (se preferir clique aqui para assistir o video)

1° Passo: Na caixa de Ferramentas de Conicas, selecione a ferramenta Elipse e
construa uma elipse (c), clicando nas coordenadas x = —3, x =3 e y = 2 (por exemplo),

respectivamente. (figura 101).


https://www.youtube.com/watch?v=0hQ-bBdZDuM
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2° Passo: Na caixa de Ferramentas de Formas Circulares, selecione a ferramenta

Circulo dados Centro e um de seus Pontos e construa um circulo (d), clicando na origem do

sistema e no ponto C. (figura 102).
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Figura 102
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3° Passo: Na caixa de Ferramentas de Pontos, selecione a ferramenta Ex < Intersecdo
de Dois Objetos e clique na intersecdo da elipse com o eixo positivo OX, criando assim, o

ponto E. (figura 103).
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Figura 103

4° Passo: Novamente com a ferramenta Circulo dados Centro e um de seus

Pontos, construa outro circulo (e), clicando no ponto D e no ponto E, respectivamente. (figura

104).
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Figura 104

5° Passo: Crie um controle deslizante na op¢do Angulo a (ver 3.3.1, 2° Passo). (figura

105).



17 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

y
A >-]o]e)
» Janela de Algebra
Cénica
@ ¢:21.33x%+69.33y? = 277.33
® d:xt+y=4
® ex?+y*=13
Ponto
@ A=(-3,0)
® B=(3,0)
~® C=(0,2)
® D=(0,0)
@ E=(3.61,0)
Anguio
® a=45"

& |» Janela de Visualizagio

PN =

85

o= [ © o]

Entrar...

Enfrada:

) Figura 105

6° Passo: Na caixa de Ferramentas de Angulos e Medidas, selecione a ferramenta

Angulo com Amplitude Fixa e clique nos pontos E e D, respectivamente. Em seguida,

substitua 45° por a (com a opcdo Sentido Anti-horario selecionado) e clique em Ok (ver

figura 106).

Note que aparecerd o angulo 8 (EDE’) com a mesma medida de « (do controle

deslizante). (figura 107).
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7° Passo: Na caixa de Ferramentas de Linhas Retas, selecione a ferramenta

Segmento e construa o segmento DE’ (f), clicando sucessivamente nos pontos D e E’ (ou vice-

versa). (figura 108).
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8° Passo: Com a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos, clique na interse¢do do

segmento f com o circulo d (menor), criando o ponto F. (figura 109).
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9° Passo: Na caixa de Ferramentas de Retas Especiais e Lugar geométrico, selecione

a ferramenta =2 Reta Perpendicular e clique no ponto F e no eixo OY. Em seguida clique no

ponto E’ e no eixo OX (ou vice-versa), criando assim, as retas g e h, respectivamente. (figura
110).
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10° Passo: Com a ferramenta =1 Intersecdo de Dois Objetos, clique na intersegéo da

elipse ¢ com as retas g e h; na intersecdo da reta h com o eixo OX; e na intersecéo da reta g

com o eixo QY. Criando assim os pontos G, H e I, respectivamente. (figura 111).
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Figura 111

11° Passo: Com a ferramenta Segmento, clique nos pontos E’ e H para criar o

segmento i, e nos pontos G e | para criar o segmento j. (figura 112).
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12° Passo: Clique com o botdo direito do mouse na Janela de Visualizacdo, em
seguida e selecione a opcao & Propriedades (figura 113). Aparecera a Janela de
Preferéncias (figura 114), onde faremos algumas modificacdes na figura, para uma melhor

visualizacao.
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13° Passo: Na Janela de Algebra, clique em Conica, para selecionar todas as conicas,

e desmarque a opcdo Exibir Rotulo, para ocultar todos os rétulos. Em seguida clique em

segmento, e da mesma forma, oculte todos os seus rotulos. (ver figura 115).
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14° Passo: Desmarque (clicando na bolinha azul) os pontos A, B, Ce E, easretas g e

h, para ocultar os respectivos pontos e retas. (ver figura 116).

€7 Geobebra (S
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
1 ° . a2 =
L elo] <N =]+] e =
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagéo |[[[EDeIEE® I = &
Cénica ¥ a=45" Co ~ -
@ c:21.33x +69.33y = 277.33 Y ; .02‘“ 1 ||_Algebra | Avancado Programacéo
St . ree Bisico
® extey=13 e
Ponto © Nome: h
_ 3 § Ponto
g:‘(':';] E i A Definicdo: Perpendicular(E', EixoX]
c=(0,2) i 2 Legenda:
® D=(0,0) | £ G Teb
E=(3.61,0) y i 7] Exibir Obieto
® E'=(2.55,255) [P =
@ F=(141,141) 45° H e F [ Exibir Rétulo: | Nome J
® G=(2551.41) E—T 7 T i —
@ H=(255,0) e H [C] Exibir Rastro
® 1=(0,1.41) ~el
Reta Reta I Fixar Objeto
g y=141 t M
o h:x=2.56 h [ Definir como Objeto Auxiliar
egmento
@ f=361 Se?memo
® =255 e
® =255 et
f\njgu\o. 4 "o
@ g=45° : :ngu\o
® p=s5 - [
®p
Entrada:

Figura 116

15° Passo: Facamos as alteracfes descritas do 10°ao 14° passo do item 3.3.1, para
modificar os nomes, unidade de mediada de angulo, cores e estilo dos objetos desejados, bem
como ocultar os numeros dos eixos das coordenadas. Em seguida marque a op¢do Animar e
observe que, na medida em que t percorre os valores do intervalo [0, 2r), 0 ponto P percorre

toda a elipse. (figura 117).
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16° Passo: Na Janela de Algebra, desmarque todas as conicas (clicando nas bolinhas

azuis) para ocultar os dois circulos e a elipse. (figura 118).
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17° Passo: Com o botdo direito do mouse, clique no ponto P e marque a opgdo ¢

Habilitar Rastro. Em seguida, no controle deslizante, marque a op¢do animar e observe que a
medida que t percorre os valores do intervalo [0, 2), 0 ponto P percorre toda a elipse. (figura

119).
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B=(3,0)

C=(0,2) oRee 6P G20 on
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0=(0,0)

P =(3.61,0)

P_=(3.61,0) p q
P.=

X

Y

Y
[6) P X P

® t'=6.28rad

Entrada:

Figura 119

18° Passo: Pare a animacao, limpe os rastros e salve o trabalho.

3.5 - Parametrizacéo da Hipérbole

- - 7 2 2 - - - Ve
Considere a hipérbole h: % — z—z = 1, de centro na origem do sistema, cuja reta focal é

coincidente com o eixo OX. Considere ainda que 0 < b < a (para 0s casos em que 0 < a <
b, basta fazer as adaptacdes necessarias).

Sejam as retas s;:x = b e s,: x = a. Consideremos um ponto P = (x,y) € h no
primeiro quadrante. Seja P, = (x;,y,) 0 ponto de interseccdo de s; com a reta paralela ao
eixo OX que passa por P.

Seja t a medida (em radianos) do angulo do semieixo positivo OX para a semirreta
OP; no sentido anti-horario. Da trigonometria, temos que P; = (x1,y1) = (b, tg t).

Note gue as segundas coordenadas de P e P; sdo iguais.

Dai conclui-seque y = y; = btgt,ouseja P = (x,y) = (x,y,) = (x,btgt).
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Figura 120: Hipérbole h: Pl 1 - Primeiro quadrante

Para obter a coordenada x do ponto P, seja P, 0 ponto de intersec¢cdo da semirreta OP;
com areta s,. Entdo |OP,| = |asect].

O circulo de centro na origem e raio |0OP,| intersecta o semieixo OX no ponto P, =
(x0,0),0nde x, = |OP,| = |asect].

Como t é um arco do primeiro quadrante, asect € um numero positivo. Logo,
X9 = asect.

Afirmamos que x = x,, isto &,

P=(xy)=(xbtgt) = (xo,btgt) = (asect,btgt).

Para verificar a afirmativa, basta mostrar que o ponto de coordenadas (a sect, b tgt)

satisfaz a equacdo cartesiana da hipérbole h.

(asect) ? _ (btgt)?

v = sec’t — tg’t =1

Finalmente, observe que, conforme t percorre todos os valores do intervalo [0, g) 0

ponto P percorre todos os pontos da hipérbole que estdo no primeiro quadrante (figura 120).

Para obter os pontos do quarto quadrante, fazemos a mesma construcao, variando t no
intervalo [— 20) Nesse caso, 0 ponto P = (x,y) da hipérbole tem a sua segunda

coordenada negativa coincidindo com b tg t, que é também um numero negativo (figura 121).
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2]l = [|OP] = llasect|

.

Ji x
O\t DG ; id
|
l
y =y1 = btgt |
|
Vb o N
P
P
. . x2  y?
Figura 121: Hipérbole h: Pl 1 - Quarto quadrante

Para obter o ramo da hipérbole que intersecta o semieixo negativo OX, repetimos a
~ - - 3 N .
construcdo, variando t no intervalo G?”) sendo, agora, t o0 angulo (em radianos) que o
semieixo positivo OX faz com o vetor OP';, no sentido horario, onde P’; é o ponde de

intersecdo da reta s';: x = —b com a reta paralela ao eixo OX que passa por P.

y
P

2
y—z = 1 —Segundo e terceiro quadrante

2
Figura 122: Ramo negativo da Hipérbole h: % -5

Observe que:
btgt <0, para%<t£n

asect < 0,parat € (53—”) an
2 btgt >0, param <t <=—

- Y - ~ Ve - - 7 2
Com essa analise, chegamos as seguintes equacfes parametricas da hipérbole h: % -

wN|\<N
Il
—_
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w120 ee(-3D)u )

T

Quando t varia no intervalo ( > g) obtemos o ramo da hipérbole h que intersecta o

3

semieixo positivo OX, e que quando t varia no intervalo G;) obtemos o ramo de h que

intersecta 0 semieixo negativo OX.

De modo geral, podemos verificar que:

{3 hery, €35V ET)

2 N2
sdo equacOes paramétricas da hipérbole h: (x_a’;") _v yz‘)) = 1 de centro (x,, y,) e reta focal

paralela ao eixo OX, e

wlyZaseisy, t<(35)vET)

_ 2 _ 2
sdo equacdes paramétricas da hipérbole h: 4 aﬁ") _k b’;‘)) = 1 de centro (x,, y,) € reta focal

paralela ao eixo OY.

Exemplo:
Parametrize a hipérbole h: 9x* — 16y? — 36x — 32y — 124 =0
Solucéo:
Completando os quadrados, obtemos:
9(x? — 4x) — 16(y? + 2y) = 124
9(x? —4x+4)—16(y*+2y+1) =124 +36—16
9(x —2)2 —16(y + 1)? = 144
Dividindo por 144, temos:
(=22 G+1*_
16 9
Que representa a equacdo da hipérbole de centro (x4, y,) = (2,—1) e eixo focal

1

paralelo a OX, onde a = 4 e b = 3. Entdo,

R(THES e(38)u ()

é uma parametrizacédo de h.
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3.5.1 - Parametrizando a Hipérbole h: Z—z — :—; = 1 com o Software GEOGEBRA

Roteiro de Construcéo (se preferir clique aqui para assistir o video)

1° Passo: Na caixa de Ferramentas de Conicas, selecione a ferramenta Hipérbole
e construa uma hipérbole (c) de focos F; = (=5,0) e F, = (5,0); vértices A; = (—4,0) e
A, = (4,0); e vértices imaginéarios B; = (—3,0) e B, = (3,0), clicando nas coordenadas

x = =5, x =5 e x = 4, respectivamente. (figura 123).

€2 GeoGebra EE@ % ]

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

D 5R¥13 (o] = FANEF B B

» Janela de Algebrad| | » Janela de Visualizagao X
Cénica

® c:-9x2+16y*=-1 c
Ponto

® A=(5,0) 4
® B=(50)
® C=(4,0) 3

«
Entrada:

Figura 123

2° Passo: Na caixa de Ferramentas de Pontos, selecione a ferramenta Ponto e
clique nas coordenadas x = 3,x = 0,x = —3 e x = —4, e num ponto qualquer da hipérbole
(no primeiro quadrante, por exemplo). Criando assim, os pontos D, E, F, G e H,

respectivamente. (figura 124).


https://www.youtube.com/watch?v=YZaRI2H2gC0

17 GeoGebra (o] D )
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A J\/ Ne |2 & a=2 =
AP Ol 4] Npec] 2] +, .
» Janela de Algebra[X]| » Janela de Visualizagao
Coénica
® c: -9 +16y?=-1
Ponto
® A=(5,0)
® B=(50)
® c=(4,0)
® D=(3,0)
® E=(0,0)
® F=(3,0)
® G=(4,0) 4
® H=(5.23,253) E
11 -0 -9 b 1 9 10
<
Entrada
Figura 124
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3° Passo: Na caixa de Ferramentas de Retas Especiais e Lugar geométrico, selecione

a ferramenta Reta Paralela, clique no ponto C e no eixo OY, para criar uma reta (f)

paralela ao eixo OY que passa por C. Faga 0 mesmo para os pontos D, F, G e H, criando

assim, as retas g, h, i e j, paralelas a QY, e depois, crie uma reta (k) paralela ao eixo OX,

passando por H. (figura 125).

€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

DRE=NSRANEBRE

» Janela de Algebra[X] | » Janela de Visualizagao
Cénica i h
@ c:-9x2+16y2=-1

A
°

9]

(5, 0)

B15S1
)

o
o
S S

<
Entrada:

Figura 125

4° Passo: Com a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos, clique na intersecdo da

reta j com o eixo OX, e na intersecdo da reta k com o eixo OY. Criando assim os pontos | e J,

respectivamente. (figura 126).
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

g =)

» Janela de Algebr{X|
Coénica
® c:-9x*+16y?=-1
Ponto

QJJDED >

» Janela de Visualizagao

Entrar... |

=)

Figura 126
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5° Passo: Com a ferramenta L4 Segmento, construa os segmentos HI (I) e HJ (m). Em

seguida, oculte as retas j e k. (figura 127).

T GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Ilﬁﬂﬁﬁﬂﬂll

» Janela de Algebra

} Janela de V

GIe9X- T IOy =

® A=(50) A

® c=(4,0)

(0,0)

LI

0000 0000000
w P

x ]
"><><
oL,

Segmento
® =271
® m=539 Bl

Pl ——

Entrada:

Figura 127

6° Passo: Com a ferramenta Intersecéo de Dois Objetos, clique na intersecéo da

reta g com o segmento m, criando assim o ponto K. (figura 128).
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[E=y o=

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...

IIIIIIIIIEII
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D %

» Janela de Algebra. » Janela de V

® A=(5,0) -

wonl
w B
%

PR
“><><
Ny

jx 5.39
k:y =271

Segmento m
® =27
el

Entrada:

Figura 128
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7° Passo: Na caixa de Ferramentas de Linhas Retas, selecione a ferramenta

Semirreta e construa a semirreta DK (n), clicando nos pontos D e K. (figura 129).

€7 GeoGebra

(=[O

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...
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e
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(-4, 0)
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F
1

G
H
K

ta

o
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w B
>
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®
9:
h:
i

xx,x
.L

&

jix=539
k:y=2.71
Segmento
®1=27
® m=539
Semirreta
® n:-271x+3y=_
El ——

Entrada:

Figura 129

8° Passo: Com a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos, clique na intersecéo da

reta f com a semirreta n, criando assim o ponto L. (figura 130).
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Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

2~ s &N =] ) o

» Janela de Algebra( | » Janela de Visualizagéo
# Uf
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® E=(0,0)
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(5.39,0)
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(4, 3.62) n
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Ty
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myyn
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0000 ,000000
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j: x=5.39
kiy=271 2
Segmento
®1=271 al
® m=539
Semirreta =
® n:271x+3y=_
4 m ] B
Entrada:

Figura 130

9° Passo: Com a ferramenta L= Segmento, construa os segmentos CL (p), DK (q) e

EL (r). Em seguida, oculte as retas f e g, e a semirreta n. (figura 131).

[E=y o=

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

DS == 130 HNEEE -

» Janela de Algebra( » Janela de Visualizagdo
w =,

® G=(4, 0) 0@ 5
® H=(539,2.71)
® 1=(5.39,0) 4 L
® J=(0,2.71)
® K=(3,271) all m H
® L=(4,362)

T GeoGebra
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Segmento
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® m=539 2
® p=362
® q=271 %
® r=539
Senmirreta 4
n:2.71x + 3y =
< w ] r
Entrada:

Figura 131

10° Passo: Na caixa de Ferramentas de Angulos e Medidas, selecione a ferramenta

Angulo e clique nos pontos |, E e L, criando assim, o angulo «. (ver figura 132).
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Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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e —

<
Entrada:

Figura 132

11° Passo: Clique com o botdo direito do mouse no ponto H e marque a opgao
Animar. Em seguida, pare a animagdo quando o ponto H estiver no terceiro quadrante (por

exemplo). (figura 133).

[
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a indefinido .
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Entrada:

Figura 133

12° Passo: Com a ferramenta = Intersec@o de Dois Objetos, marque o ponto (M) de
intersecédo da reta h com o segmento m, em seguida, com a ferramenta B Semirreta, construa

a semirreta EM (s), clicando nos pontos E e M. Novamente com a ferramenta Intersecéo

de Dois Objetos , marque o ponto (N) de intersecéo da reta i com a semirreta s. (figura 134).
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Entrada:

Figura 134

13° Passo: Com a ferramenta L= Segmento, construa os segmentos EN (t), FM (a) e

GN (b), clicando nos pontos E e N, F e M, e G e N, respectivamente. Em seguida, oculte as

retas h e i, e a semirreta s. (figura 135).

€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
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Angulo
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< W J
Entrada:

Figura 135

14° Passo: Com a ferramenta L£f Angulo, clique nos pontos N, E e B, criando assim,

o angulo S. (ver figura 136).
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Figura 136

15° Passo: Com o botdo direito do mouse, clique na area em branco da Janela de

Visualizagdo, que abrira uma caixa de opcdes, onde, clicando em “ Propriedades, aparecera
a Janela de Preferéncias (figura 137), que nos permitira, nos préximos passos, fazermos
algumas modificacGes em nossa figura.

Arquivo Editar Exibir Op¢Bes Ferramentas Janela AJuda et )
ITEHeBEY =
5 Cénlca o ‘ Avangado Programagéo ‘
4 Janala de Alge } Janela de Vlsuallzagao | ®c Basico ‘ Cor ‘ Estilo | Algebra
' Ponto
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fix=4 B ®A B [N NNEEE Recente
g:x=3 ] : 2
h:x=-3 5 5m
iix=-4 N
jix=-572
Ky =-3.07 2 : Z
Segmento
® a=3.07 g . I"
® b=4.09 B | A |l F oJE D c B o visualizar: [_____] 0, 100, 0 (#00640Q
: :-n_=350772 G| * P P = = yﬁ =1134_327D 5 K Transparéncia
p indefinido -1 L g
q indefinido I a t Ol B = = 1
r indefinido b 2 C
@ t=572 Rl
Semirreta m P g
$:3.07x -3y = ( 9
Angulo N -4 h
a indefinido :
4\7. - m134.37 ® ° Kk
Entrada: o
Figura 137

16° Passo: Oculte os pontos A e B, e os rétulos de todos os segmentos e da hipérbole.
Em seguida, modifique os nomes, unidade de medida dos angulos, estilo e cores dos objetos
desejados, e oculte os numeros dos eixos das coordenadas (veja as alteracOes descritas do

10° ao 14° passo do item 3.3.1). Selecione a opgdo Animar e observe que, na medida em que

s VA

T 3w
o0s angulos t e t’ percorrem os valores do intervalo (—; ;) U (;,7), P percorre toda a

hipérbole. (figura 138).
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Figura 138

17° Passo: Oculte a hipérbole. Cliqgue com o botdo direito do mouse no ponto P e
marque a op¢do # Habilitar Rastro e animar novamente (ou se preferir clique no icone ®
reproduzir, localizado no canto inferior esquerdo da Janela de Visualizagdo (ver figura 139))

e observe que a medida que os angulos t e t* percorrem os valores do intervalo (—%%) U

(237” ) P descreve toda a hipérbole.

(= [E e

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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Figura 139

18° Passo: Pare a animacdo, limpe os rastros e salve o trabalho.

Observacao: Na construcdo da parametrizacdo da hipérbole, o intervalo (—%,0) é

. 3 . ~ .
representado pelo intervalo (7, 21 ) pois, séo equivalentes.
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3.6 - Parametrizacdo da Parabola

Seja p : x? = 4py, uma parabola de vértice na origem e reta focal paralela ao eixo OY
(para os demais casos, faca as adaptaces necessarias).
Se substituirmos x por t na equacdo da parabola, obtemos:

3’:@

x =t
p: { t* . t € R, que sdo equacdes paramétricas de p.
Seja agora p : (x —x,) 2 = 4p(y —y,), uma paradbola de vértice (x,,y,). Entdo
temos que:

x =t+x
p: 2 . t € R, sdo equacOes paramétricas de p.
y= 4_ yo

Exemplo:
Parametrize a parabola p: 2y? + 4x + 16y —4 =0
Solucéo:
Completando os quadrados, obtemos:
2(y2+8y) = —4x + 4
2(y> +8y +16) = —4x + 4 + 32
2(y +4)* = —4x + 36
2(y +4) = —4(x—9)
Dividindo por 2, temos:
(y+4)?%=-2(x—9)
Que representa a equacdo da parabola de vértice V = (xq,y,) = (9,—4), cujo eixo

focal é paralelo a OX e o foco esta a esquerda do vértice. Entdo, temos que:

p: x=——+9 ;t €ER,
y = t—4

é uma parametrizacao da parabola p.

Observacdo: O procedimento utilizado para obter equagdes paramétricas das
parabolas, tambem se aplica para obter equacdes paramétricas de partes de elipses e

hipérboles.
2 2
Se substituirmos x por t na equacdo da elipse &: Z—z + z—z = 1, por exemplo, obtemos

que:
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Para cada escolha de sinal na expressdo de y, descrevemos uma parte da elipse &.

Logo, suas equagOes paramétricas sao:

x=t x=t
. b . _ . b . _
£+'{y=;/a2—t2 ; te(—a,al, 8_'{y=—g 4z — 2 ; te[—a,a),
onde &£, é a semi-elipse contida no semiplano superior, incluindo o vértice A, = (a,0) e

excluindo o vértice A; = (—a,0). Analogamente, £_ é a semi-elipse contida no semiplano

inferior, incluindo o vértice A; = (—a, 0) e excluindo o vértice A, = (a, 0). (ver figura 140).
A

v

Figura 140: Elipse e = €, U &€_

2 2
Substituindo x por t na equacdo da hipérbole h: z—z - % = 1, por exemplo, obtemos

que:

b
=+—/t*—a?
y T a

Para cada escolha de sinal na expresséo de y, descrevemos uma parte da hipérbole h.

Logo, suas equagdes paramétricas sao:
x=t x=t
h,: { y:ﬁ 2 _ 2 te(—a,al, h_: { y = _b gz te[—a,a),
a a
onde h, é a semi-hipérbole contida no semiplano superior, incluindo o vértice A, = (a,0) e
excluindo o vértice A; = (—a,0). Analogamente, h_ é a semi-hipérbole contida no
semiplano inferior, incluindo o vértice A; = (—a, 0) e excluindo o vértice 4, = (a, 0). (ver

figura 141).
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by

1)
—a 0

h

Figura 141: Hipérbole h = h, U h_

Geometricamente, o parametro t pode ser interpretado do seguinte modo:

Seja p : x? = 4py, uma parabola de vértice na origem e reta focal paralela ao eixo OY
(para os demais casos, faca as adaptacdes necessarias).

Seja t a medida, em radianos, do angulo formado pelo semieixo positivo OX e o
segmento OP, tomado no sentido anti-horério, onde O é o Vértice da pardbolae P = (x,y)

um ponto qualquer pertencente p. (figura 142).

A
v

O T X

Figura 142: Pardboa p : x> = 4py

Considerando o ponto P’ = (x,0), obtemos o triangulo OPP’ (figura 142), retangulo
em P’, de lados OP, x e y, no qual:
e OP é a hipotenusa;
e 1y é 0 cateto oposto ao angulo t;
e x € 0 cateto adjacente ao angulo t.

Do triangulo OPP’, em relagéo ao angulo t, temos a seguinte raz&o trigonomeétrica:

tgt:M:X%tgt:% (|)

cat. adj. x
Da expressao geral da parabola, temos que:

xZ

2 _ =
xt=dpy »y= ()
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Substituindo (I1) em (1), obtemos:

- X —
—4p—>x—4ptgt (r

Substituindo (111) em (11), obtemos:

_ (4ptgt)?

— 2
p =4ptgt

y
Portanto, as expressdes das coordenadas x e y, em fungdo do parametro t # g séo:
x=4ptgt e y=4ptg’t
s

Fazendo t percorrer os valores do intervalo [0, g) U (E’n]’ obtemos todos os pontos

de p. Logo,

A P U TG

sdo equacOes paramétricas de p.

Seja agora p @ (x —x,) 2 = 4p(y —y,), uma parabola de vértice (x,,y,). Entdo

temos que:

x=4ptgt + xp . - -
p: {y=4ptg2t +, ,tE[O,—)U(—,n],

sdo equacOes paramétricas de p.

3.6.1 - Parametrizando a Parabola p: x* = 4py com o Software GEOGEBRA

Roteiro de Construcao (se preferir clique aqui para assistir o video)

1° Passo: Na caixa de Ferramentas de Retas Especiais e Lugar geométrico, selecione

a ferramenta == Reta Paralela, clique no eixo OX e no ponto y = —1 (A), para criar a reta

diretriz (f) paralela ao eixo OX. (figura 143).


https://www.youtube.com/watch?v=hfoj8YKc8rM
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) Janela de Algebra[X] | » Janela de Visualizag&o
Ponto 6

® A=(0,41)
Reta 5
®fy=-

Entrada:

Figura 143

2° Passo: Na caixa de Ferramentas de Conicas, selecione a ferramenta Parébola,
clique na reta diretriz f e na coordenada y = 1, respectivamente. Construindo assim, a

parébola c, de vértice na origem, pardmetro 2p = 2 e foco B = (0, 1). (figura 144).

€7 GeoGebra (SR

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

L] AL AR DO £ [N]oec] =] +) .

» Janela de Algebra[X] | » Janela de Visualizagao

Conica

® c:x2-4y=0
Ponto

® A=(0,-1)

® B=(0,1)
Reta

@ fiy=-1

X

Entrada:

Figura 144

3° Passo: Com a ferramenta L= Ponto, clique no vértice (0,0) e num ponto qualquer
da parabola (no primeiro quadrante, por exemplo). Criando assim, os pontos C e D,

respectivamente. (figura 145).
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Entrada:

Figura 145

4° Passo: Com a ferramenta k=2 Reta Paralela, clique no ponto D e no eixo QOY, para
criar uma reta (g) paralela ao eixo OY que passa por D. Em seguida, clique novamente no
ponto D e no eixo OX, para criar uma reta (h) paralela ao eixo OX que passa por D. (figura
146).

7 GeoGebra o [&E] R
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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® A=(0,-1)
® B=(0,1) ¢ 4
® c=(0,0)
® D=(3.31,2.74) s A
Reta R
®fy=-1 a
® g:x=331 q
® h:y=274 ; .B
ole
] 7 5 5 4 3 2 1 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 12 13
f A
-2
-3
-4
Entrada:
Figura 146

5° Passo: Com a ferramenta Intersecéo de Dois Objetos, clique na intersegéo da
reta g com o eixo OX, e na intersecdo da reta h com o eixo OY. Criando assim os pontos E e

F, respectivamente. (figura 147).
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Figura 147

6° Passo: Com a ferramenta L=} Segmento, construa os segmentos CD (l), DE (j) e DF

(k), clicando nos pontos C e D, D e E, e D e F, respectivamente. Em seguida, oculte as retas

g e h. (figura 148).

7 GeoGebra

o [© ot

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
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® c=(0,0)
-@ D=(3.31,2.74)
® E=(0,2.74)
® F=(3.31,0)
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®fy=-
g: x=3.31
h:y=274

Entrar...

Segmento -8 7 -6 5
® i=429 f

@ j=3.31
® k=274

Entrada:

Figura 148

7° Passo: Com a ferramenta Ponto, cliqgue num ponto do semieixo positivo OX

(ponto (6,0), por exemplo), criando assim o ponto G. Em seguida, Com a ferramenta

Angulo, clique nos pontos G, C e D, para criar o angulo «. (figura 149).
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Figura 149

8° Passo: Com o botdo direito do mouse, clique na area em branco da Janela de

. . - ., . o . B vl . ,
Visualizacdo, que abrira uma caixa de op¢es, onde, clicando em “# Propriedades, aparecera
a Janela de Preferéncias (figura 150), que nos permitira, nos préximos passos, fazermos

algumas modificacGes em nossa figura.
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Figura 150

9° Passo: Oculte os pontos A, B e G, e os rétulos de todos os segmentos e da
parabola. Em seguida, modifique os nomes, unidade de medida do angulo, estilo e cores dos
objetos desejados, e oculte os nimeros dos eixos das coordenadas (veja as alteragdes descritas
do 10° ao 14° passo do item 3.3.1). (figura 151).
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Figura 151

10° Passo: Com o botdo direito do mouse, clique o ponto P e marque a opgéo
Animar. Observe que, na medida em que t percorre os valores do intervalo [0, g) V) G,n], 0

ponto P percorre toda parabola. (figura 152)
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Figura 152

11° Passo: Oculte a parabola. Cliqgue novamente com o botdo direito do mouse no
ponto P e marque a opcdo ¢ Habilitar Rastro e animar novamente. Observe que a medida

que t percorre os valores do mesmo intervalo, P descreve toda a parabola. (figura 153)
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12° Passo: Pare a animacao, limpe os rastros e salve o trabalho.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Ao estudarmos a disciplina de Geometria Analitica do programa PROFMAT, fomos
avaliados através de um seminario, onde fiquei responsavel pela apresentacdo do contetdo
Parametrizacdo das Conicas. Ap6s, me aprofundar um pouco no assunto, percebi que se
conseguisse fazer as construgdes das figuras, conforme descritos 0s processos de
Parametrizagédo, e pudesse, com animagdes, mostrar geometricamente como isto funcionava,

ficaria mais facil o entendimento por parte dos meus colegas da turma.

Vi, que 0 GEOGEBRA era a ferramenta ideal para realizar estas construgdes, mas,
como tive pouco tempo, ndo consegui fazer as figuras como desejava, pois, também néo

conhecia bem o programa. Mesmo assim, expus o contetdo da forma que deu.

Foi ai, que tive a ideia para o Trabalho de Conclusdo do Curso, refazer todas as
figuras, e através de roteiros, descrever passo a passo todo o processo de construgdo. Sendo
que esta ideia foi de imediato aceita pelo meu orientador, o prof. Dr. Edicarlos Miranda de

Souza, onde a colocamos em pratica.

Cada passo aqui descrito sugere apenas uma maneira para a construgdo e animacéo das
figuras, sendo que estas podem ser realizadas de outras formas e usando outras ferramentas,

bem como modificar a ordem das etapas de construcao.

Nos roteiros didaticos, deixamos de descrever alguns passos que Se repetiam nas
construcdes apresentadas, para que ndo se tornasse muito repetitivo, sendo que a ideia central
é fazer com que os pontos, segmentos e angulos se movimentem harmonicamente. Quanto aos
demais aspectos visuais, tais como nomenclaturas, espessuras formatos e cores dos objetos,

sdo opcionais a quem se propor a fazer as construgdes.

A maior dificuldade encontrada para a realizacdo e conclusdo deste trabalho, foi

construir uma figura para a Parametrizacdo da Hipérbole, tal que, num Unico clique, mostrasse

T 3

que & medida que os valores do angulo ¢ variassem no intervalo (—gg) U (57") 0 ponto

P percorreria toda a hipérbole.
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Por fim, lembramos que este roteiro é direcionado diretamente a professores e alunos

que ndo possuem habilidades com o programa GEOGEBRA.
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