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Resumo:

O estudo da proporcionalidade se faz corrente para a vida do educando desde as séries iniciais da
Educagdo Basica, quando ao observar objetos em seu meio e compard-los com registros graficos do
mesmo, em escala, percebe uma regra de representagdo (escala) a qual refere-se a uma situagdo de
proporcionalidade, até aplicagdes de fisica e o estudo das relagdes entre as grandezas desta area do
conhecimento nas séries finais da Educacdo Basica. Sendo assim, a proporcionalidade se faz um objeto de
estudo de grande importancia académica e social para o estudante. Neste trabalho, visa-se questionar de
quais formas podemos abordar uma situacdo problema que envolva relacdo entre grandezas
proporcionais. Prefere-se ndo aqui discutir qual o melhor método de ensino, o de mais facil assimilagdo
do educando ou ainda qual o mais eficaz nas resolugdes, pois estes questionamentos nos remetem a uma
educagdo tradicionalista de repeticdo. O que se quer neste artigo ¢ o desenvolvimento de diferentes
habilidades de resolugdo para que tenhamos um cidaddo competente no que se refere a relagdo entre
grandezas proporcionais. Serdo apresentados neste texto, o método conhecido como “regra de trés”, o
método da reducgdo a unidade ¢ a aplicacdo do Teorema Fundamental da Proporcionalidade. No fim do
documento apresentaremos uma secdo de resolu¢do de problemas, do livio Temas e Problemas
Elementares, de Elon Lages de Lima et al [1], utilizando-se dos métodos abordados durante o

desenvolvimento do artigo.

Palavras chave: Proporcionalidade, métodos de resolugdo, resolugdo de problemas.



1. INTRODUCAO

Ao se estudar um objeto matematico e ao se ensinar este objeto ¢ comum nos
questionarmos sobre de que forma ele pode auxiliar no desenvolvimento social,
académico ou humano do educando. Mais forte destes trés pontos, sempre sera a
aplicacdo contextualizada deste conceito, visto que, em grande parte, os estudantes da
Educacgdo Basica, visam o estudo de novos conhecimentos sob a perspectiva do “para
que serve isto? 7. ZABALA (1998) [2] destaca que a indispensabilidade do sentido que
um determinado conteudo deva ter, nem mesmo que para apenas gerar uma nova
aprendizagem, destacando assim que o educando deve saber para que serve determinado
objeto de estudo.

A fonte dos nossos estudos ndo ¢ a busca por inventar algo novo sem fundamento
ou aprender algo sem significado, mas sim a busca por solucdes a problemas que
enfrentamos em nosso cotidiano. Desta forma, o estudo da matematica visa formar
academicamente, socialmente e humanamente, pessoas capazes de aplicar seus
conceitos e raciocinios em situagdes problematizadoras de seu meio social.

GRANDO (1995) [3] enfatiza que “quando alguém resolve um problema de
matemadtica, estamos diante de uma pessoa que pensa. A Matemdtica que um sujeito
produz ndo é independente de seu pensamento enquanto ele a produz”, concluindo que
apesar da matematica ser ensinada na escola ela, também, ¢ aprendida fora da escola.

Sob este ponto de vista, a proporcionalidade ¢ um objeto de estudo da
matematica de importante aplicagdo contextualizada aos seus investigadores como
afirma WALLE (2009) [4], “o raciocinio proporcional ¢ considerado pedra fundamental
do curriculo elementar e uma base do pensamento algébrico” (p.382). Para o autor, o
raciocinio proporcional ¢ o momento no qual o aluno desenvolve a habilidade de
manipular as relagdes aritméticas multiplicativas, sendo assim, para ele, um dos
objetivos mais importantes do ensino da matematica no Ensino Fundamental.

O estudo da relacdo proporcional entre grandezas ¢ algo presente em nosso
cotidiano, além de estimulador para o estudo de relagcdes entre grandezas ndo
proporcionais e de aplicacdo académica nos mais diversificados niveis. Problemas de
proporcionalidade surgem naturalmente na natureza, nas ciéncias e tecnologias, por
exemplo: a forma de discdcito da célula vermelha do sangue ¢ ideal quanto a proporg¢ao
da 4rea de superficie da membrana e seu volume, possibilitando um excepcional

rendimento nas trocas gasosas das células do nosso corpo. (ROSSETTO, 2003) [5]. De



acordo com os PCN (1997, p. 38) [6] de Matematica do Ensino Fundamental II, “o fato
de que varios aspectos do cotidiano funcionam de acordo com leis da
proporcionalidade evidencia que o raciocinio proporcional é util na interpreta¢do de
fenomenos do mundo real”

Observando a grade curricular da educacdo bésica, o estudo proporcional se faz
presente em todos os niveis, seja sob a percep¢do indutiva ou algébrica, ou ainda
geométrica. Apresenta-se mais explicitamente no 7° ano do Ensino Fundamental II, logo
ap6s o desenvolvimento inicial do conhecimento algébrico (PCN’s) [6], geralmente
estudado como o “contetido regra de trés”.

Contudo, o estudo de proporcionalidade chega ao seu apice no desenvolvimento
do conceito de fungdes afim, mais especificamente das fungdes lineares, com o Teorema
Fundamental da Proporcionalidade (TFP), na 1?* série do Ensino Médio.

O principio deste artigo ¢ apresentar diferentes métodos de resolucdo de
problemas envolvendo relagdes entre grandezas proporcionais: Aplicagdo direta do TFP,
regra de trés e reducdo a unidade. Para isto, iremos segmentar a estrutura do texto em
trés etapas:

Inicialmente, iremos abordar a fundamentacdo tedrica do ensino da
proporcionalidade e a fundamentacdo conceitual da mesma, expondo procedimentos de
resolucao e a demonstragao de teoremas e corolarios.

Num segundo momento, sera apresentada uma se¢ao de resolucao de problemas
de proporcionalidade valendo-se dos trés métodos abordados para que o educador possa
avaliar as diferentes formas de raciocinar e desenvolver estes conceitos. Os problemas
referem-se ao livro “Temas e Problemas Elementares” de Elon Lages de Lima, Paulo
Cezar Pinto Carvalho, Eduardo Wagner e Augusto César Morgado [1], de modo mais
especifico, sdo encontrados no capitulo nimero 1 (Proporcionalidade e Porcentagem) da
referida obra.

Finalizaremos com resolugdes de exercicios de outras areas do conhecimento, por
proporcionalidade visando mostrar de que forma este conceito pode nos auxiliar em

diferentes areas de estudo.



2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 O ensino da proporcionalidade

Os estudos a respeito de proporcionalidade se iniciam, formalmente, de acordo
com os PCN’s [6], no sétimo ano do Ensino Fundamental II, abordando os seguintes
topicos: razao e propor¢ao, donde sdo exploradas aplicagcdes com escala, velocidade
média, densidade demografica; propriedades envolvendo propor¢des; relacdes entre
grandezas proporcionais, construgdes geométricas proporcionais e resolucdo de
problemas envolvendo proporcionalidade.

Quanto aos topicos relagdes entre grandezas proporcionais e resolugdo de
problemas envolvendo proporcionalidade, pode-se observar que, na maioria das vezes,
materiais didaticos e educadores os apresentam aos estudantes pelo método milenar
conhecido como regra de trés. Tal procedimento exige diversas condigdes a serem
observadas para a resolucdo: é uma regra de trés simples, composta, direta, inversa,
mista?.

Observa-se, entdo, a geracdo de um ambiente de memoriza¢do de formulas de
resolucdo para cada caso possivel, ndo se valendo de um ponto importante da
proporcionalidade que ¢ a forma sob a qual as grandezas envolvidas se relacionam e se
sao realmente um caso de proporcionalidade. Infelizmente ¢ trabalhado apenas a
resolucdo pelo método e ndo a andlise da situacdo sob o viés da proporcionalidade para
sequente resolucao.

E oportuno refletir se apenas este método de resolugio capacita os educandos de
forma a desenvolver integralmente a habilidade de solucionar problemas
contextualizados e reais envolvendo os conceitos de proporcionalidade. Desenvolver
diferentes métodos de resolucdo € possibilitar diferentes visualizagcdes e interpretacdes
de uma mesma situagdo, aumentando assim o nivel cognitivo do estudante sobre o
conceito abordado.

Os Parametros Curriculares Nacionais do sétimo ano destacam a importancia da
utilizagdo de estratégias que desenvolvam o raciocinio proporcional através de
fendmenos praticos e do cotidiano. O documento real¢ga ainda que o educando deve,
ainda, interpretar estes fendmenos de diferentes formas, analisando as relagdes entre as

grandezas envolvidas e elaborando diferentes estratégias de solugao.



Isto significa confrontar um conhecimento especifico € memorizado com uma
aprendizagem significativa, a qual se d4, segundo WALLE (p. 382) [4], pelo
desenvolvimento de atividades que usem de variadas situagdes e contextos que
possibilitem uma resolucao sem uso de unicas regras ou formulas.

Portanto, se faz necessario que os alunos dominem e compreendam os conceitos
de proporcionalidade e ndo somente um procedimento de resolu¢do memorizado por
regras e formulas. “Fazer matemadtica ndo é reconhecer os problemas tipicos de
determinado  capitulo, aplicando-lhes,  portanto,  determinadas  formulas.”
(D’AMBROSIO) [7]. Ou seja, fazer com que o aluno seja participe na tessitura de seu
proprio conhecimento, levando em conta os seus saberes anteriores, o contexto, os quais
serdo essenciais para um ambiente de investigagdo. ZABALA (1998) [2] reforca ainda
este ponto de vista, s6 ocorre quando possibilitado ao educando acesso a exercicios
progressivos que usem de diferentes acdes formadoras de procedimentos, técnicas e
estratégias de resolugdo.

Para isto, podemos avaliar o saber, o fazer e o ser do educando no
desenvolvimento de cada conceito, todos necessarios no processo educativo, porém um
precede outro. O saber passa por um processo de mecanizagdo, em que conhecimentos
sdo testados “sempre da mesma forma”, o fazer “implica em dominar, em pensamento,
as mesmas situa¢oes até resolver os problemas desencadeados por elas
“(GRANDO,1995) [3]; e o ser passa pela forma como o educando ira utilizar este
conhecimento em seu meio social (ZABALA,1998) [2]

Quando o educando percebe diferentes formas de resolugdo, e a possibilidade de
escolha pelo método mais simples, em sua opinido, para a solucdo de um problema,
compreendendo as varidveis e conceitos envolvidos, podemos verificar uma
aprendizagem significativa.

De fato, a resolucdo de problemas que envolvem proporcionalidade precisa ser
resultado da reflexdo e da compreensdo sobre conceitos relacionados ao tema. Assim
sendo, buscamos apresentar trés diferentes métodos de resolugcdo de problemas que
envolvam proporcionalidade, os quais denominamos regra de trés, reducao a unidade e
aplicacdo do Teorema Fundamental da Proporcionalidade. Estes podem ser
apresentados aos educandos do sétimo ano do Ensino Fundamental II, os quais ja
possuem conhecimento algébrico e geométrico suficientemente necessarios para isto; €

desenvolvido com educando do Ensino Médio em nivel académico mais elevado visto o



conhecimento de fungdes lineares e de conceitos fisicos adquiridos logo na primeira

série deste nivel de ensino.

2.2 Proporcionalidade: Conceitos e propriedades

Nesta se¢do iremos apresentar conceitos que estruturam e definem os estudos de
proporcionalidade. Vale destacar que alguns destes conceitos podem ser apresentados
aos educandos durante a abordagem do assunto, inclusive com suas respectivas
demonstragdes, de acordo com o nivel curricular de ensino no qual o aluno se encontra;
ou ainda sdo pré-requisitos ja adquiridos, em especial para os educandos do Ensino
Médio.

Definiciio 1: Suponhamos que duas grandezas x, y estdo relacionadas por uma

funcdo que a cada valor de x se associe um unico valor bem determinado de y.

Neste caso, diremos que y ¢ fun¢do de x e denotaremos por y = f(x).

Definicao 2: Dada uma funcdo f: X - R, com X c R, nomeamos a fun¢do como:

i. Crescente quando x; < x; = f(xq) < f(x3);

ii. Decrescente quando x; > x, = f(x1) > f(x3);

i1l Mondétona ndo-decrescente quando x; < x, = f(xq) <
f(x2)

iv. Mondtona ndo-crescente quando x; > x, = f(xq) = f(x3)

*Nos casos i. e ii. diremos que a fung¢do é estritamente monotona.

Definicao 3: (Grandezas diretamente proporcionais) Suponha duas grandezas x, y
de forma que y = f(x). Diremos que y ¢ diretamente proporcional a x quando sao
satisfeitas as seguintes condicdes:

i y ¢ uma fungdo crescente de x;

ii. Sey = f(x),entdo c- f(x) = f(c-x) paratodo c € R,.



Definicao 4: (Grandezas inversamente proporcionais) Suponha duas grandezas x, y
de forma que y = f(x). Diremos que y ¢é inversamente proporcional a x quando
sdo satisfeitas as seguintes condicdes:

i y ¢ uma funcao decrescente de x;

ii. Se y = f(x), entdo f(x)/c = f(c-x) para todo c € R, *,

sendo R} o conjunto dos nimeros reais positivos.

Defini¢ao 5: (Proporcionalidade) Uma proporcionalidade ¢ uma fungdo f: X = R,
com X Cc R, tal que para todo x€X e c€R temos f(cx)=c-f(x)
[proporcionalidade direta] ou temos f(cx) = f(x)/c, se ¢ # 0 [proporcionalidade

inversa].

A definicdo acima mencionada ¢ a mais comumente utilizada nos materiais
didaticos ao abordar o topico de proporcionalidade, contudo, basta que a condig¢ao
f(cx) = c- f(x) seja verificada para o conjunto dos numeros inteiros, como visto

no teorema que segue.

Teorema 6: (Teorema Fundamental da Proporcionalidade) Seja f: R - R uma
funcdo crescente. As seguintes afirmacgdes sdo equivalentes:

i. f(nx) =n- f(x) paratodon € Z e todo x € R;

il Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x € R;

i1l f(x+y) = f(x)+ f(y) para quaisquer x,y € R;

Demonstracao:

(i. = ii.) Tome ¢ = m/n, um ntimero racional, donde m = nq. Por (i.) temos que
m- f(x) = f(mx) = f(nqx) = n- f(gx), portanto  f(qx) == f(x) = qf (x).
Agora, assuma a = f(1), o que nos garante a > 0 por f crescente e que, por (i.)
f(@ =f(@1)=q-f(1) =aq. Desta forma, f(x) = ax, para todo x racional.

Tome x irracional e suponha por absurdo que f(x) # ax. Assuma que f(x) > ax,

% >x. Dado q€ ]x,% [, gracional, obtemos f(x)>aq > ax =

logo
f(x) > f(g) > ax. Porém, por hipotese, f ¢ crescente, portanto ¢ > x = f(q) >
f(x), O que nos leva a um absurdo. Para f(x) < ax o procedimento é analogo.

Logo quando a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x € R;



(ii. = iii) Podemos afirmar, pelo item (ii.) que f(x+y) = f((x+y)-1) =
E+y) fO=x-fD+y fO=fx-D+f@ -1 =fx+f(H) Logo
f(x+vy) = f(x)+ f(y) para quaisquer x,y € R;

(fii. = i) Tome n inteiro e x um real. Assuma n >0, logo temos que
f(nx) =f(x+x+ -+ x), com n parcelas x, portanto f(nx) = f(x) + f(x) +
-+ f(x) =n- f(x). Observe ainda que f((—n)-x) = f(n-(—x)) = f(—x) +
f(=x)+ -+ f(—x) =n-f(—x) = —n- f(x). Logo f(nx) = n- f(x) para todo
n € Zetodox € R;

Observe que a condicdo (ii.) do teorema acima demonstrado nos garante que f ¢

uma funcdo linear.

Corolario 7: Se f(cx) = c- f(x), para quaisquer ¢,x € R,entdo f(x) =ax , e

a=f(1).

Demonstragdo: Pelo TFP temos que f(cx) = a- (cx), logo podemos afirmar que

f(ex) =a-(cx) = ¢ (ax) = ¢ * f(x), bastando tomar a = f(1).

Assim, para atestar que f ¢ uma proporcionalidade, basta verificar as condicdes (i.)

e (ii.) do TFP.

Teorema 8: As afirmagdes seguintes sobre y = f(x) sdo equivalentes:
i y ¢ diretamente proporcional a x;
ii. Existe um numero k, chamado de constante de
proporcionalidade entre x e y, tal que f(x) = k - x para todo
X
Demonstracao:
(i.=ii.) Como y ¢ diretamente proporcional a x, temos que f(cx) = ¢ - f(x), logo,
pelo TFP, temos que dado a = f(1), f(x) = f(x-1) = x - f(1) = ax. Portanto,
basta tomar k = f(1).
(ii.=1i.) Pelo TFP, temos que k = f(1) > f(0) = f(0-0) =0+ f(0) = 0. Assim

x <x' = kx <kx', logo f(x) < f(x"), o que nos garante que f ¢é crescente.



Ainda, pelo fato de f(cx) = kcx = ckx = ¢ - f(x) nos garante que y = f(x) é

diretamente proporcional a x. Para k < 0,k = f(1), x <x' = kx > kx', logo

f&) > f(x).

Teorema 9: As afirmagdes seguintes sobre y = f(x) sdo equivalentes:

I

il

y € inversamente proporcional a x;
Existe um numero k, chamado de constante de

proporcionalidade entre x e y, tal que f(x) = k/x para todo

Demonstracao: Basta afirmar que se y é inversamente proporcional a x, entdo y ¢

diretamente proporcional a 1/x com x # 0 e seguir procedimento analogo a

demonstragao do Teorema 8.

Definicdo 10: Seja z uma fungdo das varidveis xq,X,X3,...,X,;com n € N

[z = f(xq, x5, X3, ..., X,)], diremos que :

a. z ¢ diretamente proporcional a x; quando:

L.

IL.

Para quaisquer valores fixados de x,, x3, ..., X,,, a grandeza
z ¢ uma fungado crescente de Xq.
[X{ < xil - f(xllr X2,X3, "'an) < f(x1’,x2,X3, "'an)];

Para quaisquer Xxj,Xp,X3,..,X, ¢ mnEN, tem-se

fm-xq,x0,%3, 0, Xp) =1 f(Xq, X, X3, wr ), X).

b. z ¢ inversamente proporcional a x; quando:

L.

78

Para quaisquer valores fixados de x,, x5, ..., X,,, a grandeza
z ¢ uma funcao decrescente de Xq.
[X{ < xil - f(xllr X2,X3, "'an) < f(x1’,x2,X3, "'an)];

Para quaisquer Xxj,X3,X3,..,X, ¢ mnEN, tem-se

f(n * X1, X2, X3, weey xn) = f(xlrx2rx3l ;xn)/n-

Teorema 11: Seja z = f(xq, X3, ., Xp) Xpy1, s Xn) cOm n,p € N. As seguintes

afirmacdes sdo equivalentes:

L.

z ¢ diretamente proporcional a x4, X5, ..., X, € inversamente

proporcional a Xp 41, -, Xn;



ii. Existe uma constante de proporcionalidade k tal que

X1,X2,-5X
7 = J==p

xp+1,...,xn

Demonstragdo: (i. = ii.) Por z = f(xq1, X3, ..., Xp, Xp41, -, X) € pelo TFP temos a

. ~ . xl,xz,...,xp
equivaléncia
Xp+1,9Xn

z=—"--—(1,1,1,..,1). Basta tomar k = f(1,1,1, ...,1).

(ii.=1i.) Este passo segue de imediata demonstracdo a partir da aplicagdo do

Teorema 8 e do Teorema 9.

Método da Regra de Trés:

a. Dada uma proporcionalidade direta y = kx com x' = y' ¢ x"" = y", logo

xl_yl

y”'

b. Dada uma proporcionalidade inversa y = k/x com x' = y’' ¢ x"" = y", logo

x'_y
X! - y!
c. Dada uma proporcionalidade
! ! ! ! ! ! n
(xl,xz,...,xp,xpﬂ,...,xn)—>y e (xl
y' _ xll . le . . xp’ xpr’’ xnu
y!! - xq" xy! Xp Xpt1 Xn!
Demonstragao:
a. Temos por hipdtese que

y"/x". Portanto y'/x' = y"/x".

mista

n 144
1 X2 5wy X, X

y

n
p+1r -

k -

X1,X2,0Xp

Xp+1,9Xn

com

,xn) >y, logo

yi=k-x'ey'=k-x"logok =y'/x'ek =

b. Temos por hipdtese quey' = k/x' ey" =k/x", logok =y -x'ek =y"-

x". Portanto x'/x" = y"/y'.

c. Temos por hipotese que y' =
n " " ! !
X1 ,X2 50X Xp41re0Xn
y":k. n p..:logo k:y,. f)l I_
.X'p+1 yeXn xl,xz,...,xp
Y _xm xm % g
n xlll lel xp xp+1 xnl

xX1"X2" . Xp

X15,X20, . Xp!

xp+1l,...,xnl

. xp+1",...,xn "

que

Portanto

*Observe que para a resolugdo por regra de trés, ndo se faz importante o

conhecimento do valor da constante de proporcionalidade k. Basta que, conhecidas



todos os valores das varidveis exceto uma, apliquemos alguma das proporcdes

acima expostas.

Reducio a unidade:
*Neste método primeiro determinamos o valor da constante de proporcionalidade

por meio grafico (diagrama) e em seguida calculamos a variavel desconhecida.

Exemplo: Um barco com 7 pessoas, a deriva no mar, tem suprimento de dgua
suficiente para 28 dias. Apos 3 dias, o barco recolhe 2 naufragos. Se o consumo
diario de dagua por pessoa se mantiver o mesmo, em quantos dias acabara a

reserva?|[1]

Solugdo: Faltando 25 dias para o esgotamento de agua do grupo de 7 pessoas,
mantendo-se o controle do consumo de agua, 2 novas pessoas se juntam ao grupo.
Observa-se que as grandezas envolvidas (dias para esgotamento de dgua e

quantidade de pessoas) sdo inversamente proporcionais. Logo:

Dias para esgotamento de dgua Quantidade de pessoas

X7 25 7 27

: 9 175 1 X9
~19,44 9

Assim, para os 9 tripulantes, estima-se que a dgua se esgotard em
aproximadamente 19 dias.
* Note que a constante de proporcionalidade neste exercicio é dada pela duragdo

da dgua na embarcag¢do para uma unica pessoa (2°linha do diagrama).

Aplicacio do Teorema 11 e TFP:

Método semelhante a redugdo a unidade, porém por registro exclusivo algébrico,
determinamos o valor da constante de proporcionalidade e deduzimos, a partir de
uma situacao inicial, uma férmula representativa da situacdo avaliada. Em seguida
determinamos a solu¢do do problema. Método eficiente para estudo das relagdes

entre grandezas fisicas, como veremos na quarta secao.



Exemplo: Empregando 3 equipes, consegue-se construir 5 km de estrada em 7 dias,
trabalhando 8 horas por dia. Usando 4 equipes, durante 10 dias, mas trabalhando
apenas 6 horas por dia, quantos quilometros de estrada sdo construidos, supondo-

se a sua largura constante? [6]

Solucdo: Primeiramente, deve-se avaliar a relagdo entre as grandezas, as quais
podemos verificar que a quantidade de quilometros construidos (q) é diretamente
proporcional ao numero de equipes (e), a quantidade de dias (d) e a quantidade de

horas trabalhadas por dia (h). Logo, pelo TFP e pelo Teorema 11 temos:

q=k-(e-d-h)

Onde k é a constante de proporcionalidade, portanto:

Assim, deduzimos a seguinte formula representativa desta proporcionalidade,

mantida as condi¢oes do enunciado:

_ > ed-n
1= 768 ¢

Para a situagdo proposta:

5
q_ﬁ-4-10-6z7,143km.

3. RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Os problemas a seguir encontram-se no livro “Temas e Problemas Elementares”

[1], no primeiro capitulo (Proporcionalidade e Porcentagem). Serdo solucionados pelos



métodos apresentados na se¢do anterior, possibilitando diferentes formas de assimilacao

do conceito pelos educandos.

1.

Uma lata de leite em po, pesando 400g, custa R$ 5,20. O mesmo leite, na

embalagem de 900g, custa R$ 11,20. Qual das duas op¢des ¢ a mais vantajosa?

Solugdo: Deve-se buscar, dentre as duas opg¢oes, aquela que apresenta o menor
valor por grama de leite em po, desta forma verificando a op¢do mais vantajosa,
ou ainda, o valor equivalente de uma embalagem de 900g, mantendo-se o custo por
grama fixo da lata de 400g. As duas grandezas envolvidas (quantidade, em gramas,

de leite em po[g] e valor da embalagem[v]) sdo diretamente proporcionais.

i Por regra de trés
Quantidade de leite em po (g) Valor da embalagem (v)
400g R$ 5,20
900g X

Obtém-se a propor¢do:

400 _ 520 - 00x = 900-520 . x = 200220 1170
900 x| TUXT AU X T 00 YT T

Desta forma, uma embalagem de 900g de leite em po, a partir do custo da
lata de 400g, deverd custas R$ 11,70. O que permite afirmar que, de
acordo com o enunciado, o mais vantajoso ¢ adquirir a embalagem de 900g

por R$ 11,20.

Ii. Por TFP e Teorema 11

Apos a anadlise da relagdo entre as grandezas, obtém-se:

v=k-g
Para a lata de 400g tem-se:



520 =k 400-k—5’20-k—oo13
S CT o400 T T

Entdo:
v=20,013-g

A constante k representa, nesta situagdo, o valor de 1g de leite em po da

lata de 400g. Logo, 900g de leite desta embalagem, terdo um custo de:
v =0,013-900 .~ v=R$ 11,70

O que leva a mesma solugdo e conclusdo obtidas pelo método da regra de

trés.

iii. Por reducdo a unidade

Novamente, apos a andlise da relagdo entre as grandezas, obtém-se:

Valor da embalagem (RS) Massa de leite em po (g)
400 520 400 — 400
X 9@;>> 0,013 I X900
1170 900 «

O que, novamente, leva as mesmas solugoes e conclusoes obtidas nos outros
métodos.

* Pode-se reduzir a massa da lata para 100g e tomar esta por¢do como
uma unidade e, a partir dai, determinar o valor de 9 por¢oes. Desta forma
obtém-se o custo de 100g a R$ 1,30 e conclui-se que 900g terdo um custo

de R$11,70.

2. Regina, que estava acima do peso normal, fez uma dieta e perdeu 3kg em 2 meses.

Continuando a mesma dieta, quantos quilos ela perderd em 3 meses? E em 1 ano?

Solugdo: Ao analisar a relagdo entre as grandezas, vale destacar que tal situagdo

ndo representa uma proporcionalidade, visto que se o fosse, poder-se-ia afirmar



que em determinado momento Regina teria uma massa incompativel com a
sobrevivéncia humana, além do que a perda de massa corporea, a longo prazo ndo
mantéem uma taxa de redu¢do mensal constante. Logo, pode-se admitir uma
proporcionalidade para um calculo aproximado de perda de massa corporea nos
primeiros 3 meses, contudo, ndo é coerente assumir a mesma condi¢do para I ano.
Com estas observagoes e condigoes apresentadas, assumindo uma perda continua
mensal nos primeiros trés meses, verifica-se que as grandezas (tempo, medido em

meses [t] e massa, medida em quilogramas [m]) sdo diretamente proporcionais.

i. Por regra de trés
Tempo em meses (t) Massa em quilogramas (m)
2 3
3 X

Obtém-se a propor¢do:

3-3
2x=3-3 ~ sz RS x=4’5kg

Wl N
RI1Iw

Portanto, pode-se afirmar que, mantida as proporgoes de perda de massa

corporea, ela perdera em torno de 4,5 kg em 3 meses.

i. Por TFP e Teorema 11

Apos a andlise da relagdo entre as grandezas, obtém-se:

m=k-t

Para os dados iniciais, obtidos nos primeiros 2 meses.

Entdo:



A constante k representa, nesta situa¢do, a perda de massa corporea por

més. Logo, em 3 meses de dieta, sua perda de massa serd de:

m=15-3 ~m=45kg

O que leva a mesma solugdo e conclusdo obtidas pelo método da regra de

trés.

iii. Por reducdo a unidade

Novamente, apos a andlise da relagdo entre as grandezas, obtém-se:

Tempo medido em meses (t) Perda de massa corporea (kg)
2 2 3 12
X 3 1 L5 X 3
3 4,5

O que, novamente, leva as mesmas solugoes e conclusoes obtidas nos outros

métodos.

3. Um fazendeiro, na safra passada, usou 12 camponeses para cortar sua plantacdo de
cana de 120 hectares. Trabalhando 6 horas por dia, os trabalhadores concluiram o
servico numa semana. Este ano, o fazendeiro plantou 180 hectares e dispde de 14
cortadores de cana, dispostos a trabalhar 8 horas por dia, durante 5 dias. Quantos

hectares de cana esses trabalhadores conseguirdo cortar?

Solugdo: Novamente cabe uma reflexdo sobre a existéncia da proporcionalidade
neste problema. Ao se tratar de seres humanos e esforco fisico, ndo se pode
afirmar que o rendimento de corte dos trabalhados seja o mesmo, o que ndo
permite afirmar a existéncia de uma proporcionalidade. Além disso, também ndo se
pode afirmar que o rendimento de um cortador de cana se mantém constante
durante um dia de trabalho e durante dias sucessivos. O que se pode supor é que,
em média, é possivel contratar trabalhadores com rendimentos diarios semelhantes

e constantes e calcular um valor aproximado de corte admitindo-se uma



proporcionalidade. Assim, a grandeza quantidade de hectares (h) cortados ¢

diretamente proporcional a quantidade de camponeses (c), a quantidade de horas

diarias trabalhadas (t) e ao numero de dias trabalhados (d).

ii.

Por regra de trés

h c-t-d
120 12:6-7
X 14-8-5

Obtém-se a propor¢do:

120 12:6-7  120-14-8-5
x 14-8.5 T 12.6-7

~ x = 133,33 hectares.

Portanto, admitindo-se as condig¢oes avaliadas, os camponeses cortariam,

aproximadamente, 133,33 hectares de cana.

Por TFP e Teorema 11

Apos a andlise da relagdo entre as grandezas, obtém-se:
h=k-(c-t-d)
Para os dados iniciais, obtidos na primeira safra:

120 5
k= —

Entdo:

5
h—ﬁ-(c-t-d)



A constante k representa, nesta situagdo, a quantidade de hectares cortados
por um trabalhador em uma hora de trabalho. Logo, na segunda safra, o

total de hectares cortados é:

5
h= 1 (14-8-5) ~ h = 133,33 hectares.

O que leva a mesma solugdo e conclusdo obtidas pelo método da regra de

trés.

iii. Por reducdo a unidade

Novamente, apos a analise da relagdo entre as grandezas, obtém-se:

Quantidade de hectares cortados (h) c-t-d

1504 120 504 1504

X (14-8-5) 521 1 X (14-8-5)
133,33 560

O que, novamente, leva as mesmas solugoes e conclusoes obtidas nos outros

métodos.

4. Se o mesmo fazendeiro do problema anterior quisesse cortar todos os seus 180
hectares de cana num sé dia, com os cortadores trabalhando 5 horas por dia,

quantas pessoas ele precisaria contratar?

Solucdo: Para esta questdo, basta manter a reflexdo e condi¢oes da questdo
anterior (n°. 3). A relagdo entre as grandezas se da por: a quantidade de
camponeses (c) é diretamente proporcional a quantidade de hectares de cana
cortados (h) e inversamente proporcional a quantidade de horas trabalhadas por

dia (t) e a quantidade de dias trabalhados (d).

i. Por regra de trés

c h t d




12 120 6 7

X 180 5 1

Obtém-se a propor¢do:

12 120 5 1 12-180-6-7
—_— = =

x 18087 “*T 12051 X~ L2

Portanto, admitindo-se as condi¢coes avaliadas, o fazendeiro deveria

contratar 152 camponeses para o servigo.

Por TFP e Teorema 11

Apos a anadlise da relagdo entre as grandezas, obtém-se:
" h
c=k —
t-d

Para os dados iniciais, obtidos na primeira safra:

I 120 .k_12-6-7. 21
T 6.7 777 120 7 5
Entdo:
21  h
c=—-"
5 (t-d)

A constante k representa, nesta situagdo, a quantidade de hectares cortados
uma hora de trabalho por camponés. Logo, na segunda safra, o total de

camponeses a serem contratados é:

21 180



O que leva a mesma solugdo e conclusdo obtidas pelo método da regra de

trés: deve-se contratar 152 trabalhadores.

iii. Por reducdo a unidade

Novamente, apos a analise da relagdo entre as grandezas, obtém-se:

Quantidade de camponeses (c) h/(t-d)

X 7/20 12 20/7 X 7/20
x 180: (5 - 1) 21/5 i x 180: (5- 1)
1512 560

O que, novamente, leva as mesmas solugoes e conclusoes obtidas nos outros

meétodos.

3.1 Aplicacoes a outras areas do conhecimento.

As proximas duas questdes tem por finalidade avaliar modelos matematicos ja
determinados para as referidas situagdes sob o conceito de proporcionalidade.
Visa-se realgar, como nos documentos oficiais [8], a presenca e aplicabilidade deste
conceito, ndo s6 em situagOes diversas, mas também em diferentes areas do

conhecimento.

5. Um objeto soltado do alto de um edificio leva 5 segundos para atingir o solo.

Quanto tempo levaria esse objeto para cair de um prédio 3 vezes mais alto?

Solugdo: A situagdo acima pode levar a uma andlise equivocada da relagdo entre
as grandezas quando abordada com educandos que ndo dominam os conceitos
implicitos no enunciado. Afirmar que o tempo de queda é diretamente proporcional
a altura do edificio seria um erro consideravel para quem domina conceitos fisicos,
porém aceitavel a educandos de 7° ano, que até entdo, conhecem apenas os topicos
de proporcionalidade linear. O enunciado remete a uma situagdo de queda livre.

Desprezando-se a resisténcia do ar, nota-se que o objeto sofre aceleragdo pela



gravidade local, o que faz com que a velocidade sofra constantes variag¢oes a cada
segundo, anulando a hipotese que a altura do edificio é diretamente proporcional

ao tempo de queda. O modelo matemdatico que representa tal topico é dado por:

onde g representa a acelerac¢do da gravidade local, t o tempo de queda e h a

altura da queda. Pode-se reescrever o modelo da seguinte maneira:

tzjg-ﬁ
)

Como \/% é constante, pode-se afirmar que t é diretamente proporcional a Vh,
uma proporcionalidade ndo linear, a qual aqui foi estudada. Portanto, uma
alteracdo a altura da queda, 3 vezes mais alta que a anterior, implica num tempo
V3 vezes maior que o anterior. Logo, o novo tempo de queda serd de 53
segundos.

*Vale destacar que aqui utilizou-se o segundo método de resolugcdo apresentado na
sec¢do anterior (TFP e Teorema 11), pois o mesmo visa modelar uma situagdo e

analisar situagoes semelhantes a partir desta modelagem. Note que:

2 2
t= |=Vh ~t=k-Vhcomk = |-
g g

k constante de proporcionalidade.

(Puccamp — SP) Eventualmente, a solucdo 0,30 M de glicose ¢ utilizada em inje¢ao
intravenosa, pois tem pressao osmotica proxima a do sangue. Determine qual ¢ a

pressdo osmotica, em atmosferas, da referida solug¢ao a 37°C.



Solugdo: Primeiramente deve-se relevar o conceito de pressdo osmotica. Pressdo
osmotica ¢ a pressdo a qual deve-se aplicar a fim de evitar que um solvente
atravesse uma membrana semipermeavel, ou ainda, uma pressdo a ser aplicada
sobre uma solu¢do mais concentrada a fim de evitar a osmose (diluigdo).

A osmose é o processo espontaneo no qual um solvente passa por uma membrana
semipermeavel, partindo sempre de uma solu¢do menos concentrada para uma mais
concentrada, até que haja um equilibrio entre as pressoes exercidas pelas duas
solugoes cessando o processo. Esta pressdo de equilibrio é chamada de pressdo

osmotica (). Tal pressdo pode ser calculada pelo modelo matematico

mn=M-R-T-i

Onde M é a concentra¢do em mol/L da solu¢do, R é a constante universal dos
gases (R = 0,082 atm - L -mol™' - K~1; sendo R a constante de proporcionalidade
deste modelo matemdtico), T a temperatura da solu¢do medida em Kelvin (Escala
absoluta) e i o fator de Van't Hoff .

Este exercicio exige apenas uma substitui¢do de valores na formula informada, com

as devidas adaptagoes as unidades de medidas solicitadas:

7 =0,30-0,082-(37+273)-1 ~ mw=763atm.

Vale ressaltar a aplicabilidade da proporcionalidade neste caso, novamente
representada por um modelo matemdtico pronto, temos que a pressdo osmotica (Ir)
¢ diretamente proporcional a concentragio em mol/L da solu¢io (M), a
temperatura absoluta da mesma (T)e ao fator de Van't Hoff (i), sendo a constante
universal dos gases (R) a constante de proporcionalidade do modelo.

E muito comum médicos indicarem a pacientes em determinados quadros clinicos,
como dengue, vomito e diarréia, a reposi¢do de fluidos e minerais perdidos por
meio de bebidas isotonicas, sejam naturais como a dgua de coco, ou
industrializadas como as adquiridas em mercados. Uma solugdo isotonica é aquela
que possui pressdo osmotica igual a da solu¢do na qual sera inserida, no caso
particular as células do corpo desidratadas, facilitando assim a reposi¢do dos

fluidos perdidos nas anomalias biologicas citadas.



O modelo matematico apresentado permite determinar a composi¢do da bebida

para que o procedimento descrito seja efetivo.

7. Uma nutricionista ao estipular o VET (Valor Energético Total) diario de um
paciente em processo de dieta para emagrecimento, determinou que seu valor em
1500 kcal/dia. Apds isto, deve-se determinar a distribui¢do energética entre os
macronutrinetes e micronutrientes. Determine a massa a ser consumida diariamente

de macronutrientes para este paciente.

Solugdo: Sao ao todo 3 macronutrientes (carboidratos, proteinas e gorduras), os
quais recebem este nome pois sdo necessarios, em valores nutricionais, em maior
quantidade no VET e mensurados em gramas. Ja os micronutrientes sao compostos
por vitaminas e minerais, fornecidos em menor quantidade necessaria e
mensurados em miligramas ou microgramas.

Em propor¢oes adequadas para manuntengdo da saude, segundo o IOM (Instituto
de Medicina), sdo distribuidas da seguinte forma:

e Carboidratos devem corresponder entre 45% e 65% do VET [ 1g — 4 kcal]

e Proteinas devem corresponder entre 10% e 35% do VET [ 1g — 4 kcal]

e  Gorduras devem corresponder entre 20% e 35% do VET [ 1g = 9 kcal]

Ou seja, para o VET de 1500kcal/dia e tomando um valor médio para cada

macronutriente (50% de caboidratos, 22,5% de proteinas, 27,5% de gorduras):

Carboidratos:

Quantidade de kcal/dia %
1500 100
X 50

Obtém-se a propor¢do:

1500 100  1500-50 keal 750
x 50 T 100 ° dia 4
x = 187,5¢g



Proteinas:

Quantidade de kcal/dia %
1500 100
X 22,5

Obtém-se a propor¢do:

1500 100 = 1500-22,5 — 3375 keal /dig - x = 337 5 /4 -
x T 225 aX = 100 R ,5 kcal/dia - x = 5/4 -
x=84375g
Gorduras:
Quantidade de kcal/dia %
1500 100
X 27,5
Obtém-se a propor¢do:
1500 100 ~ 1500-27,5 4125 keal /dig - x = 4125/9 -
x " 275 aX = 100 R ,5 kcal/dia - x = ,5/9 -
x = 45,83 g

4. CONSIDERACOES FINAIS

Ao concliur o presente artigo, reflete-se sobre a real importancia de dominar um
conceito matematico. Nao apenas o ato de reproduzir e demonstrar teoremas e
suposicoes, ou de aplicar formulas e métodos resolutivos, mas sim o de saber
quando usar cada método, a que se aplica cada conceito, teoria, teorema e
suposicdes. Os exercicios levam a isto, a ndo so6 aplicar o procedimento da regra de
trés, mas questionar se este ¢ o Unico e, caso ndo seja, se ¢ o melhor método a ser

utilizado em determinada aplicacdo ou situacao. Antes ainda, verificar se a questao



trata realmente de uma situacdo de proporcionalidade para ai sim aplicar o devido
procedimento.

Casos como o exercicio nimero 1, remetem a situagdes em que o método da
redu¢do a unidade se torna mais similar ao processo cotidiano, onde dificilmente
elabora-se uma propor¢ao (regra de trés) ou modela-se um acontecimento de forma
mental em pleno supermercado.

Ou ainda, casos como os das questdes 3 e 4, que levam a modelar a situagdo,
pois, provavelmente, a mesma ocorrerd com uma certa frequéncia em determinado
perido de tempo. Nesta situacdo, uma aplicacdo direta do TFP e do Teorema 11,
levam a uma modelagem mais simples e objetiva, desde que se possa assumir uma
proporcionalidade, mesmo que para aproximagdo. Existe também os casos de
analise cientifica ou académica como os exercicios 7 e 8, cujo procedimento agora
citado se torna mais eficiente.

Isto posto, reforca-se trés indagacdes pertinentes ao assunto:

1. Vale a pena conhecer apenas um método de resolugao de situagdes de

proporcionalidade?

2. Apenas um procedimento de resolu¢do garante ao educando uma capacitacao

conceitual e produtiva aplicagdo social do conceito?

3. Como proceder em situagdes que envolvam proporcionalidade ou aceitam

aproximacao por proporcionalidade?

Espera-se que o texto apresentado deixe claro que sim, ¢ de suma importancia
conhecer diferentes métodos, sendo indiferente qual o melhor, pois os utilizamos
em diferentes momentos e diferentes situagdes, as quais abordam um mesmo
conceito, por se adaptarem melhor a situagdo A ou situagao B. Afirma-se que a
abordagem de um unico método limita o desenvolvimento do educando a situagdes
praticas de proporcionalidade, por apresentar dificuldades de adaptagdo a como
certos fatos sdo apresentados levando a ndo obtencdo de uma aprendizagem
significativa sobre o conceito.

Quanto ao terceiro questionamento, fica aqui talvez a maior reflexdo sobre o
ensino da proporcionalidade. Muitas vezes se capacita o educando a resolver
problemas de proporcionalidade, mas ndo o prepara para reconhecer e interpretar
tais situagoes. Exemplos interessantes disto sdo os exercicios 2, 3 e 4. Usain St. Leo
Bolt, recordista mundial dos 100 metros rasos, alcangou este recorde ao correr tal

distancia em 9,58 segundos no ano de 2009 em Berlim, Alemanha. Seria correto



admitir que o mesmo atleta correria o dobro da distdncia no dobro do tempo, nao
considerando a real fadiga muscular da prova e a queda de rendimento (nio
constancia da velocidade)? Nao, pois nitidamente ndo se trata de uma situagdo de
proporcionalidade. Prova disto ¢ que o recorde mundial de 200 metros rasos
pertence ao mesmo atleta, foi obtido no mesmo local e semana do recorde dos 100
metros e sua marca ¢ de 19,19 segundos, mais que o dobro do tempo anterior.
Porém nota-se que, para esta situagdo, admitir uma proporcionalidade levaria a um
resultado muito préximo do real. Contudo, ¢ evidente, também, que tal suposicao
ndo seria valida para o rendimento do mesmo atleta em uma maratona, visto que o
recorde mundial de maratonas pertence ao queniano Dennis Kimetto, também
obtido no mesmo campeonato mundial de atletismo de Berlim em 2009 com o
tempo de 2:02:57. Se Usain Bolt mantivesse a média na maratona, terminaria o
percurso em aproximadamente 1:07:00.

Portanto, refletir uma situacdo e sua nuances se torna mais importante do que
tornar o educando um resolutor de problemas matematicos.

Vale citar que a metodologia apresentada foi aplicada em sala de aula para
educandos do 7° ano em colégio particular nesta cidade, obtendo-se resultado
notdrio, onde educandos recorriam a diferentes métodos segundo andlise de
problemas e adaptagdo ao método mais adequado. Foi apresentado bom rendimento
nas resolugdes e interessantes debates quando métodos diferentes eram aplicados
em uma mesma resolucdo. Percebeu-se ainda uma aproximagdo do método da
reducdo a unidade a um procedimento mais artimético, enquanto os demais se

tornam mais proximos de procedimentos algébricos.
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