I[van Fabricio Braum Einhardt

Aplicacoes das Funcoes Exponenciais e
Logaritmicas Usando o Aplicativo MalMath

Rio Grande - Rio Grande do Sul - Brasil
Agosto, 2016



I[van Fabricio Braum Einhardt

Aplicacoes das Funcoes Exponenciais e Logaritmicas
Usando o Aplicativo MalMath

Dissertagao submetida por Ivan Fabricio
Braum Einhardt como requisito parcial para
obtencdo do grau de Mestre em Matema-
tica, pelo Curso de Mestrado Profissional em
Matemaética em Rede Nacional - PROFMAT
junto ao Instituto de Matemaética, Estatis-
tica e Fisica da Universidade Federal do Rio
Grande.

Universidade Federal do Rio Grande — FURG
Instituto de Matematica, Estatistica e Fisica

Curso de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT

Orientador: Dra. Cristiana Andrade Poffal

Coorientador: Dra. Barbara Denicol do Amaral Rodriguez

Rio Grande - Rio Grande do Sul - Brasil
Agosto, 2016



Ficha catalografica

E354a  Einhardt, Ivan Fabricio Braum.
Aplicagdes das fungdes exponenciais e logaritmicas usando o
aplicativo Malmath / Ivan Fabricio Braum Einhardt. — 2016.
148 f.

Dissertagdo (mestrado) — Universidade Federal do Rio Grande —
FURG, Programa de P6s-graduacdo em Matematica, Rio Grande/RS,
2016.

Orientadora: Dr®. Cristiana Andrade Poffal.

1. Fungdo exponencial 2. Funcdo logaritmica 3. Exercicios
4. Interdisciplinaridade 5. Tecnologias moveis 1. Poffal, Cristiana
Andrade II. Titulo.

CDU 517.5:37

Catalogacdo na Fonte: Bibliotecario Me. Jodao Paulo Borges da Silveira CRB 10/2130



lvan Fabricio Braum Einhardt

Aplicacdes das Funcoes Exponenciais e Logaritmicas
Usando o Aplicativo Malmath

Dissertagdo submetida por Ivan Fabricio
Braum Einhardt como requisito parcial para
obtencdo do grau de Mestre em Matema-
tica, pelo Curso de Mestrado Profissional em
Matemética em Rede Nacional - PROFMAT
junto ao Instituto de Matemdtica, Estatis-
tica e Fisica da Universidade Federal do Rio
Grande.

Rio Grande-Rio Grande do Sul-Brasil, 25 de Agosto de 2016:

Dra. Cristiana Andrade Poffal

e du Rod iy 3
Dra. Bé.rtgara Denicolvdo Amaral
Rodriguez

Q){,\. . -
Dra. Fabiola Aiub gperotto

Lorordg  de 0 Lo .

Dra. Lisandra de Oliveira Sauer

Rio Grande-Rio Grande do Sul-Brasil
Agosto, 2016




Este trabalho ¢é dedicado a minha esposa Marilize e meus filhos Henrique e Helena.



Colaboradores

(12

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE
http://www.furg.br/

INSTITUTO DE MATEMATICA ESTATISTICA E FISICA
http://www.imef.furg.br/

A
LHh

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL
http://www.profmat-sbm.org.br/

-

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA
http://www.sbm.org.br/

COORDENACAO DE APERFEICOAMENTO DE PESSOAL DE NIVEL SUPERIOR
http://www.sbm.org.br/




Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, pelo dom da vida, apoio e sustento ao longo desta

enriquecedora jornada.

A minha esposa Marilize e meus filhos Henrique e Helena, pelo amor, apoio, com-
preensao e paciéncia ao longo dos tltimos dois anos e meio de muitos estudos e madrugadas

em claro.

A minha orientadora professora Dra. Cristiana Andrade Poffal e coorientadora
professora Dra. Bérbara Denicol do Amaral Rodriguez, pelo estimulo, a disposicdo em
sempre responder meus questionamentos e, principalmente, pelas contribuigoes e sugestoes

que muito enriqueceram o trabalho.

A minha mae, irma, sogra e sogro pelo auxilio e cuidado de meus filhos durante

muitas horas de estudo e auséncia.

A todos os colegas que, ao longo das aulas, grupos de estudo e viagens, contribui-

ram e acrescentaram ricas experiéncias em minha formagcao.

A todo o corpo docente do PROFMAT da Universidade Federal de Rio Grande
(FURG), pela troca de experiéncias e oferta de qualificadas aulas e profundo conhecimento

matematico.

A Sociedade Brasileira de Matemética (SBM), pelo empenho em ampliar e dis-
seminar a oferta da ciéncia através de um curso de Mestrado em Matemética voltado a

professores da Escola Basica.

A CAPES pelo apoio financeiro e investimento na ampliacdo e na qualificacio do

ensino de Matematica no Brasil.



“Quem presta atencao no que lhe ensinam terd sucesso;

quem confia no Senhor serd feliz.” Provérbios 16.20



Resumo

Este trabalho tem por objetivo desenvolver atividades contextualizadas sobre o contetido
de Funcgoes Exponenciais e Logaritmicas, utilizando para isso os recursos ofertados pelas
tecnologias moveis. Tal proposta deve-se ao fato de grande parte do universo jovem dos
dias de hoje usar aparelhos smartphones, trazendo assim uma grande oportunidade de
tornar as aulas de Matematica mais atrativas. Para o presente estudo foi usado o aplicativo
MalMath, escolhido por ser de facil manuseio e congregar tanto a parte algébrica quanto
a visualizacao grafica. Os exercicios propostos sao contextualizados com temas atuais do
cotidiano e oferecem amplas possibilidades de trabalho interdisciplinar com outras areas
do conhecimento, sendo assim uma proposta que vai ao encontro do que rege o Ensino
Médio Politécnico do Estado do Rio Grande do Sul.

Palavras-chaves: Funcao Exponencial. Funcao Logaritmica. Exercicios de contextuali-

zagao de fungoes. Trabalho interdisciplinar. Tecnologias méveis.



Abstract

This work aims to develop contextualized activities exploring Exponential and Logarith-
mic functions using mobile technologies. This proposal is due to the fact that today most
of young people use smartphone devices, thus it is a great opportunity to teach more
attractive math classes. In this study we suggest MalMath App, chosen because it is
easy to handle and holds both the algebraic calculations and graphical visualization. The
proposed exercises are based on current everyday themes and offer several opportunities
for interdisciplinary work. Therefore, it is a proposal which is adjusted to the Polytechnic
School rules Rio Grande do Sul (Brazil) state.

Keywords: Exponential function. Logarithmical function. Contextualized function exer-

cises. Interdisciplinary work. mobile Technology.
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Introducao

O Ensino de qualquer natureza é sempre acompanhado de muita complexidade,
pois traz consigo incertezas, indeterminagoes, ambiguidades e fendomenos aleatoérios, mas
parece nao haver uma percepcao desta ideia no ambiente escolar. Paulo Gomes Lima
(LIMA, 2012a) escreve nesse sentido, “Por isso uma ideia simplista, disjuntiva e reduci-
onista de ciéncia, como o modelo convencional preconiza, traz implicita em si uma visao
fragmentada e fragmentaria do mundo”. A maneira como as varias disciplinas sao traba-
lhadas mostra o abismo colocado entre conhecimentos diversos que nao se articulam no
espaco escolar, mas se completam e se entrelagcam no dia a dia dos individuos. Novamente
Paulo Gomes Lima (LIMA, 2012b) nos diz que

Ser professor entdo, passa a ter um carater dindmico, reflexivo, trans-
disciplinar e que, requer do profissional da educacdo uma articulagao
dos saberes de forma significativa, primando por uma visdo de totali-
dade e nao fragmentacdo, quer em sua formacao continuada, quer no
desenvolvimento de seu exercicio pedagogico.

A sociedade de uma forma geral tem questionado ano apds ano as praticas docen-
tes em sala de aula, e busca incessantemente uma aproximagao (conexao) com as novas
tecnologias. Os lares brasileiros sdo equipados com no minimo um computador, e os estu-
dantes, quase que na sua totalidade, possuem smartphones e tablets. Um levantamento
inédito do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), baseado em dados da
Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilio (Pnad), revelou que 57,3% das residéncias
acessaram a internet por meio de celulares e tablets em 2013. O microcomputador, no
entanto, ainda é o principal equipamento para acessar a web, usado por 88,4% da popu-
lacado — o que nao exclui a conexao pelos dispositivos méveis. Os ntimeros obtidos pelo
IBGE, apresentados na pesquisa “Acesso a Internet e a Televisao e posse de Telefone Mo-
vel Celular para Uso Pessoal” !, indicam o crescimento da importancia dos smartphones e
tablets na utilizagao da internet. Considerando o uso somente desses equipamentos, houve
um acréscimo de 7,2 milhdes no niimero de pessoas que utilizaram a internet em 2013.
Infelizmente as escolas, principalmente as publicas, nao tém conseguido acompanhar a

evolugao tecnoldgica presente no dia a dia de seus discentes.

No caso particular da area de Matematica, é de conhecimento geral o temor e a
apreensao devotados pelos discentes a esta disciplina. Questiona-se de forma sistematica a
metodologia ainda oferecida aos estudantes, principalmente da rede ptblica de ensino. Os
ensinamentos costumam ser focados na repeticao do tripé: contetido exposto, exemplos

resolvidos e exercicios propostos. Esta trilogia amarrada e estanque afasta e desestimula

L http://ibge.gov.br/home/estatistica/populacao/acessoainternet2013/default.shtm
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os alunos, pois nao ha aproximacdo com a nova realidade da educagao contemporanea,
principalmente no que tange a utilizacao de novas tecnologias. Nesse sentido os Para-
metros Curriculares Nacionais (PCN. .., 2000), em suas Bases Legais, colaboram quando

afirmam,

A revolugado tecnoldgica, por sua vez, cria novas formas de socializa-
¢a0, processos de producao e, até mesmo, novas definicdes de identidade
individual e coletiva. Diante desse mundo globalizado, que apresenta
multiplos desafios para o homem, a educagdo surge como uma utopia
necessaria indispensavel a humanidade na sua construcao da paz, da
liberdade e da justica social.

Ao levar em conta os apelos tecnoldgicos que cercam nossos educandos, é percep-
tivel a necessidade de que estes devem ser aliados dos professores, cooperando na dificil
tarefa de ensinar e educar. A Escola como um todo deve ter o compromisso e a preocupa-
¢ao de dar “sabor” ao trabalho desenvolvido diariamente em sala de aula. Métodos que ja
se mostraram ultrapassados devem aos poucos ser substituidos por novas metodologias,
motivando, assim, os alunos a se abrirem ao aprendizado que ora lhes é oferecido. Nesta
linha de pensamento Juliana Barcelos de Oliveira (OLIVEIRA et al., 2012) nos diz que,

A tecnologia cada vez mais presente no dia a dia traz esse estilo de vida
fragmentado. Antigamente era necessaria, para assimilacdo do aluno a
construgdo do pensamento linear com a escrita, hoje os computadores
trazem a rapidez e a assimilacao de diversos contetidos ao mesmo tempo.

Uma luta ardua se trava diariamente na vida dos professores: motivar seus alu-
nos para que os mesmos absorvam e demonstrem interesse ao conhecimento que lhes é
fornecido. O uso das Tecnologias da Informagao e Comunicac¢ao (TICs) nos parece mais
obvio na obtencao de tal objetivo, pois é no “mundo virtual” que o discente mais se insere
atualmente. A sociedade como um todo vive em uma época norteada e balizada pela
mobilidade pessoal e tecnologica, oportunizando assim, dentre outras coisas, maneiras de
conceber a aprendizagem de forma diferente. Trata-se de unir pessoas em mundos reais
e virtuais, criar comunidades de aprendizagem entre pessoas em movimento e prover in-
formagoes sob demanda. Felizmente professores atentos e preocupados tém buscado por
novos procedimentos e praticas, novas maneiras de desenvolver os assuntos propostos no
decorrer de um ano letivo. Nem sempre uma nova ideia tem o sucesso planejado, em
muitos casos precisa-se de um aperfeicoamento e de uma remodelagem para preencher
os requisitos da aprendizagem. O que nao pode acontecer ¢ abandonarmos estas novas
metodologias no primeiro obstaculo. Devemos investir, repetir e aperfeigoar para que num
segundo ou terceiro momento possa ter o sucesso desejado. Deleuze (DELEUZE, 1988)

endossa o que foi dito, em Diferenca e Repeticao,

Considerando a repeticdo no objeto, permanecemos aquém das condi-
¢Oes que tornam possivel uma ideia de repeticdo. Mas, considerando a
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mudanca no sujeito, ja nos encontramos além, diante da forma geral da
diferenca. A constituicdo ideal da repeticdo também implica uma espé-
cie de movimento retroativo entre estes dois limites. Ela se tece entre
os dois.

O educador contemporaneo precisa estar aberto ao novo, desligar-se das velhas
préticas e sujeitar-se ao erro. E preferivel o desacerto ao desenvolver uma nova maneira
de trabalho, pois tem a possibilidade de melhora-la futuramente e, assim, qualificar sua
pratica pedagbgica, do que o erro no uso de velhos métodos consolidados ao longo dos

anos.

A sociedade cobra e espera um estudante critico e capaz de fazer diversas com-
paragoes com todos os assuntos que lhe atravessam diariamente. Sendo assim, a pratica
pedagogica deve procurar adaptar-se aos novos tempos da informacao e tecnologia e aos
desafios cada vez maiores e mais complexos da sociedade contemporanea, que tém influen-
ciado de alguma maneira no desenvolvimento cognitivo dos alunos. Para isso os docentes
devem ser antes de tudo mediadores e principalmente motivadores daquilo que preten-
dem instruir. Para ensinar algo a alguém, este deve ter um motivo para aprender, para
que aprenda o discente precisa perceber alguma relagao entre os contetidos teodricos e as

diversas situagoes vividas diariamente.

Este trabalho tem a pretensao e o objetivo de auxiliar e colaborar com atividades
para aulas de mateméatica com o uso de aplicativos (ou apps) para smartphones, uma
vez que o aparelho é um recurso utilizado diariamente pelos discentes, tanto em sala
de aula (autorizado ou nao) como fora dela, dando assim, como principais vantagens o
maior dinamismo e também significacdo as aulas. A ideia parte de duas justificativas
bem claras: a facilidade no manuseio de tal tecnologia e a comum e frequente auséncia
de laboratorios de computacao nas escolas publicas. Somam-se aos fatores listados o fato
de que, quando os laboratorios existem e funcionam perfeitamente ha necessidade de se
deslocar até eles, ocasionando perda de tempo no deslocamento do trajeto de ida e vinda,
além dos problemas de conflito de horarios na marcacao dos periodos de utilizacao do

espaco da informatica.

A utilizacao de tecnologias méveis por parte dos discentes se mostra de uma forma
tao inconsciente, que por vezes nos passa a impressao de que seus aparelhos fazem parte
do préprio corpo. Tal fato ndo pode mais ser ignorado e relegado, mas sim deve passar a
ser um auxiliador e colaborador no processo ensino-aprendizagem. Também nesse sentido
Leonardo Roméao Pereira (PEREIRA et al., 2012) diz que,

Para uma geracao que ja nasceu submersa na tecnologia, fazer o uso dos
recursos disponiveis pode ser mais produtivo e eficiente, uma vez que,
produzindo midias, essas poderao ser facilmente compartilhadas no meio
virtual. Embora o uso inadequado possa prejudicar o rendimento dos
alunos, esses equipamentos, quando utilizados com objetivos especificos e
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bem definidos, sdo capazes de promover a interagao e auxiliar no processo
de ensino-aprendizagem.

E claro que a utilizacdo de aparelhos celulares em sala de aula tem criado varias
polémicas nos tltimos anos. Enquanto alguns professores eliminam totalmente sua utili-
zagdo, outros convivem plenamente com tais recursos, e mais, usam como complemento
e solidificacao dos contetidos desenvolvidos. Uma matéria publicada no site Terra 2 em
15/07/2015 traz um confronto de ideias para ambos os pensamentos. A matéria informa
que7

Pesquisa publicada pela London School of Economics and Political Sci-
ence (LSE) revelou que as escolas britdnicas que baniram os celulares
registraram um aumento de 6% no desempenho de seus alunos. Segundo
o estudo, os aparelhos seriam uma causa de distracao dos estudantes”.
Ao mesmo tempo, o tema também mostra que “Além da questao utilita-
ria, o aparelho também pode ser um fator de motivacao dos estudantes,
defende o psicopedagogo Eugénio Cunha, professor da Faculdade Ce-
necista de Itaborai e da Universidade Federal Fluminense. Para ele, a
questao é saber motivar a turma. “Posso até proibir o celular, mas sera
que eu vou propor uma aula mais atraente? Acredito que disciplinar seja
mais eficiente do que proibir.” Segundo Cunha, o professor deve “ocu-
par” o aparelho, propondo atividades e fazendo com que os estudantes
saibam que, em outros momentos, o aparelho precisara ser guardado.

De fato, as novas tecnologias devem ser usadas como aliadas e nao simplesmente
ignoradas e repudiadas, desde que seu uso seja especifico com objetivos claros e previa-

mente planejados. Nesse sentido Silvia Cristina Freitas Batista, Patricia Alejandra Behar
e Liliana Maria Passerino (BATISTA; BEHAR; PASSERINO, 2012) escrevem,

Tecnologias moéveis tém limitacoes e potencialidades especificas e, assim,
utilizar as mesmas para fins educacionais requer observar requisitos e
adotar estratégias apropriadas.

E de suma importancia o elo entre a sala de aula tradicional e as tecnologias
contemporaneas, pois a mobilidade da informacao rege o dia a dia dos alunos. Nesse
sentido Daniel Ventura Damaceno e Rosimeire Martins Regis dos Santos (DAMACENO);
SANTOS, 2013) também escrevem,

As Tecnologias da Informagao e da Comunicagdo (TICs) sdo ferramen-
tas interativas que vao além do quadro da sala de aula, do giz, dos
livros didaticos e das provas dissertativas. Como essas, sdo formas de
comunicagao e, por consequéncia, transmitem o conhecimento. Nao que
as antigas tecnologias nao asseguravam uma educacao de qualidade e
eficaz, mas é bom pontuar que os alunos de hoje vivem juntos dessas
tecnologias.

2 https://noticias.terra.com.br/educacao/celular-em-sala-de-aula-proibir-ou-usar-como-

ferramenta,605bd3f1¢2323556dae7c08d601e13dfr8yfRCRD.html
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O presente trabalho busca uma aproximagao do contetido de Fungoes Exponenciais
e Logaritmicas com a utilizagdo de tecnologias méveis e seus recursos. A escolha por tal
assunto deve-se ao fato de muitos fendomenos da natureza e situacoes praticas do dia-a-dia
serem modelados e exemplificados através destas fungoes. Tanto a problematizagao quanto
a utilizacao de graficos podem ser amplamente desenvolvidos neste contetido através da

utilizacdo de aplicativos para smartphones * com tecnologia touchscreen *.

Uma das motivacoes de fundamental relevancia na concepcao deste trabalho ¢é a

aproximacao com as ideias que regem a Proposta Pedagdgica do Ensino Médio Politécnico
do Estado do Rio Grande do Sul (PROPOSTA. .., 2011),

Tem em sua concepcao a base na dimensao politécnica, constituindo-se
no aprofundamento da articulacdo das areas de conhecimentos e suas
tecnologias, com os eixos Cultura, Ciéncia, Tecnologia e Trabalho, na
perspectiva de que a apropriacao e a construcao de conhecimento emba-
sam e promovem a inser¢ao social da cidadania.

O tema escolhido para o presente estudo tem o objetivo e a intengao bastante cla-
ros de um trabalho sob a 6tica da contextualizagao com temas do cotidiano, assim como,
também de fundamental destaque, apresenta propostas de trabalho interdisciplinar com
outras areas do conhecimento, caracteristicas estas que tem visivel e importante aproxi-
macao com a proposta pedagdgica que rege Ensino Médio Politécnico. Serao apresentadas
seis atividades com ampla abordagem do conteiido descrito, assim como suas detalhadas
solugoes, para que o professor possa ter um farto material de consulta e trabalho; também
serao deixadas duas outras atividades como sugestao para que o Docente possa desenvol-
ver e adaptar de sua maneira. Todas as atividades sao elaboradas e desenvolvidas para
utilizacao do aplicativo MalMath, sem deixar de lado é claro, a abordagem relativa a

fundamentacgao do contetido de Exponenciais e Logaritmos.

Para a escolha dos aplicativos a serem usados neste trabalho, alguns critérios foram
utilizados. Inicialmente destaca-se a prioridade por aplicativos para Sistema Operacional
Android, visto ser o mais usado no pais; fato este destacado no Portal Telesintese em
07/10/2015 °,

Cresceu o nimero de smartphones que rodam com o sistema operacional
Android no Brasil. De acordo com pesquisa da Kantar Worldpanel, a
plataforma criada pelo Google estava presente em 91,4% do aparelhos
no final do trimestre encerrado em agosto. No trimestre anterior, a fatia
era de 89, 5%.

Telefone inteligente ou celular com muitas funcgoes.

Tela sensivel & pressao dos dedos, dispensando assim a necessidade de outro periférico de entrada de
dados, como o teclado.

http://www.telesintese.com.br/android-equipa-914-dos-smartphones-pais/
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Num segundo momento, foi acessada a Play Store ¢ de um smartphone com pla-
taforma Android, reduzindo a busca por aplicativos gratuitos, objetivando a utilizacao
ampla e de total acesso dos discentes. Por fim, pesquisou-se por Fungoes Exponenciais
e Logaritmicas e foram analisadas as op¢oes ofertadas com nota de avaliacdo dos consu-
midores igual ou superior a 4,5. As alternativas listadas foram observadas, estudadas e
testadas. Refinando a busca em torno de aplicativos em Lingua Portuguesa, que tanto
resolvem equagoes matematicas quanto representam graficos de fungoes, a escolha deu-se
em torno do app MalMath, com nota de avaliacao pelos usuarios de 4,5. Tal aplicativo
foi escolhido em virtude de conjugar a resolugdo de equagoes, a visualizacao grafica de
fungoes, assim como também sua aplicacdo como calculadora cientifica. Por fim, cabe

salientar ainda que a busca foi realizada ao longo do més de fevereiro de 2016.

Este trabalho fundamenta-se em sete capitulos. No primeiro sdo apresentados
os objetivos e as metas do estudo. Ja o segundo traz a Fundamentacao Matemaética,
abordando os conceitos de fungao e seus tipos, fungao inversa, funcao exponencial e fungao
logaritmica. O terceiro capitulo trata do Ensino de Fungoes e sua abordagem nos Livros
Didaticos. No quarto capitulo abordam-se as Tecnologias e o Ensino da Matematica.
O quinto capitulo desenvolve as atividades propostas sobre o tema tratado. O sexto
capitulo apresenta as consideragoes finais. Por fim, o sétimo capitulo contém sugestoes

sobre possiveis trabalhos futuros.

6 Loja virtual do Google para celulares com o sistema Android. Nela é possivel encontrar todos os

aplicativos destinados a plataforma, assim como jogos, musicas, filmes e livros.
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1 Objetivos e Metas

O presente trabalho versa sobre a utilizagdo de tecnologias mobile (méveis) em
sala de aula, visto ser um recurso de amplo uso e difundido pelos discentes em seu cotidi-
ano, sendo também de facil manuseio e simples utilizagao. Destaca-se também o fato de
grande parte das escolas publicas nao possuirem laboratérios de computagao, ou quando
os possuem a quantidade de computadores nao é suficiente para a utilizagao de uma turma
completa. O apelo tecnolégico ao qual os alunos estao submetidos diariamente acaba por
“exigir” que o professor se adapte a esta realidade, e com o uso de ferramentas digitais

torne suas aulas atraentes, mantendo o interesse e a aten¢ao dos discentes. Nesse sentido,
Lucia Maria Martins Giraffa (GIRAFFA, 2010) diz que,

As nossas escolas, na sua maioria, possuem professores que estdo tra-
balhando na era “analdégica”, ou seja, nao incorporaram na sua ativi-
dade docente praticas que incluam o ciberespaco como meio alterna-
tivo/complementar para trabalhar com seus alunos.

Também nessa linha de pensamento Alexandre Rodrigues de Assis, Barbara Ca-
roline C.C. da Silva e Marcelo Almeida Bairral (ASSIS; SILVA; BAIRRAL, 2013) dizem

que,

A tecnologia digital vem ganhando cada vez mais espaco na vida dos
jovens. Sao celulares com touchscreen, notebooks, tablets e iPads, que
passam a fazer parte do cotidiano da maioria dos alunos. Os equipa-
mentos tecnoldgicos parecem assumir um posicionamento de destaque
no ambiente escolar por parte dos discentes.

A proposta principal é abordar problemas que envolvem o contetido de fungao ex-
ponencial e fungao logaritmica, utilizando o aplicativo MalMath, disponivel gratuitamente
na Play Store de qualquer smartphone com plataforma Android. Tal app foi escolhido em
virtude de conjugar tanto resolugoes algébricas quanto representacoes graficas de fungoes.
Os exercicios utilizados sao de facil contextualizagdo e podem facilmente dialogar com
outras areas do conhecimento numa proposta de trabalho interdisciplinar, vindo assim ao

encontro do que rege a proposta pedagégica do Ensino Médio Politécnico, utilizado no
Estado do Rio Grande do Sul, que diz,

A compreensdo que os problemas ndo sdo resolvidos apenas a luz de
uma unica disciplina ou drea do saber desmistifica a ideia, ainda pre-
dominante, da supremacia de uma area de conhecimento sobre outra.
O pressuposto basico da interdisciplinaridade se origina no didlogo das
disciplinas, no qual a comunicac¢do é instrumento de interagdo com o
objetivo de desvelar a realidade. (PROPOSTA. .., 2011)
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Os problemas propostos sao de facil interpretagao e resolucao, pois o aplicativo é
bastante didatico e as atividades vém com instrugoes e resolugoes para auxiliar o professor
durante a aplicagdo em sala de aula. Como as atividades sao contextualizadas com outros
assuntos e areas do conhecimento, a proposta é tornar o aprendizado atraente e prazeroso,
além de ajudar os alunos a perceberem a utilizacao da mateméatica no cotidiano. Indo ao
encontro desta ideia, Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Perigo e

Nilze de Almeida dizem que,

Durante a permanéncia na Escola, a contextualizacao favorece a cons-
trucdo dos significados, constituindo uma estratégia fundamental para
a mobilizacao do conhecimento a servico da inteligéncia ou dos projetos
das pessoas. (IEZZI et al., 2010)

No capitulo seguinte, o presente trabalho discorre sobre o tema “Fundamentagao
Matematica”, evidenciando os conceitos necessarios que embasarao as atividades a serem

propostas.
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2 Fundamentacao Matematica

Este capitulo destaca num primeiro momento as definigoes de fungao (dominio,
contra-dominio e imagem), fungao injetiva, funcao sobrejetiva e bijetiva. A seguir ganha
destaque o conceito de fung¢ado inversa, juntamente com observagoes a respeito de seu
dominio, imagem e grafico cartesiano. Apods é apresentada a funcao exponencial, com
sua definicao e caracterizacao; na sequéncia tém-se a associagao entre funcao exponencial
e progressoes, bem como as equacoes e a descricdo do ntmero e; ainda sdo tratadas
as aplicagoes com funcao exponencial e os graficos com translagao. Por fim, é definida
a funcao logaritmica, trazendo também sua caracterizacdo e representacao grafica; na

conclusao do capitulo ganham destaque as equagoes e a translacao de fungoes logaritmicas.

2.1 Funcoes

Definigao 2.1.1. (LIMA, 2013) Dados os conjuntos X, Y, uma fun¢ao f: X — Y (l&-se
“uma fungao de X em Y”) é uma regra (ou conjunto de instrugoes) que diz como associar

a cada elemento z € X um elemento y = f(x) € Y (leia-se “y igual a f de z”).

O conjunto X chama-se o dominio e Y é o contra-dominio da fungdo f. Para
x € X, o elemento f(x) € Y chama-se a imagem de x pela fungao f, ou o valor assumido
pela fungdo f no ponto x € X. Escreve-se x — f(z) para indicar que f transforma (ou
leva) z em f(z). E importante ressaltar que f(x) é a imagem do elemento € X pela

funcao f, ou o valor da fun¢do f no ponto z € X

Deve-se ainda observar que uma funcao consta de trés ingredientes basicos: do-
minio, contra-dominio e a lei de correspondéncia = — f(x). Mesmo quando se diz sim-
plesmente “a funcao f”, ficam subentendidos seu dominio X e seu contra-dominio Y.
Sem que eles sejam especificados, nao existe a fungdo. Assim sendo, uma pergunta do

1
tipo “Qual é o dominio da fungao f(z) = —77, estritamente falando, nao faz sentido. A
x

1
pergunta correta seria: “Qual é o maior subconjunto X C R tal que a férmula f(z) = —
x

define uma funcao f: X — R?”.

Portanto, as fungoes f : X — Y e g: X' — Y’ sdo iguais se, e somente se, X = X',
Y =Y"e f(x) = g(z) para todo z € X.

Definigao 2.1.2. (LIMA, 2013) Uma funcao f : X — Y chama-se injetiva quando
elementos diferentes em X sao transformados por f em elementos diferentes em Y. Ou

seja, f é injetiva quando
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r# 2 em X = f(x) # f(2').

Esta condicao pode também ser expressa em sua forma contrapositiva:

Definigao 2.1.3. (LIMA, 2013) Diz-se que uma funcao f : X — Y é sobrejetiva quando,

para qualquer elemento y € Y, pode-se encontrar (pelo menos) um elemento x € X tal

que f(z) =y.

Mais geralmente, chama-se imagem do subconjunto A C X pela funcao f : X — Y
ao subconjunto f(A) C Y formado pelos elementos f(x), comz € A. A funcao f: X — Y
é sobrejetiva quando f(X) =Y. O conjunto f(X), imagem do dominio X pela fun¢ao f

chama-se também a imagem (ou conjunto dos valores) da fun¢ao f.

Dada a funcao f : X — Y, para saber se um certo elemento b € Y pertence ou nao
a imagem f(X), escreve-se a “equagao” f(z) = b e procuramos encontrar algum x € X
que a satisfaca. Consequentemente, para mostrar que f é sobrejetiva deve-se provar que

a equacao f(z) =y possui uma solugao x € X, seja qual for o y € Y dado.

Em muitos exemplos de fungdes f : X — Y, principalmente na Matematica Ele-
mentar, X e Y sdo conjuntos numéricos e a regra x +— f(x) exprime o valor f(x) por
meio de uma férmula que envolve x. Mas em geral nao precisa ser assim. A natureza
da regra que ensina como obter f(z) quando é dado = é inteiramente arbitraria, sendo

sujeita apenas a duas condigoes:

1. Nao deve haver exce¢oes: a fim de que a funcao f tenha o conjunto X como dominio,

a regra deve fornecer f(z), seja qual for z € X dado.

2. Nao pode haver ambiguidades: a cada = € X, a regra deve fazer corresponder um

unico f(z) em Y.

Definigao 2.1.4. (LIMA, 2013) Uma fungao f : X — Y chama-se uma bijetiva, ou uma

correspondéncia biunivoca entre X e Y quando é ao mesmo tempo injetiva e sobrejetiva.

2.2 Sequéncias e Progressoes
Uma sequéncia é uma funcao cujo dominio é o conjunto N dos niimeros naturais.
Consideraremos apenas sequéncias de nimeros reais, isto ¢, fun¢ées de N em R.

A notagao usual para uma sequéncia é (x1, T, ..., Ty, ...). Abreviadamente: (z,)nen

ou (x,), simplesmente. Isto significa que a sequéncia dada é a fungdo 1 +— zq, 2 +—
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To,..., — Xn,..., a qual faz corresponder a cada nimero natural n o nimero real z,,

chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Exemplos particularmente interessantes de sequéncias sao as progressoes.

Definicao 2.2.1. (LIMA, 2013) Uma progressao aritmética (P.A.) é uma sequéncia
L1y X2y eeey Ly oeny

onde cada termo, a partir do segundo, ¢ a soma x,.1 = x, + r do termo anterior mais

uma constante r, chamada a razdo da progressao.

Equivalentemente, a sequéncia (x,) chama-se uma progressao aritmética de razao

r quando x,,1 — x, = r para todo n € N.

Na progressao aritmética (z,) tem-se
To=X1+1rT3=ao+r=x1+2-r24=21+3-71,...

e, em geral, z,,1 = 1 +n-7r para todo n € N.

A razado de uma progressao aritmética pode ser um niimero positivo, negativo ou
igual a zero. No primeiro caso, a sequéncia (x,) é crescente, isto é, m < n = x,, < X,.
Quando a razao ¢é negativa, a progressao aritmética é uma sequéncia decrescente, isto €,
m<n= z, <, E, evidentemente, uma progressao aritmética de razao nula é cons-
tante: x1, 21,1, .... Uma sequéncia finita (ou uma lista) é uma func¢do cujo dominio tem
a forma I,, = {1,2,...,n}. Ela é designada pela notacao (x1, za, ..., ) e, neste caso, diz-se
que se trata de uma sequéncia com n termos. Em particular, uma sequéncia (z1, z9) com
dois termos é o que se chama um par ordenado. Uma progressao aritmética finita (com n
termos) é uma sequéncia finita (1, ...,x,) tal que x9 —x; = 3 —29 = ... = T, —Tp_1 =T
Uma progressao aritmética pode ser pensada como uma sequéncia de pontos sobre uma

reta, todos a igual distancia de seus vizinhos imediatos.

Definigao 2.2.2. (LIMA, 2013) Uma progressao geométrica (P.G.) é uma sequéncia
L1y Ty eeey Ly euny

onde cada termo, a partir do segundo, é o produto z,,; = x, - r do anterior por uma

constante r, chamada a razdo da progressao. Tem-se portanto:

xg:x1~r,x3:x2~r:x1~7’2,..., emgeral, | 2131'7’”.
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Aigualdade (1 —7) - (1 +7+...+7r") =1 —7r""! de verificagdo imediata, mostra
que a soma dos termos da progressao geométrica finita 1,7, 7%, ...,r" é dada por

_ Tn+1

1+r+r2+...+r”:ﬁser7€l.

Dai segue-se que, para uma progressao geométrica finita qualquer x1, zo, ..., z, de

razao r # 1, tem-se

1—rm
1—7r"

syt st oty =a - (I+r+. +r" ) =y

2.3 Sequéncias Mondtonas

Uma sequéncia (x,) de nimeros reais diz-se mondtona quando z; < xo < ... <
Tp < Tpy1 < ... ou entao quando xy > w9 > ... > X, > Tpyy > ... No primeiro caso,
ela se chama mondtona nao-decrescente e, no segundo, mondtona nao-crescente. Quando
T, < T,y para todo n € N; a sequéncia se chama crescente e quando z, > x,,1 para
todo n € N ela se diz decrescente (LIMA, 2013).

2.4 Funcoes Monétonas

No que se refere a monotonicidade de fungoes aplicam-se as ideias referentes a
monotonia de sequéncias. A seguir sdo apresentadas algumas definigbes importantes sobre
monotonicidade de fungoes (STEWART, 2013).

Definicao 2.4.1. Uma funcao f : A — B é estritamente crescente em um subconjunto
D de A se

VIl,SL’Q € D,l’l < To = f(xl) < f(l’z)

Definicao 2.4.2. Uma funcao f : A — B é estritamente decrescente em um subconjunto
D de A se

Vxl,:cg € D,l’l < To = f(xl) > f(l'g)

Definicao 2.4.3. Uma funcao f : A — B é mondtona nao-decrescente em um subcon-
junto D de A se

Vg, 9 € Dyxy < g = f(x1) < f(x9).

Definicao 2.4.4. Uma funcao f : A — B é mondtona nao-crescente em um subconjunto
D de A se
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Vay,xe € Dyxy < 29 = f(x1) > f22).

Observacao 2.4.1. Uma fun¢do monoétona em um conjunto D é uma funcao que é cres-

cente, decrescente, mondtona nao-decrescente ou mondtona nao-crescente neste conjunto.

Observagao 2.4.2. Note que toda fungdo crescente em um conjunto D também é mo-
nétona nao-decrescente neste conjunto e que toda fungao decrescente em um conjunto D

também é mondtona nao-crescente neste conjunto.

Observacgao 2.4.3. Alguns autores chamam func¢ées mondtonas nao-decrescentes sim-
plesmente de fungdes nao-decrescentes e fungoes mondtonas nao-crescentes simplesmente
de fungbes nao-crescentes. Note, contudo, que negar (por exemplo) que uma fungao seja
decrescente em um conjunto D nao implica necessariamente que ela seja mondtona nao-

decrescente neste conjunto.

Observagao 2.4.4. Uma funcao é estritamente mondtona em um conjunto D se, ou ela

é crescente ou ela é decrescente neste conjunto.

2.5 Transformacoes Graficas

Aplicando certas transformacoes aos graficos de uma fungao obtém-se os graficos
de fungoes relacionadas. Isso permite fazer o esboco de muitas fungoes a mao e também

escrever equagoes para os graficos dados. Considera-se inicialmente as translagoes.

Se ¢ for um nimero positivo, entao o grifico de y = f(x) + ¢ é tdo-somente o
grafico de y = f(x) deslocado para cima em ¢ unidades (uma vez que cada coordenada y
fica acrescida pelo mesmo nimero ¢). Da mesma forma, se fizermos g(x) = f(z —c¢), onde
¢ > 0, entdo o valor de g em z é igual ao valor de f em = — ¢ (¢ unidades a esquerda de x).
Portanto, o grafico de y = f(z — ¢) é precisamente o de y = f(x) deslocado ¢ unidades

para a direita (STEWART, 2013).

Deslocamentos Verticais e Horizontais: Suponha ¢ > 0. Para obter o grafico
de,

y = f(z) + ¢, desloque o grafico de y = f(x) em ¢ unidades para cima;
e y = f(x) — ¢, desloque o grafico de y = f(z) em ¢ unidades para baixo;

e y = f(z — ¢), desloque o grifico de y = f(z) em ¢ unidades para a direita,;

y = f(z + ¢), desloque o grafico de y = f(z) em ¢ unidades para a esquerda.
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Consideram-se agora as transformagoes de expansao e reflexao. Se ¢ > 1, entao
o gréafico de y = ¢ f(z) é o grafico de y = f(z) expandido por um fator ¢ na dire¢ao
vertical (pois cada coordenada y fica multiplicada pelo mesmo ntimero ¢). O grafico de
y = —f(x) é o grifico de y = f(z) refletido em torno de eixo z, pois o ponto (z,y) é
substituido pelo ponto (z, —y) (STEWART, 2013).

Reflexoes e Expansoes Horizontais e Verticais: Suponha ¢ > 1. Para obter

o grafico de,

e y=c- f(z), expanda o grafico de y = f(z) verticalmente por um fator de ¢;

oy:%

- f(x), comprima o gréafico de y = f(z) verticalmente por um fator de c;
e y = f(c-z), comprima o grafico de y = f(z) horizontalmente por um fator de ¢;
e y= f(%), expanda o grafico de y = f(x) horizontalmente por um fator de c;

o y=—f(x), reflita o grafico de y = f(x) em torno do eixo z;

e y = f(—x), reflita o grafico de y = f(x) em torno do eixo y.

2.6 Funcao Inversa

Teorema 2.6.1. Seja f:A — B. A relacao f~! é uma funcio de B em A, se e somente
se, f ¢ bijetiva (LIMA, 2013).

Definigao 2.6.1. Se f é uma funcao bijetiva de A em B, a relagao inversa de f é uma

funcao de B em A denominada funcdo inversa de f e indicamos por f~!.

Observacao 2.6.1. Os pares ordenados que formam f~! podem ser obtidos dos pares

ordenados de f, permutando-se os elementos de cada par, isto é:

(z,y) € f < (y,x) € f.

Observagao 2.6.2. Por 2.6.1, temos: (z,y) € f < (y,x) € f~L.

Agora, se for considerada a fungao inversa de f~1, tem-se: (x,y) € f~! & (z,y) €

(f~1)71, isto é, a inversa de f~! é a prépria fungao f: (f~1)~l=f.

Assim se pode afirmar que f e f~! sdo inversas entre si, ou melhor, uma é inversa

da outra.

Observagao 2.6.3. O dominio da funciao f~' é B, que é a imagem da funcao f. A

imagem da funcdo f~! é A, que é o dominio da funcao f.
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Observacao 2.6.4. Os graficos cartesianos de f e f~! sdo simétricos em relacdo a bissetriz

dos quadrantes impares do plano cartesiano.

2.7 Funcao Exponencial

2.7.1 Poténcias de expoente racional

Seja a um numero real positivo. Para todo n € N, a poténcia a”, de base a e
expoente n, é definida como o produto de n fatores iguais a a. Para n = 1, como nao ha

produto de um sé fator, poe-se a' = a, por definicao.

A definicdo indutiva de a” é: a! =a e a"™ =a - a".
Para quaisquer m,n € N tem-se
a™ - q = am—i—n7

pois em ambos os membros desta igualdade temos o produto de m + n fatores iguais a a.

Segue-se que, para my, ma, ..., My quaisquer, vale

a™ . qm2 . gk = gMitmet.tme

Em particular, se m; = ... = my = m, vem (a™)* = a™*.

Se a > 1 entdo, multiplicando ambos os membros desta igualdade por a", obtém-se

a1 > a". Portanto,
a>1l—=l<a<a®<..<a"<a"™ <.

Além disso,
O<a<l—=l>a>a’>>..>a">a" > ..

como se vé multiplicando ambos os membros da desigualdade a < 1 pelo nimero positivo

an

Portanto a sequéncia cujo n-ésimo termo é a™ é crescente quando a > 1 e decres-

cente se 0 < a < 1. Para a = 1, esta sequéncia é constante, com todos os seus termos

iguais a 1.
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2.7.2 A funcdo exponencial

Definigao 2.7.1. Seja a um niimero real positivo, sendo a # 1. A funcgao exponencial de
base a, f : R — R, indicada pela notagdo f(z) = a*, deve ser definida de modo a ter as

propriedades, para quaisquer x,y € R:

1. a®-a¥ = a®;
2. a' =a;
.rx<y=dad"<a’quandoa>lexrx <y=a’ <a” quando 0 < a < 1;

4. A fun¢ao f : R — R*, definida por f(x) = a*, é ilimitada superiormente. Mais
precisamente: se a > 1 entao a” cresce sem limites quando x > 0 é muito grande.
E se 0 < a < 1 entao a” torna-se arbitrariamente grande quando x < 0 tem valor

absoluto grande;
5. A fungdo exponencial é continua;

6. A funcdo exponencial f: R — R, f(z) = a”, a # 1, é sobrejetiva (LIMA, 2013).

2.7.3 Caracterizacdo da funcdo exponencial

As fungoes exponenciais sdo, juntamente com as fungoes afins e as quadraticas,
os modelos matematicos mais utilizados para resolver problemas elementares. As fungoes
afins ocorrem em praticamente todos os problemas durante os nove primeiros anos da
escola e, com menos exclusividade, porém ainda com grande destaque, nos trés anos finais.
Por sua vez, as fungdes quadraticas e exponenciais aparecem nesses trés tltimos anos,
embora tenham, principalmente as tultimas, importancia consideravel na universidade,

bem como nas aplicagoes de Matematica em atividades cientificas ou profissionais.

Uma vez decidido que o modelo adequado para um determinado problema é uma
funcao afim, quadratica ou exponencial, a partir dai o tratamento matematico da questao
nao oferece maiores dificuldades. As duvidas que possam surgir acontecem geralmente,
antes, na escolha do instrumento matematico apropriado para o problema que se es-
tuda. Para que essa escolha possa ser feita corretamente, é preciso saber quais sao as
propriedades caracteristicas de cada tipo de fungdo. Na sequéncia serao apresentadas as

propriedades que caracterizam as fungoes exponenciais.

Teorema 2.7.1. (Caracterizagao da fungdo exponencial)

Seja f : R — R uma fungdo mondtona injetiva (isto é, crescente ou decrescente).

As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
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1. f(nz) = f(z)" para todo n € Z e todo = € R;
2. f(z) = a” para todo z € R, onde a = f(1);

3. flx+y) = f(x)- f(y) para quaisquer z,y € R (LIMA, 2013).

Teorema 2.7.2. (Primeira caracterizagao das fungoes de tipo exponencial)

Seja g : R — R uma fun¢do mondtona injetiva (isto é, crescente ou decrescente)
tal que, para x,h € R quaisquer, o acréscimo relativo [g(x + h) — g(z)]/g(x) dependa
apenas de h, mas nao de z. Entao, se b = ¢(0) e a = g(1)/g(0), tem-se g(z) = b - a” para
todo z € R (LIMA, 2013).

Teorema 2.7.3. (Segunda caracterizacao de b - a®)

Para cada b e cada x nimeros reais, suponhamos dado um namero f(b, z) > 0 com

as seguintes propriedades:

1. f(b,z) depende linearmente de = e é mondtona injetiva em relagao a x;

2. f(b,s+x)= f(f(b,s),z). Entado, pondo a = f(1,1), tem-se f(b,x) =b-a” (LIMA,
2013).

2.7.4 Funcoes exponenciais e progressoes

Seja f : R — RT, f(x) = b-a”, uma funcao de tipo exponencial. Se x1,xs, ..., Ty, ...

é uma progressao aritmética de razao h, isto é, x,.1 = x,, + h, entao os valores
f(x1) =b-a", f(zo) =b-a™,....f(x,) =b-a™,..,
formam uma progressao geométrica de razdo a” pois
f(@p) =b-a*+ =b-a™ " = (b-a™) - a" = f(z,) - a".

Como o (n + 1)-ésimo termo da progressao aritmética é x,,1 = x1 + nh, segue-se
que f(z,11) = f(z1) - A", onde A = a”". Em particular, se x; = 0, entdo f(z;) = b, logo
f(@ns1) =0 A"

Esta analise é usada na pratica para analisar situagoes em que se tem crescimento

ou decrescimento exponencial.

Por exemplo, se um capital inicial ¢y é aplicado a juros compostos fixos entao,
depois de decorrido um tempo t, o capital existente é dado por ¢(t) = ¢ - a'. Se forem

tirados extratos da conta nos tempos 0, h, 2h, 3h, ... serdo encontrados ¢(0) = ¢y, c¢(h) =
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co+ A, c(2h) = ¢y - A% ¢(3h) = ¢o - A3,... onde A = a”. Portanto, a evolucio do saldo,
quando calculado em intervalos iguais de h unidades de tempo, é dada pela progressao

geométrica:
2 3
Co,Co- A, co- A% o A°, ...

Esta propriedade é caracteristica das fungoes de tipo exponencial, conforme o
Teorema 2.7.4.

Teorema 2.7.4. Seja f : R — R uma fungdo mondtona injetiva (isto é, crescente ou
decrescente) que transforma toda progressao aritmética xy, s, ..., Zp, ... NUMa Progressao
geométrica Y1, Y2, .., Yn, -, Yo = f(zn). Se forem colocados b = f(0) e a = f(1)/f(0)
encontra-se f(x) =b-a” para todo z € R (LIMA, 2013).

2.7.5 Equacdes exponenciais

Definigao 2.7.2. (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2013) Equagbes exponenciais sao aque-

las em que a incognita aparece no expoente.

Por exemplo, 4° = 32; (3)* = 81; 25°T! = /57; 22 = 27 4 12,

Na resolucao de equagOes exponenciais procura-se transforma-las em uma igual-

dade de poténcias de mesma base.

Para resolvé-las, usa-se o fato de que a fungao exponencial é injetiva, ou seja, a > 0

e a # 1, logo:
a®™ = a™ & x; = xs.

2.7.6 O nGmero irracional e e a funcdo exponencial e*

Um importante niimero irracional em Matematica é o nimero e = 2, 718281828459....
Para introduzi-lo, deve-se considerar a expressao (1 + x)%, definida em R*, e estudar os

valores que ela assume quando z se aproxima de zero (STEWART, 2013).

Tabela 1 — O ntmero e

x 0,1 0,01 0,00l 0,000 0,00001
(14+2)r 2,594 2,705 2,717 27182 27183

Na Tabela (1) é possivel notar que, a medida que z se aproxima de zero, a expressao

(1+ x)% fica mais proxima do nimero e = 2, 7183.
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Considerando valores negativos de x, porém cada vez mais préximos de zero (por
exemplo, x = —0,1; x = —0,01; x = —0,001; etc.), a expressao também fica cada vez

mais proxima de e = 2, 7183.

. . . 1 , .
Diz-se, entao, que o limite de (1 + x)=, quando z tende a zero, é igual ao nimero
e. Representa-se esse fato por

1
T

lim(1+4x)= =e.

x—0

A descoberta do nimero e é atribuida a John Napier, em seu trabalho de pesquisa
dos logaritmos, datado de 1614. Nele, Napier introduziu, de forma nao explicita, o que
hoje se conhece como nimero e. Um século depois, com o desenvolvimento do célculo
infinitesimal, o nimero e teve sua importancia reconhecida. O simbolo e foi introduzido

por Euler, em 1739.

A fungao f : R — R definida por f(z) = €* é a funcao exponencial de base e,

cuja representacao gréafica é mostrada na Figura (1).

x

Figura 1 — Grafico da funcao f(x) = e”.

Fungoes que envolvem essa fungao exponencial e*, como f(z) = B-e**, aparecem
com muita frequéncia nas aplicagoes da Matematica e na descri¢cao de fendmenos naturais.

Algumas calculadoras possuem inclusive uma tecla com o niimero irracional e.

2.7.7 Aplicacbes da funcao exponencial

O crescimento exponencial é caracteristico de certos fendomenos naturais. No en-
tanto, de modo geral nao se apresenta na forma a”, mas sim modificado por constantes

caracteristicas do fendmeno, como em:
f(z)=C-a"=.

Tal modelo exponencial é descrito, por exemplo, no calculo de um montante usando

o regime de capitalizacdo a juros compostos, cuja formula é M(t) = C-(1+1)*, onde M ()
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representa o montante acumulado apés um intervalo de tempo, C' é o capital investido, ¢
representa a taxa usada na aplicacdo, e t é o tempo cujo capital foi investido; importante
ressaltar que t e ¢ devem se referir a mesma unidade de tempo. A mesma férmula de
juros compostos também pode ser usada quando as situagoes tratam da desintegracao

percentual de uma substancia radioativa ou desvalorizacao de algum bem movel.

Quando o assunto trata de radioatividade, tem-se também uma aplicacdo inte-
ressante da fun¢ao exponencial, visto que cada elemento radioativo se desintegra a uma
velocidade que lhe é caracteristica. Nesse contexto apresentam-se muitos exercicios sobre
meia-vida, que é o tempo necessario para que a sua atividade radioativa seja reduzida a
metade da atividade inicial. Apds o primeiro periodo de meia-vida, somente a metade
dos atomos radioativos originais permanece radioativa; no segundo periodo, somente i,
e assim por diante. Partindo de ny atomos radioativos de um elemento, é possivel re-
presentar o nimero de atomos radioativos (n), em fungdo da quantidade de meias-vidas

. . . No . _
transcorridas (), usando para isso a lei n = 507 ou escrita de outra forma, n = ng - 27%.

A funcdo f(z) = C - a** pode também representar situacgdes que envolvem o
crescimento de uma cultura de bactérias ou até mesmo o crescimento populacional de
individuos de uma certa regiao. Em ambos os casos o coeficiente C' indica a quantidade
inicial, seja de bactérias ou da populacao, e = refere-se a unidade de tempo (STEWART,
2013).

2.7.8 Propriedades do grafico da funcdo exponencial

De modo geral, o gréfico de uma fungao f definida por f(x) = a* tem as seguintes

caracteristicas:
1. Localiza-se acima do eixo dos x, isto é, seus pontos pertencem ao 1° e 2° quadrantes.
Logo, o dominio de f é R.

2. Corta o eixo dos y no ponto de ordenada 1, ponto (0,1), pois se x =0, y = a® = 1,

VaeR, 0<a##l.
3. Tem a forma de uma das Figuras (2) e (3).

4. O conjunto imagem de f é R%, pois todo nimero real y é imagem do nimero real

positivo y = a®.
5. Quando a > 1, a fungdo exponencial dada por f(x) = a” é crescente.
T < T9 & at < a*2.

Observacao 2.7.1. Quando a > 1, Vz € R, > 0, temos a® > a°, isto é, a® > 1, e
Vo € R, x <0, temos a® < a°, isto é, 0 < a® < 1.
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| L
Figura 3 — Grafico de f(z) = a” para 0 <
Figura 2 — Gréfico de f(z) = a” para a > 1. a< 1.

6. Quando 0 < a < 1, a fungdo exponencial f(z) = a” é decrescente.

T < T9 & at > a™?.

Observacao 2.7.2. Quando 0 < a < 1, Vx € R, x > 0, temos a® < a°, isto é,
a® <1,eVz € R, x <0, temos a® > a°, isto é, a® > 1 (DANTE, 2014).

2.7.9 Translacoes do grafico da funcdo exponencial

Sabendo que a Fungao Exponencial é caracterizada por f(z) = a®, com 0 < a # 1,
para facilitar a compreensao do leitor, a analise das translacoes sera feita com base na
funcao f(x) = 2*. Para isso contrdi-se o gréafico de f e, apds, analisalisam-se as transla-
¢oes comparando com f (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2013).

Construgao do grafico da funcgao f(z) = 2*

Para a construgao do grafico da func¢ao f(z) = 2% sdo usados os pontos da Tabela
(2).

Tabela 2 — Atribuigao de pontos para f(z) = 2*

0
1

| W

T 1 2
Yy — 2 4

Na Figura (4) é mostrada uma possivel representacao de f.
Observe que o grafico se localiza todo acima do eixo OX.

Como Vx € R, 2% > 0, temos que 2* > 0, isto é, y > 0. Assim, o conjunto imagem

dessa funcao é:

Im={y e R |y > 0}.
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Figura 4 — Grafico de f(z) = 2°.

Ainda analisando a Figura (4) é possivel perceber que o dominio de f é R.

A partir da representacao grafica de f sdo analisadas as translagoes das fungoes

que se apresentam a seguir.

Situacao 1:

A construgao do grafico da funcao cuja lei é g(z) = 2* + 2 é comparada com o

grafico da funcdo f(x) = 2%. Para isso sao utilizados os pontos da Tabela (3).

Tabela 3 — Atribuigao de pontos para g(x) = 2% + 2

r -3 -2 -1 01 2 3
y 2,125 2,25 2,5 3 4 6 10

Observa-se que o grafico obtido em (5) é o grafico da fungdo dada por f(z) = 2*

“deslocado” duas unidades para cima.

Como Vz € R, 2% > 0, temos que 2* +2 > 0+ 2, isto é, y > 2. Assim, o conjunto

imagem dessa fungao é:
Im={y e R |y > 2}.
De modo geral, o grafico de y = a” 4+ k, sendo 0 < a # 1 e k uma constante real,

pode ser obtido a partir do grafico y = a*, deslocando-o k£ unidades verticalmente para

cima ou para baixo, conforme k seja positivo ou negativo, respectivamente.
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Figura 5 — Gréfico de f(x) = 2% e g(x) = 2" + 2.

Situagao 2:

A construgao do grafico da funcio cuja lei é h(x) = 2*+2 é comparada ao grafico

da fungao f(x) = 2. Para isso sdo utilizados os pontos da Tabela (4).

Tabela 4 — Atribuicdo de pontos para h(z) = 272

r —5 -4 -3 -2 -1

0 1
T T 1

Figura 6 — Gréfico de f(z) = 2% e h(z) = 2*2,

Observa-se que o grafico obtido em (6) é o grafico da fungao dada por f(z) = 2*
“deslocado” duas unidades para esquerda. E possivel perceber também que, como 272 =
27.22 =4.2°,
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Como Yz € R, 2% > 0, temos que 2°%2 > 0, isto ¢, y > 0. Assim, o conjunto
imagem dessa funcao é:

Im={y e R |y > 0}.

De modo geral, o grafico de y = a***, sendo 0 < @ # 1 e k uma constante real,
pode ser obtido a partir do grafico y = a”, deslocando-o k£ unidades horizontalmente para

direita ou para esquerda, conforme k seja positivo ou negativo, respectivamente.

Situacgao 3:

A construgao do grafico da fungdo cuja lei é m(x) = 3 - 2% é comparada com o

grafico da func¢do f(z) = 2*. Para isso sao utilizados os pontos da Tabela (5).

Tabela 5 — Atribuigao de pontos para m(z) = 3 - 2*

—1 0 1 2
3 | _ _ —
573 T=%31=3 3.2=06 3-4=12

Figura 7 — Grafico de f(z) = 2% e m(z) = 3 - 2*.

Observa-se que no grafico obtido na Figura (7), em cada ponto, a ordenada é o
triplo daquela do ponto de mesma abscissa do grafico f. Dessa forma, o coeficiente 3

na expressao da funcao m provoca mudanca de inclinacao na curva em comparagao ao
inicial.
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Como Vx € R, 2 > 0, temos que 3 - 2% > 0, isto é, y > 0. Assim, o conjunto

imagem dessa funcao é:
Im={y e R |y > 0}.

Assim, o coeficiente k em y = k- a”, sendo 0 < a # 1 e k uma constante real e
positiva, pode ser obtido a partir do grafico y = a”, mudando a sua inclinacao através de
uma translagao vertical. Quando k£ > 1, a curva tem maior inclinagao; quando 0 < k < 1,

tem inclinagao menor.

Situacao 4:

A construgao do gréfico da fungao cuja lei é r(z) = —3- 2% é comparada ao grafico

da fungao f(x) = 2. Para isso sdo utilizados os pontos da Tabela (6).

Tabela 6 — Atribui¢ao de pontos para r(z) = —3 - 2*

r -3 -2 -1 0 1 2
y —2 -3 -3 -3 6 12

Figura 8 — Grafico de f(z) =2" e r(z) = —3 - 2".

Observa-se que o grafico de r(x) obtido na Figura (8) tem ordenada igual ao oposto
do valor da ordenada do ponto de mesma abscissa em f(x) = 2%. Logo, a multiplica¢ao
por uma constante negativa reflete o grafico de f em relacao ao eixo OX, pois a imagem

de r(x) possui seus valores abaixo de OX.
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Deve-se tomar cuidado, pois a andalise feita tem validade para k < —1. E se k
for um valor no intervalo (—1,0)? Analogamente, pode-se fazer o grafico considerando
qualquer outro valor negativo de —1 < k < 0, observando a simetria em relagao ao eixo

horizontal.

Neste contexto também se pode analisar a intersec¢ao do grafico com o eixo OY.
No gréfico de f(z) a intersecgao ocorre no ponto (0, 1), ja no grafico de r(x) o intercepto
com o eixo vertical é o ponto (0, —3), visto que as ordenadas de r(z) sao obtidos a partir
do oposto do triplo das ordenadas de f(z).

Por fim, como Vz € R, 2% > 0, tem-se que —3 - 2% < 0, isto é, y < 0. Assim, o

conjunto imagem dessa funcao é:
Im={y e R |y < 0}.

De modo geral, o grafico de y = k- a”, sendo 0 < a # 1 e k uma constante real e
negativa, pode ser obtido a partir do grafico y = a*, sofrendo uma reflexao em relagdo ao

eixo horizontal, quando comparado ao grafico da funcdo oposta.

Situagao 5:

A construcao do gréfico da funcao cuja lei é s(x) = 5% é comparada ao grafico da

funcao f(x) = 2*. Para isso utilizam-se os pontos da Tabela (7).

Tabela 7 — Atribuicao de pontos para s(x) = 5%

z —-1,5 -1 -0,5 0 05 1 1,5
y 0,080 0,2 0,447 1 2,236 5 11,18

Observa-se que o grafico obtido em (9) manteve o formato do grafico da fungao
dada por f(z) = 2%, tendo um crescimento mais rapido que f(x) e mais préximo do eixo

vertical.

Como Vx € R, 2% > 0, tem-se que 5 > 0, isto é, y > 0. Assim, o conjunto imagem

dessa funcao é:
Im={y € R |y > 0}.
De modo geral, o grafico de y = (k 4 a)®, sendo 0 < a # 1 e k uma constante

real e positiva, pode ser obtido a partir do grafico y = a®, inclinando-o k& unidades para

esquerda se k > 0, ou inclinando-o k unidades para a direita se —a < k < 0.
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Figura 9 — Gréfico de f(z) = 2% e s(z) = 5*.

2.8 Funcao logaritmica

Na Secao 1.2.2 apresentou-se que para todo niimero real positivo a # 1, a fungao
exponencial f : R — R, f(z) = a®, é uma correspondéncia biunivoca entre R e R*,

crescente se a > 1, decrescente se 0 < a < 1, com a propriedade adicional

flz+y) = flx) fy).

Segue-se que f possui uma funcao inversa.

Definig¢ao 2.8.1. (LIMA, 2013)

A inversa da funcao exponencial de base a é a funcao
log,(z) : RT — R,

que associa a cada ntmero real positivo z o ntimero real log,(x), chamado o logaritmo

de x na base a.

Por definicdo de func¢ao inversa, tem-se
ag(*) = g ¢ log,(a®) = .

Assim, log,(x) é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o niimero

z. Ou seja,
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y =log,(x) & a¥ = x.

u+v

Segue-se imediatamente da relacao a" - a” = a"™" que

log, (zy) = log,(x) + log,(y)

para x e y positivos quaisquer. Com efeito, se u = log,(z) ¢ v = log,(y) entdo a* =z ¢

a’ =y, logo

ou seja,

log,(ry) = u+v = log,(r) + log,(y)-

Esta propriedade de transformar produtos em somas foi a motivacao original para
a introducao dos logaritmos, no inicio do século XVII, e de sua popularidade, até bem

recentemente, como um eficiente instrumento de calculo.

O uso generalizado das calculadoras, cada vez mais desenvolvidas, fez com que
essa utilidade inicial dos logaritmos perdesse o sentido. Entretanto, a fun¢ao logaritmica

continua extremamente importante na Matematica e em suas aplicagoes.

Essa importancia é permanente: jamais desaparecera porque, sendo a inversa da
fungao exponencial (portanto equivalente a ela), a funcao logaritmica esta ligada a um
grande niimero de fendmenos e situagoes naturais, onde se tem uma grandeza cuja taxa

de variacdo é proporcional a quantidade da mesma existente no instante dado (LIMA,
2013).

Definig¢ao 2.8.2. (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2013) Dada a fun¢ao f : R™ — R tal
que f(z) = log,(z), com 0 < a # 1. Diz-se que f é crescente quando a > 1. Dito de

outra forma, dados quaisquer z1, 7, € R tem-se que,

xe > 11 < log,(x2) > log, (x1).

Definigao 2.8.3. (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2013) Dada a fung¢ao f : R™ — R tal
que f(z) =log,(x), com 0 < a # 1. Diz-se que f é decrescente quando 0 < a < 1. Dito

de outra forma, dados quaisquer z;,z, € R tem-se que,

Ty > 11 & log,(x2) < log,(z1).
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A fungdo f(z) = log,(z) de RT em R, é crescente quando a > 1 e decrescente
quando 0 < a < 1. Como a° = 1, tem-se log, (1) = 0. E importante ressaltar que somente
ntmeros positivos possuem logaritmo real, pois a funcao = — a” somente assume valores

positivos.

As funcgoes logaritmicas mais utilizadas sao aquelas de base a > 1, especialmente
as de base 10 (logaritmos decimais), base 2 (logaritmos binarios) e base e (logaritmos

naturais, as vezes, impropriamente chamados neperianos).

Como f(x) = log,(x) é uma fungado crescente de z quando a > 1, e como log,(1) =
0, segue-se que, para a > 1, os nimeros compreendidos entre 0 e 1 tém logaritmo negativo
e os maiores do que 1 tém logaritmo positivo. Ao contrario, se 0 < a < 1 entdo log,(z)
é positivo quando 0 < & < 1 e negativo quando = > 1. A Figura (10) mostra os graficos

das fungoes f(x) = logy(x) e g(x) = log%(a:).

f

Figura 10 — Gréfico de log,(z) e log%(x).

Se o tragado fosse dos gréficos das fungoes y = log,(x) e y = log,(x), com a > 1
e 0 < b < 1 quaisquer, as figuras obtidas teriam os mesmos aspectos daquelas na Figura
(10). Mais precisamente, existiriam constantes positivas ¢, d tais que log,(z) = ¢ - log,(x)

e log,(z) =d- log%(x) para todo x > 0.

Com efeito se u = log,(x) e v = logy(z), entdo a* = = e 2 = x. Portanto, ao se

escrever ¢ = log,(2), obtém-se a® = 2, logo

portanto u = cv, isto é, log,(x) = ¢ - log,(x) para todo z > 0, onde a constante ¢ é igual
a log,(2). A igualdade

log, () = log,(b) - log,(x) (2.1)
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é valida em geral (mesmo raciocinio) e se chama a férmula de mudanga de base para
logaritmos. Quando a e b sao ambos maiores ou ambos menores do que 1, entdo log,(b) >
0. Se um dos ntimeros a, b ¢ maior e o outro é menor do que 1, entao log,(b) < 0. A férmula

(2.1) afirma que duas fungdes logaritmicas quaisquer diferem por um fator constante.

Como log,(z) : Rt — R é uma correspondéncia biunivoca, portanto sobrejetiva,
segue-se que y = log,(x) é uma funcdo ilimitada, tanto superiormente quanto inferior-

mente. Mais precisamente, tem-se, para a > 1:

lim log, (z) = +oo, (22)
xll,%lJr log,(x) = —o0. (2.3)

A igualdade (2.2) significa que se pode dar a log,(z) um valor tao grande quanto
se queira, desde que z seja tomado suficientemente grande. Ja a equagao (2.3) implica
que, dado arbitrariamente A > 0, tem-se log,(x) < —A desde que x seja um nimero

positivo suficientemente pequeno.

Ao contrario da funcao exponencial, que cresce rapidamente, log,(x) tende a +oo
muito lentamente quando z — 4o0o. Com efeito, dado um nimero M > 0, tem-se
log,(z) > M < x> AM. Assim, por exemplo, se o desejo é de que log,,(z) seja maior do
que mil, serd preciso tomar um nimero x cuja expressao decimal tenha pelo menos mil e

um algarismos.

Esse crescimento lento do logaritmo, que contrasta com o crescimento rapido da
exponencial, é bem ilustrado pelos graficos das fungoes y = a® e y = log,(x), que, como

se sabe, sdo simétricos em relacao a diagonal de R2.

Figura 11 — Grafico de y = 27 e y = log,(z).
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2.8.1 Caracterizacdo das funcoes logaritmicas

Mostra-se que, entre as fun¢oes mondtonas injetivas R™ — R, somente as fungoes
logaritmicas tém a propriedade de transformar produtos em somas. Deve-se lembrar que
se f: RT — Rétal que f(a”) = x para todo x € Rentdo f(y) = log,(y) para todo y € R™.

Teorema 2.8.1. (Caracterizacao das fungdes logaritmicas) (LIMA, 2013) Seja f : RT —
R uma fungdo mondétona injetiva (isto é, crescente ou decrescente) tal que f(xy) =
f(z) + f(y) para quaisquer z,y € R*. Entdo existe a > 0 tal que f(z) = log,(x)
para todo x € R*.

2.8.2 Propriedades do grafico da funcao logaritmica

De modo geral, o grafico de uma func¢ao f definida por f(x) = log,(x) tem as
seguintes caracteristicas (DANTE, 2014):

1. Localiza-se a direita do eixo dos y, isto é, seus pontos pertencem ao 1° e 4° qua-

drantes, pois o dominio de f é RY.

2. Corta o eixo dos x no ponto de abscissa 1, ponto (1,0), pois se x = 1, y = log,(1) =
0,Va e R, 0<a##1.

3. E simétrico do grifico da funcdo exponencial ¢ definida por y = a* em relacio a

reta bissetriz do 1° e 3° quadrantes.

4. Tem a forma de uma das Figuras (12) e (13).

a>1 0<a<l

1
9
bissetriz
bissetriz

Figura 12 — Grafico de f(x) = log,(z) para a > 1.  Figura 13 — Gréfico de f(z) = log,(x) para c

5. O conjunto imagem de f é R, pois todo niimero real y ¢ imagem do ntimero real

positivo z = aV.
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6. Quando a > 1, a funcao logaritmica dada por f(x) = log,(z) é crescente.

11 < @3 & log,(21) <log,(z2).

Observagao 2.8.1. Quando a > 1, Vo € R, x > 1, temos log,(x) > log,(1), isto &,
log,(z) >0,eVxr € R, 0 <z < 1, tem-se log,(x) < log,(1), isto é, log,(z) < 0.

7. Quando 0 < a < 1, a fungdo logaritmica f(x) = log,(x) é decrescente.

r1 < Ty & log,(x1) > log,(z2).
Observagao 2.8.2. Quando 0 < a < 1, Vx € R, z > 1, tem-se log,(z) < log,(1),

isto é, log,(z) < 0,eVzr € R,0 < z < 1, tem-se log, () > log, (1), isto é, log,(x) > 0.

2.8.3 Equacoes logaritmicas

Definigao 2.8.4. (IEZZI; DOLCE; MURAKAMI, 2013) Uma equagao que apresenta a

incognita no logaritmando ou na base de um logaritmo é chamada equacao logaritmica.

Alguns tipos de equacoes logaritmicas sao:

1. Equacoes redutiveis a uma igualdade entre dois logaritmos de mesma base

log,[f ()] = log,[g(x)].

A solugao pode ser obtida impondo-se f(z) = g(z) > 0, conforme a defini¢ao de

logaritmo e suas consequéncias.

2. Equagoes redutiveis a uma igualdade entre um logaritmo e um ntmero real

log, f(x) =r.
A solugdo pode ser obtida aplicando-se a defini¢ao de logaritmo, isto é: f(x) = a”.

3. Equagoes que envolvem a utilizacao de propriedades.
Muitas vezes, é preciso aplicar as propriedades operatorias, a fim de que a equagao
proposta se reduza a um dos dois casos anteriores estudados.

4. Equagoes que envolvem mudanca de base.

As vezes, os logaritmos envolvidos na equagao sao expressos em bases diferentes. A

mudanca de base facilita, em geral, a resolu¢ao da equacao.
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2.8.4 Equacoes exponenciais com bases diferentes

Existem equagbes exponenciais que nao podem ser reduzidas a uma igualdade de
poténcias de mesma base. A partir do estudo de logaritmos podemos resolver esse tipo

de equagao. Para a resolucao dessas equagoes utilizamos a defini¢ao de logaritmo:
a®* =b=x=1log,(b),com0<a#1leb>0.

O leitor deve observar que as calculadoras usuais realizam calculos somente de
logaritmos na base 10 ou base e, sendo assim, é comum e necessaria a utilizacao da

mudanca para uma das bases ja citadas.

Na resolugao da equagao 5* = 8 é apresentado um panorama dos passos utilizados:

log 8 L, 0,9031
log 5 0,699

5 =8 — x = logs(8) = = = — x=1,292.

2.8.5 Translacao de funcoes logaritmicas

Para a andlise das transformacdes sofridas por uma Funcao Logaritmica, a com-
paracao serd feita com o grafico da funcao f(z) = log,(z). Para tal se tem a visualizagao

grafica de f na figura (14).

f

Figura 14 — Grafico da funcao f(z) = log,(x).

E possivel verificar pela representacio grafica que o dominio de f é (0,400) e a
imagem é R. Percebe-se também que o eixo OY é uma assintota ! vertical ao grafico da

funcao.

O que se pretende analisar é como se apresenta o grafico de uma fungao logaritmica

geral, quando comparado ao grafico de f(x), a partir das transformagoes sofridas por esta

I Nome dado a uma reta que limita uma determinada curva.
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funcao 2.

Situagao 1:

Considere  uma  funcao logaritmica cuja expressao ¢é dada por
fi(z) = logy(x) + k, onde k é uma constante real. A pergunta natural a ser feita é:
qual a acao da constante k no grafico dessa nova funcao quando comparado ao grafico da

fungdo inicial f(x) = logy(x)?

Para responder a essa questao, facga, por exemplo, k =1, k =2, k = %, k= —1,

k= —%, ou qualquer outro valor para k e verifique o que acontece.

E possivel observar que cada ponto do gréfico de fi(x) = log,(z)+ 1 tem ordenada
igual a uma unidade a mais do que a ordenada do mesmo ponto de abscissa no grafico de
f(z) =logy(x). Ou seja, o grafico de fi(x) é o resultado de uma translagao vertical de 1
unidade da curva que é grafico de f(x). Uma possivel representacao para f(zx) e fi(z) é

descrita na Figura (15).

-3
g

Figura 15 — Gréfico das fungoes f(z) = logy(z) e fi(z) = logy(x) + 1.

Pode-se facilmente generalizar esse raciocinio quando se utilizam outros valores de
k, ou seja, a conclusao é andloga para qualquer outro valor de k: o gréafico de y = log,(x)+k
sofre uma translagao vertical de k unidades, quando comparado ao grafico de y = log,(x).
Portanto, o grafico de y = log,(x) + k “sobe” ou “desce” em relagdo a posigao inicial de

y = logy(x), conforme k > 0 ou k < 0.

Situagao 2:

2 Texto adaptado de http://ecalculo.if. usp.br/funcoes/logaritmica/flogaritmica.htm
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Também se remete a pensar numa fungao logaritmica que seja dada pela expressao
fa(z) = a-logy(x), onde a é uma constante real e a # 0, ja que se a = 0, a funcao obtida
nao serd logaritmica, e sim constante real nula.

1
3
qualquer outro valor positivo, é possivel verificar o que acontece. A seguir, atribuindo

1
29

Atribuindo valores ao coeficiente a, por exemplo a = 2, a = 3, a = %, a =z, ou
valores negativos ao coeficiente a, por exemplo, a = —1, a = =2, a = =3, a =

a = —%, e assim por diante, chega-se a uma conclusao geral.

Observe, por exemplo, que no grafico de fo(z) = 2 - log,(x), em cada ponto, a
ordenada ¢é o dobro daquela do ponto de mesma abscissa do grafico de f(x) = logy(x).
Dessa forma, o coeficiente 2 na expressao da funcao provoca mudanca de inclinacao na
curva que € o seu grafico, em comparagao ao grafico inicial. Uma possivel representacao

para f e fy é mostrada na Figura (16).

Figura 16 — Grafico das fungoes f(x) = log,(x) e fo(z) = 2 - log,(z).

Da mesma forma, fazendo a = 3, o grafico de y = 3 - log,(z) terd o triplo da
inclinagao do grafico de y = log,(z).

1 _ 1
2 @ =3

terd inclinacao igual a metade ou a terca parte, respectivamente, daquela do grafico de

No caso, por exemplo, de a = o ponto do grafico de y = a - log,(z)

y = logy(x). Isso se verifica no gréfico da Figura (17).

No caso do coeficiente a ser negativo, deve ser observada inicialmente a situagao
mais simples de y = —log,(z). Cada ponto desse gréfico tem ordenada igual ao oposto do
valor da ordenada do ponto de mesma abscissa em y = log,(z). O seu gréfico é, portanto,
uma curva simétrica, em relagao ao eixo horizontal, a curva que é o grafico de y = log, ().

Na Figura (18) se vé a representacao desta situagao.

Analogamente, é possivel representar o grafico considerando qualquer outro valor
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4

Figura 17 — Gréfico das fungdes y = logy(z), y = & - logy(z) e y = % - logy(x).

Y= —logy(x)

Figura 18 — Grafico das fungoes y = log,(z) e y = — logy(x).

negativo de a, observando a simetria em relacdo ao eixo horizontal, quando é feita a

comparagao com o grafico da funcao oposta.

Assim, o coeficiente a, em y = a - log,(z), tem o papel de mudar a inclinagao
do grafico da fungdo y = logy(x). Quando a > 1, a inclinagdo da curva aumenta;
quando 0 < a < 1, a inclinacao diminui. Quando o coeficiente a é negativo, o grafico de
y = a - logy(x) sofre uma reflexdo em relagdo ao eixo horizontal, quando comparado ao

grafico da funcao oposta.
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Situagao 3:

Considere as fungoes logaritmicas do tipo y = log,(z + m), onde m é um nimero

real nao nulo.

Observe, por exemplo, o gréfico de y = logy(z + 1) em comparagao ao grafico de
y = logy(x). Em y = log,(z) tem-se que z = 0 é uma assintota ao grafico, enquanto que,
emy = logy(x+1), x = —1 é a assintota. O fato importante é que o “papel desempenhado”
por z = —1 no segundo ¢ o mesmo que o “papel desempenhado” por x = 0 no primeiro
grafico. Dessa forma, o grafico de y = logy(z + 1) sofreu uma translagao horizontal de
—1 quando comparado ao grafico de y = log,(z). A situagao descrita é representada no

grafico da Figura (19).

y = logy(z + 1)

g f

Figura 19 — Grafico das fungoes y = log,(x) e y = logy(x + 1).

Para qualquer outro valor de m nao nulo, a analise é semelhante, quando se com-
para o grafico de y = log,(x + m) com o gréfico da fungdo y = log,(x). Sempre ocorre

uma translagao horizontal.

Conclusao: Pode-se, portanto, considerar fungoes logaritmicas do tipo y = a -
log,(z+m)+ k, onde o coeficiente a nao ¢é zero, examinando as transformagoes do grafico
da fungao mais simples y = log,(z), quando se faz, em primeiro lugar, y = log,(z + m);

em seguida, y = a - logy(z + m) e, finalmente, y = a - logy(x +m) + k.

Resumidamente tem-se:

e Em primeiro lugar, y = log,(z + m) sofreu uma transla¢ao horizontal de —m uni-

dades, pois = —m exerce o papel que x = 0 exercia em y = log,(x);
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e A seguir, no grafico de y = a - log,(x + m) ocorreu mudanga de inclina¢ao pois, em
cada ponto, a ordenada ¢ igual aquela do ponto de mesma abscissa em

y = logy(x + m) multiplicada pelo coeficiente a;

e Por fim, o grafico de y = a - logy(x + m) + k sofreu uma translagao vertical de
k unidades, pois, para cada abscissa, as ordenadas dos pontos do grafico de y =
a - logy(z + m) + k ficaram acrescidas de k, quando comparadas as ordenadas dos

pontos do gréifico de y = a - logy(z + m).

O estudo dos graficos das fungoes envolvidas auxilia na resolucao de equacoes ou
inequacoes, pois as operacoes algébricas a serem realizadas adquirem um significado que

é visivel nos gréaficos das fungoes esbogados no mesmo referencial cartesiano.

No proximo capitulo apresentam-se as motivagoes e o embasamento para o estudo

de funcgoes.
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3 O Ensino de Funcoes e sua Abordagem nos

Livros Didaticos

O tema fungoes é um dos mais importantes na Matematica do Ensino Médio,
servindo como base para todos os outros contetidos desenvolvidos. Relacionar duas gran-
dezas, percebendo ou nao, faz parte do dia-a-dia de todo ser humano. Segundo Luiz
Roberto Dante (DANTE, 2014),

Associar dois eventos distintos em uma relagao de causa e efeito é a base
de todas as ciéncias. Todo ser vivo, intuitivamente, utiliza-se o tempo
todo das fungdes para tomar suas decisdes. Em matematica, as fungoes
ocupam papel central e estruturador.

Tal assunto se conecta internamente com outros temas da Matematica no Ensino
Médio, trazendo para si um carater integrador de contetidos dentro da prépria disciplina.
Os PCNs (PCN+..., 2000) relativos ao Ensino Médio também trabalham neste sentido

dizendo que,

O ensino isolado desse tema nao permite a exploragdo do carater inte-
grador que ele possui. Devemos observar que uma parte importante da
Trigonometria diz respeito as fungoes trigonométricas e seus graficos. As
sequéncias, em especial progressoes aritméticas e progressdes geométri-
cas, nada mais sdo que particulares fungoes. As propriedades de retas e
parabolas estudadas em Geometria Analitica sdo propriedades dos gra-
ficos das fungoes correspondentes. Aspectos do estudo de polinémios e
equagodes algébricas podem ser incluidos no estudo de fungoes polinomi-
ais, enriquecendo o enfoque algébrico que é feito tradicionalmente.

No modelo de ensino pedagdgico atual muito se fala em interdisciplinaridade, sem
muitas vezes compreender de fato o significado de tal palavra. A velocidade da informagao
e o desenvolvimento das ciéncias e da tecnologia requerem uma conexao e uma aproxi-
macao entre as diversas disciplinas trabalhadas na escola. Neste sentido salienta-se a
necessidade de aproximagcao da Mateméatica com outras areas do conhecimento, deixando
de lado o modelo fragmentado de ensino e dando assim maior significacao aos conteudos
desenvolvidos. Os PCNs (PCN. .., 2000) também discorrem neste sentido,

Um Ensino Médio concebido para a universalizacdo da Educacao Ba-
sica precisa desenvolver o saber matemético, cientifico e tecnolégico
como condicao de cidadania e nao como prerrogativa de especialistas.
O aprendizado nao deve ser centrado na interacao individual de alunos
com materiais instrucionais, nem se resumir & exposicdo de alunos ao
discurso professoral, mas se realizar pela participacao ativa de cada um
e do coletivo educacional numa prética de elaboracio cultural. E na
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proposta de condugao de cada disciplina e no tratamento interdiscipli-
nar de diversos temas que esse cardter ativo e coletivo do aprendizado
afirmar-se-4.

As concepgoes referentes a interdisciplinaridade, articulacao de saberes, solugao
de problemas e significacdo de conhecimentos, também sao objetos de analise do Ensino
Médio Politécnico (PROPOSTA. .., 2011), modelo adotado nas escolas de Ensino Mé-
dio do Estado do Rio Grande do Sul. O documento que rege tal ensino oferece alguns

pensamentos sobre interdisciplinaridade,

A interdisciplinaridade se apresenta como um meio, eficaz e eficiente,
de articulacao do estudo da realidade e producgdo de conhecimento com
vistas a transformagdo. Traduz-se na possibilidade real de solucdo de
problemas, posto que carrega de significado o conhecimento que ird pos-
sibilitar a interven¢ao para a mudanga de uma realidade.

A integracao dos saberes e das areas do conhecimento, bem como o entrelagamento
de ideias com objetivo de aproximar a escola e o mundo do trabalho, também sao conceitos
relacionados a interdisciplinaridade. A proposta pedagogica do Ensino Médio Politécnico
(PROPOSTA. .., 2011), nesse sentido, diz que,

O trabalho interdisciplinar, como estratégia metodolégica, viabiliza o
estudo de tematicas transversalizadas, o qual alia a teoria e pratica,
tendo sua concretude por meio de agoes pedagdgicas integradoras. Tem
como objetivo, numa visao dialética, integrar as dreas de conhecimento
e o mundo do trabalho.

A ideia de contextualizacao também fica mais evidente quando se considera o fato
de que todo conhecimento mantém um didlogo permanente com outros saberes, seja por
questionamento, confirmacao, complementagao, negacao ou ampliacao de aspectos. Nesse
sentido os PCNs (PCN.. ., 2000) colaboram afirmando que,

O conceito de funcao desempenha também papel importante para des-
crever e estudar através da leitura, interpretacdo e construgio de grafi-
cos, o comportamento de certos fendmenos tanto do cotidiano, como de
outras areas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia.

Acredita-se que na Matematica todo assunto desenvolvido, principalmente no En-
sino Médio, objetiva representar de alguma forma uma situagao cotidiana da vida real.
Isso se da através do simbolismo e da modelagem mateméatica. Objetivando dar sen-
tido e significacao aos conteudos desenvolvidos, a contextualizacdo pode auxiliar muito
o professor, aliando os temas trabalhados com situagoes préaticas da vida real. Sobre a
contextualizagao os PCNs (PCN+. .., 2000) também discorrem,
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O critério central é o da contextualizacao e da interdisciplinaridade, ou
seja, ¢ o potencial de um tema permitir conexoes entre diversos concei-
tos matematicos e entre diferentes formas de pensamento matemaético,
ou, ainda, a relevancia cultural do tema, tanto no que diz respeito as
suas aplicagoes dentro ou fora da Matemética, como a sua importancia
histérica no desenvolvimento da proépria ciéncia.

Sobre a contextualizagdo Daniel Cordeiro de Morais Filho e Michelle Noberta
Aratjo de Oliveira (FILHO; OLIVEIRA, 2014) também escrevem,

Deste modo, observa-se a importadncia da contextualizagdo no ensino
da Matematica, ja que é um dos principais critérios para a escolha do
que serd desenvolvido junto aos alunos em sala de aula, pois é ela que
permite a ponte entre a Matematica e ela mesma e entre a Matemética
e as outras ciéncias.

Ao aplicar o conteiido em situagoes praticas o aluno percebe uma significagao,

compreendendo assim as motivagoes que levam o assunto desenvolvido a existir. Neste

sentido Daniel Cordeiro de Morais Filho e Michelle Noberta Aratjo de Oliveira também

escrevell,

As aplicagbes trazem o que hd de mais belo na matematica, que é a
esséncia e o porqué da sua existéncia, a busca pelas respostas de pro-
blemas reais que auxiliem a sociedade em sua busca permanente por
desenvolvimento e melhoria de vida e de conhecimento. Foi assim que a
Matemaética se desenvolveu ao longo dos séculos. As aplicagdes sdo pro-
blemas bem contextualizados que ndo vém acompanhados de férmulas
e trazem situacoes onde o aluno, de posse das informacoes apresenta-
das no problema, e tendo como base os conceitos aprendidos, buscara a
forma mais adequada de modela-los.(FILHO; OLIVEIRA, 2014)

Nao se quer dizer com isso que a tarefa é facil e de tranquila elaboragdao. Requer

tempo, paciéncia, pesquisa e dedicacdo para encontrar situagoes que de fato instiguem e

motivem os discentes. Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Perigo e

Nilze de Almeida também discorrem sobre o tema dizendo que,

-

Durante a permanéncia na escola, a contextualizagdo favorece a cons-
trucao dos significados, constituindo uma estratégia fundamental para
a mobilizacao do conhecimento a servico da inteligéncia ou dos projetos
das pessoas. (IEZZI et al., 2010)

E necessario e importantissimo também o conhecimento técnico sobre o contetido

trabalhado, para que problemas praticos possam ser adaptados, apresentados e desen-

volvidos em sala de aula, de maneira correta e sem prejuizo da linguagem formal, das

defini¢goes matematicas e do raciocinio indutivo.

No que tange especificamente ao tema deste trabalho, ou seja, fungdes exponen-

cial e logaritmica, ha de se destacar principalmente a contextualizacao de tais fungdes em
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areas como: Economia (Juros Compostos), Geografia (Terremotos - Escala Richter), Bio-
logia (cultura de bactérias e meia-vida de substancias), Quimica (decaimento de material
radioativo), entre outros. Tais assuntos sdo bons exemplos de problemas que podem ser
modelados por fungoes exponenciais e logaritmicas, confirmando assim o papel de rele-
vancia no estudo deste conteido no Ensino Médio, pois estao presentes diariamente na
vida dos alunos, seja em matérias de jornais e revistas, em noticiarios de televisao, ou até

mesmo em situacoes praticas de sua vivéncia cotidiana.

Para iniciar o trabalho que ora se apresenta, foram realizadas pesquisas em li-
vros didaticos de Ensino Médio e suas abordagens dos conceitos relacionados a fungoes
exponenciais e logaritmicas. A motivacao ao estudo, definicbes matemaéticas, aplicagoes
em problemas, andlises gréaficas, exercicios e utilizacao de recursos moveis norteiam e

completam este estudo.

3.1 A abordagem dada ao estudo de funcdes exponenciais e loga-

ritmicas nos livros didaticos

O livro didatico é uma importante ferramenta no trabalho diario de sala de aula,
auxiliando principalmente no que se refere a agilidade do trabalho com conceitos e de-
finicoes matematicas, pois otimiza e diminui o tempo usado com a transcricdo e cépia
dos conteudos pelos alunos. Porém, o professor deve ter o cuidado minucioso para que
a utilizacao deste instrumento nao tenha foco apenas em defini¢oes e conceitos, mas que
apresente também problemas contextualizados em situacoes do cotidiano discente, tor-

nando desta forma, o aprendizado mais leve e significativo.

Antes de serem desenvolvidas as atividades propostas neste trabalho foram realiza-
das pesquisas em livros didaticos do Ensino Médio, utilizando para isso cole¢oes indicadas
pelo Governo Federal do Brasil e adotadas em escolas de ensino piiblico de todo o pais.
Foram destacadas e analisadas quatro obras publicadas nos ultimos seis anos, de auto-
res e editoras diferentes. Busca-se com isso uma visdo ampla e uniforme do trabalho

desenvolvido com este contetudo.

De um modo geral o contetido de funcao exponencial e logaritmica é abordado de
maneira bastante semelhante em todas as cole¢oes consultadas. A sequéncia costuma ter
inicio com uma introducao através de um problema gerador, apds teoria com retomada
de conceitos e propriedades basicas estudadas no Ensino Fundamental, a seguir, sao apre-
sentados exemplos resolvidos e, por fim, exercicios sao propostos para a fixacao do tema

estudado.
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3.1.1 Colecao Matematica Contexto e Aplicacdes, de Luiz Roberto Dante
(2014)

Dante (DANTE, 2014) divide o tema de funcao exponencial em nove capitulos. O
primeiro, sob o tema situacoes iniciais, traz exemplos de circunstancias que se utilizam
de fungdo exponencial. A obra introduz o tema através de um exemplo que trata sobre
meia-vida, apds traz um problema sobre cultura de bactérias e, por fim aborda uma
situacao que envolve Juros Compostos. Esta forma introdutéria do conteido mostra
clara e positivamente, o objetivo de dar significado ao conteido, estimulando assim os

alunos a aprecia-lo e, consequentemente gostar de estuda-lo.

O segundo e terceiro capitulos apresentam uma revisao sobre propriedades de po-
tenciacao e radiciagao, respectivamente. A finalidade neste caso é relembrar tais conte-
dos trabalhados no Ensino Fundamental, pois os mesmos servem como base para muitos
dos calculos que se apresentam na sequéncia da obra. No que se refere a potenciacao
sao estudadas as poténcias de expoente natural, inteiro, racional, irracional e real, além
da Notacao Cientifica. Com relacao a radiciacao o livro traz inicialmente a definicao e
apos apresenta suas propriedades. Por fim sao resolvidos alguns exemplos e propostos

exercicios para que o leitor desenvolva o aprendizado depreendido neste capitulo.

No quarto topico inicia-se o estudo propriamente dito sobre Func¢ao Exponencial.
A obra traz na introdugao a seguinte definicao (DANTE, 2014):

Consideremos um niimero a real positivo tal que a # 1. A fungdo ex-
ponencial de base a, f : R — R¥, representada por f(z) = a®, é uma
funcdo que tem as seguintes propriedades, para quaisquer que sejam z e
Yy reais:

1*) a® - a¥ = a®tY
28) f(1)=a'=a
Mr<y=a*<yquandoa>lex <y=a” >y quando 0 <a < 1.

Na sequéncia é apresentado o grafico da fungdo exponencial, explorando a curva
exponencial que passa pelo ponto (0, 1). A partir do exame do grafico, pertinentes andlises
sao realizadas, principalmente no que se refere a crescimento e decrescimento, injetividade
e sobrejetividade, bem como funcao inversa e limitagao superior. No fechamento do
capitulo, ha um tépico bastante importante que trata da construcao do grafico de uma

fungdo exponencial, com a utilizagdo do software GeoGebra.

O quinto capitulo trata da conexao entre fungdes exponenciais e progressoes. Para
isso, o autor mostra como uma fun¢do f do tipo f(z) = b - a®, transforma uma PA
(Progressao Aritmética) de razao r em uma PG (Progressao Geométrica) de razao a”,
bem como a reciprocidade desta transformacao. O tema encerra com a caracterizagao da
funcao de tipo exponencial, associando com a transformagao de progressoes aritméticas

em geométricas.
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No sexto e sétimo capitulos sdo ponderadas as equagoes e inequagoes exponenciais,
através da resolucao e analise de alguns exemplos e consequente proposicao de exercicios.
O numero irracional e e a fungdo exponencial e* sao brevemente analisados no capitulo

oito, inclusive com uma mencao sobre as calculadoras que possuem a tecla e.

A parte de exponenciais se encerra com o capitulo nove tratando sobre as aplicagoes

da fungao exponencial. A obra comenta que,

O crescimento exponencial é caracteristico de certos fendmenos natu-
rais. No entanto, de modo geral, ndo se apresenta na forma a®, mas
sim modificado por constantes caracteristicas do fendmeno, como em:

f(z)=C-ab=.

Este item finaliza muito bem o contetdo, visto que aborda os itens trabalhados
em seis problemas praticos que envolvem outras ciéncias, como Quimica e Biologia, além
de trazer a leitura e andalise de um texto sobre o Césio 137 - o maior acidente radioativo
do Brasil.

No que se refere as fungoes logaritmicas, a obra divide o estudo em trés capitulos.
O tema é introduzido por uma breve nota historica sobre tabuas de logaritmos e os mate-
méticos que as desenvolveram (pg. 174), mencionando em paralelo a principal motivagao

que é transformar operagoes de multiplicacdo em adigoes e as de divisao em subtracao.

Até o inicio do século XVII, multiplicar, dividir, calcular poténcias e
extrair raizes eram tarefas extremamente arduas, realizadas com base
nos senos. Surgiram, entdo, as primeiras tdbuas de logaritmos, criadas
pelos matemédticos Jost Biirgi (1552—1632) e John Napier (1550—1617).

A parte introdutoéria encerra com uma das aplicagoes dos logaritmos, que é a
medida da magnitude dos terremotos, feita por meio da Escala Richter. Neste ponto o

livro ainda traz uma nota de esclarecimento sobre a Escala Richter,

Vocé sabia?

Adotada em 1935, a escala Richter foi assim batizada em homenagem
ao fisico norte-americano Charles F. Richter (1900 — 1985). Ela nédo
mede os efeitos do terremoto, mas indica sua forga em termos de energia
liberada, conforme medida por sismégrafos. A escala comeca em 1 e
nao tem limite superior. Como tem base logaritmica, cada aumento da
magnitude em um ntmero inteiro representa um aumento de 10 vezes
na amplitude do terremoto.

Logaritmo ¢é o titulo do primeiro capitulo. Nele é apresentado inicialmente um
exemplo sobre a previsao de crescimento demografico na América Latina no periodo de
2004 a 2020. Tal exemplo tem claro objetivo de trazer uma situacao pratica para utilizagao
do assunto trabalhado. Na sequéncia a obra apresenta a definicdo de logaritmo de um

nimero,
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Dados os niimeros reais positivos a e b, com a # 1, se b = a€, entdo o
expoente ¢ chama-se logaritmo de b na base a, ou seja, log,b = ¢ &
a® =b, com a e b positivos e a # 1.

O texto ainda faz duas observacoes com relacdo as condigoes de existéncia do
logaritmo e aos logaritmos decimais. O capitulo avanca trazendo as consequéncias da
definicao do logaritmo, bem como as propriedades operatérias e a mudancga de base,
tratando também da resolucao de muitos exemplos sobre estes itens e a consequente
proposta de uma bateria de exercicios. O primeiro capitulo ainda traz um tépico sobre o
calculo de logaritmos utilizando trés formas para isso: com o auxilio da calculadora, com
a aplicagao de tabela de valores (tabelas de logaritmos) e por meio de alguns logaritmos
dados; novamente neste item a obra traz um exercicio contextualizado sobre o célculo
de pH em Quimica . A aplicacdo dos logaritmos na resolucao de equacoes exponenciais
e de problemas é o assunto que encerra o capitulo 1, para isso, sao apresentados cinco

exercicios resolvidos e apds sao propostos doze exercicios que contemplam esta parte.

O segundo capitulo trata da fungao logaritmica. Neste ponto, o autor inicialmente
revisa o conceito de fungao inversa, com uma defini¢do utilizando a ideia de conjuntos e

outra, a composicao de fungoes.

Seja uma funcao f : A — B, bijetiva, denomina-se fungao inversa de f
a fungdo g : B — A tal que, se f(a) =, entdo g(b) = a, com a € A e
be B.

Ou, de modo equivalente:

A funcéo g : B —+ A é a inversa da funcdo f : A — B quando se tem
g(f(x))=ze f(g9(y)) paratodo x € Aey € B.

A motivacao clara do capitulo 2 comecar com funcao inversa é, a partir de entao,

definir o que o autor entende como Fun¢ao Logaritmica (pg. 188),

A inversa da fungdo exponencial de base a é a fungao log, : RT — R,
que associa a cada nimero real positivo x o nimero real log, «, chamado
logaritmo de = na base a, com a real positivo e a # 1.

Ainda no segundo capitulo o livro apresenta o grafico da funcao logaritmica, fa-
zendo conjuntamente importantes reflexdes sobre o aspecto grafico de uma funcao logarit-
mica crescente e decrescente. O autor usa também a representacao grafica para mostrar
a simetria entre funcao exponencial e logaritmica, destacando que, enquanto a funcao
exponencial cresce (ou decresce) rapidamente, a funcao logaritmica cresce (ou decresce)

de forma mais lenta.

I Em Quimica, define-se o pH de uma solugdo como o logaritmo decimal (base 10) do inverso da

respectiva concentragao de H3O™ (fon hidroxoénio).
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Assim como na fun¢do exponencial, o autor encerra este capitulo com um impor-
tante topico de como construir o grafico da fungao logaritmica usando o software GeoGe-
bra, além mostrar como colocar a representacao da fungao logaritmica no mesmo plano
cartesiano. A apresentacao é bastante simples e didatica, mostrando o passo-a-passo da

construcao, tornando assim a utilizagdo por parte dos alunos bastante recomendada.

O autor conclui o assunto de fungao logaritmica no capitulo trés, trazendo as
equacgoes e as inequagoes logaritmicas, tendo em cada ponto um conjunto de exercicios
resolvidos e de exercicios propostos. Por fim, foca em questoes que, se nao estiveram
presentes, se assemelham as que costumam aparecer na prova do ENEM 2, além de trazer

também questoes que abrangem vestibulares de Universidades de Norte a Sul do pais.

O fechamento do assunto é feito através de leituras histéricas que tratam de “Loga-
ritmos e fungoes logaritmicas”, “A lei de Weber e as escalas de Fechner”, “O logaritmo na
era da informética” e “Vendo o logaritmo natural como area” Tais leituras sao bastante
instigantes e tendem a despertar a curiosidade dos discentes para, quem sabe, ampliar

seus conhecimentos e pesquisar mais sobre o assunto.

Percebe-se na obra avaliada um tratamento bastante especial no que tange a con-
textualizacao do contetido. A parte tedrica é apresentada com o rigor técnico que a Ciéncia
Matematica exige, mas também com exemplos de ordem pratica, objetivando claramente
a aproximacao do aluno. As questoes e problemas, tanto no que se refere a exponenciais
quanto a logaritmos, trazem assuntos atuais e dialogam com outras ciéncias, vindo assim

ao encontro ao objetivo deste trabalho.

3.1.2 Colecdo Matematica Ciéncia e Aplicacdes, de Gelson lezzi, Osvaldo
Dolce, David Degenszajn, Roberto Perigo e Nilze de Almeida (2010)

lezzi (IEZZI et al., 2010) introduzem o tema fungao exponencial, no capitulo sete,
através de um problema gerador que trata do crescimento da populacao de certa espécie de
alga em uma regiao litoranea. Esta forma de iniciar um trabalho evidencia a preocupagao
em dar sentido e valorizar o contetdo a ser desenvolvido, metas estas que também norteiam

o presente trabalho.

Apo6s a introducao, a obra traz um cuidado importante ao revisar alguns temas do
Ensino Fundamental que sao de grande utilidade ao longo do estudo de exponenciais e
logaritmos. O autor define e exemplifica poténcias de expoente natural, inteiro, racional,
irracional e, por fim, expoente real; além de relembrar de forma bastante significativa o

topico que fala sobre Notagao Cientifica.

Na sequéncia dos assuntos relembrados, os autores passam a apresentar a fungao

2 Exame Nacional do Ensino Médio. Prova usada por grande parte das Universidades brasileiras para

habilitar ao ingresso em cursos de graduagcao.
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exponencial através da seguinte definicao,

Chama-se funcao exponencial qualquer funcao f de R em R* dada por
uma lei da forma f(z) = a*, em que a é um ntmero real dado, a >0 e
a # 1 (IEZZ1 et al., 2010).

A obra continua mostrando a representacao gréafica e suas propriedades, destacando
o crescimento e decrescimento da funcao exponencial. O livro traz também uma parte
dedicada ao ntimero e e ao grafico com translagdo. Um destaque especial pode ser dado
a apresentacao de uma aplicagao da fungao exponencial para o tema de radioatividade e
meia-vida, explorando assim de forma contextualizada o contetido trabalhado.

Os autores encerram o capitulo abordando equacao exponencial, onde apresenta
um exemplo para introducgao e apds a seguinte definicao,

Uma equacao exponencial é aquela que apresenta a incégnita no expo-
ente de pelo menos uma de suas poténcias.

Ainda no que se refere as equagoes, sao apresentados uma série de exercicios re-
solvidos bem como uma bateria de exercicios propostos. Por fim, o capitulo conclui com
inequacgoes exponenciais, e exercicios complementares que abrangem todo o assunto de-
senvolvido.

No capitulo oito a obra traz o conteido de fungao logaritmica, apresentando inici-
almente um problema contextualizado sobre desvalorizacao do custo de um caminhéao. Os
autores lembram especialmente que os logaritmos podem ser usados, dentre outros pro-

blemas, para solucionar equacoes exponenciais que nao recaem em poténcias de mesma
base. Em seguida os autores trazem a seguinte defini¢ao,

Sendo a e b niimeros reais e positivos com a # 1 chama-se logaritmo de
b na base a o expoente x ao qual se deve elevar a base a de modo que a
poténcia a” seja igual a b, isto é,

log,b =2 & a” =b.

Na sequéncia a obra comenta a convengao a respeito do logaritmo decimal (omissao
da base); faz também uma observagao sobre a existéncia e unicidade de log, b, e apresenta
as consequéncias da definicdo do logaritmo. No encerramento desta parte aborda um
pouco de Historia da Matematica, tratando especialmente sobre a invencao dos logaritmos

e sua utilizagao, a época, no desenvolvimento do comércio, da navegacao e da astronomia.

O livro continua o estudo falando um pouco sobre os sistemas de logaritmos e apds
passa a apresentar as trés propriedades operatoérias, fixando cada uma através de exemplos
resolvidos. Neste ponto, o autor comenta como eram usadas (no passado sem recursos
tecnolégicos) as tabelas de logaritmos, mas sem de fato apresentar tais tabelas, pois
considera a andlise desnecesséaria frente ao advento e o uso disseminado de calculadoras

cientificas.
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A obra contextualiza o contetido em desenvolvimento através de uma aplicagao
sobre a escala de acidez e os logaritmos, apresentando para isso os valores de pH * de
algumas solugoes usadas no dia-a-dia. O tema sobre mudanga de base também é abordado
através da propriedade especifica da transformacao e de uma aplicacao importante que se
utiliza desta.

Os autores seguem o texto apresentando a funcao logaritmica, usando para isso

um exemplo sobre rendimentos de uma caderneta de poupanca. Apds, é apresentada a
seguinte defini¢ao,

Dado um nimero real a (com 0 < a # 1), chama-se funcdo logaritmica
de base a a funcdo f de R} em R dada pela lei f(z) = log, z. Essa
fungdo associa cada ntimero real positivo ao seu logaritmo na base a.

O livro também apresenta as representacoes graficas da funcao logaritmica, tanto
para funcao crescente quanto para decrescente. Neste ponto os autores também estabele-
cem a relacao entre os graficos das fungoes exponencial e logaritmica, usando como exem-
plo num mesmo plano cartesiano a representagiao das fungoes f(z) = 2% e g(x) = log,(x),
e noutro plano a representacao de y = log%(x) e da funcao exponencial de base % Este
item é concluido com as propriedades que envolvem o grafico da funcao logaritmica e uma

aplicacao contextualizada sobre os terremotos e a escala Richter.

Os autores trazem também como um dos objetivos da utilizacao de logaritmos
a resolucao de equacoes exponenciais que nao podem ser reduzidas a uma igualdade de
poténcias de mesma base. O capitulo é encerrado com a apresentacao e resolucao de
exemplos sobre equagoes e inequagoes logaritmicas, além de uma aplicacao contextuali-

zada sobre os sons e a audi¢do humana.

Convém destacar que os autores desta obra apresentam boas contextualizagoes de
fungoes logaritmicas com diversas areas do conhecimento, procurando lincar cada parte
estudada com algum assunto diferenciado. As aplicagdes e exercicios propostos objeti-
vam instigar os alunos no aprendizado, dando significado aos topicos abordados, além
de também oferecer boas ideias de trabalho interdisciplinar. Por fim, de posse destes

argumentos, conclui-se que a obra vai ao encontro dos objetivos deste trabalho.

3.1.3 Matematica Ciéncia, Linguagem e Tecnologia, de Jackson Ribeiro (2011)

Jackson Ribeiro (RIBEIRO, 2010) inicia seus estudos sobre Fung¢ao Exponencial,
no primeiro capitulo, comentando a importancia desta na Matematica e em outras areas
do conhecimento, e entdo, apresenta um exemplo introdutoério onde a func¢ao exponencial é

aplicada no assunto de juros compostos. O exemplo traz também um grafico que confronta

3O pH é uma escala usada em Quimica para expressar o grau de acidez ou basicidade de uma solucio

aquosa. Os valores de pH variam de 0 a 14.
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o montante acumulado em fun¢dao dos meses de aplicagdo de um capital, trazendo assim

uma ideia inicial de grafico da funcao exponencial.

O capitulo dois é utilizado pelo autor para revisar potenciagao, conteido que sera
muito utilizado ao longo dos estudos do tema em questao. A revisdao traz os tépicos
de poténcia com expoente natural, inteiro, racional e real, além das propriedades das
poténcias. Ja o terceiro capitulo é reservado para lembrar a escrita em Notacao Cientifica
com exemplos praticos de situacoes que utilizam ntimeros muito grandes ou pequenos.

No quarto capitulo a obra introduz a funcao exponencial usando um infografico
sobre o processo de reprodugao humana, e mostrando os estagios de duplicagao das células,

concluindo assim, ser uma situacao caracterizada por uma fun¢do exponencial. A partir
de entao o texto traz a seguinte defini¢ao,

Chama-se funcdo exponencial toda funcao f : R — R%, definida por
f(z) =a® ouy =a*, coma>0ea#1 (RIBEIRO, 2010).

O grafico da funcao exponencial é abordado na sequéncia com a representacao
tanto para fungao crescente quanto para decrescente, bem como as propriedades que os
envolvem. A obra segue no capitulo cinco apresentando as equacgdes exponenciais e seus
métodos de resolucao, trazendo também alguns problemas para utilizacao das mesmas. Ja
no sexto topico sao mostradas e desenvolvidas as inequacoes exponenciais. O texto finaliza
o assunto proporcionando ao leitor duas leituras onde sao feitas as contextualizagoes com
decaimento radioativo e epidemia globalizada.

A obra tem seu seguimento com a apresentacao da funcao logaritmica. No primeiro
capitulo o autor introduz o assunto utilizando uma situacao que envolve o calculo de um
montante utilizando o regime de capitalizagao a Juros Compostos, observando que os

logaritmos sao importantes visto que nem sempre é possivel reduzir os dois membros de
uma equacao em uma mesma base. Ja no segundo topico o autor define o que é logaritmo,

Dados os nimeros reais positivos a e b, com a # 1, chama-se logaritmo
de b na base a o expoente ¢, tal que a® = b, ou seja:

log,(b) =c < a®=b.

O texto prossegue no segundo capitulo mencionandoo logaritmo decimal (base
10) e o logaritmo neperiano (base e), além de informar sobre a utilizagdo do logaritmo
decimal em calculadoras cientificas. O referido topico é encerrado com a apresentacao das
consequéncias da definicao do logaritmo. As propriedades operatorias sao desenvolvidas
no terceiro capitulo, onde também sao resolvidos alguns problemas de aplicagdo. Ja no
capitulo quatro o autor ensina a mudanca de base e o calculo do logaritmo nao decimal
com a calculadora cientifica.

A funcao logaritmica é abordada no quinto capitulo. Para isso destaca na intro-

ducgao o calculo da intensidade de um terremoto conhecida como escala Richter, e apds
apresentada a definicao de funcao logaritmica,
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Chama-se funcao logaritmica toda fungdo f : R} — R, definida por
f(z) =log,(x) ouy =log,(x), coma>0ea#l.

Ainda no mesmo capitulo sdo apresentados os gréaficos (crescente e decrescente)
da funcao logaritmica, além de serem destacadas algumas propriedades dos mesmos. Nos
capitulos seguintes, seis e sete, a obra aborda as equagoes e as inequagcoes logaritmicas,
respectivamente. Na conclusao destes topicos alguns exercicios sao resolvidos, com vistas

a fixar o conteudo trabalhado.

Ao analisar esta obra percebe-se um cuidado mais focado na resolugao de equagoes,
utilizando as defini¢es e propriedades de exponenciais e logaritmos. Na apresentacao e
desenvolvimento da parte tedrica poucos exercicios contextualizados em aplicagoes foram
desenvolvidos pelo autor, estes foram explorados com maior significacdo apenas nos exer-
cicios que se apresentam no final de cada capitulo, ficando apenas a cargo do leitor. Sendo
assim, é possivel observar que os temas sao tratados de forma clara e objetiva, mas foi

percebida a pouca abordagem em problemas comentados e resolvidos.

3.1.4 Matematica Paiva, de Manoel Paiva (2013)

Paiva (PAIVA, 2013), na introducao do assunto exponenciais em sua obra, traz um
infografico sobre a evolugdo tecnoldgica, desde a invencao dos primeiros computadores,
da capacidade de armazenamento de dados e o aumento da velocidade de processamento
das informagoes. De fato é uma maneira bastante instigante de comecar um assunto,
abordar de uma forma bastante aproximada o conteido com um tema que atravessa

cotidianamente a vida dos discentes.

O primeiro topico sobre fungdo exponencial traz uma introducgao utilizando uma
aplicagao em reproducao de bactérias por biparticao, chegando em uma relacao do tipo
y = 2%, onde y representa a quantidade de bactérias e x o tempo. O capitulo dois revisa
o calculo e as propriedades das poténcias, bem como o calculo de raizes e as propriedades
e operagoes com radicais, além de relembrar também a escrita de grandezas com notacao
cientifica.

No capitulo trés a obra inicialmente apresenta um problema sobre capitalizagao de

um montante utilizando juros compostos, mencionando entao a necessidade da utilizacao
da funcao exponencial. Apo6s a analise inicial o autor entao define,

Chama-se fungdo exponencial toda funcdo f : R — R7, tal que
f(x) =a”, com a € RY e a#1 (PAIVA, 2013).

O autor continua, ainda no mesmo tépico, apresentando o grafico da fungao ex-
ponencial, conjuntamente mostrando também as propriedades no que se refere a funcao
crescente e decrescente. No capitulo seguinte, o autor analisa a equagao exponencial, para

isso novamente um problema de juros compostos é abordado. Apos, seguem as defini¢es
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de equagao e inequagao exponencial, bem como bons problemas de aplicagao. O assunto
de fungao Exponencial é encerrado com exercicios complementares com aplica¢oes e uma

atividade especial contextualizada sobre Alometria *.

A funcao logaritmica é introduzida, assim como na Funcao Exponencial, com um
destacado infografico sob o tema “Dinheiro nao é tudo”. Tal infografico mostra uma série
de paises, fazendo a associacao entre a expectativa de vida ao nascer, em anos, e a renda,
PIB per capita em dolares. Bastante colorida e informativa, a maneira com que o autor
inicia o assunto também traz uma ideia da representacao grafica da fun¢ao logaritmica
crescente.

O primeiro tépico da obra, intitulado Os fundamentos da teoria dos logaritmos,
conta um pouco a parte histérica do desenvolvimento dos logaritmos. Sao relatados os
estudos de John Napier (1550-1617), também conhecido como Neper, que desenvolveu a
teoria dos logaritmos cujo principio bésico é transformar uma multiplicagdo em adi¢ao ou
uma divisao em subtragao, pois adicionar ou subtrair niimeros é normalmente mais rapido

que multiplica-los ou dividi-los. Ganha destaque, pois nao foi encontrada nas outras trés
obras, a seguinte nota,

Nota:

O vocébulo logarithmus foi criado por Neper usando as palavras gre-
gas: logos, que significa “razao” ou “calculo”, e arithmds, que significa
“ntimero”.

O conceito de logaritmo é o tema do segundo topico. Nele o autor define o que
¢é logaritmo, bem como a nomenclatura usada nos termos. Menciona também o loga-
ritmo decimal, mostrando sua utilizacao na Escala Richter. O autor ainda trabalha neste
item com as propriedades dos logaritmos, apresentando-as e resolvendo alguns exemplos
relacionados. No terceiro topico a obra traz a andlise da funcao logaritmica, relatando
brevemente sua utilizacdo em diversas areas do conhecimento, e exemplificando com o
calculo de um montante usando juros compostos. Apds as analises o autor entdo define,

Chama-se funcdo logaritmica toda funcdo f : Ry — R tal que
f(z) = log,(x), em que b é um namero real, positivo e diferente de
1.

Ainda no capitulo trés, o livro apresenta as representacoes graficas da funcao
logaritmica, tanto o aspecto crescente quanto o decrescente. As fungoes logaritmica e
exponencial também sao analisadas em um mesmo plano cartesiano, com vistas a observar

a simetria entre ambas, tanto na aparéncia crescente quanto na decrescente.

O quarto capitulo estuda as equacoes logaritmicas através de uma aplicacao re-
lacionada a medida do nivel sonoro, em decibel, em fun¢do da poténcia, em watt por

centimetro quadrado. As inequacoOes logaritmicas também sao apresentadas usando um

4 Ramo da Biologia que estuda a relacdo de crescimento entre as partes de um organismo vivo, ou o

crescimento de cada parte em relagdo ao todo.
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exemplo que trata da taxa de crescimento da area destruida de uma floresta por uma
queimada fora de controle. O livro conclui o assunto com variados exercicios contextu-
alizados e um texto intitulado “Matematica sem fronteiras”, que fala sobre a idade dos
fosseis e relaciona o Carbono 14 (C14) ® e sua massa remanescente, através da férmula

M(t) = C - (1+1)" que pode ser aplicada na relagao entre o tempo e a massa.

Esta obra apresenta o conteiido tedrico de uma forma mais sucinta do que as ou-
tras trés analisadas anteriormente, porém sem prejuizo na compreensao e estudo do leitor.
Varios exemplos de aplicagao sao abordados ao longo da obra, fazendo assim uma boa
contextualizagao com outras areas do conhecimento. Na parte dos exercicios complemen-
tares sao abordados interessantes temas sobre diversos assuntos, integrados com outras
ciéncias, que utilizam tanto a fungao exponencial quanto a logaritmica, objetivando assim

aproximar e instigar os alunos em relagdo ao assunto desenvolvido.

E possivel observar, a partir da analise dos livros didéticos, que nao é dedicado
um espago para a abordagem de atividades computacionais. Apenas na primeira obra
analisada é trazido o passo a passo da construcao do grafico da funcao exponencial e
logaritmica no GeoGebra. Nenhuma das quatro obras enfatiza o trabalho com atividades
computacionais, destoando assim de uma realidade tecnolégica presente na vida e no

cotidiano de qualquer estudante brasileiro da atualidade.

O préximo capitulo versa sobre o tema As Tecnologias e o Ensino da Matematica,
discorrendo sobre possibilidades de trabalho que aproximem o conteiido da Matematica

aos alunos diariamente conectados ao mundo virtual.

® O Carbono 14 (C14) é um isétopo radioativo formado na atmosfera terrestre por meio de reagoes

quimicas provocadas pelo constante bombardeamento de raios césmicos.
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4 As Tecnologias e o Ensino da Matematica

Historicamente a matematica é tida como a principal vila dos discentes, tanto no
Ensino Fundamental quanto no Médio, sendo assim motivo de rapida desisténcia frente a
situagoes que envolvem um raciocinio mais cuidadoso. Este “rango” deve-se em boa parte
ao tipo de aula ministrada, principalmente quando esta ainda é focada basicamente em
quadro e giz (ou pincel) e no tripé apresentagao-memorizagao-repetigao. Com o advento
e consolidacao das novas tecnologias se estabelecem novas alternativas para tornar a aula
mais atrativa e, consequentemente, consolidar o aprendizado dos contetidos desenvolvidos.

Neste sentido Junior Leal do Prado e Danilo Lemos Batista dizem que,

Pressupondo que aprender Matematica seja mais do que memorizagao ou
repeticdo de procedimentos e que para ensinar os conteiidos desta drea
é preciso lancar mao de instrumentos que tornem os conceitos significa-
tivos ao aluno, cada vez mais se percebe uma preocupagao em diminuir
o abismo que separa o profissional engessado por praticas que priorizam
a transmissdo de conhecimento daquele que faz uso dos suportes tec-
noldgicos para promover a construcao do saber matemdtico (PRADO;
BATISTA, 2013).

Manter o formato das aulas praticadas em tempos anteriores a disseminacao da
informagao ndo agrega conhecimento aos alunos dos dias de hoje. Os discentes de agora ja
nascem conectados com o mundo, e apenas com o toque dos dedos podem ter a informa-
¢ao que desejarem. Os recursos tecnolégicos podem auxiliar na relacdo docente-discente,
criando um ambiente de construcao colaborativa. O professor ja ndo é mais o “supremo”
detentor do conhecimento, mas sim um mediador dos dados que os alunos trazem diari-
amente para a sala de aula. Silvia Fichmann também trabalha nesse sentido quando diz

que,

A meta é tornar a aprendizagem mais estimulante, criativa e efetiva a
partir do gerenciamento de novas situacoes de aprendizagem, que exige
selecdo e integracdo dos recursos tecnolégicos disponiveis aos recursos
tradicionais: livros, enciclopédias, jornais e revistas. O importante é
planejar atividades que favoregam o desenvolvimento da capacidade de
resolver problemas, do espirito critico, da criatividade e da tomada de
decisdes em situagoes complexas. Além disso, as tecnologias podem
atuar como dinamizadoras das relacbes humanas e das interacoes, que
fazem da sala de aula um ambiente propicio ao trabalho colaborativo
(FICHMANN, 2011).

Nao hé como negar que as tecnologias, principalmente as moéveis, estao presentes
no cotidiano da sala de aula. Tal tema tem gerado discussoes acaloradas em salas de

professores ou reunides pedagodgicas, seja na defesa quanto na resisténcia ao assunto. E
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notério que o professor nao adaptado ao uso das ferramentas digitais em sala de aula tende
a perder o interesse de seus discentes. Com cuidado, paciéncia, dedicacdo e um pouco de
criatividade, os docentes podem inserir, mesmo que inicialmente de forma simples, o uso de
ferramentas digitais nas suas praticas. Tal situacao possivelmente dard maior significado
aos assuntos desenvolvidos em Matematica, pois utilizard algo rotineiro e significativo
para os alunos. Leonardo Romao Pereira, Vera Rejane Niedersberg Schuhmacher, Elcio

Schuhmacher e Oscar Dalfovo compartilham destas ideias dizendo que,

H4 diversas possibilidades de aliar a tecnologia a educacdo, mas para
isso é necessario que o professor possua o conhecimento e o dominio do
meio utilizado, além de criatividade para desenvolver atividades e entre-
tenimentos para os alunos. A ideia é incorporar as tecnologias digitais,
principalmente as moveis, para promover a mobilidade na educagao, por
meio de aplicativos especificos e recursos disponiveis. E tirar proveito
dos milhares de celulares dos alunos e inseri-los no plano de aula, a fim
de compartilhar experiéncias, transformar o conhecimento em valor e
estimular o interesse no conteido abordado, fazendo com que o processo
de ensino-aprendizagem seja algo agradavel para o aluno, bem como
para o educador (PEREIRA et al., 2012).

No que tange as tecnologias moéveis o que mais se observa no dia-a-dia dos jovens
é a utilizagdo de smartphones com tecnologia touchscreen. Os aparelhos sao de uso tao
intenso e ininterrupto, que as vezes passam a ideia de ser uma parte do préprio corpo.
Esta ai uma grande oportunidade de utilizar tais recursos em situacoes educativas. Sobre

este ponto Adelina Moura também escreve,

A tecnologia mével estd tornando-se parte integrante da vida moderna
em todo o mundo. Cada vez mais poderosa, com mais funcionalidades e
servicos, proporciona acionar conteidos em qualquer lugar e a qualquer
hora. H4 anos que o niimero de teleméveis superou o niimero de compu-
tadores pessoais, convertendo-se no sistema de comunicagdo pessoal por
exceléncia. Estas potencialidades fazem dele uma ferramenta adequada
para ser explorada em contextos educativos (MOURA, 2009).

O aluno de hoje nao necessita mais da utilizagdo de um computador de mesa
(também chamado PC) para realizar um trabalho escolar ou alguma tarefa dirigida, pois
qualquer tipo de pesquisa pode ser feita em seu proprio smartphone a um toque dos dedos.
A facilidade na utilizagdo dos aparelhos e a velocidade de resposta dos dispositivos pode
otimizar e acelerar o trabalho em sala de aula, seja no trabalho individual ou de forma
colaborativa entre colegas de turma. Ao encontro a este pensamento, Ricardo José dos

Santos Barcelos diz que,

Os dispositivos moveis estao se tornando cada vez mais importantes na
sociedade, tornando necesséria a insercao destes dispositivos no processo
educacional, devido a principal caracteristica, a onipresenca. Embora
estes dispositivos compostos por diversas caracteristicas, se constituem,
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basicamente, num artefato de uso individual. A construc¢ao do conheci-
mento pode ser obtida num processo que valoriza tanto o autoaprendi-
zado, realizado de forma individual, ou de forma colaborativa e interativa
com outros estudantes e professores (BARCELOS, 2012).

Aos motivos ja elencados sobre as tecnologias moveis deve-se somar também a
questao da necessidade, visto ser de conhecimento geral que em algumas escolas ptublicas
do pais ainda nao ha laboratérios de informaética, ou entao eles existem com quantidade
reduzida de microcomputadores, além do tempo nao aproveitado de uma aula entre idas e
vindas ao laboratorio. Segundo “Pesquisa sobre o Uso das Tecnologias da Informagao e da
Comunicacao nas Escolas Brasileiras”, do Comité Gestor da Internet no Brasil (CGI.br),
publicada no site G1 !, 81% das escolas publicas urbanas do pais possuem laboratérios
de informaética; destas, 86% tém computadores conectados & internet. Foram incluidas na
pesquisa amostral 497 escolas publicas municipais e estaduais urbanas do pais. Segundo
a mesma pesquisa, os professores declaram que a principal dificuldade é o niimero insu-
ficiente de computadores por aluno e conectados a internet. “A sala de aula ainda tem

uma caréncia grande de ter computador e internet”, disse Alexandre Barbosa, gerente do
CETIC.br.

Convém destacar que a utilizacdo de dispositivos moveis requer certo cuidado.
Se o professor nao estiver preparado, tiver uma proposta clara de trabalho, dominar a
tecnologia usada e, principalmente, ser mais atrativo que ela, a aula pode tomar um rumo
frustrante, pois os alunos facilmente tendem a se dispersar na utilizagao de seus aparelhos
com assuntos pessoais. Neste sentido Maria Edwirgem Ribeiro da Silva (SILVA, 2015)

também diz que,

As tecnologias estdo cada vez mais proximas do professor e do aluno,
em qualquer momento; s@o mais ricas, complexas, atraentes. FExigem
um profissional mais interessante que elas, mais competentes que elas.
Caso contrario, os alunos sempre encontrarao uma forma de lhe dar as
costas e de considerar o papel do professor irrelevante, o que é muito
triste e, infelizmente, costuma acontecer com frequéncia.

Também na otica docente da utilizagao responsavel e guiada de recursos digitais

moveis em sala de aula, Maria Edwirgem Ribeiro da Silva colabora dizendo que,

Todavia, cabe ao professor a dificil tarefa de orientar os estudantes sobre
este uso de forma consciente e que promova a aprendizagem (SILVA,
2015).

O cuidado primordial que se deve ter é como utilizar da melhor forma estes recursos

moveis. Se a Matematica se unir a curiosidade natural dos jovens o resultado podera ser

L http://gl.globo.com/educacao/noticia/2011/08 /apenas-4-das-escolas-publicas-tem-computador-em-

classe-diz-pesquisa.html
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bastante proveitoso, pois a légica estudantil sobre a disciplina estd centrada apenas na
memorizacao e repeticao. Se o professor souber trabalhar com atividades diferenciadas,
que possam agucar o sentido investigativo e da descoberta por parte dos discentes, o
efeito podera ser de rico crescimento. O jovem de hoje nao aceita mais o que o professor
traz a sala de aula como verdade estanque e inalteravel, o jovem questiona, pesquisa e
se informa, e talvez esteja ai o ponto principal a ser atacado com as tecnologias moveis.

Neste sentido Maria Edwirgem Ribeiro da Silva também destaca que,

O ensino da Matemaética interpenetrado pelas tecnologias digitais podera
possibilitar uma oportunidade de realizacao de atividades investigativas
que proporcionem situagoes instigadoras, e que talvez possam promover
uma relagdo de cooperagao e o respeito entre os estudantes e o professor.
(SILVA, 2015)

4.1 Tecnologias Mobile

As tecnologias mobile (méveis) sdo parte integrante da rotina didria de grande
parte das pessoas, com especial intensidade de uso na parcela jovem da populacao. A
utilizagdo de not(net)books, tablets, e smartphones especialmente, é cada vez mais co-
mum, e para muitos necessaria a sobrevivéncia. O grande desafio da Educa¢dao como um
todo talvez seja adaptar essa realidade a situacoes que possam colaborar na construgao do
conhecimento; a mobilidade que tais aparelhos oferecem tem muito a ajudar no cotidiano

da sala de aula. Nesse contexto Dias e Junior também escrevem,

O uso destes recursos tecnolégicos e computacionais no contexto de es-
tratégias de ensino e aprendizagem ativas podem promover a aprendi-
zagem e a resolugdo ou a minimizac¢ao de problemas nacionais como o
ensino de Ciéncias, Tecnologia e Matematica (DIAS; JUNIOR, 2012).

O M-Learning, ou Mobile-Learning, consiste da reuniao de tecnologias para co-
municacao e processamento de informagoes, utilizando redes sem fio. Luciano Pelissoli e

Waldomiro Loyolla definem o M-Learning como,

O M-Learning é a fusao de diversas tecnologias de processamento e co-
municagdo de dados que permite ao grupo de estudantes e aos profes-
sores uma maior interagdo. Basicamente, o M-Learning faz uso das
tecnologias de redes sem fio, dos novos recursos fornecidos pela telefonia
celular, da linguagem XML, da linguagem JAVA, da linguagem WAP,
dos servigos de correio de voz, servigos de mensagens curtas (SMS), da
capacidade de transmissao de fotos, servicos de e-mail, multimidia mes-
sage service (MMS) e provavelmente em pouco tempo estard disponivel
o uso de video sob demanda. No Japdo, a companhia NTT DoCoMo,
ja disponibiliza para seus clientes a transmissao de imagens em tempo
real através dos telefones celulares. Um dos pontos chaves ao sucesso
do m-learning é a construcao de materiais atrativos e de facil utilizagao
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pelo aluno/treinando. Quanto maior for a facilidade de uso e a interativi-
dade com o material, maior serd a possibilidade de sucesso (PELISSOLI;
LOYOLLA, 2014).

O foco deste trabalho tem base na utilizagdo do telefone celular (smartphone),
pois este tem grande vantagem em relacao a mobilidade e a utilizacao do proprietario a
qualquer momento e em qualquer lugar. Destacam-se também as facilidades referentes
a tecnologia touchscreen, pois a um toque dos dedos se podem criar varias situagoes de
aprendizagem. Alexandre Rodrigues de Assis, Barbara Caroline C.C. da Silva e Mar-
celo Almeida Bairral (ASSIS; SILVA; BAIRRAL, 2013) colaboram neste ponto quando

escrevem,

A tecnologia touchscreen possibilita um contato e uma apropriacéo di-
ferenciada por parte dos usudrios. S@o novas configuragdes e especia-
lidades com os movimentos — os toques — na tela. A configuracdo de
interfaces touch também beneficia alunos portadores de deficiéncias vi-
suais com softwares que produzem vibragdes no tablet e possibilitando
uma percepcao do que esta sendo realizado.

E importante destacar também as funcionalidades de um smartphone, principal-
mente no que se refere a grande quantidade de aplicativos disponibilizados pelas lojas

virtuais. Luis Filipe de Sousa Carvalho também escreve nesse sentido,

Um dos aspectos significativos a salientar é a grande evolugao nos 1l-
timos anos e a convergéncia de varios equipamentos num sb, pois o
smartphone reune diversas funcionalidades de varios objetos e cada novo
modelo revela algo de novo (CARVALHO, 2014).

Nos ultimos anos o desenvolvimento de aplicativos para smartphone ampliou sen-
sivelmente, muito em face da demanda dos seus usuarios. Essas inovagoes na area da
informatica podem, e devem, ser objeto de estudo e uso também do professor em sala
de aula. Nesse sentido Alexandre Rodrigues de Assis, Barbara Caroline C.C. da Silva e

Marcelo Almeida Bairral (ASSIS; SILVA; BAIRRAL, 2013) também relatam,

Ressaltamos que o professor, como mediador do conhecimento e orga-
nizador de praticas educativas inovadoras, deve proporcionar aos seus
alunos formas de aprender com recursos variados e que contribuam para
a sua formacao.

No que se refere ao trabalho com Matematica nao ¢é diferente. Uma simples busca
na loja virtual do celular trara diversas opcoes de aplicativos de facil manuseio, que po-
dem auxiliar o aluno em sala de aula, cabe ao Professor organizar e escolher aqueles que
considera de melhor aplicagdo a sua classe e ao contetido trabalhado. Sobre as funciona-
lidades dos aplicativos Maria Cristina Marcelino Bento e Rafaela dos Santos Cavalcante

também discorrem,



Capitulo 4. As Tecnologias e o Ensino da Matemdtica 72

Conforme o nivel de sofisticacdo do aparelho os aplicativos aumentam.
Mediante as facilidades da utilizacdo de diferentes aplicativos no celu-
lar, fica nitida para nods a possibilidade de sua utilizagdo em sala de
aula: desde a calculadora ao acesso de bibliotecas virtuais (BENTO;
CAVALCANTE, 2013).

Em face da mobilidade e das facilidades trazidas pelas tecnologias mobile, entende-

se ser esta uma importante ferramenta colaborativa no processo de ensino e aprendizagem.

Na préxima secao apresenta-se o aplicativo usado neste trabalho, assim como

discutem-se os procedimentos de utilizagdo e a maneira de trabalho com o mesmo.

4.2 0O que é o MalMath?

Na busca de encaminhar o presente estudo, que objetiva utilizar tecnologias mo-
veis em sala de aula, houve a necessidade da escolha de um aplicativo para desenvolver
as atividades que se propoem. Uma simples pesquisa na loja virtual de smartphones com
tecnologia Android mostra uma série de aplicativos matematicos que podem facilmente
ser utilizados em diversas situacoes. Para o uso especifico neste trabalho a pesquisa privi-
legiou aplicativos com boa nota de avaliagdo pelos usuarios, que tenham sua plataforma
apresentada na Lingua Portuguesa, também sejam de facil manuseio pelos alunos e que
funcionassem sem internet. Era de suma importancia também que o app escolhido tivesse
uma boa conexao entre a resolucao de equacoes e a apresentacao da andlise grafica das
fungoes, ou seja, um aplicativo com a dupla funcao destacada, otimizando assim o tempo

e evitando o transtorno de trocas para cada novo problema abordado.

Com base nas justificativas apresentadas e na experiéncia de dez anos de atuagao
no magistério, observando o que pode tornar agil ou dificultar o trabalho em um periodo
de aula, optou-se pela escolha do aplicativo MalMath, pois o mesmo vem ao encontro
ao atender as necessidades outrora elencadas. E de salutar importancia apresentar tal
recurso e explicar seu funcionamento, bem como os recursos que o acompanham. Nas
Figuras (20) e (21) sdo apresentados o logo do aplicativo MalMath e a tela inicial de

apresentacao.

MalMath ? é um solucionador de problemas de matematica com descricao passo a
passo dos célculos efetuados e também trabalha com representacio grafica. E gratuito e
funciona sem conexao a Internet. Nao apresenta maiores dificuldades no seu manuseio.
Logo na primeira ativacao, o aplicativo exibe um pequeno tutorial explicando o seu fun-
cionamento. De uma maneira geral, nao ha muito segredo no seu uso, sendo necessario
apenas digitar a expressao na tela inicial, usando os botoes presentes na interface do pro-

grama. Feito isso, basta pressionar o botao “Resolver”, aparecendo assim o resultado da

2 http://www.baixaki.com.br/android /download /malmath-resolver-passo-a-passo.htm
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Figura 20 — Logo do MalMath.

= Inicio

GRAFICO RESOLVER

Figura 21 — Tela inicial de apresentacao.

equacao. Nas Figuras (22) e (23), a digitagdo de uma equagao e seu resultado podem ser

observados, respectivamente.

Ap6s o resultado da equacao na tela, é possivel também visualizar a solugao linha
a linha por meio do botao “Mostrar passos”. O aplicativo possibilita também encontrar
a forma de resolver cdlculos complementares (que nao eram necessariamente o alvo da
equagao), assim como obter informagoes sobre como foram feitas simplificagbes e outros
calculos de montagem. O aplicativo conta, ainda, com dois setores: “Graficos”, para equa-
¢Oes que envolvem esse tipo de notacao, e “Gerador de problemas”, que serve para vocé
montar problemas a serem resolvidos, sendo essa uma Otima maneira de treinar as suas

habilidades. As Figuras (24) e (25) evidenciam a situacao descrita.

MalMath é um aplicativo bastante completo, pois engloba integrais, derivadas,
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= Inicio

log, ( )=0 X

7:10°

RESOLVER

Figura 22 — Digitacdo da equagao logw(ﬁ) =0.
Solugdo
7
" 1000
Figura 23 — Resultado da equacao logw(%o_g) = 0.

limites, logaritmos, equacoes e calculos envolvendo trigonometria e dlgebra. Entretanto,
ainda que muitos aplicativos trabalhem com base em fotografias, no caso do MalMath

é necessario digitar a equacao desejada na tela do app. Porém, isso ndo é um grande
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Figura 24 — Passos da solucao de uma equagao.

¢« MalMath
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Grafico

N

Gerador problema

Favoritos

Figura 25 — Configuracoes possiveis do MalMath.

problema, pois é preciso simplesmente utilizar os botoes existentes na tela para completar
a tarefa. Em alguns casos, quando houver mais do que uma variavel, em uma equagao, o
programa pergunta qual é aquela que se deseja descobrir. Quando se tratar de calculos

com muitas opgoes, é possivel ver na solucdo como parametros adicionais poderiam ser
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resolvidos — caso eles ja nao estejam diretamente visiveis no corpo do resultado.

MalMath também é bom para conferéncia dos cdlculos. Inicialmente, apenas a
solugao do problema pode ser vista na tela e, se vocé quiser saber como fazer o desenvol-
vimento, basta tocar no item em questao. Essa caracteristica tem duas vantagens, sendo
a primeira a exibicao apenas do resultado em um primeiro momento, de forma que possa
conferir se efetuou os calculos da maneira correta. Posteriormente ele também pode ser
interessante para descobrir como chegar a tal resultado, caso haja problemas no desen-
volvimento da questao. Outro ponto de destaque é o modo de visualizagao do célculo,
distribuido em linhas, com a possibilidade de consultar informacoes adicionais para os

itens que sofreram alteracao em cada etapa do processo.

O aplicativo também merece destaque por contar com um setor para exibir graficos.
Dessa maneira, ao lidar com uma equagao que monta uma representagao desse estilo, além
do seu célculo, também é possivel ter acesso a sua representacao grafica. Outro setor
interessante ¢ o de gerador de calculos. Por meio dele o usudario pode construir equacgoes
variadas e ter uma 6tima maneira para praticar as suas habilidades na disciplina. Assim,
nao ha davidas de que o programa é um 6timo aliado, ndo somente para esclarecer duvidas
sobre calculos, mas também uma ferramenta excelente para o aprendizado e consolidacao
de conteudos trabalhados, especialmente para quem tem dificuldades com matemaética.
Por fim, é possivel concluir que o aplicativo é de facil manuseio, nao requer conhecimento
especializado para utiliza-lo e também colabora substancialmente na exibicao da solugao

dos céalculos.

No préximo capitulo serao apresentadas algumas atividades praticas envolvendo
as fungdes exponenciais e logaritmicas. Os exercicios procuram trabalhar interdisciplinar-
mente com outras areas do conhecimento, bem como contextualizar com assuntos diversos
do cotidiano do aluno, seja na sua pratica ou em observagoes de temas tratados na midia

de uma forma geral.
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5 Atividades Propostas

Neste capitulo apresentam-se situagoes problemas envolvendo fun¢oes exponenciais
e logaritmicas. Sao exercicios contextualizados que trabalham o calculo algébrico, mas
que também visam a motivagao dos alunos através da andlise grafica. Os exercicios podem
ser aplicados para introduzir, revisar ou fixar os conceitos, fica a cargo do professor decidir
como prefere utiliza-los. Os temas tratados sao de facil contextualizagdo com outras areas
do conhecimento, podendo assim serem propulsores de trabalhos interdisciplinares. Nos
anexos, encontram-se os exercicios sem a resolucao para que eles possam ser impressos
para os alunos, assim como sugestoes de materiais que podem ser utilizados para revisar

conceitos relativos aos exercicios propostos.

5.1 Metodologia de Aplicacao

Este trabalho tem como foco principal auxiliar no trabalho diario de sala de aula do
professor. As atividades elaboradas vém ao encontro deste objetivo, ou seja, desenvolver
em sala de aula exercicios sobre o conteido de fungdes exponenciais e logaritmicas. A ideia
inicial é que o docente organize o trabalho individualmente, mas caso alguns alunos nao

possuam um smartphone, o professor podera reorganizar o trabalho e fazé-lo em duplas.

Cada problema apresenta duas etapas, a primeira focando o trabalho com a parte
teodrica do conteido, e a segunda, objetivando trabalhar com o aplicativo; sendo assim, o
docente poderd usar uma hora-aula para cada uma das duas etapas. E importante que
o professor possa corrigir o trabalho com a ETAPA 1, para que entdo os alunos possam

avancar para a ETAPA 2.

Com vistas a otimizar o periodo de aula (geralmente de 40 a 50 minutos), sugere-se
que o professor leve cada atividade ja impressa e entregue individualmente aos alunos. O
docente podera ler o texto bem como das questoes propostas, além falar eventuais dicas e
comentarios que julgar necessario, sempre de acordo com as caracteristicas da turma em

que aplicar o trabalho.

No decorrer da realizagao das atividades o professor colocar-se-a a disposicao dos
discentes visando colaborar no surgimento de eventuais duvidas e, se preciso for, inter-
ferir no trabalho de forma colaborativa, auxiliando na busca das solu¢des, mas nunca

oferecendo o resultado ou realizando a tarefa no lugar dos alunos.

Na conclusao de cada atividade sugere-se que o docente, juntamente com seus alu-
nos, promova a discussao dos resultados obtidos. Serd um momento de consolidacao do

aprendizado, e também para compartilhar experiéncias e conhecimentos advindos dos dis-
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centes. Para o fechamento da aula, o professor podera formalizar os conceitos envolvidos
e utilizados em cada tarefa realizada, mostrando assim a importancia do estudo tedrico

dos conteudos.

5.2 Atividade introdutéria do MalMath

Nesta secao pretende-se apresentar alguns dos principais comandos utilizados no
aplicativo MalMath. Tais comandos sao usados ao longo das atividades apresentadas na

sequéncia do trabalho.

5.2.1 Utilizacao das principais operacoes e dos parénteses

e Para fazer a soma, subtracao ou multiplicacao entre dois nimeros deve-se digitar
inicialmente o primeiro nimero, apés a tecla referente a operacao (4, —,*), em

seguida o segundo nimero, e por fim a tecla RESOLVER.

e Na divisao de dois niimeros ¢ necessario que primeiramente se digite a tecla da
divisao “=+”, em seguida o dividendo, na sequéncia a tecla =, em seguida o divisor,
e por fim se deve clicar em RESOLVER.

e Para a operacao de potenciacao deve-se digitar a base, em seguida a tecla y”, na

sequéncia, digita-se o expoente e, por fim, a tecla RESOLVER.

e Para a utilizagdo dos parénteses é necessario clicar na tecla (, pois desta forma o
MalMath colocara automaticamente o sinal de abertura e fechamento, ficando assim
possivel a digitacio da expressdo entre parénteses. E importante destacar o papel
de ordenacao das operagoes, pois em certas ocasides se os parénteses nao forem

utilizados corretamente a operagao pode gerar um resultado errado.

Exemplo de utilizagao: Sugere-se a realizagao do célculo da expressao 154 7 -
(14 — 9%).

Neste caso os passos para obter a solugao sao:

—_

. Digitar 15;

[\

. Digitar +;

w

. Digitar 7;

W

. Digitar x;

5. Digitar (;
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6. Digitar 14;
7. Digitar —;
8. Digitar (;
9. Digitar 9;
10. Digitar y*;
11. Digitar 2;

12. Teclar RESOLVER.

Assim, o MalMath gera como resposta o valor —454.

5.2.2 Como digitar uma funcao e representar seu grafico no MalMath

Para digitar uma funcao pode-se usar y e x como variaveis dependente e indepen-

dente, respectivamente, embora o aplicativo possibilite utilizar qualquer letra do alfabeto.

Como exemplo para digitacao serd usada a funcao y = 15 - 3*. Neste caso a

expressao sera colocada como:

1. Digitar y;
2. Digitar =;
3. Digitar 15;
4. Digitar x;
5. Digitar 3;
6. Digitar y”;
7. Digitar x;
8. Clicar em GRAFICO:
9. Optar pela variavel y.
Assim, o MalMath gera o grafico da funcao fornecida pelo usudrio. E importante

observar que o aplicativo sempre apresenta, juntamente com a representacao grafica de

qualquer funcao, a bissetriz dos quadrantes impares (y = x).

E importante ressaltar também que, em alguns casos, o grafico inicialmente nao é

perceptivel em virtude da escala, mas esse problema ¢ solucionado com o uso do zoom.
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No MalMath o zoom pode ser acionado tanto pelo toque dos dedos (aproximando ou
afastando), quanto pelo uso das teclas + e — na prépria tela do aplicativo. Para retornar
a visualizagdo do grafico antes do zoom, é necessario que se utilize a tecla que possui o

aspecto de um quadrado vazado.

Cabe destacar também a utilizagdo do icone “x” (no canto direito da tela), cuja
funcao é apagar toda expressao digitada até entao. Ressalta-se de igual forma o icone
backspace, semelhante ao teclado do computador, que fica na parte inferior da tela, ser-

vindo para apagar apenas partes de alguma expressao digitada.

5.2.3 Como digitar uma equacdo no MalMath

O MalMath também tem como uma de suas fungdes resolver equacoes. Para
3r+6 2r+10

8 6
Na resolucao desta equagao é necessario o uso das setas. Elas servem para avancar

demonstrar tal situagao descreve-se a resolucao da equagao

ao proximo passo da escrita, ou até mesmo retroceder quando for preciso alterar algum

termo em face de um erro de digitacao.

Sendo assim, temos os passos da resolugdao da equacao:

1. Clicar em —+;

2. Digitar 3z + 6;

3. Clicar em =;

4. Digitar §;

5. Clicar em =;

6. Clicar em =;

7. Clicar em —+;

8. Digitar 2z + 10;

9. Clicar em =;
10. Digitar 6;

11. Clicar em RESOLVER.

Logo, o MalMath dara como solucao o valor de x = 22.
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5.2.4 Como usar logaritmo e exponencial no MalMath

O MalMath possui um icone para logaritmo (log), que também é de simples ma-

nuseio. Para demonstrar, utiliza-se a equagdo logaritmica log,(2z — 5) = logs(8). Neste

€aso 0s passos Sao 0s seguintes:

10.

11.

12.

. Clicar em log;

. Clicar em 3, pois o aplicativo remete inicialmente a base;

Clicar em =;

Clicar em (;

Digitar 2z — 5;

Clicar em = duas vezes;
Clicar em =;

Clicar em log;

Clicar em 3;

Clicar em =;

Clicar em 8;

Clicar em RESOLVER.

13
O MalMath entao apresenta como resposta o valor de x = Ch

O aplicativo apresenta também a possibilidade de trabalhar com o logaritmo na-

tural (tecla In), assim como o nimero e, seguindo a mesma ideia do logaritmo citado na

situagao anterior. Um exemplo que conjuga a func¢ao logaritmo natural e o nimero e pode

ser dado por In(e™®)) = 0, cuja resolucdo segue os passos:

. Clicar em In;

Clicar em (;
Clicar em e;
Clicar em y”;
Clicar em In;

Clicar em y;
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7. Clicar em = trés vezes;
8. Clicar em =;
9. Clicar em 0;

10. Clicar em RESOLVER.

O MalMath apresenta como solucao o valor de y = 1.

Por fim, ganha destaque também a possibilidade de se visualizar o passo-a-passo
da solucao de uma equacgao. Este recurso é bastante importante para o professor, pois se
pode explorar a solugao junto com os alunos e questionar se a mesma esta correta, assim

como observar quais propriedades foram utilizadas na solugao apresentada pelo MalMath.

5.3 Problemas Envolvendo Funcoes Exponenciais

Nesta secao apresentam-se situacoes-problemas envolvendo a utilizagdo do con-
teido de fungdes exponenciais. Nas questoes seguintes devem ser determinadas as leis
das funcoes, bem como a resolugdo de equagoes exponenciais e a andlise grafica. O pro-
fessor deve avaliar o tempo disponivel para a realizacdo das atividades, assim como, o
interesse da turma na realizagdo das tarefas. Sempre que necessario é importante que o
docente faca uma breve retomada dos contetidos e das propriedades que serao utilizados

em cada atividade.

Pré-requisitos: escrita em notagao cientifica, propriedades de potén-
cias e de radicais e resolucao de equagoes (isolamento de incégnitas).
Material necessario: smartphone que tenha instalado o aplicativo

MalMath, além de material escolar de uso comum.

Tempo necessario: uma hora aula para cada etapa do problema.
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Dicas para o professor

i Fxplique aos alunos como as equagoes devem ser digitadas, lem-
brando que nao se deve colocar virgula nos niimeros decimais, mas

sim um ponto;
1 As operagoes sao realizadas com os mesmos simbolos das planilhas
de célculo. Observe:
+ para soma e — para subtracao;
-+ para divisdo e * para multiplicacao;

y* para potenciacao;

i Aproveite para explorar o grafico, aumentando e diminuindo o

zoom no toque dos dedos, ou nos icones + ou —.

Atividade 1. |Cultura de bactérias |

Esta atividade apresenta uma situacao de aumento de uma cultura de bactérias,
podendo ser usada para introduzir o conteido de funcao exponencial. O exercicio procura
iniciar os discentes na utilizagao do aplicativo e procura também colaborar na consolidacao

do contetudo.

Sugestao de Abordagem Interdisciplinar: Este exercicio se propoe a um tra-
balho conjunto com a disciplina de Biologia, no que tange aos estudos do Reino Monera,

onde um dos itens de abordagem ¢ a Reproducao de Bactérias.

Exercicio 5.3.1. Em uma cultura de bactérias, a populagao dobra a cada hora. Considere
que ha 1.000 bactérias no inicio da experiéncia. Com base nestas informacoes, responda

as questoes propostas nas etapas 1 e 2.
ETAPA 1: Explorando a lei da fungao exponencial.

Sem a utilizagdo do aplicativo MalMath, determine:

(a) Qual serd o nimero de bactérias apds uma hora?

(b) Quantas bactérias havera apds duas horas?

(c) Apés trés horas, qual serd a quantidade de bactérias na cultura?

(d) Depois de quatro horas, qual serd o valor da populacao de bactérias?
(e) Apos seis horas, haverd quantas bactérias na cultura?

(f) Passadas oito horas, a populagio serd de quantas bactérias?
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(g) Depois de 10 horas, quantas bactérias havera?

(h) A partir dos resultados obtidos nos itens anteriores, apés = horas, quantas bactérias

existirao na cultura?
(i) Esses dados poderiam ser representados em um grafico? De que forma?

(i) O que ocorre com o ntimero de bactérias & medida que o tempo aumenta? Aumenta

ou diminui?

(k) Chamando de Q(x), escreva a lei da fungdo que representa o nimero de bactérias em
fun¢do do ntimero de horas de experiéncia? Utilizando também G(x), escreva a lei
de formagao da funcao para o caso da populacao de bactérias dobrar a cada duas

horas.
ETAPA 2: Utilizando o MalMath e explorando a funcao exponencial.

(1) Represente graficamente a fungdo Q(x) utilizando o aplicativo MalMath. Para a

representacao vocé deve seguir os passos:

1. Abra o aplicativo MalMath;

2. Digite na tela inicial, campo entrada, a expressao y = 1000 - 2% usando a

sequéncia dos comandos: y = 1000 * 2y”z;
3. Por fim, clique em “Gréfico”;
4. Na tela seguinte escolha a variavel y;

5. Utilize o zoom, caso o grafico nao seja visivel inicialmente.

(m) De acordo com o grafico na tela do MalMath, a funcao é crescente ou decrescente?

Justifique sua resposta.

(n) Na tela do aplicativo, o grafico parece interceptar o eixo das abscissas em varios pon-

tos. Esta afirmacao estd correta? A funcao intercepta mesmo o eixo z? Explique.

(o) Observando o grafico, a fungdo intercepta o eixo das ordenadas? Em caso afirmativo,
indique o ponto de interseccao. Se necessario, utilize o zoom para uma melhor

visualizacao.
(p) Qual é o dominio da funcao Q(z), cujo grafico foi representado na tela do celular?

(q) O dominio da fungao que representa o nimero de bactérias na cultura é o mesmo da

funcao digitada? Explique com suas palavras.
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(r) Na tela do aplicativo, use as teclas de zoom para verificar como a fungao se comporta
para valores cada vez maiores da varidavel z. A func@o se aproxima de zero para

algum z?

(s) A representagao gréfica do crescimento populacional a cada hora é a mesma do cresci-
mento populacional a cada duas horas? Justifique sua resposta colocando no mesmo

plano cartesiano a representagao das duas fungdes, destacadas no item (k).

(t) O que vocé percebe de diferenca ou semelhanga entre os dois graficos representados
no item anterior, principalmente no que se refere a intersec¢ado com o eixo vertical

e ao comportamento para valores grandes de 7

A presente questao foi retirada e adaptada do livro “Matematica Paiva”, Volume

1, de Manoel Paiva.

Resolugao da Atividade 1:
ETAPA 1

(a) Qual serd o numero de bactérias apds uma hora?

Espera-se que os alunos concluam que a quantidade é de 2.000 bactérias.

(b) Quantas bactérias havera apds duas horas?

Neste caso os discentes devem ser motivados a concluir que havera 4.000 bactérias.

(c) Apés trés horas, qual serda a quantidade de bactérias na cultura?
Os alunos devem chegar a conclusao de que apods trés horas a populacido serd de
8.000 bactérias.

(d) Depois de quatro horas, qual serd o valor da populacao de bactérias?
O professor deve auxiliar na conclusao de que apds quatro horas a populagao sera
de 16.000 bactérias.

(e) Apds seis horas, haverd quantas bactérias na cultura?

Os alunos devem concluir que passadas seis horas ha um total de 64.000 bactérias.

(f) Passadas oito horas, a populagdo serd de quantas bactérias?

Espera-se que os discentes concluam que a quantidade de bactérias sera de 256.000.

(g) Depois de 10 horas, quantas bactérias havera?

O professor deve conduzir os alunos para que concluam que o total serd de 1.024.000

bactérias.
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(h) A partir dos resultados obtidos nos itens anteriores, apés = horas, quantas bactérias

existirdo na cultura?

Um erro bastante comum por parte dos alunos ¢ imaginar que, se a populacao de
bactérias dobra a cada hora, apds x horas a populacao sera de 2-x bactérias. Com os
resultados dos itens anteriores o professor pode tragar um paralelo com as possiveis
respostas para 2 - x, concluindo assim que esta nao é a correta solugao. O professor

pode entdo ajudar os discentes estabelecendo o raciocinio apresentado na Tabela (8).

Tabela 8 — Calculo da Quantidade de Bactérias a cada hora

Horas Poténcias de 2 Quantidade de bactérias

0 1.000 - 2° 1.000
1 1.000 - 2! 2.000
2 1.000 - 22 4.000
3 1.000 - 23 8.000
4 1.000 - 24 16.000
6 1.000 - 26 64.000
8 1.000 - 28 256.000
10 1.000 - 210 1.024.000
x 1.000 - 2* 1.000 - 27

Sendo assim, apds x horas a quantidade de bactérias é de 1.000 - 2*.

(i) Esses dados poderiam ser representados em um gréafico? De que forma?

Auxilie os alunos a concluirem que sim, pois hd uma relacado biunivoca entre o
numero de horas e a quantidade de bactérias. Dito de outra forma, os valores
referentes ao niimero de horas e a quantidade de bactérias formam pares ordenados

que podem ser usados no plano cartesiano, representando desta forma um grafico.

(3) O que ocorre com o ntimero de bactérias a medida que o tempo aumenta? Aumenta

ou diminui?

O professor deve colaborar para que os discentes possam concluir que a medida que

o tempo aumenta, a quantidade de bactérias também aumenta.

(k) Chamando de Q(x), escreva a lei da fungao que representa o nimero de bactérias em
fungao do ntimero de horas de experiéncia? Utilizando também G(x), escreva a lei
de formagao da funcao para o caso da populacao de bactérias dobrar a cada duas

horas.

Apés a andlise feita no item (h), espera-se que os alunos possam concluir que a

funcao que relaciona “horas” com “quantidade de bactérias” é Q(x) = 1000 - 27,



Capitulo 5. Atividades Propostas 87

onde Q(z) representa a quantidade de bactérias e x representa o tempo medido em

horas.

No que se refere a populacdo da cultura de bactérias dobrar a cada duas horas,
usando o mesmo raciocinio do item (h), o professor auxiliard os discentes na cons-
trucao da tabela como os valores para que assim possam alcancar a conclusao de

que a lei de formacdo para esta situacio ¢ G(z) = 1000 - 2.

Antes de avancar a etapa 2, o professor deve realizar a correcao da etapa 1, evitando,
assim, eventuais erros que possam advir do uso da lei da fungao errada descrita na

etapa 1.
ETAPA 2

(1) Represente graficamente a fun¢do @Q(z) utilizando o aplicativo MalMath. Para a

representacao voceé deve seguir 0s passos:

1. Abra o aplicativo MalMath;

2. Digite na tela inicial, campo entrada, a expressao y = 1000 - 2* usando a

sequéncia dos comandos: y = 1000 x 2y*x;
3. Por fim, clique em “Gréafico”;
4. Na tela seguinte escolha a variavel y;

5. Utilize o zoom, caso o grafico nao seja visivel inicialmente.

Neste momento o professor deve pedir aos alunos para que abram o aplicativo Mal-
Math e digitem no campo destinado a expressao y = 1000 - 2%, conforme os passos

destacados. As Figuras (26) e (27) mostram a utilizagdo do aplicativo.

Apos os comandos destacados, o aplicativo gera a representacao grafica da funcao.
O professor deve observar que, inicialmente o grafico nao é visualizado, sendo neces-
sario o aumento do zoom do aplicativo; isto pode ser feito na propria tela tanto pelo
toque dos dedos, como pelos icones + e —. Nas Figuras (28) e (29) sao apresentadas

as telas da situagao destacada. Em cada tela estd representada também a bissetriz

Y=z

(m) De acordo com o grafico na tela do MalMath, a funcao é crescente ou decrescente?

Justifique sua resposta.

Com as ideias utilizadas no item (j) e a analise gréafica do item (1) o docente pode
colaborar com os alunos na conclusao de que esta é uma funcao crescente. O pro-
fessor pode ainda tracar um paralelo com o fato da funcao ter base 2, lembrando

assim que base maior do que 1 é de uma fungao crescente.
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Figura 27 — Escolha da variavel y.

(n) Na tela do aplicativo, o grafico parece interceptar o eixo das abscissas em varios pon-

tos. Esta afirmacao estd correta? A funcao intercepta mesmo o eixo z7 Explique.

Com o aplicativo aberto o professor levanta tal questionamento, trazendo também

os conhecimentos tedricos a cerca do conteuido, desenvolvidos em aulas anteriores.
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Figura 28 — Grafico da fungao y = 1000 - 2* antes do zoom.
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Figura 29 — Gréfico da fungao y = 1000 - 2* depois do zoom.

Os alunos podem lembrar que o gréafico deveria ficar todo acima do eixo x, logo nao
haveria interseccao com o eixo das abscissas. Assim, a possivel visualizagao de que o

grafico intercepta o eixo do z, pode ser retificada aumentando o zoom do aplicativo.

(o) Observando o grafico, a fungao intercepta o eixo das ordenadas? Em caso afirmativo,



Capitulo 5. Atividades Propostas 90

indique o ponto de intersec¢do. Se necessario, utilize o zoom para uma melhor

visualizacao.

Numa primeira visualizagdo nao ¢ perceptivel a interseccao com o eixo das orde-
nadas, mas apoés algumas indicagoes e colaboracao do docente em relagdo ao zoom
do aplicativo, os alunos devem perceber que o grafico intercepta o eixo y no ponto
1000.

(p) Qual é o dominio da funcao Q(z), cujo grafico foi representado na tela do celular?

Como na representacao grafica a curva se estende tanto para a esquerda como para
a direita do eixo y, ou seja, ndo ha restrices quanto a utilizacao de valores para z,

os alunos deverao perceber que o dominio da fungao ¢é R.

(q@) O dominio da fungao que representa o nimero de bactérias na cultura é o mesmo da

funcao digitada? Explique com suas palavras.

Cabe ressaltar que, embora no grafico o dominio seja de fato todos os R, os valores
de x neste caso representam o tempo, sendo assim nao se deve utilizar valores

negativos. Logo, considera-se como dominio da fungao o intervalo [0, +00).

(r) Na tela do aplicativo, use as teclas de zoom para verificar como a fungao se comporta
para valores cada vez maiores da varidavel z. A funcdo se aproxima de zero para

algum z?

Através da manipulagao do zoom do aplicativo os alunos poderao perceber que, com
a utilizacdo de valores cada vez maiores de x, a fungao crescera muito rapidamente,
ou seja, quanto maior o tempo mais a cultura de bactérias aumenta. Também pelo
zoom é possivel observar que a funcio se aproxima de zero para valores cada vez

menores de .

(s) A representacao grafica do crescimento populacional a cada hora é a mesma do cresci-
mento populacional a cada duas horas? Justifique sua resposta colocando no mesmo

plano cartesiano a representacao das duas fungoes, destacadas no item (k).

Com o aplicativo aberto os alunos devem digitar no campo entrada as expressoes
das duas fungoes, gerando assim as representacoes graficas. Espera-se que os alunos
possam perceber que ha uma pequena mudanga no aspecto grafico, visualizando na
figura o fato da funcao @) crescer mais rapido que a funcao GG, o que justifica ser
NAO a resposta para a pergunta feita. Na Figura (30) apresenta-se um possivel

esbogo para as duas fungoes destacadas.

(t) O que vocé percebe de diferenca ou semelhanga entre os dois graficos representados
no item anterior, principalmente no que se refere a interseccao com o eixo vertical

e ao comportamento para valores grandes de x?
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y=1000:28/ [ L1009 91

Figura 30 — Gréfico das funcdes f(x) = 1000 - 22 e g(z) = 1000 - 2.

Num primeiro momento os discentes podem concluir que o aspecto do grafico das
duas fungoes é o mesmo, apenas havendo uma contragao horizontal para a esquerda
do grafico de 1000 - 22 em relacdo a 1000 - 2%. J4 no que diz respeito & interseccao
com o eixo y os alunos podem perceber que as duas fung¢oes cruzam no ponto 1.000,
visto que a quantidade inicial de bactérias é a mesma nas duas situacoes. E possivel
também perceber que, para valores grandes de x a fun¢ao Q(x) = 1000 - 2% cresce

mais rapidamente que a funcio G(z) = 1000 - 2.

Esta atividade desenvolve a ideia da determinacao da lei de uma fung¢ao exponen-
cial e o célculo de poténcias, além disso, analisa questdes do crescimento e decrescimento
de tal fun¢ao. Utilizando o aplicativo MalMath destaca-se também a descricao da repre-

sentacao grafica da fungdo exponencial, assim como detalhes acerca do zoom do app.

Atividade 2. | Decaimento radioativo |

Nesta atividade sugere-se um exercicio com o tema decaimento radioativo. O pro-
fessor pode contextualizar com o acidente nuclear ocorrido na cidade de Fukushima, no

Japao, em 11 de marco de 2011, causado por tsunamis.

Sugestao de Abordagem Interdisciplinar: O tema desta atividade traz uma
otima oportunidade de trabalho conjunto com as disciplinas de Biologia e Quimica. Com
relacao a Biologia, pode ser abordado no tema Ntcleo Celular, mais precisamente as mu-
tagoes génicas. No que diz respeito a Quimica, o enfoque pode ser dado na Radioatividade

e os efeitos no organismo.
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Exercicio 5.3.2. Em setembro de 1987, na cidade de Goidnia (GO), ocorreu um grande

acidente radiolégico. Veja, a seguir, a trajetéria desse acidente.

Dois catadores de papel retiraram do abandonado Instituto Goiano de Radiotera-
pia um aparelho de radioterapia. A intencao deles era vender a capsula de chumbo, em

forma de cilindro, com mais de 300 kg, como sucata a um ferro-velho.

Cinco dias depois de encontrarem a peca, os catadores de papel venderam-na
para o dono de um ferro-velho que, quatro dias apds a compra, pediu para dois de seus

funciondrios buscarem o cilindro.

No mesmo dia em que os funcionarios foram buscar a pega, o aparelho foi desmon-
tado, e cerca de 19,26 g de Césio-137, um pé branco semelhante a sal de cozinha e que

no escuro emite um brilho azulado, ficaram expostos.

O dono do ferro-velho, encantado com o brilho azul que o material emitia no

escuro, chamou parentes, amigos e vizinhos para que também o vissem.

As pessoas que manipularam o aparelho e o Césio-137 foram contaminadas. Quatro
delas morreram alguns dias apds o acidente e outras sofrem até hoje em razao dos efeitos

da contaminacao.

Técnicos iniciaram o trabalho de descontaminacao e recolhimento do material con-
taminado, dando origem a quase 14 toneladas de lixo radioativo, que foi embalado em
caixas, tambores e contéineres e, em seguida, armazenados em um depoésito, onde deverao

1

ficar por, pelo menos, 180 anos. Na Figura (44) ' é possivel observar alguns técnicos

transportando o material radioativo.

Com o passar do tempo toda substancia radioativa se transmuta, diminuindo a
quantidade de atomos da substancia original. A velocidade de decaimento depende do
elemento radioativo, e o tempo gasto para que a quantidade seja reduzida a metade da

inicial é chamado meia-vida.

O Césio-137, por exemplo, tem meia-vida de 30,2 anos. Se tivermos inicialmente
1 g dessa substancia, depois de 30,2 anos essa massa estara reduzida a metade, isto é,
0,5 g. Ap6s outro intervalo de 30,2 anos, essa massa serd de 0,25 g (um quarto da massa

original), e assim sucessivamente.

Com base nas informacgoes apresentadas pelo texto, responda aos seguintes ques-

tionamentos:

ETAPA 1: Explorando a lei da fun¢ao exponencial.

(a) Qual é a quantidade de Césio-137 presente no lixo atomico ap6s 30,2 anos, tempo de

L http://wwwl2.senado.leg.br /noticias/materias/2015/10/28 / caso-do-cesio-137-mostra-os-elevados-

riscos-da-radiacao-nuclear-diz-pesquisadora
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Figura 31 — Técnicos carregando o material radioativo.

uma meia vida?
(b) Qual é a quantidade de Césio-137 presente no lixo atomico apds 60,4 anos?

(c) Construa um modelo matemético que informe a quantidade de Césio-137 que ainda
estd presente no lixo atémico resultante do acidente ocorrido em Goiania; repre-
sente este modelo por @(t). Para melhor compreensdao vocé pode construir uma
tabela tendo como base as ideias utilizadas nos itens (a) e (b). Que tipo de fungao

representa este fendmeno: linear, quadratica ou exponencial?
ETAPA 2: Utilizando o MalMath e a funcao exponencial.

(d) Use o aplicativo para representar graficamente o modelo matematico obtido no item
anterior. Para isso utilize as varidveis y e = respectivamente no lugar de Q(t) e t, e

siga 0s passos a seguir:

1. Clicar em y;
2. Clicar em =;
3. Clicar em (;
4. Clicar em —+;

5. Clicar em 1;
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Clicar em =;
Clicar em 2;

Clicar em =

L »®» N

Clicar em y7;

10. Clicar em —+;

11. Clicar em z;

12. Clicar em =;

13. Digitar 30.2;

14. Clicar em = duas vezes;
15. Clicar em x;

16. Digitar 19.26;

17. Clicar em GRAFICO;

18. Escolher a variavel y.

(e) Esta fungao é crescente ou decrescente? Justifique sua resposta através do grafico e

também pelo contetido desenvolvido em aula.

(f) Apds dez meias-vidas, qual é a quantidade de Césio-137 presente no lixo atémico?

Nesta questao € preciso utilizar o aplicativo como calculadora.

(g) Em quanto tempo haverd 0,601875 g de Césio-137 no lixo atdémico? Novamente

utilize o aplicativo como calculadora.

(h) E se a quantidade inicial do produto no lixo atdémico fosse de 15,6 gramas, qual seria
a lei da fungdo que representa esta situagdo (represente-a por R(t))? Observe que

a situacao é bastante semelhante ao que ocorre no item (c).

(i) Com base no item (h), diga qual o tempo necessario para a quantidade inicial de

Césio-137 ser reduzida a 0,975 gramas?

(j) Faca a representacgao grafica da fungao escrita no item (h) e compare com o grafico
descrito no item (d). Ao analisar as duas curvas, quais conclusées vocé pode obser-
var no que diz respeito a interseccao com o eixo vertical e também no que se refere

ao crescimento dos valores de =7

A atividade apresentada foi retirada e adaptada do livro “Matematica: Ciéncia,

Linguagem e Tecnologia”, Volume 1, do autor Jackson Ribeiro.
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Resolucao da Atividade 2:
ETAPA 1

(a) Qual é a quantidade de Césio-137 presente no lixo atomico ap6s 30,2 anos, tempo de

uma meia vida?

O aluno pode observar que, se no ano do desastre, 1987, a quantidade de Césio-137
era de 19, 26 gramas, em 30, 2 anos temos uma meia vida, ou seja, a quantidade fica

reduzida a metade, totalizando assim 9,63 gramas.

(b) Qual é a quantidade de Césio-137 presente no lixo atémico apds 60,4 anos?

Assim como no item anterior, em 60,4 anos tem-se duas meias vidas, ou seja, a
quantidade inicial fica reduzida a metade da metade, ou i da quantidade inicial,

assim obtém-se 4,815 gramas.

(c) Construa um modelo matemético que informe a quantidade de Césio-137 que ainda
estd presente no lixo atémico resultante do acidente ocorrido em Goiania; repre-
sente este modelo por @(t). Para melhor compreensdao vocé pode construir uma
tabela tendo como base as ideias utilizadas nos itens (a) e (b). Que tipo de fungao

representa este fendmeno: linear, quadratica ou exponencial?

Considerando t como o tempo em anos apds o acidente, n a quantidade de meias
vidas apés o acidente, (); a quantidade de Césio-137 em funcdo do tempo (gra-
mas) e (Qp a quantidade inicial de Césio-137 (gramas), pode-se construir e obter os
resultados da Tabela (9).

Tabela 9 — Calculo da Quantidade Césio-137 em funcao do tempo

Tempo (anos)  Valor de n Quantidade de Césio-137 (gramas)
30,2 n=532=1 Q1 =2L=03)"Q=1319,26=12=963
60,4 n=50=2 Q=%=(1)?% Qo=1-19,26 =12 = 4815
90, 6 n=55=3 Q=% =(3° Q=13 19,26 =52 = 24075
t n= 53 Qn=35"=(3)"" Qo= Q= (3)™-Q

Sendo assim, conclui-se que a quantidade de Césio-137 presente no material recolhido
t

1
em Goidnia em fun¢ao do tempo é: Q(t) = (2) 30,2 19, 26.

Neste momento é importante também que o docente recorde e discuta a represen-
tagao algébrica das fungoes afim e quadratica, comparando ambas com a funcgao
exponencial, cuja caracteristica é possuir a incoégnita no expoente, para que assim

se possa concluir que este fendmeno é caracterizado por uma fungdo exponencial.
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ETAPA 2

(d) Use o aplicativo para representar graficamente o modelo matematico obtido no item

anterior. Para isso utilize as varidveis y e x respectivamente no lugar de Q(t) e t, e

siga 0s passos a seguir:

—_

Clicar em y;
Clicar em =;
Clicar em (;
Clicar em —+;
Clicar em 1;
Clicar em =
Clicar em 2;

Clicar em =

S I AT e

Clicar em y7;

—_
e

Clicar em —+;

—_
—_

. Clicar em x;

—_
N

Clicar em =;

—_
w

. Digitar 30.2;

—_
an

Clicar em = duas vezes;

—_
o

Clicar em x;

—_
=

. Digitar 19.26;
Clicar em GRAFICO;

—_
~

18. Escolher a variavel y.

Para a representacao grafica da expressao basta seguir os passos mencionados no
item da questdo. Observe que é necessario diminuir o zoom, pois na escala inicial
nao é possivel visualizar o grafico. Na Figura (32), apresenta-se um possivel esbogo

para a fungao exponencial destacada.

(e) Esta fungdo é crescente ou decrescente? Justifique sua resposta através do gréfico e

também pelo conteiido desenvolvido em aula.

Inicialmente o professor revisa o formato do grafico da funcao exponencial crescente
e decrescente, para que assim os alunos possam concluir que, no caso do grafico

deste item, tem-se uma funcao decrescente.

E necessario também relembrar o crescimento e decrescimento da fungao exponencial

através de sua base, ou seja, base maior do que 1 a funcao é crescente, e base entre
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Figura 32 — Grafico da funcao Q(t) = 19,26 - ( )ﬁ
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0 e 1 a funcao é decrescente. Sendo assim, o aluno observara que nesta funcao a
base da expressao encontrada é %, logo entre 0 e 1, o que também justifica ser uma

funcao decrescente.

(f) Apos dez meias-vidas, qual é a quantidade de Césio-137 presente no lixo atémico?

Nesta questao é preciso utilizar o aplicativo como calculadora.

Como o tempo é contado em anos, o professor deve colaborar com os alunos no
sentido de observarem que nao se pode substituir a incognita ¢ por 10, visto que
nao sao dez anos e sim dez meias-vidas; sendo assim, 10 deve ser o expoente
na relacdo encontrada anteriormente. Na sequéncia o aluno usa o aplicativo co-

locando no campo entrada a expressao y = 19, 26 - (%)10, e apos clica em “Resolver”;

a resposta fornecida é %. Como a solucao esperada seria em decimal, o docente

pode indicar novamente o aplicativo para que no campo entrada os alunos digi-

963
51200

aproximado de 0, 0188, ou seja, apés dez meias-vidas o lixo atomico ainda contera

tem a fragao e em seguida cliquem em “Resolver”; assim, tem-se o resultado

aproximadamente 0,0188 grama de Césio-137.

(g) Em quanto tempo havera 0,601875 g de Césio-137 no lixo atémico? Novamente serd

necessario utilizar o aplicativo como calculadora.

Usando novamente o aplicativo, os alunos podem digitar a expressao

0,601875 = 19,26 - (%)ﬁ no campo entrada e apos clicar e "resolver', gerando

302:1n 40—151-1n 50
5:In 2

o resultado encontrado, pois esperavam um valor decimal. O docente entao pode

assim o resultado . Possivelmente os alunos podem nao compreender

indicar a resolucdo manual através do desenvolvimento:
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€T

0,601875 = 19,26 - (})32 o 0BT _ (Lyms o 003125 = (H)m2 &

19,26

B~ (e b= () e () = () e 5= e =5 3026
r = 151.

Sendo assim, se conclui que apds 151 anos hé 0,601875 gramas de Césio-137 no lixo

atomico.

h) E se a quantidade inicial do produto no lixo atomico fosse de 15,6 gramas, qual seria
q g q
a lei da fungdo que representa esta situagdo (represente-a por R(t))? Observe que

a situacao é bastante semelhante ao que ocorre no item (c).

A partir do que foi analisado no item (c), os discentes devem ser levados a observar
t
e concluir que a expressao que representa esta situagao é R(t) = 15,6 - (%)m, visto

que a Unica alteracao é a quantidade inicial do Césio-137.

(i) Com base no item (h), diga qual o tempo necessario para a quantidade inicial de

Césio-137 ser reduzida a 0,975 gramas?

Tendo como quantidade inicial o valor de 0,975 gramas, os alunos devem desen-

volver no aplicativo a expressao 0,975 = 15,6 - (%)5572, cujo calculo resulta em
151In78 +1511n40 — 151In 39 — 1511n5
xr =

5ln 2
tante duvida nos alunos, indicando ao professor a possibilidade do desenvolvimento

. Este valor possivelmente causa bas-

manual desta expressao através das propriedades dos logaritmos, gerando assim o

calculo:
151In78 +1511n40 — 151In39 — 1511In5 B 151(In 78 +1n40 — In 39 — In 5)

5In2 5In2

151(In 3120 — In 195) _ E . In16 30,24 —120.8.
5ln 2 5 In2

Logo, para a quantidade inicial de Césio-137 ser reduzida a 0,975 gramas sao neces-

xr =

sarios 120, 8 anos. Esta também é uma boa oportunidade para o professor trabalhar
e recordar o conteido de Regra de Trés Simples, visto que o valor em anos nao gerou
resultado inteiro. Considerando o ano comercial com 360 dias, o docente colabora

com os discentes na compreensao de que a parte de 0, 8 anos corresponde a 288 dias.

(j) Faca a representagao grafica da fungao descrita no item (h) e compare com o grafico
descrito no item (d). Ao analisar as duas curvas, quais conclusées vocé pode observar
no que diz respeito a intersec¢do com o eixo vertical e também no que se refere ao

crescimento dos valores de 27

Com o aplicativo aberto e a representagao grafica da fungao Q(z) = 19,26 - (%)30%
ja feita novamente, o professor auxilia os alunos a reproduzirem no mesmo plano
o grafico da funcao R(x) = 15,6 - (%)ﬁ Uma possivel representacao para esta

situagdo é descrita na Figura (33).
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Figura 33 — Grafico da funcoes Q(z) = 19,26 - (%)ﬁ e R(z) =15,6- (%)?ﬂ%

Apés a realizacao da representacao grafica o docente auxiliara, através de questio-
namentos e lancamento de hipoteses a cerca do comportamento grafico da fungao
exponencial, os alunos a observarem e concluirem que ha uma significativa mudanca
entre os dois graficos, mais precisamente no que diz respeito a contracao horizontal
para a esquerda do grafico da fun¢do R(x) em relagao a funcao Q(x). Pode-se per-
ceber também que o gréafico intercepta o eixo OY no valor referente a quantidade
inicial de Césio-137 presente no lixo atomico. Por fim, é possivel observar pelo gra-
fico que, quanto mais crescem os valores de x, que neste caso representam o tempo,
tanto mais os valores de y se aproximam de zero, ou seja, a quantidade de Césio-137

diminui a medida que o tempo aumenta.

Nesta atividade observa-se a utilizacao dos conceitos tedricos da funcao exponencial
e da logaritmica, principalmente no que se refere a determinacao da lei da fun-
¢ao. Analisa-se também, através do aplicativo MalMath, a representacao grafica da

funcao exponencial, bem como a andlise do seu crescimento e decrescimento.

Atividade 3. | Aplicacao na Poupanca

Nesta atividade sugere-se um exercicio com o tema Aplicacdo na Poupanca. Na
resolucao utiliza-se tanto o conceito de exponenciais quanto o de logaritmos, assim como

ideias relacionadas a porcentagem e arredondamento.

Sugestao de Abordagem Interdisciplinar: O tema desta atividade oferece a
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oportunidade de trabalho conjunto com a disciplina de Geografia, principalmente no que
se refere ao modo de producao capitalista e o acimulo de riquezas dos grandes grupos

de banqueiros. Também sugere-se uma abordagem do tema Educacao Financeira Familiar.

Exercicio 5.3.3. Os juros compostos sao a base do atual Sistema Financeiro, pois sao
utilizados pelas instituicoes bancarias e financeiras na cobranga e recebimento de juros
nas opgoes de empréstimos, pagamentos, aplicagoes, financiamentos, investimentos entre

outros servicos do ramo.

Esse tipo de capitalizacao ¢ acumulativo, isto é, os juros sao gerados com base
nos juros anteriores, dessa forma as variagoes tendem a aumentar com o decorrer dos

intervalos, e é desse conceito que se pode criar a relagao com as func¢oes exponenciais.

Para o calculo de Juros Compostos, tem-se
M(t)=C-(1+1i) (5.1)

onde M (t) é o montante gerado por um capital a uma taxa fixa apés um certo intervalo de
tempo; C' é o capital aplicado; i é a taxa aplicada por um certo periodo; ¢ sdo os periodos

de tempo.

Convém destacar que o valor de ¢ deve ser expresso de acordo com a unidade de
tempo da taxa. Por exemplo, se a taxa for mensal, ¢ deve ser expresso em meses, se a

taxa for anual, ¢t deve ser expresso em anos.

Suponha que um capital de R$300, 00 foi aplicado em uma Poupanca a uma taxa
de renda média de 0,7% ao més. Utilizando o sistema de Juros Compostos apresentado

no texto e o aplicativo Malmath, responda aos questionamentos:

ETAPA 1: Explorando a fungao exponencial.
(a) Represente a expressao do montante usando corretamente a taxa de 0,7% e o valor
do capital inicial.
(b) Apds dois meses como ficard o saldo desta aplicagao?
(c) Como escrever o resultado encontrado no item (b) usando a linguagem monetaria?

(d) A expressao M(t) = 300 - (1,007)" refere-se a uma fungao exponencial crescente ou

decrescente? Explique utilizando os conhecimentos trabalhados em sala de aula.

(e) Escreva a expressao que representa o montante do capital aplicado na situagao para

2 anos.

ETAPA 2: Utilizando o MalMath e a fungao exponencial.
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(f) Apds 3 meses de aplicagao, qual é o montante final desta aplicagao?

(g) Qual é o saldo final ap6s 6 meses?

(h) Apéds 1 ano, qual é o montante final da aplicagao?

(i) Qual é o tempo aproximado para que essa aplicagdo tenha um montante de R$340, 137
(j) Faca a anélise grafica entre o montante e o tempo transcorrido.

(k) E se a taxa de juros for aumentada para 0,9%, que tipo de modificagoes poderao
ocorrer com a lei da fungao e, consequentemente, com a representacao grafica? Faca

a descricao do que ¢ visualizado na tela do aplicativo.

(1) Supondo que a taxa mensal seja de 0,5%, o que acarretard de mudanca no grafico da

fungao?

(m) Mantendo a taxa de juros mensal em 0, 7%, analise as mudancas graficas ocorri-
das no caso da aplicacdo inicial ser de R$100,00. E se a aplicacao inicial fosse de

R$500, 00 que tipo de modificacoes o grafico sofreria?

A questao destacada foi retirada e adaptada do livro “Conexdes com a Matema-

tica”, Volume 1, cujo editor responsavel é Fabio Martins de Leonardo.

Resolucao da Atividade 3:
ETAPA 1

(a) Represente a expressao do montante usando corretamente a taxa de 0,7% e o valor

do capital inicial.

O professor deve lembrar inicialmente que o valor de 0,7% deve ser usado como
0,007, aproveitando assim a situacao para revisar o calculo e a escrita de porcenta-
gem, ja que 0,7% = 1063 = ﬁ
o capital inicial de R$300,00 deve ficar como M (t) = 300 - (1 + 0,007), ou ainda,

M(t) = 300 - 1,007,

= 0,007. Logo, a expressao do montante, usando

(b) Ap6s dois meses como ficara o saldo desta aplicagao?

Usando a expressao que calcula o montante, o discente considera o tempo como

t = 2. Assim, tem-se o seguinte calculo:

M(2) =300 -1,007% = 300 - 1,007 - 1,007 = 300 - 1,014049 = 304, 2147.
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(c) Como escrever o resultado encontrado no item (b) usando a linguagem monetaria?

O professor deve conduzir os alunos a observarem que, em termos de dinheiro, o
valor de 304, 2147 nao faz muito sentido, visto que a moeda brasileira utiliza apenas
duas casas decimais apés a virgula. Sendo assim, € um momento bastante rico para

se trabalhar as questoes e regras que se referem ao arredondamento. Segundo a
ABNT 2:

1. Quando o algarismo imediatamente seguinte ao tultimo algarismo a ser conser-
vado for inferior a 5, o ultimo algarismo a ser conservado permanecera sem

modificacao.

2. Quando o algarismo imediatamente seguinte ao ultimo algarismo a ser conser-
vado for superior a 5, ou, sendo 5, for seguido de no minimo um algarismo
diferente de zero, o ultimo algarismo a ser conservado devera ser aumentado

de uma unidade.

3. Quando o algarismo imediatamente seguinte ao tltimo algarismo a ser conser-
vado for 5 seguido de zeros, dever-se-a arredondar o algarismo a ser conservado
para o algarismo par mais préximo. Consequentemente, o tltimo a ser retirado,

se for impar, aumentara uma unidade.

4. Quando o algarismo imediatamente seguinte ao ultimo a ser conservado for 5
seguido de zeros, se for par o algarismo a ser conservado, ele permanecerd sem

modificacao.

Assim, os discentes tém subsidios para concluir que, apés 2 meses de aplicagao, o

montante do rendimento serd de R$304, 21.

(d) A expressao M(t) = 300 - (1,007)" refere-se a uma funcao exponencial crescente ou

decrescente? Explique utilizando os conhecimentos trabalhados em sala de aula.

Lembrando inicialmente os alunos de que a funcao exponencial é crescente para
base maior do que 1 e decrescente para base entre 0 e 1, espera-se que estes possam
concluir que esta funcao é crescente, visto que a base é 1,007. O professor pode
fixar esta ideia também futuramente a partir das conclusées obtidas na construcao

do gréfico.
(e) Escreva a expressao que representa o montante do capital aplicado na situagdo para
2 anos.

O professor deve lembrar novamente os discentes de que a taxa e o tempo devem

estar na mesma unidade de tempo, neste caso utilizam-se meses. Sendo assim, o

2 Associacdo Brasileira de Normas e Técnicas. Responséavel pela elaboracdo das Normas Brasileiras,

elaboradas por seus Comités Brasileiros, Organismos de Normalizacao Setorial e Comissoes de Estudo
Especiais.



Capitulo 5. Atividades Propostas 103

valor de 2 anos deve ser utilizado na expressao como 24, deixando o montante do
capital aplicado por M (t) = 300 - (1,007)%%.

ETAPA 2

(f) Apds 3 meses de aplicagdo, qual é o montante final desta aplicagao?

O professor deve comentar que, a medida que as poténcias de 1,007 aumentam, o
calculo manual passa a ser inviabilizado, mostrando assim a utilizacao do aplicativo.
Com o Malmath aberto, os alunos devem digitar a expressao 300-(1+0,007)3, encon-
trando o valor de 306, 34418. O professor pode aproveitar o momento para relembrar
as regras de arredondamento, colaborando assim para que os alunos concluam que,

neste caso, a resposta da questao serd R$306, 34.

(g) Qual é o saldo final ap6s 6 meses?

Novamente o professor conduz os discentes a utilizarem o aplicativo digitando no
espacgo reservado a expressao 300 - (1 4 0,007)%, encontrando desta forma o valor
aproximado de R$312,82. O docente pode reforcar o fato de que o calculo de 1, 007°
se torna muito trabalhoso se feito manualmente, afirmando e exaltando assim a

necessidade da utilizagao do aplicativo.

(h) Apéds 1 ano, qual é o montante final da aplicagao?

O céalculo neste item também ¢é feito como nos anteriores, ressaltando o cuidado para
nao ser usado o valor de ¢ = 1, pois como mencionado no texto inicial, a taxa e o
tempo devem estar na mesma unidade de tempo, logo 1 ano deve ser usado como 12
meses. Assim, a expressao deve ser digitada como 300+ (1+0,007)2, o que acarreta

num valor aproximado de R$326, 19.

(i) Qual é o tempo aproximado para que essa aplicagao tenha um montante de R$340, 137

Ainda utilizando o aplicativo, o professor deve observar que neste item o valor infor-
mado refere-se ao montante, sendo assim a expressao a ser digitada sera 340,13 =

x In 34013—1n 30000 . ]
300 - (1 +0,007)", encontrando desta forma o valor de *"Js==37 55", Ou seja, re
sultado que num primeiro momento impede a conclusao do tempo de aplicagao. O
professor pode, entao, estimular os alunos a resolverem este item de forma manual,
utilizando os conceitos tedricos trabalhados. A expressao pode ser assim desenvol-

vida:

340, 13
340,13 = 300 - (1 +0,007)" < =—

=1,007" < 1,13377 = 1,007".

Observa-se que nao é possivel resolver por exponenciais utilizando a ideia de igual-
dade de poténcias de mesma base. Logo, se faz necessaria a utilizagdo dos conceitos
de logaritmos, mais precisamente sua defini¢cao, o que leva ao desenvolvimento da

expressao:
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Neste ponto o calculo exige uma mudanga de base, que pode ser base 10 ou e, que
sdo as bases utilizadas em calculadoras cientificas e no MalMath, sendo assim, a

conclusao é:
B In1,13377
In 1,007

Ou seja, tem-se assim um valor aproximado de 18 meses para se chegar ao montante

et =17,99.

de R$340,13. O docente pode ainda utilizar a quantia encontrada em meses e
comentar a conversao em anos, auxiliando na conclusao de que 18 meses equivalem

a um ano e meio.

(j) Faca a anélise grafica entre o montante e o tempo transcorrido.

Utilizando o aplicativo, o docente indica aos alunos que no campo entrada digitem
a expressao y = 300- (1+0,007)". Os discentes devem ser instigados a observar que
na tela inicial, apés a digitacao da expressao, nao aparece grafico algum; a partir
de questionamentos por parte do professor a respeito de escala, podera se perceber
a necessidade de diminuir o zoom da tela, chegando em uma escala de 100 e assim
visualizando a configuracao do grafico. A partir da representacao grafica pode se
reforgar a conclusao de que a funcao é crescente. Na Figura (34) é possivel visualizar

a representacao para o grafico discutido.

400

y=300-(1,007)"

£-700 -600 -500 -a00 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500 800 700

Figura 34 — Gréfico da fun¢ao M (t) = 300 - (1,007)".

O docente ainda pode questionar os discentes sobre a parte do grafico que fica a
esquerda do eixo vertical, procurando observar e concluir em conjunto que, para

esta situagao, valores negativos para o tempo nao sao analisaveis.



Capitulo 5. Atividades Propostas 105

(k) E se a taxa de juros for aumentada para 0,9%, que tipo de modificagdes poderao
ocorrer com a lei da fungao e, consequentemente, com a representagao grafica? Faca

a descricao do que ¢ visualizado na tela do aplicativo.

Inicialmente o aluno deve ser instigado e conduzido a perceber que, algebricamente
a relagao tera uma alteracao na base da poténcia, passando a apresentar a expressao
M;(t) = 300-(1,009)%, visto que a taxa obteve um aumento de 0,2%. Na sequéncia,
utilizando o aplicativo, pode ser feita a representacao das duas expressoes no mesmo
plano e, com o auxilio do professor, os discentes pode observar e perceber que uma
diferenca tao pequena na expressao algébrica da funcao produz uma perceptivel
mudanc¢a no grafico. Assim como também é possivel concluir que o grafico da
fungao M, (t) = 300 - (1,009)* cresce um pouco mais veloz que o grafico da funcao
M(t) =300 - (1,007), ou seja, um aumento na taxa de juros acarreta um aumento
no montante ao final do periodo analisado. Uma possivel representagao para tal

situac@o é obtida na Figura (35).

y = 300 {(1,009)*
1200

y =300 (1,007)"

-1200 -1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 160C

Figura 35 — Gréfico das func¢ao M (t) = 300 - (1,007)" e My(t) = 300 - (1,009)".

(1) Supondo que a taxa mensal seja de 0,5%, o que acarretara de mudanca no grafico da

fungao?

Apés a conclusao do item (k) espera-se que os alunos possam identificar a mu-
danga algébrica na fungao M(t) (diminuicao de 0,2%), obtendo assim a fungao
My(t) = 300 - (1,005)". O professor entao pede para que os alunos representem
M,(t) em paralelo a representagao de M (t), para que assim os discentes possam ob-
servar e concluir graficamente que Ms(¢) tem um crescimento um pouco mais lento

que M (t), podendo por fim concluir que uma taxa de juros menor acarreta um ga-
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nho no montante também menor. Na Figura (36) se vé uma possivel representagao

para o item analisado.

1400

1200

y =300 (1,007)"

y =300 - (1,005)"

0

(m)

-1200 -1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 160C

Figura 36 — Gréfico das fun¢ao M (t) = 300 - (1,007)" e My(t) = 300 - (1,005)".

Mantendo a taxa de juros mensal em 0, 7%, analise as mudancas gréficas ocorridas no
caso da aplicacao inicial ser de R$100, 00. E se a aplicacao inicial fosse de R$500, 00

que tipo de modificagoes o grafico sofreria?

Inicialmente os alunos devem ser incentivados a representar algebricamente, em ter-
mos de func¢ao, as duas situagoes colocadas na questao, gerando assim as relagoes
M;3(t) = 100-(1,007)" e My(t) = 500-(1,007)". O docente pode entdo, sugerir ques-
tionamentos sobre as possiveis mudangas em relagdo a M (t) para que os discentes
possam contribuir com suas conclusoes. Apods esta etapa o professor pede para que
os alunos, ainda utilizando o aplicativo, representem novamente o grafico da fungao
M (t), e no mesmo plano coloquem também os graficos de M3(t) e My(t). A Figura

(37) traz uma possivel representagao para a situacao destacada.

A anélise das trés fungoes na mesma tela possibilita que os alunos efetivamente
concluam que o aumento ou diminui¢do no capital inicial acarreta no aumento ou

diminui¢ao (respectivamente) no montante gerado ao final do periodo analisado.

Este exercicio trouxe a perspectiva de trabalho com a lei da funcao exponencial,

e também a utilizacdo de ideias a cerca do calculo de logaritmos através da definicao

e mudanca de base. Se trabalhou também a representacao grafica e as alteragdes que

ocorrem, em termos de translagdo, com a mudanca da base da exponencial. Além disso, foi

possivel recordar ideias a cerca das regras de arredondamento, assim como representacao

decimal e de porcentagem.
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1000

My(t) = 100 - (1} 007)!

M(t) = 300 - (1,007)"
800

600

My(t) =500 - (1,007)!

-1000 -800 -800 -400 -200 0 200 400 600 800 1000 1200

B

Figura 37 — Gréfico das fungoes M (t) = 300 - (1,007), M3(t) = 100 - (1,007)" e My(t) =
500 - (1,007)".

Na sequéncia apresenta-se como sugestao, duas propostas de temas que podem
colaborar na construcao de um trabalho interdisciplinar, visando o trabalho coletivo das

disciplinas e a contrucao da aprendizagem dos alunos.

Atividade Complementar | Aplicacao na Medicina

Nesta atividade sugere-se um exercicio com o tema aplicacdo na Medicina, com
foco na quantidade de células cancerosas de um tecido humano. Na resolucao utiliza-se

tanto o conceito de exponenciais quanto o de logaritmos.

Sugestao de Abordagem Interdisciplinar: O tema desta atividade apresenta
a possibilidade de trabalho conjunto com a disciplina de Biologia, principalmente no que

tange a parte de divisao celular e a origem do cancer.

Exercicio Complementar 1: Cancer é o nome dado a um conjunto de mais
de 100 doengas que tém em comum o crescimento desordenado (maligno) de células que
invadem os tecidos e érgaos, podendo espalhar-se (metdstase) para outras regides do

Corpo.

As causas de cancer sao variadas, podendo ser externas ou internas ao organismo,
estando inter-relacionadas. As causas externas referem-se ao meio ambiente e aos habitos
ou costumes préprios de uma sociedade. As causas internas sdo, na maioria das vezes,
geneticamente pré-determinadas, e estao ligadas a capacidade do organismo de se defender

das agressoes externas.

As células cancerosas sao, geralmente, menos especializadas nas suas fungoes do

que as suas correspondentes normais. Conforme as células cancerosas vao substituindo
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as normais, os tecidos invadidos vao perdendo suas fungoes. Por exemplo, a invasao dos
pulmoes gera alteragoes respiratorias, a invasao do cérebro pode gerar dores de cabega,

convulsoes, alteragoes da consciéncia, etc.

Dividindo-se rapidamente, estas células tendem a ser muito agressivas e incontro-
l4veis, determinando a formagao de tumores (aciimulo de células cancerosas) ou neoplasias
malignas. Por outro lado, um tumor benigno significa simplesmente uma massa locali-
zada de células que se multiplicam vagarosamente e se assemelham ao seu tecido original,

raramente constituindo um risco de vida 3.

Suponha que a quantidade de células de um tecido canceroso aumente de acordo
com a funcio N(t) = C - 23, onde N(t) representa a quantidade de células infectadas, ¢ é

o tempo dado em meses e C' indica a quantidade de células infectadas no instante inicial.

A partir do texto o professor pode elaborar alguns questionamentos com relagao as
fungoes exponencial e logaritmica, utilizando também o aplicativo MalMath. Na sequéncia

tem-se a sugestao de duas perguntas iniciais:

(a) Quanto tempo é necessario para o nimero de células desse tecido duplicar?

(b) Se apds seis meses o tecido possui 8 milhdes de células cancerosas, diga qual era a

quantidade de células doentes quando o cancer foi descoberto?

A presente atividade foi retirada e adaptada do livro “Matematica: Ciéncia, Lin-

guagem e Tecnologia”, Volume 1, do autor Jackson Ribeiro.

Atividade Complementar | Aplicagao na Medicina Veterinéria

Nesta atividade sugere-se um exercicio que trata sobre uma aplicagao na Medi-
cina Veterinaria, mais precisamente sobre a quantidade de droga necessaria para sedar
um determinado animal. Na resolucao ¢é necessaria a utilizacao tanto do conceito de

exponenciais quanto de logaritmos.

Sugestao de Abordagem Interdisciplinar: O tema desta atividade se propoe
a trabalhar conjuntamente com a disciplina de Biologia, principalmente no que se refere

ao assunto de Fisiologia Animal.

Exercicio Complementar 2: Um grupo de animais de certa espécie esta sendo
estudado por veterinarios. A cada seis meses, esses animais sao submetidos a procedi-

mentos de morfometria * e, para tanto, sao sedados com certa droga.

3 INSTITUTO NACIONAL DO CANCER. Disponivel em: <www.inca.gov.br>. Acesso em:
09/05/2016.

4 Morfometria é o estudo mateméatico das formas de objetos pertencentes & mesma populacio estatistica.
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A quantidade minima da droga que deve permanecer na corrente sanguinea de cada
um desses animais, para manté-los sedados, ¢ de 20 mg por quilograma de peso corporal.
Além disso, a meia-vida da droga usada é de uma hora, isto é, a cada 60 minutos, a

quantidade da droga presente na corrente sanguinea de um animal reduz-se a metade.

Sabe-se que a quantidade ¢(t) da droga presente na corrente sanguinea de cada

animal, ¢ minutos ap6s um dado instante inicial, é dada por

q(t) =qo- 27",

em que ¢p ¢ a quantidade de droga presente na corrente sanguinea de cada animal no

instante inicial e £ é uma constante caracteristica da droga e da espécie.

Considere que um dos animais em estudo, que pesa 10 quilogramas, recebe uma

dose inicial de 300 mg da droga e que, ap6s 30 minutos, deve receber uma segunda dose.

Suponha que, antes dessa dose inicial, nao havia qualquer quantidade da droga no

organismo do mesmo animal.

Com base nas informagoes apresentadas o docente pode elencar e destacar alguns
questionamentos a respeito das fungoes exponencial e logaritmica, utilizando também

aplicativo MalMath. Na sequéncia sao fornecidas duas sugestoes:

(a) Calcule a quantidade da droga presente no organismo desse animal imediatamente

antes de se aplicar a segunda dose.

(b) Calcule a quantidade minima da droga que esse animal deve receber, como segunda

dose, a fim de ele permanecer sedado por, pelo menos, mais 30 minutos.

A atividade ora apresentada foi retirada e adaptada de uma questao do vestibular
de ingresso na Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG).

5.4 Problemas Envolvendo Funcoes Logaritmicas

Nas proximas atividades sao propostos exercicios e situacoes-problema sobre o
tema logaritmos. As questoes envolvem as leis das fungoes, resolucao de equacgoes loga-
ritmicas e analise grafica. Sugere-se que estas atividades também sejam desenvolvidas e

trabalhadas utilizando aplicativos para smartphone. O professor deve avaliar o tempo

Uma das suas aplicagoes é a identificagdo de populagbes de organismos vivos, que podem assumir
formas ou tamanhos diferentes conforme o ambiente em que se desenvolveram.
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disponivel para a realizacao das atividades, assim como, o interesse da turma na realiza-

¢ao das tarefas.

Pré-requisitos: escrita em notagao cientifica, propriedades de potén-
cias, de radicais e de logaritmos e resolucao de equagoes (isolamento de
incégnitas).

Material necessario: smartphone que tenha instalado o aplicativo
Malmath, além de material escolar de uso comum.

Tempo necessario: uma hora aula para cada etapa das atividades.

Atividade 4. | Aplicacao em Terremotos

Nesta atividade sugere-se um exercicio com o tema Terremotos. O assunto pode
ser usado também para relembrar o exercicio sobre decaimento radioativo, visto que o

acidente na cidade de Fukushima derivou de um tsunami.

Sugestao de Abordagem Interdisciplinar: O assunto desta atividade se pro-
poe a trabalhar conjuntamente com a disciplina de Fisica, no que se refere ao tratamento
sobre Ondas, e também com a disciplina de Geografia, quando estuda a parte de Geologia

e Relevo, assim como no tratamento geral sobre Meio Ambiente.

Exercicio 5.4.1. Um terremoto, ou sismo, ocorre quando rochas da litosfera submetidas
a altas tensdes se acomodam (sismo). As ondas sismicas, causadas pelo choque, partem
em todas as diregoes a partir de um ponto chamado foco ou hipocentro. O ponto situado
na superficie exatamente acima do foco é chamado de epicentro do terremoto. A partir
desse ponto, as ondas de choque fazem com que o solo se mova em movimentos ciclicos
que geram “ondas” for¢ando o solo para cima e para baixo, e de um lado para o outro.
Quando o epicentro esta abaixo de um mar ou oceano, ele pode criar um maremoto ou

um tsunami, uma onda gigante, como na Figura (45) .

A maior parte dos terremotos ocorre nas areas de contato entre placas tectonicas,

ou em falhas entre dois blocos rochosos, como mostra a Figura (46) ©.

O comprimento de uma falha pode variar de alguns centimetros até centenas de
quilometros, como é o caso da falha de Santo André (ou San Andreas), na Califérnia,

Estados Unidos, conforme mostra a Figura (47) 7.

S6 nos Estados Unidos, ocorrem de 12 mil a 14 mil terremotos anualmente (ou

seja, aproximadamente 35 por dia). De acordo com registros histéricos de longo prazo,

http://fabriciorufino.blogspot.com.br/2011/03/tsunami-japao-marco-de-2011.html
http://alunosonline.uol.com.br/geografia/placas-tectonicas.html
http://www.geologo.com.br /friscol.asp

6
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Figura 39 — Area de contato entre placas tectdnicas.

R FALHA DE SANTO ANDRE

SAN FRANCISCC

Figura 40 — Falha de Santo André - San Francisco - Los Angeles.

aproximadamente 18 grandes terremotos (de 7 a 7,9 na escala Richter) e um terremoto

gigante (8 ou acima) podem ser esperados num ano.
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O maior terremoto ja registrado foi o grande terremoto do Chile, em 1960, que
atingiu 9,5 na escala Richter, seguido pelo da Indonésia, em 2004, que atingiu 9,3 na

mesma escala.

A escala Richter corresponde ao logaritmo da medida da amplitude das ondas
sismicas a 100 km do epicentro. A intensidade I de um terremoto é um niimero que varia

de I =0 até I = 9,5 para o maior terremoto conhecido. I é dado pela férmula:

-2 we(2)

em que E é a energia liberada em quilowatt-hora e £y = 7- 1073 kWh.

Tomando como base o texto e seus conhecimentos tedricos a respeito de fungao

exponencial e logaritmica, analise e responda as questoes usando também o aplicativo
MalMath.

ETAPA 1: Explorando a lei da funcao logaritmica.

(a) Escreva a expressao da intensidade I com o valor de E, dado.

(b) A funcdo que representa a intensidade do terremoto é crescente ou decrescente?

Responda baseado no contetdo desenvolvido em sala de aula.

(c) Determine o dominio, a imagem e a intersecgao da fungao com o eixo horizontal.

ETAPA 2: Explorando a Funcao Logaritmica com o aplicativo MalMath.

E
d) R t fi t ao [ = - -1 (
(d) Represente graficamente a expressao PR

utilizando para isso a variavel y no lugar de I e x no lugar de E; Se necessario,

na tela do aplicativo,

use o zoom do aplicativo para visualizar o grafico. O grafico aparece na tela? Caso
contrario, tente reescrever a funcao usando as propriedades dos logaritmos e insira
novamente no aplicativo. Pelo comportamento grafico da fun¢do conclua novamente
se a mesma ¢é crescente ou decrescente. Para isso observe o que acontece como os

valores de y quando vocé analise valores cada vez maiores de x.

(e) Como pode ser calculada a energia liberada em um terremoto de intensidade 8 na

escala Richter? Qual é o valor dessa energia?

(f) Imagine que uma residéncia simples tenha o consumo médio mensal de energia elétrica
de 100 kWh. Se fosse possivel captar toda a energia liberada em um terremoto de
intensidade 8 na escala Richter, qual seria o niimero de residéncias do tipo descrito

que poderiam ser abastecidas com energia elétrica durante um més?

(g) Dois tremores de terra foram sentidos pela populacdo de Montes Claros (MG) em 19

de maio de 2012. O mais forte deles alcangou uma intensidade aproximada de 4,5
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pontos na escala Richter, tendo sido detectado pelos equipamentos de sismologia da

Universidade de Brasilia (UnB). Qual foi a energia liberada por ele?

(h) No dia 11 de margo de 2011, o maior terremoto da histéria do Japao, seguido de um
tsunami, atingiu a costa do pais, com a liberagao de uma energia aproximada de
7-10'%2 kWh. Chamando de Iy, como pode ser escrita a expressao que descreve a

intensidade do terremoto citado?

(i) Qual é o valor da intensidade gerada por este terremoto?

A presente atividade foi retirada e adaptada do livro “Mateméatica: Contexto e

Aplicagoes”, Volume 1, do autor Luiz Roberto Dante.

Resolugao da Atividade 4:
ETAPA 1

(a) Escreva a expressao da intensidade I com o valor de E, dado.

Tendo sido dado o valor de Ey = 7-1072 kWh, o aluno deve concluir que a expressao

2 E
que calcula a intensidade do terremoto ficara I = 3 log (7103>

(b) A funcdo que representa a intensidade do terremoto é crescente ou decrescente?

Responda baseado no contetido desenvolvido em sala de aula.

O professor deve retomar novamente a parte do conteido que destaca o crescimento
e decrescimento da funcao logaritmica, lembrando que a fungao é crescente quando
a base é maior que 1 e decrescente quando a base esta no intervalo de 0 a 1. A
partir de entao, o aluno pode concluir que a funcao que representa a intensidade do

terremoto é crescente, visto que sua base é 10.

(c) Determine o dominio, a imagem e a intersecgao da fungdo com o eixo horizontal.

Inicialmente o professor retoma os conteidos a respeito de dominio e imagem da
funcao logaritmica, bem como revisa também o significado geométrico do ponto de
interseccao da funcdo com o eixo horizontal. A partir de entdo os alunos podem
concluir que o dominio desta funcao é R™ e a imagem é R. Assim como os discentes
devem lembrar que o ponto onde o grafico intercepta o eixo horizontal tem como
ordenada o valor y = 0, neste caso onde I = 0. Logo, é possivel desenvolver o

seguinte calculo:
2 x x 2 T

0=-"-1 —— ) &1 —— ) =0--<1 —— ) =0.
3 Og<7-103> o8 (7-1o3> 378 (7-103>

A partir dai, utilizando a defini¢do de logaritmos, tem-se:

T €T 7
=100 < =ler=7-1031ecr=— <z =0,007.
7.10-3 7.10-3 v T 2000 T T
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Assim, a fungdo que representa a intensidade do terremoto intercepta o eixo x no

ponto 0,007.
ETAPA 2
2 E
(d) Represente graficamente a expressao I = 3 log (710_3> na tela do aplicativo,

utilizando para isso a variavel y no lugar de I e x no lugar de E; Se necessario,
use o zoom do aplicativo para visualizar o grafico. O grafico aparece na tela? Caso
contrario, tente reescrever a funcao usando as propriedades dos logaritmos e insira
novamente no aplicativo. Pelo comportamento grafico da fun¢do conclua novamente
se a mesma ¢é crescente ou decrescente. Para isso observe o que acontece como os

valores de y quando vocé analise valores cada vez maiores de x.

O professor pedira aos alunos para inicializarem o aplicativo MalMath e assim digi-

. x
tarem a relacao y = 3 -log(7 103

encontrado, os discentes percebem a necessidade da utilizagdo do zoom. Uma pos-

). Ao observarem inicialmente o resultado gréfico

sivel representacao gréfica estd na Figura (41)

2
Figura 41 — Possivel representagao grafica para I = 3 log(f).
0

A partir de entao, espera-se que os alunos possam perceber uma pequena imperfei¢ao
grafica para valores de x que se aproximam de zero. Isso se deve ao fato de o
aplicativo entender o denominador 7 - 1072 como 0. Pode-se corrigir este problema

utilizando as propriedades dos logaritmos da seguinte forma:

I=- z-log <71E03> _ §-[1og(x) Clog(7-10-%)] = 2 -[log(x) —log(7) — log(10-%)]

g - [log(z) —log(7) + 3].



Capitulo 5. Atividades Propostas 115

O professor colabora com os alunos no sentido de concluirem que esta é uma funcao
crescente, pois a medida que aumenta a energia, ou seja, aumentam os valores de
x, respectivamente aumenta também a intensidade (valores de y). A Figura (41)

mostra um possivel esboco da representacao grafica desejada.

(e) Como pode ser calculada a energia liberada em um terremoto de intensidade 8 na

escala Richter? Qual é o valor dessa energia?

Neste caso o professor pode discutir com os discentes a respeito de onde utilizar
o valor 8 na expressao da intensidade, de tal forma que os alunos sejam levados
a perceberem o fato de o exercicio trazer a informagao de I = 8. A partir dai,

x
utilizando o aplicativo e digitando a expressdo 8 = — - log(

3 7-1073
710"

A solugao obtida é oportuna

) no ambiente

destinado, encontra-se como resposta r =

1000
para relembrar as propriedades das poténcias e a escrita em notacao cientifica, pois,
7-10'
desta forma, se escreve z = 5 = 7-101273 = 7.10° = 7.000.000.000, ou seja,

a energia liberada ¢ de 7.000.000.000 kWh.

(f) Imagine que uma residéncia simples tenha o consumo médio mensal de energia elétrica
de 100 kWh. Se fosse possivel captar toda a energia liberada em um terremoto de
intensidade 8 na escala Richter, qual seria o niimero de residéncias do tipo descrito

que poderiam ser abastecidas com energia elétrica durante um més?

Para este item basta utilizar a resposta anterior e dividi-la pelo consumo médio
mensal, que é de 100 kWh, chegando assim & resposta de 7 - 107 residéncias, ou
70.000.000 residéncias. Neste item o professor pode aproveitar também para levan-
tar alguns questionamentos no que diz respeito ao consumo consciente de energia,
principalmente pelo fato de o Brasil, e boa parte do planeta, estarem enfrentando

sérios problemas na geracao de energia.

(g) Dois tremores de terra foram sentidos pela populacdo de Montes Claros (MG) em 19
de maio de 2012. O mais forte deles alcangou uma intensidade aproximada de 4,5
pontos na escala Richter, tendo sido detectado pelos equipamentos de sismologia da

Universidade de Brasilia (UnB). Qual foi a energia liberada por ele?

A resolugdo desta questdo é semelhante ao item (b), ressaltando que neste caso

temos I = 4,5, ou seja, novamente no aplicativo deve-se digitar a expressao
2
4,5 = 3 log <71x03>7 gerando assim o resultado 7000 - v/1000. Tal valor nao

¢é de facil interpretagao, logo o docente indica aos alunos para que limpem a tela
(usando o x do canto direito do aplicativo) e, entdo, digitem 7000 - v/1000, e apés
cliquem em RESOLVER. O MalMath, entao, mostra o valor de 39.363, 89. Sendo as-
sim, a energia liberada no terremoto de 4, 5 pontos na Escala Richter, é de 39.363, 89

kWh.
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(h) No dia 11 de margo de 2011, o maior terremoto da histéria do Japao, seguido de um

tsunami, atingiu a costa do pais, com a liberagao de uma energia aproximada de
7-10'%2 kWh. Chamando de I, como pode ser escrita a expressao que descreve a

intensidade do terremoto citado?

O professor colabora com comentarios direcionados a fim de que os discentes possam
perceber que nesta situacao o valor informado diz respeito a energia liberada. Assim,

o valor 7 - 10'%2 deve substituir a incoégnita E. Logo, a expressao procurada é

2 710102
Io=2log [ ——).
°73 0g<7-103>

(i) Qual é o valor da intensidade gerada por este terremoto?

. o N 2 71002
Para tal resposta basta que se digite no aplicativo a expressao y = 3 -log 10 ;

o MalMath apresenta como solucao a expressao y = 1og10(100000000€/M). A
oportunidade é bastante interessante para relembrar propriedades de poténcias, de
radicais e de logaritmos, assim se pode desenvolver i = log,,(108-v/10%) = log,,(108-
105) = log,o(108+5) = log,,(105) = — = 8,8. Logo, é possivel afirmar que o
terremoto que liberou energia de 7-10'%2 kWh obteve uma intensidade de 8,8 graus

na Escala Richter.

Esta atividade apresenta uma abordagem sobre terremotos. Para isso utilizam-se

conhecimentos tedricos a cerca de fungao exponencial e logaritmica. Também aborda-se

a representacao grafica da fungao logaritmica, além da analise do crescimento e decresci-

mento da fungdo. De igual forma utilizam-se ideias relativas as propriedades de poténcias

e raizes, bem como a escrita em notagao cientifica.

Atividade 5. |Os Sons e a Audicdo Humana

Nesta atividade sugere-se um exercicio com o tema “Os Sons e a Audi¢do Humana”.

O professor pode utilizar este assunto para conscientizar os alunos a respeito do uso de

fones de ouvido em intensidade muito alta, pois tal atitude pode acarretar problemas de

audicdo. Uma matéria publicada no site “Direito de Ouvir” ® trata deste assunto quando

relata:

Um estudo britanico constatou que, devido ao uso indiscriminado de
fones de ouvido, provavelmente pessoas precisardo comegar a usar apa-
relhos de surdez ja a partir dos 50 anos — uma ou duas décadas antes
do que o estudo classificou como a faixa etaria mais comum para iniciar
esse uso. E, segundo estudos da Organizagio Mundial de Satide (OMS),
o uso de fones de ouvido em volume alto por mais de 90 minutos por dia
aumenta o risco de a pessoa desenvolver zumbido ou perda auditiva den-
tro dos préximos cinco anos. Se o individuo utilizar os fones de ouvido
na poténcia méxima, os riscos aumentam em 70%.

8

http://www.direitodeouvir.com.br/fones-de-ouvido-podem-causar-perda-auditiva-precoce/
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Tabela 10 — Tipos de sons e seus respectivos niveis de ruido

Tipos de sons Niveis de ruido (em dB)
Passarinho 5
Torneira 15
Conversa 20
Aspirador de p6 50
Bebé chorando 55
Sala de aula 75
Telefone tocando 85
Cortador de grama 100
Patio no intervalo das aulas 110
Alto-falante 125
Britadeira 130
Aviado 135

Sugestao de Abordagem Interdisciplinar: O tema desta atividade fornece
a possibilidade de trabalho conjunto com a disciplina de Biologia, mais precisamente
quando se trabalha o conteido de o6rgaos dos sentidos. Também sugere-se um trabalho
com a disciplina de Fisica, no que se refere ao contetido de ondas sonoras e propagacao

do som.

Exercicio 5.4.2. Uma pessoa com audi¢do normal é capaz de ouvir uma grande faixa de

sons de intensidade bem diferentes.

O som pode ser classificado como fraco ou forte quanto a sua intensidade, que é

representada por I.
No Sistema Internacional (SI), I é expressa em W/m? (Watts/metro quadrado).

Existe um valor minimo de intensidade de som, abaixo do qual é impossivel ouvir
algo. A essa intensidade damos o nome de limiar de audibilidade, que vale, em média,
10712 W/m?.

Com base nos valores de intesidade de som, podemos definir o nivel de intensidade

(8) medido em decibels (dB):

B =101log(I) — 10log(1y),

em que [ ¢é a intensidade correspondente ao nivel 5 e Iy é uma constante que representa

o nivel de referéncia tomado como limiar de audigao: Iy = 1071% W/m?.

De acordo com a Organizagdo Mundial da Satide (OMS), sons de até 55 dB sao

aceitaveis. Observe na Tabela (11) os niveis de intensidade de diferentes tipos de som.
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Tendo como base seus conhecimentos estudados em sala de aula e o texto apre-

sentado, responda:

ETAPA 1: Explorando as leis da fungao exponencial e logaritmica sem a utilizagao
do MalMath.

(a) Utilizando a propriedade do quociente dos logaritmos, como vocé pode reescrever a

relacdo para (37

(b) Escreva a relagdo para (8 encontrada no item (a), utilizando o valor do nivel de

referéncia tomado como limiar da audi¢ao destacado no texto.

(c) Utilizando os valores informados na tabela, diga qual a intensidade gerada pelo nivel

de ruido de uma conversa?
(d) Qual a intensidade gerada pelo nivel de ruido de um cortador de grama?

(e) Para os metrds antigos, estima-se que a intensidade sonora seja de 1072 W/m?. Qual

o nivel de intensidade gerado?

(f) Que tipo de relagao vocé pode observar quanto ao crescimento ou decrescimento entre

as grandezas nivel de ruido e intensidade do som?

(g) A relacao destacada no item anterior pode ser considerada uma fungao. Em caso afir-

mativo, represente-a e diga se é crescente ou decrescente, justificando sua resposta.

ETAPA 2: Explorando a funcdo exponencial e logaritmica com a utilizacdo do
aplicativo MalMath.

(h) A intensidade da onda correspondente a fala humana, a um metro de distancia, é

4-107% W/m?2. Qual é a quantidade de decibéis gerada neste caso?

(i) Represente graficamente a fungdo descrita no item (g). Se necessério, use o zoom do
aplicativo para visualizar o grafico. O grafico aparece na tela? Caso contrario, tente
reescrever a funcao usando as propriedades dos logaritmos e insira novamente no

aplicativo.

(j) Conclua novamente se a fungio é crescente ou decrescente, agora analisando a repre-

sentagao grafica encontrada no item (i).

(k) Determine o dominio e a imagem desta funcao, analisando o comportamento dos

valores para o eixo x e eixo y.
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A atividade apresentada foi retirada e adaptada do livro “Matemaética: ciéncia e

aplicacoes”, Volume 1, cujo autor é Gelson lezzi.

Resolugao da Atividade 5:
ETAPA 1

(a) Utilizando a propriedade do quociente dos logaritmos, como vocé pode reescrever a

relacao para 37

O professor pode revisar as propriedades dos logaritmos, a fim de que os alunos
percebam que neste caso é possivel utilizar a transformacao de subtragao em divisao,

ficando a expressao da seguinte forma:

B =10 (log(I) — log(1o)),

ou ainda,

8 =10"-log (IIO>

(b) Escreva a relagdo para ( encontrada no item (a), utilizando o valor do nivel de
referéncia tomado como limiar da audi¢ao destacado no texto.
Visto que o valor destacado é Iy = 107121 /m?, os discentes devem concluir que a
1
expressao € § = 10 - log (10_12)
(c) Utilizando os valores informados na Tabela (11), diga qual a intensidade gerada pelo
nivel de ruido de uma conversa?

Ao observarem a tabela os alunos podem perceber que o valor do nivel de ruido de

uma conversa é de 20 dB. Assim, é possivel desenvolver o seguinte calculo:

I 20 I
p— I = -
20 = 10 - log (k)  log <1012) =10 T e <1012> -

Utilizando a definicao de logaritmo, também previamente revisada, tem-se:

=102 I =10"12-10%> = 107

10-12
Assim, temos que o valor da intensidade do nivel de uma conversa é I = 1071

W/m?.
(d) Qual a intensidade gerada pelo nivel de ruido de um cortador de grama?

Assim como no item (c¢), o aluno observa na Tabela (11) o valor do nivel de ruido

de um cortador de grama, gerando desta forma o seguinte calculo:

100 = 10 log (ks ) « log (155 ) = 10 & 5l = 1010 & I = 1071210 = 1072,
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Logo, é possivel concluir que a intensidade gerada pelo ruido de um cortador de
grama ¢ [ = 1072 W/m?.

(e) Para os metrds antigos, estima-se que a intensidade sonora seja de 1072 W/m?. Qual

o nivel de intensidade gerado?

O aluno deve ser estimulado a observar que neste caso o valor fornecido refere-se a

incognita I, sendo assim a equacao deve ser desenvolvida como:
B =10-log (4¥) = 10-log(1072~(12) = 10 - 1og(10"°) = 10 10 = 100.

Ou seja, o nivel de intensidade gerado pelos metros antigos é de § = 100 dB.

(f) Que tipo de relagao vocé pode observar quanto ao crescimento ou decrescimento entre

as grandezas nivel de ruido e intensidade do som?

Espera-se que os discentes sejam conduzidos a concluir que ha uma relagao direta de
crescimento entre estas duas grandezas, ou seja, a medida que uma delas aumenta,

a outra aumenta também.

(g) A relacao destacada no item anterior pode ser considerada uma fungao. Em caso afir-

mativo, represente-a e diga se é crescente ou decrescente, justificando sua resposta.

Trazendo novamente a discussdo as condigOes necessarias para se ter uma funcao,
assunto ja discutido em aulas anteriores, o professor ajuda os alunos a concluirem
que esta de fato é uma relacdo que pode ser considerada uma funcao, visto que as

duas grandezas envolvidas (intensidade e nivel do ruido) podem ser encaradas como

x
W)’ onde f(z)
representa [3 e x representa I. Apoés esta andlise pode-se também chegar a conclusao

pares ordenados. Sendo assim, a fungao ficaria f(z) = 10 - log(

de que a fungédo é crescente, tanto pela andlise do item (f) como pelo fato de a base

do logaritmo ser 10, ou seja, maior do que 1.

(h) A intensidade da onda correspondente a fala humana, a um metro de distancia, é

4-107% W/m?2. Qual é a quantidade de decibéis gerada neste caso?

O professor pede aos alunos para que inicializem o aplicativo MalMath. Obser-

vando que o valor informado diz respeito & intensidade (I = 4-107%), no MalMath,

4-10—6
10-12

utiliza a letra 5. Apos clicar em RESOLVER, o aplicativo entrega como resposta

os alunos devem digitar y = 10 - 10g< ), pois a plataforma do aplicativo nao
y = 1log(1048576 - 10%°). Como esta expressdo ¢ um pouco confusa aos olhos dos
discentes, o professor indica a utilizagdo do MalMath como calculadora digitando
apenas log(1048576 - 10%) e clicando em RESOLVER. Neste caso o aplicativo apre-
senta a solucao 20 log(2000), o que ainda nao é satisfatério aos alunos. Assim, num
ultimo momento, o docente indica a limpeza da tela e consequente digitacao da ex-
pressao log 2000 e posterior multiplicagao do resultado por 20. Resultando assim no

valor de = 66 dB. O professor pode aproveitar este item para comentar e mostrar
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que com o valor de I = 4-107% ndo é possivel calcular e resolver de forma exata, sem
a utilizacdo de um aplicativo ou calculadora, ja que isso envolve o valor de log(4),

que ¢ um numero irracional e, por isso, gera um resultado aproximado.

(i) Represente graficamente a fungao descrita no item (g). Se necessério, use o zoom do
aplicativo para visualizar o grafico. O grafico aparece na tela? Caso contrario, tente
reescrever a funcao usando as propriedades dos logaritmos e insira novamente no

aplicativo.

Para a representacao grafica de tal fungao o professor indica a utilizagao do MalMath,
colaborando com os alunos na digitagao da fun¢ao destacada no item (g), lembrando
de fazer a substituigao de f(z) por y. O professor observa junto aos discentes o fato
de nao ser possivel visualizar a representacao do grafico na janela inicial, sendo
assim necessaria a ampliacao do zoom. Um possivel esbog¢o do grafico comentado

encontra-se na Figura (42).

300
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Figura 42 — Representacao grafica da funcao y = 10 - log <1Ox12>

Espera-se que os alunos possam perceber uma pequena imperfeicao grafica para
valores de x que se aproximam de zero. Isso se deve ao fato de o aplicativo en-
tender o denominador 107'2 como 0. Pode-se corrigir este problema utilizando as

propriedades dos logaritmos da seguinte forma:

T
y = 10-log (1012> = 10-[log(z) —1og(107')] = 10 [log(x) +12] = 120+ 10 log(z).
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(j) Conclua novamente se a fungao é crescente ou decrescente, agora analisando a repre-

sentagao gréafica encontrada no item (i).

Neste caso espera-se que o aluno perceba que a fungao ¢é crescente, pois pela analise
do grafico é possivel ver que, para valores maiores de x sao observados consequentes

valores maiores de y. Dito de outra forma, para z; > x5 tem-se que y; > ys.

(k) Determine o dominio e a imagem desta funcdo, analisando o comportamento dos

valores para o eixo x e eixo y.

O professor deve revisar como obter o dominio e a imagem de uma fungao através da
sua representacao grafica. A seguir, espera-se que os alunos percebam que o dominio
da funcao é R*, visto que o grafico encontra-se todo a direita do eixo vertical, e a

imagem é R, ja que a curva segue infinitamente tanto para cima quanto para baixo.

A presente atividade traz ideias relativas ao trabalho com funcao logaritmica.
Foram desenvolvidos itens que utilizam os conhecimentos teéricos acerca das propriedades,
da definicao de logaritmo e da resolucao de equacoes logaritmicas. Assim como também
trabalha-se a representacao grafica da fungao e a resolugao de equagao logaritmica, através
do aplicativo MalMath. Destaca-se também a necessidade do uso das propriedades dos

logaritmos para que o gréafico fosse representado.

5.5 Estabelecendo uma relacdo entre funcdo exponencial e funcao
logaritmica

Na préxima atividade é proposta uma situagao-problema que envolve tanto a fun-
¢ao exponencial quanto a logaritmica. Sugere-se que esta atividade também seja desenvol-
vida com a utiliza¢ao do aplicativo MalMath. O professor deve avaliar o tempo disponivel

para a realizacao da atividade, assim como, o interesse da turma na realizagao da tarefa.

Pré-requisitos: propriedades de poténcias, de radicais e de logaritmos
e resolucao de equacoes exponenciais e logaritmicas.
Material necessario: smartphone que tenha instalado o aplicativo

MalMath, além de material escolar de uso comum.

Tempo necessario: uma hora aula para cada etapa da atividade.

Atividade 6. | Aplicacao no transito

Nesta atividade sugere-se um exercicio com o tema “Aplicagdo no transito”. O
professor pode utilizar este assunto para colaborar na conscientizacao dos alunos sobre a

convivéncia pacifica no transito e o respeito as leis deste.
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Sugestao de Abordagem Interdisciplinar: O tema desta atividade fornece a
possibilidade de trabalho interdisciplinar com as disciplinas da area de Humanas, prin-
cipalmente no que diz respeito a ética e a convivéncia em sociedade. Na disciplina de
Biologia também pode ser feito um trabalho de consciéncia em relacao a saude, relatando

as sequelas deixadas por acidentes de transito.

Exercicio 5.5.1. A instalacao de radares para controle da velocidade dos veiculos em
grandes avenidas de uma cidade proporcionou uma diminuicao do nimero de acidentes.

Esse niimero pode ser calculado pela lei:
n(t) =k-0,8

sendo k o nimero de acidentes mensais registrado no més da instalagao dos radares e n(t)

o niumero de acidentes mensais t meses depois.

Tendo como base o texto apresentado e seus conhecimentos, responda:

ETAPA 1: Explorando os conhecimentos tedricos das func¢des exponenciais e lo-

garitmicas.

(a) Como fica a lei da funcdo se no més de instalagdo do radar foram registrados 50

acidentes?

(b) Com relacdo a fungao n(t), escreva a varidvel ¢ em funcdo de n. Para isso, isole t

utilizando as propriedades dos logaritmos.

(c) Chamando de m(t), escreva a expressao para t destacada no item anterior, como lei

de uma funcao.

(d) A fungao m(t) intersecciona o eixo horizontal em algum ponto? Justifique sua res-
posta lembrando que na interseccao de uma funcao com o eixo “t” deve-se considerar

a ordenada com valor 0.

(e) Justificando sua resposta com os contetdos estudados em sala de aula, diga se ha

intersec¢ao da fungao m(t) com o eixo vertical.
ETAPA 2: Utilizando o aplicativo MalMath.

(f) Represente graficamente as fungoes n(t) e m(t) na mesma tela do aplicativo. Para
isso basta que se digite a funcdo n e clique em GRAFICO, apés se deve clicar em +

para limpar a tela, para entdo digitar a funcio m e clicar novamente em GRAFICO.
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(f) As fungoes sao crescentes ou decrescentes? Justifique através da representacao grafica

e também por algum resultado estudado em sala de aula.

(g) As fungoes interseccionam os eixos coordenados em algum ponto? Comprove pela

representagao grafica os resultados obtidos nos itens (c) e (d).

A atividade apresentada foi retirada e adaptada do livro “Matematica: Ciéncia e

Aplicagoes”, Volume 1, cujo autor é Gelson lezzi.

Resolucao da Atividade 6:
ETAPA 1

(a) Como fica a lei da funcdo se no més de instalagdo do radar foram registrados 50

acidentes?

Como k representa o nimero de acidentes mensais registrados no més de insta-

lacao, espera-se que os alunos identifiquem que a funcao fica representada como

f(t) =50-0,8.

(b) Com relagao a fun¢ao n(t), escreva a variavel ¢ em fungao de n. Para isso, isole ¢

utilizando as propriedades dos logaritmos.

Como a fungao n(t) é exponencial, o professor auxilia os alunos na percep¢ao de
que a escrita de t em funcao de n envolverd o uso de operagoes inversas e das

propriedades dos logaritmos.

Assim tem-se:

n(t) n(t) n(t)
n(t) =50-0,8" < ) 0,8" & logyg (50 = log 5(0,8") & t =loggg =0 )

Conclui-se assim que a escrita da varidvel ¢ em termos de n na fungao n(t) = 50-0, 8

n(t)
resulta em ¢t = lo .
£0,8 ( 50 )
(c) Chamando de m(t), escreva a expressao para t destacada no item anterior, como lei

de uma funcao.

O presente item tem como objetivo fazer com que os alunos percebam que a relagao

t
para t pode ser escrita como lei de funcao através da expressao m(t) = log g (50)

(d) A fungao m(t) intersecciona o eixo horizontal em algum ponto? Justifique sua res-
posta lembrando que na intersec¢ao de uma fungao com o eixo “t” deve-se considerar

a ordenada com valor 0.

Para responder a essa pergunta o aluno deve lembrar que se a fungao intercepta o
eixo horizontal em algum ponto, nesse ponto o correspondente em no eixo vertical(m(t))

é zero. Sendo assim, podera ser feito o seguinte calculo:
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t t t
=1 — — =08= —~—=1=t=50-1=1t=50.
0 080,8 (50) = 50 0,8 = 50 = 50 = 50

Assim, a fun¢do m intercepta o eixo horizontal no ponto (50, 0).

(e) Justificando sua resposta com os contetdos estudados em sala de aula, diga se ha

intersecgao da fungao m(t) com o eixo vertical.

Inicialmente o professor deve revisar o aspecto grafico da funcao logaritmica, assim
como as condigoes de existéncia do logaritmo (logaritmando maior do que 0, base
maior do que 0 e diferente de 1). Logo, espera-se que o aluno conclua que o grafico da
funcao logaritmica fica todo a direita do eixo vertical, sendo assim nao ha intersecc¢ao
com o mesmo. Além do mais, para haver interseccao com o eixo vertical deveria
se ter t = 0 (neste caso), mas isso resultaria no logaritmando igual a zero, o que

contraria as condigoes de existéncia do logaritmo.

ETAPA 2

(f) Represente graficamente as fungoes n(t) e m(t) na mesma tela do aplicativo. Para
isso basta que se digite a funcéo n e clique em GRAFICO, apés se deve clicar em +

para limpar a tela, para entdo digitar a funcio m e clicar novamente em GRAFICO.

Para a representacao grafica das funcgées n e m o aluno digita inicialmente y =
50 - 0,8% e ap6s clica em GRAFICO; na sequéncia é possivel retornar a tela inicial

x) Uma

clicando no icone + (canto superior direito), e assim digitar y = log g <50

possivel representagao da situagdo destacada estd na Figura (43).

g

Figura 43 — Possivel representacao grafica para as fungoes n(t) = 50 - 0,8 e m(t) =

T
logo,s (50>
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O professor deve aproveitar para destacar graficamente o fato de a func¢ao logarit-
mica ser a inversa da exponencial, especialmente porque o MalMath, por padrao, ja

apresenta juntamente a bissetriz dos quadrantes impares (y = z).

(g) As fungbes sao crescentes ou decrescentes? Justifique sua resposta através da re-
presentacao grafica obtida na tela do aplicativo e também por algum resultado

trabalhado em sala de aula.

Pela andlise do aspecto grafico os alunos podem facilmente concluir que as fungoes
sao decrescentes, mesmo porque o texto da atividade fala em diminuir a quantidade
de acidentes. Com relagao aos estudos de sala de aula os alunos podem observar
que as fungoes sao decrescentes em virtude da base ser 0,8, ou seja, maior que 0 e

menor do que 1.

(h) As funcoes interseccionam os eixos coordenados em algum ponto? Comprove pela

representagao grafica os resultados obtidos nos itens (d) e (e).

Os alunos podem observar pelo grafico o que foi concluido nos itens (d) e (e). Ou
seja, é possivel perceber que a funcao n(t) intersecciona o eixo vertical no ponto 50,
mas nao ha interseccao com o eixo horizontal, pois a curva fica toda acima do eixo
das abscissas. Também pelo grafico é possivel observar que a fungao m(t) intercepta
o eixo horizontal no ponto 50, mas nao ha interseccao com o eixo das ordenadas,

visto que a curva esta toda a direita do eixo vertical.

Este exercicio apresenta um trabalho sobre o tema “Transito”. Utilizam-se co-
nhecimentos desenvolvidos em sala de aula sobre as func¢oes exponencial e logaritmica,
principalmente no que se refere as operacoes inversas e utilizagao das propriedades. De
igual forma trabalha-se a representacao e analise grafica das fungoes através da utilizacao
do aplicativo MalMath.

Com a resolucao desse exercicio, encerram-se as atividades propostas. No préximo

capitulo encontram-se as consideragoes finais sobre o trabalho desenvolvido.
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6 Consideracoes finais

No trabalho apresentado buscou-se uma aproximacao do conteido de fungoes ex-
ponenciais e logaritmicas com as tecnologias mdveis, visto serem recursos amplamente
utilizados pelos estudantes dos dias atuais. A abordagem com tecnologias médveis traz
em si a possibilidade de fuga do método tradicional de ensino em sala de aula, buscando
principalmente atrair de maneira mais significativa a atencdo dos alunos, e auxiliando
assim no processo de construgdo do conhecimento. Assim também escreve Ricardo José

dos Santo Barcelos (BARCELOS, 2012),

O processo de construgdo do conhecimento deve ser estimulado de di-
versas formas. Uma das formas é a utilizagdo de estratégia educacional
utilizando tecnologias, com o objetivo de intensificar o uso do racio-
cinio logico, a abstracdo e a motivagdo para a melhoria do processo
educacional, proporcionando uma reduc¢ao nos indices de reprovagao da
disciplina.

Na busca de propostas que sejam atrativas aos alunos, o estudo baseou-se em
exercicios contextualizados envolvendo fungoes exponenciais e logaritmicas, usando te-
mas atuais do cotidiano dos discentes, e oferecendo também possibilidades de traba-
lho interdisciplinar com outras areas do conhecimento. Tais exercicios foram adaptados
para utilizacdo em aparelhos celulares com tecnologia Touchscreen, também chamados
Smartphones, procurando assim uma maior aproximacgao com a realidade vivenciada pe-
los alunos contempordneos. Maria Edwirgem Ribeiro da Silva (SILVA, 2015) colabora

dizendo que,

Os dispositivos touchscreen, como o tablet e os smartphones, ainda sdo
novidades para muitos, porém ja se encontram presentes em algumas sa-
las de aula. Todavia entende-se que essa presenca seja pouco explorada
com um objetivo didatico-pedagodgico, mas se entende que o professor
que quiser ter éxito em sua pratica educativa e com seus estudantes, pre-
cisa empoderar-se desses recursos como fonte de conhecimento e utiliza-
los em prol de conscientizacdo da aprendizagem.

Notadamente as lojas virtuais dos smartphones oferecem intimeros apps, com di-
ferentes fungoes. A escolha do aplicativo MalMath, utilizado no estudo, focou em apps
para aparelhos com sistema operacional Android, com maior presenca no Brasil, e baseou-
se também na facilidade de utilizacao pelos discentes, pois aplicativos matematicos com
menu mais elaborado tendem a dificultar o uso por parte de estudantes do Ensino Médio.
Sobre os aplicativos Luis Filipe de Sousa Carvalho (CARVALHO, 2014) relata que,

No que diz respeito as apps, o seu niimero cresce diariamente, apesar de
muitas ndo receberem atualizagGes periédicas. O processo de andlise e
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selecdo é uma tarefa que pode ser realizada pelos professores envolvidos
para aferirem da sua utilizagao.

Depois de realizado todo o embasamento tedrico acerca do contetido de funcao
exponencial e logaritmica, foram apresentadas seis atividades contextualizadas sobre te-
mas diversos, inclusive com sugestoes de trabalho interdisciplinar com outras areas do
conhecimento e também a solucdo minuciosa de cada item, para que o professor possa
utilizar em sala de aula com seus alunos, seja na introducao do conteiido quanto na sua
fixacao; além de outras dois exercicios que ficaram de sugestao para o docente desenvolver

e adaptar de sua maneira.

De outra forma, também é importante destacar com este trabalho a pretensao e o
objetivo de se aproximar dos objetivos do Ensino Médio relatados nos PCNs (PCN+. . .|
2000),

Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento devem en-
volver, de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos prati-
cos, contextualizados, que respondam as necessidades da vida contempo-
ranea, e o desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e abstratos,
que correspondam a uma cultura geral e a uma visdo de mundo. Para
a area das Ciéncias da Natureza, Matematica e Tecnologias, isto é par-
ticularmente verdadeiro, pois a crescente valorizagao do conhecimento e
da capacidade de inovar demanda cidadaos capazes de aprender conti-
nuamente, para o que é essencial uma formacao geral e ndo apenas um
treinamento especifico.

Por fim, e nao menos importante, é preciso que se destaque o quanto este trabalho
mudou em seu autor a ética do trabalho educacional em sala de aula. Acredita-se que
o Ensino voltado apenas a utilizagdo de quadro negro e giz (ou pincel) ndo tem mais
a atracao suficiente para o estudante estar atento e aberto ao aprendizado; é necessé-
rio e urgente que se utilizem novas ferramentas no ambiente educacional. Dentro desta
logica é possivel confiar e acreditar que um trabalho que adote novas tecnologias, e ao
mesmo tempo possa tratar de temas contextualizados, acabe por mudar tanto as praticas

pedagdégicas do docente, como o interesse e atencao dos discentes.

No capitulo seguinte apresentam-se algumas propostas de trabalhos futuros.
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7 Trabalhos Futuros

A sequéncia deste trabalho tem como foco principal aplicar as atividades nele
expostas em uma Escola Estadual de Ensino Médio na cidade de Capao do Leao, estado
do Rio Grande do Sul, para que assim se possa mensurar e analisar o impacto, a aceitagao

e o aprendizado, frente aos discentes, do estudo elaborado e desenvolvido.

O presente trabalho também tem a pretensao de colaborar substancialmente na
organizagdo dos Semindarios Integrados, criando um ambiente de trabalho colaborativo
junto a colegas de outras areas do conhecimento, sugerindo e propondo temas que possam

auxiliar no desenvolvimento intelectual e humano do corpo discente.

Outra ideia que se pode colocar em pratica para trabalhos futuros, apés a fixacao
e conclusao do conteido de fungoes exponenciais e logaritmicas, é o desenvolvimento de
atividades graficas usando as funcoes hiperbodlicas. O foco seria dado na construcao de
imagens, a partir da modificacdo de parametros das fungoes hiperbdlicas. Possivelmente
este trabalho poderia render bons frutos, visto que a parte grafica tende a tornar maior o
interesse dos alunos. O trabalho poderia focar na construgao de figuras diversas a partir

do gréafico de fungoes hiperbdlicas aplicadas em intervalos restritos.
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ANEXO A - Exercicios para Impressao

EXERCICIOS PARA IMPRESSAO
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Considere e analise o problema a seguir:
Cultura de Bactérias

Em uma cultura de bactérias, a populacao dobra a cada hora. Considere que
ha 1.000 bactérias no inicio da experiéncia. Com base nestas informacgoes, responda as

questoes propostas nas etapas 1 e 2.
ETAPA 1: Explorando a lei da Funcao Exponencial.

Sem a utilizagdo do aplicativo MalMath, determine:

(a) Qual serd o nimero de bactérias apds uma hora?

(b) Quantas bactérias havera apds duas horas?

(c) Apés trés horas, qual serd a quantidade de bactérias na cultura?

(d) Depois de quatro horas, qual serd o valor da populacao de bactérias?
(e) Ap6s seis horas, havera quantas bactérias na cultura?

(f) Passadas oito horas, a populagio serd de quantas bactérias?

(g) Depois de 10 horas, quantas bactérias havera?

(h) A partir dos resultados obtidos nos itens anteriores, apés x horas, quantas bactérias

existirao na cultura?
(i) Esses dados poderiam ser representados em um gréafico? De que forma?

() O que ocorre com o ntimero de bactérias a medida que o tempo aumenta? Aumenta

ou diminui?

(k) Chamando de Q(x), escreva a lei da fungao que representa o nimero de bactérias em
fungao do nimero de horas de experiéncia? Utilizando também G(x), escreva a lei
de formagao da funcao para o caso da populagao de bactérias dobrar a cada duas

horas.
ETAPA 2: Utilizando o MalMath e explorando a Funcao Exponencial.

(1) Represente graficamente a fun¢do @Q(z) utilizando o aplicativo MalMath. Para a

representacao vocé deve seguir os passos:

1. Abra o aplicativo MalMath;
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2. Digite na tela inicial, campo entrada, a expressao y = 1000 - 2* usando a

sequéncia dos comandos: y = 1000 *x 2y”z;
3. Por fim, clique em “Grafico”;
4. Na tela seguinte escolha a variavel y;

5. Utilize o zoom, caso o grafico nao seja visivel inicialmente.

(m) De acordo com o grafico na tela do MalMath, a funcao é crescente ou decrescente?

Justifique sua resposta.

(n) Na tela do aplicativo, o grafico parece interceptar o eixo das abscissas em varios pon-

tos. Esta afirmacao esta correta? A funcgao intercepta mesmo o eixo x? Explique.

(o) Observando o grafico, a fungdo intercepta o eixo das ordenadas? Em caso afirmativo,
indique o ponto de interseccao. Se necessario, utilize o zoom para uma melhor

visualizacao.
(p) Qual é o dominio da funcao Q(z), cujo grafico foi representado na tela do celular?

(q@) O dominio da fungao que representa o nimero de bactérias na cultura é o mesmo da

funcao digitada? Explique com suas palavras.

(r) Na tela do aplicativo, use as teclas de zoom para verificar como a fungao se comporta
para valores cada vez maiores da variavel x. A funcgdo se aproxima de zero para

algum x7?

(s) A representagao gréfica do crescimento populacional a cada hora é a mesma do cresci-
mento populacional a cada duas horas? Justifique sua resposta colocando no mesmo

plano cartesiano a representacao das duas fungoes, destacadas no item (k).

(t) O que vocé percebe de diferenca ou semelhancga entre os dois graficos representados
no item anterior, principalmente no que se refere a intersec¢ado com o eixo vertical

e ao comportamento para valores grandes de 7

A presente questao foi retirada e adaptada do livro “Matemaética Paiva”, Volume

1, de Manoel Paiva.
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Considere e analise o problema a seguir:
Decaimento Radioativo

Em setembro de 1987, na cidade de Goiania (GO), ocorreu um grande acidente

radiologico. Veja, a seguir, a trajetoria desse acidente.

Dois catadores de papel retiraram do abandonado Instituto Goiano de Radiotera-
pia um aparelho de radioterapia. A intencao deles era vender a capsula de chumbo, em

forma de cilindro, com mais de 300 kg, como sucata a um ferro-velho.

Cinco dias depois de encontrarem a peca, os catadores de papel venderam-na
para o dono de um ferro-velho que, quatro dias apds a compra, pediu para dois de seus

funciondrios buscarem o cilindro.

No mesmo dia em que os funcionarios foram buscar a pega, o aparelho foi desmon-
tado, e cerca de 19,26 g de Césio-137, um pé branco semelhante a sal de cozinha e que

no escuro emite um brilho azulado, ficaram expostos.

O dono do ferro-velho, encantado com o brilho azul que o material emitia no

escuro, chamou parentes, amigos e vizinhos para que também o vissem.

As pessoas que manipularam o aparelho e o Césio-137 foram contaminadas. Quatro
delas morreram alguns dias apés o acidente e outras sofrem até hoje em razao dos efeitos

da contaminagao.

Técnicos iniciaram o trabalho de descontaminacao e recolhimento do material con-
taminado, dando origem a quase 14 toneladas de lixo radioativo, que foi embalado em
caixas, tambores e contéineres e, em seguida, armazenados em um depoésito, onde deverao
ficar por, pelo menos, 180 anos. Na Figura (44) ' ¢ possivel observar alguns técnicos

transportando o material radioativo.

Com o passar do tempo toda substancia radioativa se transmuta, diminuindo a
quantidade de atomos da substancia original. A velocidade de decaimento depende do
elemento radioativo, e o tempo gasto para que a quantidade seja reduzida a metade da

inicial é chamado meia-vida.

O Césio-137, por exemplo, tem meia-vida de 30,2 anos. Se tivermos inicialmente
1 g dessa substancia, depois de 30,2 anos essa massa estara reduzida a metade, isto é,
0,5 g. Ap6s outro intervalo de 30,2 anos, essa massa serd de 0,25 g (um quarto da massa

original), e assim sucessivamente.

Com base nas informacgoes apresentadas pelo texto, responda aos seguintes ques-

tionamentos:

L http://wwwl2.senado.leg.br /noticias/materias/2015/10/28 /caso-do-cesio-137-mostra-os-elevados-

riscos-da-radiacao-nuclear-diz-pesquisadora
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Figura 44 — Técnicos carregando o material radioativo.

ETAPA 1: Explorando a lei da Fun¢ao Exponencial.

(a) Qual é a quantidade de Césio-137 presente no lixo atomico ap6s 30,2 anos, tempo de

uma meia vida?
(b) Qual é a quantidade de Césio-137 presente no lixo atomico apds 60,4 anos?

(c) Construa um modelo matematico que nos informe a quantidade de Césio-137 que
ainda esta presente no lixo atomico resultante do acidente ocorrido em Goiania;
represente este modelo por Q(t). Para melhor compreensao vocé pode construir
uma tabela tendo como base as ideias utilizadas nos itens (a) e (b). Que tipo de

funcao representa este fenomeno: linear, quadratica ou exponencial?
ETAPA 2: Utilizando o MalMath e a Funcao Exponencial.

(d) Use o aplicativo para representar graficamente o modelo matematico obtido no item
anterior. Para isso utilize as varidveis y e = respectivamente no lugar de Q(t) e t, e

siga 0s passos a seguir:

1. Clicar em y;

2. Clicar em =;
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Clicar em (;
Clicar em —+;
Clicar em 1;
Clicar em =;
Clicar em 2;

Clicar em =

L ® N o W

Clicar em y~;

10. Clicar em —+;

11. Clicar em z;

12. Clicar em =;

13. Digitar 30.2;

14. Clicar em = duas vezes;
15. Clicar em x;

16. Digitar 19.26;

17. Clicar em GRAFICO;

18. Escolher a variavel y.

(e) Esta fungao é crescente ou decrescente? Justifique sua resposta através do gréfico e

também pelo conteido desenvolvido em aula.

(f) Apos dez meias-vidas, qual é a quantidade de Césio-137 presente no lixo atomico?

Nesta questao é preciso utilizar o aplicativo como calculadora.

(g) Em quanto tempo haverd 0,601875 g de Césio-137 no lixo atémico? Novamente serd

necessario utilizar o aplicativo como calculadora.

(h) E se a quantidade inicial do produto no lixo atdmico fosse de 15,6 gramas, qual seria
a lei da fungdo que representa esta situacdo (represente-a por R(t))? Observe que

a situagdo é bastante semelhante ao que ocorre no item (c).

(i) Com base no item (h), diga qual o tempo necessario para a quantidade inicial de

Césio-137 ser reduzida a 0,975 gramas?

(j) Faca a representacao grafica da fungao escrita no item (h) e compare com o grafico
descrito no item (d). Ao analisar as duas curvas, quais conclusées vocé pode obser-
var no que diz respeito a intersec¢ao com o eixo vertical e também no que se refere

ao crescimento dos valores de 27
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A atividade apresentada foi retirada e adaptada do livro “Matematica: Ciéncia,

Linguagem e Tecnologia”, Volume 1, do autor Jackson Ribeiro.
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Considere e analise o problema a seguir:
Aplicacao na Poupanca

Os juros compostos sdo a base do atual Sistema Financeiro, pois sao utilizados
pelas institui¢coes bancarias e financeiras na cobranga e recebimento de juros nas opcoes de
empréstimos, pagamentos, aplica¢oes, financiamentos, investimentos entre outros servigos

do ramo.

Esse tipo de capitalizacao ¢ acumulativo, isto €, os juros sao gerados com base
nos juros anteriores, dessa forma as variagoes tendem a aumentar com o decorrer dos

intervalos, e é desse conceito que podemos criar a relacao com as func¢oes exponenciais.

Para o calculo de Juros Compostos, tem-se
M(t)=C-(1+i) (A1)

onde M (t) é o montante gerado por um capital a uma taxa fixa apés um certo intervalo de
tempo; C' é o capital aplicado; i é a taxa aplicada por um certo periodo; ¢ sdo os periodos

de tempo.

Convém destacar que o valor de ¢ deve ser expresso de acordo com a unidade de
tempo da taxa. Por exemplo, se a taxa for mensal, ¢ deve ser expresso em meses, se a

taxa for anual, ¢t deve ser expresso em anos.

Suponha que um capital de R$300, 00 foi aplicado em uma Poupanca a uma taxa
de renda média de 0,7% ao més. Utilizando o sistema de Juros Compostos apresentado

no texto e o aplicativo Malmath, responda aos questionamentos:

ETAPA 1: Explorando a Fun¢do Exponencial.

(a) Represente a expressao do montante usando corretamente a taxa de 0,7% e o valor
do capital inicial.
(b) Apds dois meses como ficard o saldo desta aplicagao?

(c) Como escrever o resultado encontrado no item (b) usando a linguagem monetaria?

(d) A expressao M(t) = 300 - (1,007)" refere-se a uma fungao exponencial crescente ou

decrescente? Explique utilizando os conhecimentos trabalhados em sala de aula.

(e) Escreva a expressiao que representa o montante do capital aplicado na situagao para

2 anos.

ETAPA 2: Utilizando o MalMath e a fungao exponencial.
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(f) Apos 3 meses de aplicagao, qual serd o montante final desta aplica¢ao?

(g) Qual é o saldo final ap6s 6 meses?

(h) Apéds 1 ano, qual serd o montante final da aplicagao?

(i) Qual é o tempo aproximado para que essa aplicagdo tenha um montante de R$340, 137
(j) Faca a anélise grafica entre o montante e o tempo transcorrido.

(k) E se a taxa de juros for aumentada para 0,9%, que tipo de modificagoes poderao
ocorrer com a lei da fungao e, consequentemente, com a representacao grafica? Faca

a descricao do que ¢ visualizado na tela do aplicativo.

(1) Supondo que a taxa mensal seja de 0,5%, o que acarretard de mudanca no grafico da

fungao?

(m) Mantendo a taxa de juros mensal em 0, 7%, analise as mudancas graficas ocorri-
das no caso da aplicacdo inicial ser de R$100,00. E se a aplicacao inicial fosse de

R$500, 00 que tipo de modificacoes o grafico sofreria?

A questao destacada foi retirada e adaptada do livro “Conexdes com a Matema-

tica”, Volume 1, cujo editor responsavel é Fabio Martins de Leonardo.
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Considere e analise o problema a seguir:
Aplicagao em Terremotos

Um terremoto, ou sismo, ocorre quando rochas da litosfera submetidas a altas
tensoes se acomodam (sismo). As ondas sismicas, causadas pelo choque, partem em
todas as diregoes a partir de um ponto chamado foco ou hipocentro. O ponto situado
na superficie exatamente acima do foco é chamado de epicentro do terremoto. A partir
desse ponto, as ondas de choque fazem com que o solo se mova em movimentos ciclicos
que geram “ondas” forcando o solo para cima e para baixo, e de um lado para o outro.
Quando o epicentro estd abaixo de um mar ou oceano, ele pode criar um maremoto ou

um tsunami, uma onda gigante, como na Figura (45) 2.

Figura 45 — Tsunami invadindo rodovia no Japao logo apds o terremoto de margo de 2011.

A maior parte dos terremotos ocorre nas areas de contato entre placas tectonicas,

ou em falhas entre dois blocos rochosos, como mostra a Figura (46) .

O comprimento de uma falha pode variar de alguns centimetros até centenas de
quiléometros, como é o caso da falha de Santo André (ou San Andreas), na Califérnia,

Estados Unidos, conforme mostra a Figura (47) *.

S6 nos Estados Unidos, ocorrem de 12 mil a 14 mil terremotos anualmente (ou
seja, aproximadamente 35 por dia). De acordo com registros histéricos de longo prazo,
aproximadamente 18 grandes terremotos (de 7 a 7,9 na escala Richter) e um terremoto

gigante (8 ou acima) podem ser esperados num ano.

2 http://fabriciorufino.blogspot.com.br/2011/03 /tsunami-japao-marco-de-2011.html
3 http://alunosonline.uol.com.br/geografia/placas-tectonicas.html
4 http://www.geologo.com.br /friscol.asp
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Figura 46 — Area de contato entre placas tectonicas.

T—
F.{-\LH DE S'ro ANDRE T ——

Figura 47 — Falha de Santo André - San Francisco - Los Angeles.

O maior terremoto ja registrado foi o grande terremoto do Chile, em 1960, que
atingiu 9,5 na escala Richter, seguido pelo da Indonésia, em 2004, que atingiu 9,3 na

mesma escala.

A escala Richter corresponde ao logaritmo da medida da amplitude das ondas
sismicas a 100 km do epicentro. A intensidade I de um terremoto é um ntmero que varia

de I =0 até I = 9,5 para o maior terremoto conhecido. I é dado pela férmula:

em que E é a energia liberada em quilowatt-hora e Ey = 7- 1073 kWh.

Tomando como base o texto e seus conhecimentos tedricos a respeito de fungao
exponencial e logaritmica, analise e responda as questoes usando também o aplicativo
MalMath.

ETAPA 1: Explorando a lei da funcao logaritmica.
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(a) Escreva a expressao da intensidade / com o valor de Ey dado.

(b) A funcdo que representa a intensidade do terremoto é crescente ou decrescente?

Responda baseado no contetido desenvolvido em sala de aula.

(c) Determine o dominio, a imagem e a intersecgao da fungdo com o eixo horizontal.

ETAPA 2: Explorando a Fun¢ao Logaritmica com o aplicativo MalMath.

(d) Represente graficamente a expressao I = ; - log <7i)3> na tela do aplicativo,
utilizando para isso a varidvel y no lugar de I e = no lugar de E; Se necessario,
use o zoom do aplicativo para visualizar o grafico. O grafico aparece na tela? Caso
contrario, tente reescrever a funcao usando as propriedades dos logaritmos e insira
novamente no aplicativo. Pelo comportamento grafico da func¢ao conclua novamente
se a mesma é crescente ou decrescente. Para isso observe o que acontece como os

valores de y quando vocé analise valores cada vez maiores de x.

(e) Como pode ser calculada a energia liberada em um terremoto de intensidade 8 na

escala Richter? Qual é o valor dessa energia?

(f) Imagine que uma residéncia simples tenha o consumo médio mensal de energia elétrica
de 100 kWh. Se fosse possivel captar toda a energia liberada em um terremoto de
intensidade 8 na escala Richter, qual seria o niimero de residéncias do tipo descrito

que poderiam ser abastecidas com energia elétrica durante um més?

(g) Dois tremores de terra foram sentidos pela populacao de Montes Claros (MG) em 19
de maio de 2012. O mais forte deles alcangou uma intensidade aproximada de 4,5
pontos na escala Richter, tendo sido detectado pelos equipamentos de sismologia da

Universidade de Brasilia (UnB). Qual foi a energia liberada por ele?

(h) No dia 11 de margo de 2011, o maior terremoto da histéria do Japao, seguido de um
tsunami, atingiu a costa do pais, com a liberacdo de uma energia aproximada de
7 -10'%2 kWh. Chamando de I, como pode ser escrita a expressao que descreve a

intensidade do terremoto citado?

(i) Qual é o valor da intensidade gerada por este terremoto?

A presente atividade foi retirada e adaptada do livro “Matematica: Contexto e

Aplicagoes”, Volume 1, do autor Luiz Roberto Dante.
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Tabela 11 — Tipos de sons e seus respectivos niveis de ruido

Tipos de sons Niveis de ruido (em dB)
Passarinho 5
Torneira 15
Conversa 20
Aspirador de p6 50
Bebé chorando 55
Sala de aula 75
Telefone tocando 85
Cortador de grama 100
Patio no intervalo das aulas 110
Alto-falante 125
Britadeira 130
Aviado 135

Considere e analise o problema a seguir:
Os sons e a audicao humana

Uma pessoa com audi¢ao normal é capaz de ouvir uma grande faixa de sons de

intensidade bem diferentes.

O som pode ser classificado como fraco ou forte quanto a sua intensidade, que é

representada por [.
No Sistema Internacional (SI), I é expressa em W/m? (Watts/metro quadrado).

Existe um valor minimo de intensidade de som, abaixo do qual é impossivel ouvir
algo. A essa intensidade damos o nome de limiar de audibilidade, que vale, em média,
10712 W/m2.

Com base nos valores de intesidade de som, podemos definir o nivel de intensidade
(8) medido em decibels (dB):

B = 10log(I) — 10log({y),

em que [ é a intensidade correspondente ao nivel S e I, é uma constante que representa

o nivel de referéncia tomado como limiar de audi¢ao: Iy = 1072 W/m?.

De acordo com a Organizagdo Mundial da Satide (OMS), sons de até 55 dB sao

aceitdveis. Observe na Tabela (11) os niveis de intensidade de diferentes tipos de som.

Tendo como base seus conhecimentos estudados em sala de aula e o texto apre-

sentado, responda:



ANEXO A. Ezxercicios para Impressio 146

ETAPA 1: Explorando as leis da fungao exponencial e logaritmica sem a utilizagao
do MalMath.

(a) Utilizando a propriedade do quociente dos logaritmos, como vocé pode reescrever a

relagdo para (37

(b) Escreva a relagdo para  encontrada no item (a), utilizando o valor do nivel de

referéncia tomado como limiar da audicao destacado no texto.

(c) Utilizando os valores informados na tabela, diga qual a intensidade gerada pelo nivel

de ruido de uma conversa?
(d) Qual a intensidade gerada pelo nivel de ruido de um cortador de grama?

(e) Para os metrds antigos, estima-se que a intensidade sonora seja de 1072 W/m?. Qual

o nivel de intensidade gerado?

(f) Que tipo de relagdo vocé pode observar quanto ao crescimento ou decrescimento entre

as grandezas nivel de ruido e intensidade do som?

(g) A relacao destacada no item anterior pode ser considerada uma fun¢ao. Em caso afir-

mativo, represente-a e diga se é crescente ou decrescente, justificando sua resposta.

ETAPA 2: Explorando a funcao exponencial e logaritmica com a utilizacao do
aplicativo MalMath.

(h) A intensidade da onda correspondente & fala humana, a um metro de distancia, é

4-107% W/m?2. Qual é a quantidade de decibéis gerada neste caso?

(i) Represente graficamente a fungdo descrita no item (g). Se necessério, use o zoom do
aplicativo para visualizar o grafico. O grafico aparece na tela? Caso contrario, tente
reescrever a funcao usando as propriedades dos logaritmos e insira novamente no

aplicativo.

(j) Conclua novamente se a fungao é crescente ou decrescente, agora analisando a repre-

sentacao grafica encontrada no item (i).

(k) Determine o dominio e a imagem desta funcdo, analisando o comportamento dos

valores para o eixo x e eixo y.

A atividade apresentada foi retirada e adaptada do livro “Matemadtica: ciéncia e

aplicagoes”, Volume 1, cujo autor é Gelson lezzi.
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Considere e analise o problema a seguir:
Aplicacao no transito

A instalagao de radares para controle da velocidade dos veiculos em grandes ave-
nidas de uma cidade proporcionou uma diminui¢ao do niimero de acidentes. Esse ntimero

pode ser calculado pela lei:
n(t) =k-0,8

sendo k o nimero de acidentes mensais registrado no més da instala¢ao dos radares e n(t)

o nimero de acidentes mensais t meses depois.

Tendo como base o texto apresentado e seus conhecimentos, responda:

ETAPA 1: Explorando os conhecimentos tedricos das fungoes exponenciais e lo-

garitmicas.

(a) Como fica a lei da funcao se no més de instalagdo do radar foram registrados 50

acidentes?

(b) Com relacao a func¢ao n(t), escreva a variavel ¢ em fungao de n. Para isso, isole ¢

utilizando as propriedades dos logaritmos.

(c¢) Chamando de m(t), escreva a expressao para t destacada no item anterior, como lei

de uma funcao.

(d) A fungao m(t) intersecciona o eixo horizontal em algum ponto? Justifique sua res-
posta lembrando que na intersec¢ao de uma fungao com o eixo “t” deve-se considerar

a ordenada com valor 0.

(e) Justificando sua resposta com os contetdos estudados em sala de aula, diga se ha

interseccao da fun¢ao m(t) com o eixo vertical.
ETAPA 2: Utilizando o aplicativo MalMath.

(f) Represente graficamente as fungoes n(t) e m(t) na mesma tela do aplicativo. Para
isso basta que se digite a funcdo n e clique em GRAFICO, apés se deve clicar em +

para limpar a tela, para entdo digitar a funcdo m e clicar novamente em GRAFICO.

(f) As fungoes sao crescentes ou decrescentes? Justifique através da representacao grafica

e também por algum resultado estudado em sala de aula.
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(g) As fungoes interseccionam os eixos coordenados em algum ponto? Comprove pela

representagao grafica os resultados obtidos nos itens (c) e (d).

A atividade apresentada foi retirada e adaptada do livro “Matematica: Ciéncia e

Aplicacoes”, Volume 1, cujo autor é Gelson lezzi.



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Sumário
	Introdução
	Objetivos e Metas
	Fundamentação Matemática
	Funções
	Sequências e Progressões
	Sequências Monótonas
	Funções Monótonas
	Transformações Gráficas
	Função Inversa
	Função Exponencial
	Potências de expoente racional
	A função exponencial
	Caracterização da função exponencial
	Funções exponenciais e progressões
	Equações exponenciais
	O número irracional e e a função exponencial ex
	Aplicações da função exponencial
	Propriedades do gráfico da função exponencial
	Translações do gráfico da função exponencial

	Função logarítmica
	Caracterização das funções logarítmicas
	Propriedades do gráfico da função logarítmica
	Equações logarítmicas
	Equações exponenciais com bases diferentes
	Translação de funções logarítmicas


	O Ensino de Funções e sua Abordagem nos Livros Didáticos
	A abordagem dada ao estudo de funções exponenciais e logarítmicas nos livros didáticos
	Coleção Matemática Contexto e Aplicações, de Luiz Roberto Dante (2014)
	Coleção Matemática Ciência e Aplicações, de Gelson Iezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Perigo e Nilze de Almeida (2010)
	Matemática Ciência, Linguagem e Tecnologia, de Jackson Ribeiro (2011)
	Matemática Paiva, de Manoel Paiva (2013)


	As Tecnologias e o Ensino da Matemática
	Tecnologias Mobile
	O que é o MalMath?

	Atividades Propostas
	Metodologia de Aplicação
	Atividade introdutória do MalMath
	Utilização das principais operações e dos parênteses
	Como digitar uma função e representar seu gráfico no MalMath
	Como digitar uma equação no MalMath
	Como usar logaritmo e exponencial no MalMath

	Problemas Envolvendo Funções Exponenciais
	Problemas Envolvendo Funções Logarítmicas
	Estabelecendo uma relação entre função exponencial e função logarítmica

	Considerações finais
	Trabalhos Futuros
	Referências
	Anexos
	Exercícios para Impressão


