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RESUMO

O presente trabalho apresenta uma proposta de insercao do tema Percursos, da Teoria
dos Grafos, no Ensino Médio. Inicialmente, foram apontadas algumas reformas, ocorridas
nos ultimos anos, em aspectos legais e curriculares da Educacao Brasileira que possibili-
tam, ainda que seja de carater introdutério, a inser¢cao da Teoria dos Grafos na Educacao
Basica, pois tais reformas direcionam para contextualizacao, modelagem, resolucao de
problemas, entre outros aspectos naturais a Teoria. Essas caracteristicas podem ser veri-
ficadas nos dois capitulos seguintes, através de seus principais problemas, e por intermédio
da andlise das dissertagoes do PROFMAT. Por fim, apresenta-se uma proposta, direcio-
nada aos alunos do Ensino Médio que foi construida realizando-se a conceituagao intro-
dutoria da Teoria dos Grafos necessaria ao entendimento das ideias de percursos e melhor
caminho e conclui-se com a apresentacao do Algoritmo de Dijkstra, Método da Exaustao

e Algoritmo Guloso.

PALAVRAS CHAVE: Grafos, Caminhos, Ensino Médio, PROFMAT.



ABSTRACT

This paper presents an inclusive proposition of the theme routes, in the graph theory, in
high school. Initially, we identified some renovations in the last years, in legal and curricu-
lar aspects of Brazilian education that allow, even in an introductory way, the insertion of
the Graph Theory in Basic Education, as such reforms direct to contextualization, mode-
ling, solving problems, among other natural aspects of the theory. These characteristics
can be verified in the following two chapters, through its main problems, and through
PROFMAT dissertations analysis. Finally, we present a proposal directed to high school
students that was built through the introductory concepts of graph theory necessary to
understand the ideas of routes and critical path and concludes with the presentation of
Dijkstra Algorithm, Method exhaustion and Greedy Algorithm.
KEY WORDS: Graphs, paths, high school, PROFMAT.
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Introducao

Descobrir caminhos 6timos, implantar uma ideia a um grupo, casamentos
estaveis, distribuicao de pessoal para desempenho de fungoes, organizar um time para
obter melhor desempenho, ligagao de servigos(dgua, luz, telefonia, etc.), verificar qual time
tem maior tendéncia de vencer um campeonato, sao apenas alguns exemplos, em relagao
a amplitude de aplicacoes que os estudos sobre Teoria dos Grafos tém demonstrado.

De origem um tanto peculiar, baseada em um problema, que até mesmo para
seu precursor, foi considerado como simples desafio a Teoria dos Grafos, mostrou no
decorrer dos anos sua forga e amplitude. Com os avangos computacionais a referida teoria
tem elevado ainda mais seu rol de aplicagoes e apreciadores, tal caracteristica levantou
o interesse de alguns professores pesquisadores a estudar a possibilidade de implantar
alguns de seus conceitos iniciais ainda no ensino béasico.

Sua forma particular de tratar situagoes problemas auxiliam na contextua-
lizacao e modelagem de situagoes e o aprofundamento de seus estudos em niveis mais ele-
vados demonstram também a potencialidade matemética que pode desempenhar. Como
uma das funcoes da escola é a formacao dos individuos para situagoes inovadoras, essas
caracteristicas da Teoria dos Grafos somadas a tantas outras confirmam a importancia de
refletir sobre a possibilidade da implantacao de conceitos de Grafos na educacao basica.

Oferecer um ensino matematico de qualidade de forma a atender tanto os mais
apaixonados por esta ciéncia quanto aqueles voltados as Ciéncias Humanas ou Linguagens
é o que almeja todo professor de Matemadtica. Para tanto faz-se necessario entender o
contexto que configura-se atualmente a populagao e sua formacao.

A sociedade evoluiu muito nas ultimas décadas nao sé do ponto de vista



tecnolégico como também, de pensamento, comportamento entre outros, essa evolucao
permitiu uma velocidade maior de novas conquistas cientificas e avanco da tecnologia.

A forma de ver o mundo mudou pois com o advento da internet e os avancos
na area de comunicagao, um nimero bem maior de pessoas, comparado a décadas atras,
conhecem o que ocorre mundo afora. Esse novo individuo precisa de um novo tipo de
orientacao e sendo a escola, a principal instituicao de formagcao intelectual, cabe a ela
adequar-se a esse novo molde de alunos que ela recebe.

Diante de tal situacao, no Brasil, um conjunto de a¢oes vem sendo tomadas
para oferecer uma escola adequada a nova configuracao de aluno que as instituicoes de
ensino tem acolhido. Das agdes destacamos a Lei N° 9.394/96(LDB), as Diretrizes Curri-
culares Nacionais (DCNs) e os Parametros Curriculares Nacionais(PCNs). Nestes docu-
mentos ¢ priorizado um ensino contextualizado com modelos do quotidiano, uma maior
participagao do aluno no processo de aquisicao do conhecimento através da exposi¢ao
a situacoes problemas que os levem a pensar e desenvolver o raciocinio légico. Todos
esses anseios originaram diversas discussoes, seminarios, encontros, debates entre outras
estratégias com o proposito de construir propostas curriculares cada vez mais proximas
de um modelo que possa atingir tais demandas.

A criacao da modalidade de mestrado profissional, que possue a caracteristica
de ser direcionada a profissionais em exercicio e cujos trabalhos de conclusao podem con-
templar a aplicacao e desenvolvimento da pratica profissional, favoreceu o surgimento do
Mestrado Profissional em Matematica em rede nacional, promovido pela SBM e patroci-
nado pelo Governo Federal: o PROFMAT. Ele é um curso direcionado principalmente a
professores de Matematica da escola ptublica em regéncia de classe.

O PROFMAT surge como uma das acoes que atendem a LDB no que diz
respeito a formacao continuada e aperfeicoamento de professores em todo pais e tem
apresentado resultados satisfatérios que podem ser observados pelo niimero de profissio-
nais concludentes como também pela qualidade dos trabalhos apresentados.

O presente trabalho tem como objetivo geral a elaboracao de uma proposta

de implementacao da Teoria dos Grafos no ensino basico e baseou-se para tanto, nos



documentos e leis supracitados e em dissertacoes que abordaram o tema da Teoria dos
Grafos. Essas dissertagoes foram apresentadas por professores de todo pais ao PROFMAT.
A pesquisa apresenta uma proposta de trabalho com tal teoria para o Ensino Basico,
mais precisamente o Nivel Médio. Apesar de serem apontados por alguns trabalhos sua
possibilidade de implementacao ainda no ensino fundamental a pesquisa direcionou para
o Ensino Médio por fundamentar o estudo dos conhecimentos bésicos da teoria com a
linguagem de Conjuntos e o estudo do nimero total de caminhos com a utilizagao do
produto de Matrizes. A escolha do tema se deu tanto pela origem quanto pela evolucao
das pesquisas, que quanto mais se aprofunda sobre o tema mais eleva-se o niimero de
aplicagoes e também por apresentar uma base tedrica muito simples, de facil entendimento
e aplicabilidade.

As dissertacoes apresentadas ao PROFMAT foram tomadas como principal

fonte tedrica por trés motivos:

e Tornar conhecido o acervo de trabalhos sobre Teoria dos Grafos produzidos pelos

professores concludentes do Mestrado Profissional do PROFMAT;

e Visualizar o direcionamento das pesquisas nas diversas regioes do Brasil sobre a
aplicacao da teoria a educacao basica, pois foi possivel consultar trabalhos de todas

as regioes do pais como pode ser visto na Tabela 1;
e Apresentar um trabalho diferenciado visando uma proposta diferenciada.

Foram realizados varios acessos ao acervo eletronico das dissertagoes apresen-
tadas ao PROFMAT entre os anos de 2012 e 2015, através da pagina de enderego:www.profmat-
sbm.org.br/dissertacoes. Durante tais visitas foram realizados downloads de 26 dis-
sertacoes e 1 trabalho de conclusao de curso que tinham em seu titulo a palavra Grafos,
num total 27 pesquisas. Foram consultados, também, os trabalhos, que apesar de nao
possuirem a palavra chave Grafo em seus titulos, tratam em seu conteido de parte da te-
oria. Destes foram escolhidos de forma aleatéria mais um trabalho de conclusao de curso
e trés dissertacoes. A tultima visita foi realizada no dia 9 de margo de 2016 e o ntimero

total de trabalhos do PROFMAT consultados para esta pesquisa foi de 30. Um trabalho



nao foi consultado pois, algum problema com o arquivo na pagina nao permitiu o acesso.

Tabela 1: Distribuicao por regiao, das pesquisas do PROFMAT consultadas.
‘ Regiao ‘ Estado ‘ Numero de Dissertagoes ‘

Sul Santa Catarina
Parana
Sudeste Espirito Santo
Minas Gerais
Rio de Janeiro
Sao Paulo
Nordeste Bahia

Ceara

Paraiba
Pernambuco
Piaui

Sergipe
Centro-Oeste | Distrito Federal
Norte Amazonas
Organizacao: O autor, 2016.
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A leitura foi feita de forma dinamica priorizando-se, sumario, introducao e
quando de relevancia para proposta alguns capitulos. Realizou-se anotagoes e verificou-
se um numero razoavel de trabalhos que, nao sé tratam da Teoria dos Grafos, mas que
também sugerem a sua aplicagao ao Ensino Basico, tanto Fundamental quanto Médio, al-
guns deles com aplicagoes e comentarios. Ficou claro que a intencao de implantar a teoria
para Educacao Basica nao se trata de uma ideia sem fundamentos, mas de uma pos-
sibilidade de trabalhar a contextualizacao, modelagem e raciocinio logico via aplicacao
de problemas, isto na visao de professores que possuem experiéncia com o nivel de es-
colaridade em questao. Todavia, o estudo em questao busca diferenciar-se dos demais
por apresentar uma proposta de introdugao Teoria dos Grafos através de um material
construido buscando, atender a legislagao, proposta curricular e adequacao ao nivel pre-
tendido.

Para direcionar a pesquisa foram elaboradas as seguintes questoes norteado-

ras:

1. Os documentos oficiais da educagao respaldam a introducao da Teoria dos Grafos

nos curriculos de matematica da educacao basica?



2. Qual a origem da teoria e quais seus avancos e aplicabilidades?

3. Qual tem sido a contribuicao do PROFMAT nos estudos relativos a teoria e sua

possivel aplicacao no Ensino Bésico?

4. Que conceitos trabalhar na Ensino Médio? Como trabalhé-los?

Para responde-las a pesquisa esta estruturada da seguinte forma:

No capitulo 1 foi apresentada a evolucao dos documentos e discussoes sobre
curriculo. Nele fundamentou-se a possibilidade de introducao dos conceitos da Teoria dos
Grafos, baseado em trechos de documentos oficiais. A discussao proposta no capitulo foi
baseada na LDB, Parametros Curriculares Nacionais, Diretrizes Curriculares, Orientacoes
Curriculares Nacionais e outros documentos que enquadravam-se na resposta aos ques-
tionamentos. Todo material encontrado no acervo da biblioteca do portal criado para
elaboracao do Curriculo Bésico Nacional conduzida pelo Ministério da Educa¢ao(MEC).

No capitulo 2 um histérico com caracteristica de linha do tempo semelhante
ao feito por BOAVENTURA NETTO [5] com o intuito de situar, o leitor sobre a evolugao
historica ,0s pioneiros no trabalho com a teoria e suas primeiras aplicacoes. O histérico
foi tanto colhido nas obras de BOAVENTURA NETTO [5] e [6] quanto nas pesquisas
consultadas.

No capitulo 3, apresenta-se discussao da modalidade de mestrado profissional
seguido de um breve histérico da criacao do PROFMAT. Na sequéncia do capitulo realiza-
se uma analise dos trabalhos apresentados ao PROFMAT. Os resultados das leituras foram
utilizados para construir os sub-itens dos capitulos indicando os trabalhos com a melhor
apresentacao dos temas verificados. Neste capitulo foi realizada uma revisao da literatura
apenas com os trabalhos consultados, visando contribuir com futuros pesquisadores na
procura dos temas sobre a teoria, para tanto indica-se o tema e os trabalhos que direcionam
para ele.

No capitulo 4 a intengao é apresentar um material direcionado ao Ensino
Médio. O rigor matematico foi observado, porém a linguagem e os exemplos foram in-

tencionalmente simplificados para atender o nivel no qual se quer aplicar. Vale ressaltar



que trabalhos bem conceituados e rigorosos ja existem no acervo consultado, até de forma
repetitiva, por esse e outros motivos o diferencial deste material esta justamente na ten-
tativa de adequacao ao Ensino Médio. Por fim, espera-se com este trabalho contribuir
para esclarecer os que desejam conhecer a teoria e facilitar o planejamento daqueles que

tiverem a intencao de introduzir tais conceitos na Educagao Basica.



Capitulo 1

Fundamentos Educacionais e Base
Legal: Possibilidade da insercao da
Teoria dos Grafos na Educacao

Basica

Nao basta ensinar ao homem uma especialidade. Porque se tornard assim uma
maquina utilizdvel, mas nao uma personalidade. [...] Deve aprender a compreender
as motivagoes dos homens, suas quimeras e suas angustias para determinar com
exatidao seu lugar exato em relagdo a seus proximos e a comunidade. |[...] E preciso,
enfim, tendo em vista a realizacdo de uma educacdo perfeita, desenvolver o espirito

critico na inteligéncia do jovem....(Albert Einstein)

1.1 Transicao da Sociedade e Ensino de Matematica

A transicao do século vinte para o século vinte e um foi marcada por um
avango tecnoldgico que proporcionou uma revolugao no tratamento e transmissao das in-
formacoes. Recursos como a internet possibilitaram a veiculacao de noticias no mesmo
instante que ocorrem, o acesso a elas ampliou-se, e a maioria dos individuos tomam co-

nhecimento dos fatos mundiais, na maioria das vezes imediatamente a sua ocorréncia, via



redes sociais.

Aparelhos como calculadoras, relégios, celulares entre outros, tornaram-se
mais populares e a utilizacao dos mesmos, mais freqiientes. O choque de culturas é
constante e a sociedade atual sofre mudancas de paradigmas freqiientemente, valores que
até pouco tempo atras perduravam décadas, sofrem mudancas periddicas. A populacao
tornou-se mais dinamica e necessita de um novo tipo de orientacao.

A escola, responsavel pela formacao dos individuos, cabe a tarefa de ade-
quar seus curriculos a essa nova ordem mundial correndo o risco de tornar-se obsoleta
e desinteressante. O processo educativo tem que acompanhar tais mudancgas realizando
uma revisao curricular, metodolégica e técnica. Adequar o estudo das disciplinas ao
novo, possibilitando um ensino-aprendizagem, sempre que possivel, dinamico, autéonomo
e participativo sao alguns dos seus maiores desafios. As institui¢oes de ensino precisam
desenvolver a autonomia, o raciocinio cognitivo e aplicabilidade dos saberes, para tanto
se faz necessdrio, no ponto de vista da matematica, uma maior exploracao de contetdos
que possibilitem a modelagem e resolucao de problemas. Esse é seu desafio para o novo
milénio, buscar uma nova visao, para melhor compreender e adaptar-se as novas exigéncias

emergentes, como pode ser verificado em D’Ambrosio (2001,p.16):

Estamos, na entrada do novo milénio, de posse de novas visoes do cos-
mos, do planeta, da sociedade e do homem. Se considerarmos que a ma-
tematica académica e a educacao matematica se fundaram em visoes do
cosmos [medida de tempo e movimentos celestes, astronomial, da natu-
reza [medigoes de terra, reconhecimento e delimitagao de espago, carto-
grafia, movimento e velocidade], da sociedade[mercantilismo, estatistica
e probabilidades| e do homem [cognicao, aprendizagem|, é ébvio per-
guntar como a matemadtica reage as profundas modificagoes de suas
bases, isto é, as novas visoes do cosmos, da natureza, da sociedade e do

homem.



No contexto da modernizacao tecnolégica a Matematica é uma peca essencial,
pois ¢é base para praticamente todas as novas ideias e aplicagoes relacionadas as novas
tecnologias. As devidas adequacoes dos curriculos fazem-se necessarias, pois se por um
lado desempenha esse importante papel, por outro é uma das disciplinas que mais retem
e afasta os alunos, como comenta D’Ambrésio (2001, p. 16):  “A matemdtica é o maior
fator de exclusao nos sistemas escolares. O niumero de reprovagoes e evasoes € intolerdvel.
Essa ambiguidade se da por um curriculo ultrapassado que nao estimula o interesse, suas
atividades sao mecanicas e descontextualizadas, falta a ele dinamismo, aplicabilidade e
liberdade, como afirma Lellis e Imenes (2001,p.42), “Isso reflete na grande quantidade
de exercicios que se resumem a “calcular”, “obter”e “efetuar”. Quase tudo consiste em
aplicar formulas adequadas em contextos exclusivamente matemdticos.”. Contudo nao
tem-se o interesse de excluir o contexto préprio da matematica das escolas, pois mesmo nas
orientacoes curriculares para o ensino médio verifica-se o reconhecimento da matematica

com caracteristicas préprias de desenvolvimento tecnolégico ou simplesmente tedrico.

Ao final do ensino médio, espera-se que os alunos saibam usar
a Matemadtica para resolver problemas praticos do quotidiano; para
modelar fenéomenos em outras areas do conhecimento; compreendam
que a Matemadtica é uma ciéncia com caracteristicas préprias, que se
organiza via teoremas e demonstracoes; percebam a Matemédtica como
um conhecimento social e historicamente construido; saibam apreciar a
importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico e tecnoldgico.

(BRASIL, 2006, p.69)
Para tanto precisamos de:

[...] um processo de ensino que valorize tanto a apresentacao de propri-
edades matematicas acompanhadas de explicacdo quanto a de férmulas
acompanhadas de deducao, e que valorize o uso da Matematica para
a resolugao de problemas interessantes, quer sejam de aplicacao ou de

natureza simplesmente teérica.(BRASIL, 2006, p.70)



O problema é que maioria das vezes s6 se trabalha de forma mecanica sendo
que ¢é preciso mostrar a aplicabilidade dos saberes sejam eles no quotidiano ou teérico. O
importante é explorar a vasta aplicabilidade que os conceitos matematicos desempenham
despertando a autonomia, o raciocinio légico, a criatividade entre outras qualidades que
um problema matematico bem elaborado pode levar o aluno a desenvolver desenvolver.
Desprezar o carater de aplicabilidade ou o carater teérico dedutivo representam para o
ensino da Matematica um grande prejuizo e um distanciamento das finalidades propostas
nos documentos educacionais.

O ensino das quatro operacoes basicas é enfadonho, descontextualizado e de-
sinteressante, mesmo por que muitos alunos ja questionam qual a razao do estudo de tais
operagoes se existem as calculadoras e os programas para computadores, hoje bem mais
acessiveis. A utilizacao desse tipo de tecnologia, possibilitaria a exploracao de outros
conceitos, tais como os Principios Aditivo e Multiplicativo em Combinatéria e a busca
do melhor caminho no trabalho com Grafos utilizando-se do Método da Exaustao. Estes
sao apenas alguns exemplos de aplicacao que poderiam expandir o ensino com a uti-
lizacao dos mesmos, uma vez que possuem uma caracteristica de facil contextualizagao e
interdisciplinaridade.

A Combinatoria e o estudo de Grafos, estimulam o raciocinio cognitivo através
da exploracao de situacoes problemas que, quando bem elaboradas, aplicam-se a realidade.
A impossibilidade de usar calculadoras, devido a discussao sobre o tema reduz nossa

pratica pedagdgica e impede o desafio aos alunos como afirma Rocha (2001, p.23)

Até hoje ainda discutimos se devemos permitir ou nao o uso das calcu-
ladoras na sala de aula, enquanto muitas escolas privadas ja utilizam o
computador. Dessa forma, estamos reduzindo nossa pratica pedagdgica
a um mero treinamento baseado na repeticao e memorizacao; deixando
de lado a experimentagao, o questionamento, a inquietacao, a criativi-

dade e a rebeldia.

No Brasil nas tltimas duas décadas que antecederam a virada do milénio e
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a década que a precedeu, foram promovidas importantes reunioes debates e acoes em
torno da legislacao e curriculo que direcionaram, ou pelo menos era o que pretendia-
se, a um ensino mais autonomo, participativo e eficiente, ofertado pelas instituicoes de
ensino. Uma caracteristica foi a integracao de professores, pais, alunos e comunidade,
tendo estes trés ultimos ganhado representagao na tomada de algumas das decisoes via
conselhos de classe, comités comunitarios e portais criados pelo Ministério da Educacao.
As consequéncias de tais agdes concretizaram-se em Leis e documentos que passaram a

regulamentar e direcionar a educagao em ambito nacional.

1.2 LDB e Documentos Curriculares

O primeiro documento, de uma sequéncia que viriam depois complementa-lo,
foi a Lei 9.394/96 ou como é mais conhecida LDB ou ainda Lei Darcy Ribeiro, que re-
gulamenta as diretrizes e bases da educagao brasileira. O inicio de tramitacao no ano
de 1988 foi plenamente concluida e aprovada no ano de 1996, apds apresentacao de um
substitutivo indicado pelo entao senador Darcy Ribeiro no ano de 1993. O mesmo ale-
gou inconstitucionalidade de diversos artigos do projeto inicial que continha 298 artigos,
sugerindo um outro projeto com 91 artigos.

Para nao fugir o enfoque, nesse trabalho sera destacado os pontos que mais
influenciam a proposta do mesmo. No texto final da LDB, para fins do trabalho que aqui
se apresenta, podemos destacar o fim da exclusividade de ingresso no ensino superior via
vestibular, pois aumenta a autonomia do professor do Ensino Médio, que em muitos casos
sentia-se quase que obrigado, a apresentar dicas e memorizacao de férmulas. Ainda no
documento é citado a realizacao de exames para verificacao do ensino, hoje concretizadas
através da Prova Brasil, aplicada as turmas de 5° ano e 9° ano, do ensino fundamental, e
3° ano, do Ensino Médio, e ainda para o Ensino Médio tem-se o ENEM, usado atualmente
como principal ferramenta de ingresso no ensino superior nas instituigoes publicas.

Outro ponto destacam-se também a valorizagao do profissional, e a oferta e
condicoes de continuidade dos estudos. Varios cursos de pds-graduagao surgiram em todo

pais em numero mais elevado os de nivel de especializacao, e em niimero menor mestrados
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e doutorados. A procura por esses cursos deu-se principalmente por que muitos planos
de carreira do magistério contemplavam avancos de nivel consequentemente financeiros,
referente ao grau de formacao aqueles que obtivessem titulagao.

Atualmente, destaca-se, o PROFMAT que assegura ao professor que estd em
sala de aula a oportunidade de ingressar em um curso de Mestrado Profissional direcionado
a professores da area de Matemdtica. Para grande parte seria quase impossivel se fossem
cursar um Mestrado Académico devido aos horarios de aulas e diversos outros fatores. A
criacao do mestrado profissional contribui diretamente com o ensino, pois os professores
que o concluem oferecem como retorno para sociedade melhorias em suas praticas pelo
aperfeicoamento em conteuido, como também, na producao de trabalhos direcionados a
sala de aula, alguns destes serao destacados nos capitulos seguintes, por profissionais
que conhecem na sua vivéncia as dificuldades didrias da educacao. Prepara-os também
na posse de conceitos matematicos mais aprofundados possibilitando uma atuacao mais
eficiente e eficaz na escolha de livro didatico, autonomia de seu trabalho, selecao de
atividades, proposta de curriculo, entre outras.

Na sequéncia de documentos que sucederam a LDB estao os Parametros Cur-
riculares Nacionais, os primeiros a serem lancados foram os do ensino fundamental que
foi subdividido em dois niveis os direcionados 1* a 4* séries e o outros 5* a 8 série. Pu-
blicados em 1997 traziam como novidade em cumprimento ao que é proposto na LDB, o
estudo de temas transversais. Dentre os objetivos gerais podemos destacar dois que mais

se enquadram para o trabalho que aqui é sugerido.

1. Saber utilizar diferentes fontes de informagao e recursos tecnolégicos para adquirir

e construir conhecimentos;

2. Questionar a realidade formulando-se problemas e tratando de resolvé-los, utilizando
para isso o pensamento logico, a criatividade, a intuicao, a capacidade de andlise

critica, selecionando procedimentos e verificando sua adequacao.

O trabalho com Grafos, caso fosse adotado no curriculo do Ensino Funda-

mental, seria uma importante ferramenta no éxito de tais objetivos. No primeiro por
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traduzir informacoes diferenciadas para um modelo geométrico, uma tabela ou matriz e
no segundo por ser principalmente aplicado em resolucao de problemas que estimulam
necessariamente as caracteristicas citadas tais como, os problemas da busca do melhor
caminho. Apesar de acreditar na possibilidade de adequacao do trabalho com grafos no
Ensino Fundamental e a mesma ser apontada pelos trabalhos de BRITO [11], CARDOSO
[13], LIMA [26], MORI [34], SILVA [38], SOUZA [41] e SOUZA [43], todos do PROFMAT,
o enfoque do trabalho serd dado ao Ensino Médio.

Antes dos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio foram discuti-
das e publicadas as Diretrizes Curriculares Nacionais em 1998. A administracao da época
adotou uma politica mais geral de desenvolvimento social, algumas das prioridades foram
acoes na area de educacao, a reforma do Ensino Médio foi uma destas medidas. Tanto
no Brasil como em outros paises da América Latina, existe uma intencao de superar a
extrema desvantagem existente entre os indices de escolarizagao e nivel de conhecimento
apresentados por aqui e os dados apresentados por paises desenvolvidos. Particularmente,
no que se refere ao Ensino Médio, citar-se-4 ao menos dois fatores que apontaram a ne-
cessidade de tais mudangas: O primeiro por ser a ultima etapa do Ensino Bésico, na
qual os conceitos obtidos no Ensino Fundamental ganham carater de aprimoramento e
aplicacoes, objetivando a preparacao para o possivel curso superior. O outro fator ¢ a
forma de direcionamento dado aos concursos vestibulares na época, ocasionando uma fuga
dos principais objetivos do aprendizado da Matematica.

A maioria dos estudantes secundaristas eram “adestrados” a responderem
provas, pouco ou nada contextualizadas. Por outro lado, nao podemos culpar apenas a
disputa pelas vagas em universidades pelo afastamento da realidade, mas aparece como
fator preponderante grande parte dos cursos de licenciatura e bacharelado que ainda nao
haviam adequado seus curriculos a formacao de professores e pesquisadores que tives-
sem uma nova visao nessa sociedade de transicao com isso tornou-se necessario rever a
forma como os profissionais que utilizam a matematica estavam sendo formados nas uni-
versidades. A problematica do ensino de matematica também tinha "raizes”’no ensino

universitario, diante disso também foi necessario levar formas de aplicabilidades de con-
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ceitos matematicos as instituicoes de ensino superior. Como afirma Adrew e Mclones

(1976, apud Bean, 2001,p.51).

[...] os procedimentos seguidos pelo profissional na aplicagdo da ma-
tematica, foram transferidos ao ambiente matemético universitario
como resposta ao baixo desempenho dos matematicos recém forma-
dos em aplicar conceitos matematicos aos problemas das empresas em

que trabalham. [...]

Destacando-se como uma dessas acoes, foram lancadas as Diretrizes Curri-
culares Nacionais (DCN) objetivando orientar professores, procedimentos, curriculos em
cumprimento a Lei N° 9.394/96, que estabelece as Diretrizes e Bases da Educacao Na-
cional (LDB). Esta prevé em seu Artigo 9° inciso IV, entre as incumbéncias da Unido,
estabelecer, em colaboracao com os Estados, o Distrito Federal e os Municipios, com-
peténcias e diretrizes para a educacao infantil, o ensino fundamental e o ensino médio,
que nortearao os curriculos e seus conteidos minimos, de modo a assegurar formacao
basica comum. Justificando sua elaboragao, com a consolidagao do Estado democratico,
as novas tecnologias e as mudancas na producao de bens, servigos e conhecimentos é que
o MEC lanca as Diretrizes Curriculares Nacionais.

A elaboracao das DCN teve como base os principios definidos na LDB e con-
tribuicoes de professores de todo Pais e experiéncias, coletadas através do Seminario Inter-
nacional de Politicas de Ensino Médio, organizado pelo Conselho Nacional de Secretarios
Estaduais de Educa¢ao (CONSED). Neste Semindrio foi possivel verificar a problemética
do Ensino Médio na visao de quem conhecia a Educacao Secundaria na Europa, América
Latina e Estados Unidos da América do Norte. Dois outros eventos foram importantes
para enriquecer ainda mais a proposta com contribuicoes, criticas e sugestoes. Estes foram
as duas audiéncias publicas.

As Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) surgem, ao contrario do que vinha
acontecendo, para dar significado ao conhecimento, via contextualizacao, integragao de

conceitos e disciplinas, via interdisciplinaridade e incentivar o raciocinio e capacidade
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de aprender.Fica claro em seu artigo primeiro, que elas aparecem como um conjunto de
defini¢oes doutrinarias sobre principios, fundamentos e procedimentos a serem observados
na organizacao pedagogica e curricular em ambito nacional com finalidade principal de
consolidar os pressupostos da nova LDB. Além de deixar claro as intengoes de formar no
aluno a capacidade de aprender, a interdisciplinaridade e contextualizagao, em seus artigos
iniciais, é no artigo 10, que na perspectiva de facilitar a interdisciplinaridade, organiza os
conhecimentos que compartilham dos mesmos objetivos educacionais. Para isso reformula
o curriculo do Ensino Médio dividindo o conhecimento escolar em areas do conhecimento.
Sendo elas: Linguagens, Cédigos e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza, Matematica e
suas Tecnologias e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias. (BRASIL [8],2000, p.104-105)
Na sequéncia destacam-se trechos do artigo, acompanhados de seus respectivos

comentarios que destacam o enquadramento da Teoria dos Grafos nos mesmos.

Art. 10 . A base nacional comum dos curriculos do ensino médio serd organizada
em &reas de conhecimento, a saber: [...] II - Ciéncias da Natureza, Mateméatica
e suas Tecnologias, objetivando a constituicao de habilidades e competéncias que

permitam ao educando:

a) Compreender as ciéncias como construgdes humanas, entendendo como elas se
desenvolvem por acumulacao, continuidade ou ruptura de paradigmas, relacionando
o desenvolvimento cientifico com a transformagao da sociedade.|...] (BRASIL [8] ,

2000, p.104 )

Comentario 1.2.1 A trajetoria historica sobre a teoria dos grafos enquadra-se neste
item, pois em seu inicio surgiv de uma situacao ludica baseada em um problema do quo-
tidiano que mesmo apos resolvido a teoria parou no tempo durante décadas, até ressurgir
com novas aplicagoes que so aumentaram no decorrer do tempo. Hoje com a modificagcao
para uma sociedade que avancga no uso da tecnologia a teoria so tem a evoluir o seu rol de
aplicacoes. Apresentar esse historico da teoria aos alunos auzilia na compreensao de que
o conhecimento matemdtico pode tanto surgir do quotidiano como também ser puramente
teorico e em algum momento sua aplicabilidade pode ser descoberta na vida quotidiana ou

para solucionar um entrave tedrico.
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b) Entender e aplicar métodos e procedimentos préprios das ciéncias naturais.

(BRASIL [8] , 2000, p.104 )

Comentario 1.2.2 A matemdtica tem uma caracteristica propria de construcao de co-
nhecimento. Produzir teoremas, demonstragoes, coroldrios, definigcoes etc., fazem parte
desse fazer matemdtico. O contato com a Teoria dos Grafos possibilita esse entendimento,
pois suas justificativas e demonstracoes mais bdsicas nao sao tao abstratas e por se tratar

de problemas palpdveis estimulam a curiosidade e raciocinio.

e) Identificar, analisar e aplicar conhecimentos sobre valores de varidveis, re-
presentados em graficos, diagramas ou expressoes algébricas, realizando previsao de
tendéncias, extrapolacoes e interpolagoes e interpretacoes.

f) Analisar qualitativamente dados quantitativos representados grafica ou al-
gebricamente relacionados a contextos socio-econdémicos, cientificos ou quotidiano.

(BRASIL [8] , 2000, p.104-105 )

Comentéario 1.2.3 Ao representar situacoes com o auzilio de grafos, cria-se a possibi-
lidade de posteriormente representd-los via matriz de adjacéncia ou matriz de incidéncia
que sao as representacoes matriciais da estrutura do Grafo. Dessa forma o aluno pode na
sequéncia usd-las para realizar cdlculos que podem fornecer informacoes relevantes sobre

o problema estudado, um exemplo é encontrar o numero de caminhos entre dois vértices.

g) Apropriar-se dos conhecimentos da Fisica, da Quimica e da Biologia e aplicar
esses conhecimentos para explicar o funcionamento do mundo natural, planejar,
executar e avaliar agoes de intervengao na realidade natural. (BRASIL [8] , 2000,

p.105)

Comentario 1.2.4 Ao representar o grafo de ligacoes quimicas ou da cadeia alimentar é
possivel elaborar explicacoes do funcionamento dos conceitos relativos a cada uma das dis-
ciplinas em questao ( Quimica e Biologia) e efetivar o planejamento, execugao e avaliagdo

para intervir na realidade natural.
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j) Entender o impacto das tecnologias associadas as ciéncias naturais na sua

vida pessoal, nos processos de producao, no desenvolvimento do conhecimento e na

vida social. (BRASIL [8] , 2000, p.105 )

Comentario 1.2.5 No prdprio historico sobre a teoria dos grafos é possivel verificar a
relagao entre a tecnologia e as ciéncias, uma sempre no seu tempo, auzxiliando no desen-
volvimento da outra e muitas das vezes determinante neste desenvolvimento, como foi o
caso para Teoria dos Grafos que consequiu um maior avan¢o gragas ao surgimento dos
computadores e em outro momento os Grafos contribuem para o sistema de busca na

internet.

1) Aplicar as tecnologias associadas as ciéncias naturais na escola, no trabalho e
em outros contextos relevantes para sua vida.

m) Compreender conceitos, procedimentos e estratégias matemadticas e aplica-
las a situacoes diversas no contexto das ciéncias, da tecnologia e das atividades

quotidianas. (BRASIL [8] , 2000, p.105 )

Comentario 1.2.6 Os problemas relacionados a caminhos minimos, caminhos mazrimos
ou de alocagao de pessoal, representam um forte exemplo de situacoes que com o uso da
tecnologia via calculadoras ou computadores e usando a linguagem de matrizes é possivel

trazer a matemadatica até problemas que podem ir do quotidiano até niveis mais avancados.

As DCNS ja representaram um grande passo depois da LDB, mas tornou-se
necessario que tais diretrizes tornassem mais detalhadas, foi entao que a luz da L.D.B.
e das DCNEM, os PCNS do Ensino Médio surgem com a apresentacao de detalhes de
acoes a serem aplicadas. Inicialmente, é exposto de forma especifica para cada area
do conhecimento e em seguida uma exposicao especifica para cada disciplina, deixando
explicito a intencao para cada uma delas.

Direcionando a atencao para as discussoes de interesse do presente trabalho,
verificou-se na parte trés do documento, destinada as orientacoes para a area das Ciéncias
da Natureza, Matematica e suas Tecnologias, mais especificamente, na pagina quarenta e

seis, que apresenta as competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matematica o
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trabalho com Grafos contempla a maioria dos itens de cada tema. Podem ser verificadas a
possibilidade e a aplicabilidade que o trabalho com Grafos pode desempenhar na conquista
dos mesmos. Dando sequéncia apresenta-se os trechos e comentarios relacionados as
competeéncias e habilidades a serem desenvolvidas pelos alunos, tendo como ferramenta a

Teoria dos Grafos.

Representagao e comunicacao

Ler e interpretar textos de Matematica.

e Ler, interpretar e utilizar representagoes matematicas (tabelas, gréficos, ex-

pressoes etc).

e Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem

simbdlica (equagdes, graficos, diagramas, férmulas, tabelas etc.) e vice-versa.

e Exprimir-se com correcao e clareza, tanto na lingua materna, como na lingua-

gem matematica, usando a terminologia correta.
e Produzir textos matematicos adequados.

e Utilizar adequadamente os recursos tecnoldgicos como instrumentos de producao

e de comunicacao.

Utilizar corretamente instrumentos de medicao e de desenho.

(BRASIL [8], 1999, p. 46)

Comentario 1.2.7 O trabalho com a Teoria dos Grafos enquadra-se neste tema pois,
tem a caracteristica de envolver vdrios tipos de representacao Matemdatica, Conjuntos,
Matrizes, Tabelas e até mesmo textos. O trabalho com matrizes pode ainda no Nivel

Meédio servir de comunicacao computacional.

Investigacao e compreensao

e Identificar o problema (compreender enunciados, formular questoes etc).
e Procurar, selecionar e interpretar informacgoes relativas ao problema.

e Formular hipoteses e prever resultados.

e Selecionar estratégias de resolugao de problemas.
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Interpretar e criticar resultados numa situagao concreta.

Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos.

Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbocos,

fatos conhecidos, relacoes e propriedades.

Discutir idéias e produzir argumentos convincentes.

(BRASIL [8], 1999, p. 46)

Comentéario 1.2.8 A caracteristica dos Grafos em modelar situagoes contempla este
item pois, por intermédio da resolucao de problemas e do direcionamento que o professor

der a sua resolucao, € possivel alcancar os itens apresentados.

Contextualizagao s6cio-cultural

e Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretagao e inter-

vengao no real.

e Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situacoes reais, em especial

em outras areas do conhecimento.
e Relacionar etapas da histéria da Matematica com a evolugao da humanidade.

e Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas limitagoes

e potencialidades.

(BRASIL [8], 1999, p. 46)

Comentario 1.2.9 O cardter evolutivo da Teoria dos Grafos, apresenta em sua historia
a evolugao paralela a evolugao das tecnologias e sua aplicabilidade em quimica (ligagoes
quimicas), biologia (cadeia alimentar) e ainda outras situagoes, como por exemplo logistica,

directonam o estudo ao cumprimento dos itens.

Contraria ao que vinha acontecendo na educacao brasileira, que promovia
um ensino descontextualizado, compartimentado e de acimulo de informacoes, para o
novo modelo de sociedade, buscou-se dar significado ao conhecimento escolar, contextua-
lizando, evitando a compartimentalizacao, aplicando a interdisciplinaridade, incentivando

o raciocinio e a capacidade de aprender.
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Os PCNEM de 1999 (Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio),
comparando com os do ensino fundamental, estes deixam a desejar no que diz respeito
as orientacoes de atividades com as quais os professores poderiam explorar os contetdos.
Muitas criticas foram feitas a eles nesse ponto, motivado, possivelmente, por essa de-
ficiencia é que o MEC lancou em 2002 um texto complementar, os PCNEnsino Médio+,
para deixar mais claro suas orientacoes em relacao a proposta do documento apresentado.

As discussoes sobre curriculos nao pararam por ai, continuaram sendo reali-
zados seminarios regionais com a participacao dos grupos interessados. Os frutos de tais
discussoes continuaram surgindo e, em 2006, o MEC lanca as Orientacoes Curriculares
para o Ensino Médio, especificamente nas orientacoes para Ciéncias da Natureza, Ma-
tematica e suas tecnologias fica evidente a possibilidade e a abertura dada ao trabalho

com Grafos no Ensino Médio, fato que pode ser verificado no trecho a seguir:

[...|Problemas dessa natureza podem ser utilizados para desenvolver
uma série de habilidades importantes: modelar o problema via estru-
tura de grafo - no exemplo, um diagrama em que cada ilha é represen-
tada por um ponto e cada ponte é um segmento conectando dois pontos;
explorar o problema, identificando situacoes em que ha ou nao solugao;
convergir para a descoberta da condicao geral de existéncia de uma tal
solucao (ainda no exemplo, o caso em que cada ilha tem um nimero
par de pontes). Muitos outros exemplos de problemas combinatérios
podem ser tratados de modo semelhante, tais como determinar a rota
mais curta em uma rede de transportes ou determinar um eficiente

trajeto para coleta de lixo em uma cidade.

(BRASIL [7], 2006, p. 94).

O trecho é citado logo apos referir-se ao ensino de Analise Combinatéria que
dentre os conteudos matematicos, podemos destacar como estimulante do raciocinio critico
e criativo, mas devido a problemética ja apresentada do direcionamento do Ensino Médio
aos concursos vestibulares, é na maioria dos casos, como um conjunto de férmulas e

situagoes que resumem-se a utilizacao de regras e na resolucao de listas de problemas cujo
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principal objetivo é a descoberta de que férmula utilizar para chegar ao resultado.

Acreditamos que temas como coloracao e emparelhamento desempenhariam
um papel fundamental, para mudar essa realidade. Aplicacdo de modelos de problemas
praticos tais como, alocacao de recursos e pessoal, caminhos 6timos e distribuicoes de
tarefas seria um caminho possivel. E baseado no trecho das orientacoes curriculares
citadas anteriormente que a maioria dos trabalhos, que defendem a utilizacao de grafos
na educacao basica, sustentam sua proposta, tendo como respaldo além dos argumentos
de quem esta em sala de aula, agora um documento oficial.

Outro documento oficial mas s6 que nao a nivel nacional que defende a uti-
lizagao de grafos no ensino, é o Curriculo Bésico da Rede Estadual do Espirito Santo.
Na sequéncia sao apresentadas duas figuras 1.1 e 1.2 que sao recortes respetivamente
referentes ao segundo ano e o terceiro ano do Ensino Médio, do referido curriculo:

Figura 1.1: Trecho do Curriculo Basico do Espirito Santo, Matematica, Ensino Médio,
Segundo Ano

2°Ano

COMPETENCIAS ____| HABLIDADES

« Reconhecer osconiuntas  « Ukilizaraoraximactes dosndmerosracio-  NUMEROS E OPERACOES

dos nimeras reais, suas  nals e irracionais de maneira adequada | andlice combinatéria orincioio funda-
diferentesrepresentacoes  dsituagao-problema. mental da contagem.

€ Speral CofT BIES » Utilizar a notacao dentifica no trabaho  , chances @ possibilidades
« Comoreender asoroptie-  com calculadoras cientificas.

§ » Introd ria dos arafos.
dades das operacbes em | ey e orcentacens iuros. descontos MEfMLCAB A (et o5 DEBas

cada um dos conjuntos amortizacio, etc. eutilizar esses conceitos  * Nocbes de matrizes: conceitos e reore-

nun?rimse sd:au:ta-laﬁ na resolucio de problemas, sentaches,
ST} SHLACHES COKrBLas, » Resolucio de sistemas deeauaces do
primeira grau,
« Aresolucdo de oroblemas a funcao ex-
ponendal e a progressao geametrica; no-

coes de logaritmo e suas aplicaghes,

« Amatemdticadocomércio e da inddstria:
matemdatica hinanceira,

Fonte: ESPIRITO SANTO [15] , 2009, p.120.
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Figura 1.2: Trecho do Curriculo Basico do Espirito Santo, Matematica, Ensino Médio,

Terceiro Ano

3°Ano

aaoAGs

» Resolver problemas racando estra-
tégias evalidando solugbes.

« Trabalhar com aoroximacoes.
estimativas, calculo mental e
calculadara de maneira ade-
quada a situacao-problema
apresentada.

+ Trabalhar com porcentagens.
juros, descontos, amortizagao,
etc. e utilizar esses conceitos na
resolucio de problemas.

CONTEUDOS

NUMEROS E OPERAGOES

» Resolucao de oroblemas utilizando
grafos.

« Resolucde de oroblemas utilizando
o prindpio fundamental da conta-
gem,

« Resolucao deoroblemas envolvendo
nimerosreals, chances e possibilida-
des.

» Aresolucao deoroblemas e as diver-
sas fungoes.

- A matematica do comércio e da in-
diistria: matematica fnanceira

Fonte: ESPIRITO SANTO [15] , 2009, p.122.

Como verificado por MAURI [30]:

O volume 2 do CBC, elaborado para o ensino médio, é destinado a drea

de Ciéncias da Natureza, que contempla as disciplinas de biologia, fisica,

matematica e quimica....Nesse mesmo documento, de forma inédita, foi

inserido nas 2* e 3% séries do ensino médio o conteido “Introducao a

Teoria de Grafos” (p.120) e “Resolugao de problemas utilizando grafos”

(p.122), respectivamente [...]

Observando essa tendéncia é que um nimero significativo de trabalhos direci-

onam sobre a possibilidade do trabalho com grafos ainda na Educao Béasica. Como esses

dois documentos sao os que mais explicitamente tratam da possibilidade do trabalho com

Grafos ainda na Educacao Bésica, a partir deste ponto do trabalho, para evitar o prolonga-

mento do mesmo em questoes educacionais, a apresentacao fara a exposicao da sequéncia

de documentos e agoes que os sucederam sem muitos comentarios apresentando-se um

trecho do documento do Ministério da Educacao [10]:
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[...]A partir desse realinhamento a Secretaria de Educacao Bésica realizou:

e 2009 a 2010:Programa Curriculo em Movimento do Ministério da Educacao
que produziu o I Seminério Nacional: Curriculo em Movimento e Perspectivas
Atuais Relatério de Anélise de Propostas Curriculares de Ensino Fundamen-
tal e Ensino Médios Relatérios do Projeto de Cooperagao Técnica MEC e
UFRGS para a construcao de Orientagoes Curriculares para a Educacao In-
fantil subsidios para a construcao das Diretrizes Curriculares Nacionais Gerais

e Especificas para a Educacao Bésicas.

e 2011 a junho de 2012: discussoes relativas as expectativas de aprendizagem e
consequente mudanca de eixo para o Direito a Aprendizagem e ao Desenvolvi-
mento explicitada no documento: A Politica Curricular da Educacao Bésica:
as! novas Diretrizes Curriculares e os Direitos a Aprendizagem e ao Desenvol-

vimento (junho de 2012).

e Junho a dezembro de 2012: discussoes e reunioes técnicas sobre os Direi-
tos & Aprendizagem e ao Desenvolvimento para o Ciclo de Alfabetizagao e
elaboragao do documento Elementos) Conceituais) e) Metodolégicos para De-
finicao dos Direitos de Aprendizagem e Desenvolvimento do Ciclo de Alfabe-
tizagao (1°), 2°) e 3°) anos do Ensino Fundamental como base de sustentagao

para o Pacto Nacional pela Alfabetizagao na Idade Certa (PNAIC).

e setembro de 2012: VI Encontro do Grupo de Trabalho Fundamental Brasil
— Curriculo para o Ciclo de Alfabetizagao, que contou com a participagao
de representantes das secretarias estaduais (vinculadas ao CONSED) e re-

presentacoes estaduais das secretarias municipais de educagao (vinculadas a

UNDIME.

e dezembro de 2012 a junho de 2014: realizagao de 10 (dez) reunides do Grupo

de Trabalho sobre os Direitos & Aprendizagem e ao Desenvolvimento.

e maio de 2014: VII Encontro do Grupo de Trabalho Fundamental Brasil —
Curriculos dos Anos Finais do Ensino Fundamental, que contou com a parti-
cipagao de representantes das secretarias estaduais (vinculadas ao CONSED)

e representacoes estaduais das secretarias municipais de educacao (vinculadas
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4 UNDIME).(BRASIL [10], 2014, p. 7-8.)

Atualmente, o Ministério da Educacao tem a proposta da confeccao da Base
Nacional Comum Curricular e diante dessa intencao estao sendo realizadas desde de 2015
reunioes, seminarios, consultas a nivel nacional e local por intermédio das Secretarias
Municipais e Estaduais. Dos encontros e reunioes locais almeja-se o envio de propostas
e sugestoes para que o documento possa na medida do possivel abranger os anseios da
maior quantidade possivel de atores da educacao. Para tanto, foi criado um portal,
lancado desde 30 de julho de 2015 onde pode ser acompanhado por qualquer cidadao que
realizar seu cadastro, é possivel ter acesso as contribuigoes, sugestoes e ficar atento ao
cronograma de programacoes em todo territério nacional. E possivel, também, enviar
propostas, sejam elas de pais, alunos, professores ou interessados, que serao analisadas
pela equipe responsavel. Na tltima visita realizada foi percebido o niimero de 1 709 065
contribuigoes para area de matematica, o prazo para conclusao dos trabalhos esta prevista
para junho de 2016 quando serd apresentada a versao final.

Sao cobrados da educagao a interdisciplinaridade e a relacao com o quoti-
diano, os professores terminam fazendo “sacrificios” para descobrir formas de relacionar
a matematica as outras disciplinas e ao quotidiano de seus alunos. Os conhecimentos
bésicos da Teoria dos Grafos, ou dependendo do nivel de ensino, até mesmo temas como
coloracao e emparelhamento, tornariam o trabalho bem mais simples ja que possui um
leque de aplicagoes.

Diante de toda a exposicao espera-se ter situado o leitor em relacao as dis-
cussoes sobre as questoes do curriculo e a possibilidade do enquadramento da Teoria
dos Grafos ainda na Educagao Bésica. Ao verificar como estao organizados e apresen-
tados os conteiudos observa-se uma certa contradicao. Como podemos formar individuos
preparados para “avalanche” tecnoldgica se o ensino de temas como Combinatéria, que
possui um papel importante no desenvolvimento de algoritmos, é pouco valorizado e visto

superficialmente?
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Capitulo

Breve Historico Sobre Grafos

A Matemdtica sempre proporcionou para humanidade uma inesgotdavel fonte de
desafios aparentemente ingénuos, mas que muitas vezes escondem sofisticadas estru-
turas, esperando apenas o momento e a pessoa certa para ser descodificada....(ALVES

1], 2015)

2.1 As Pontes de Konisberg

O primeiro registro unanimemente citado nas bibliografias consultadas, re-
monta ao ano de 1736. E relatado o fato de que Euler ao visitar a cidade de Konisberg
na entao Prussia Oriental, atualmente onde estd localizada a cidade de Kalinningrad,

deparou-se com um fato curioso.

Figura 2.1: Cidade de Komsberg e suas sete pontes
*-xL'“ i‘ e B gt
m«a :1"’ \

Fonte: MORI [34] 2012.
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A cidade era o local de moradia de diversos intelectuais conhecidos da época,
durante sua estadia, tomou conhecimento de um problema desafiador para os estudiosos
locais. O rio Pregel cortava a cidade, nele haviam duas ilhas que, na época, eram ligadas
entre si por uma ponte. As duas ilhas se ligavam as margens por mais seis pontes como
pode-se verificar na Figura 2.1. Assim, surgiu o questionamento entre os morado-
res: partindo-se de uma margem seria possivel, passando uma tinica vez por cada uma das
pontes, retornar a margem de partida? Euler criou um modelo geométrico representando

cada margem e cada ilha por um ponto e as pontes por linhas, algo parecido com a Figura

2.2.

Figura 2.2: Modelo Semelhante ao de Euler
M1

Euler verificou que a passagem de uma ilha para outra ou de uma margem
para uma ilha é sempre impar e provou que a situacao proposta pelos intelectuais de
Konisberg nao era possivel pois o niimero deveria ser par. Para um matematico com a
producao intelectual dele, o problema das pontes pontes nao apresentou um grande desafio,
considerado quase uma simples distracao. Nao deu muita importancia, nem procurou

desenvolver suas possibilidades de aplicacao ou até onde ela poderia se desenvolver.

2.2 Principais Ideias que Estimularam o Estudo de

Grafos

Por mais de 100 anos, mais precisamente 111 anos passaram-se até que alguém

encontrasse os resultados de Euler para o problema das pontes e desse devida atencao e
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o aplicasse. Para teoria dos grafos isso foi uma grande perda.

Outro fator que dificultou o desenvolvimento da Teoria dos Grafos, em sua
fase inicial, foi o fato de que apesar do bom niimero de trabalhos que surgiam, os mesmos,
eram de aplicagoes em diversas areas e muitas dessas areas com poucas semelhancas entre
as mesmas.

Podera ser acompanhado na sequéncia os primeiros estudos que destacam-
se pela contribuicao ao desenvolvimento da Teoria em sua fase inicial indicando-se os

responsaveis por tais contribuicoes.

2.2.1 Ponte de Wheatstone

Figura 2.3: Gustav Robert Kirchhoff (1824 - 1887)

Fonte: Imagens do Google, 2016.

Em 1847, Kirchhoff apresentou resultados de Modelos de Grafos aplicados a
circuitos elétricos, tais resultados sao importantes e aplicados até hoje e ajudaram no
desenvolvimento do estudo da eletricidade. Um exemplo de circuito elétrico que pode ser
modelado através de um grafo é conhecido como Ponte de Wheatstone. Com a ajuda
das Propriedades da Teoria dos Grafos nao sé esse, mas diversos outros circuitos foram

modelados até hoje.

2.2.2 O Problema dos Isomeros

Em 1857, Cayley desempenhou-se na contagem dos Isomeros dos Hidrocar-

bonetos, modelando tais compostos no formato de grafos desnvolveu uma técnica para
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determinar o nimero de diferentes isomeros desses hidrocarbonetos. Observe alguns mo-

delos de Grafos para o C5 H12 na Figura 2.5.

Figura 2.4: Arthur Cayley (1821 - 1895)

Fonte: Imagens do Google, 2016.

Figura 2.5: Configuracoes do Isomero de Pentano

2.2.3 Problema de Guthrie e De Morgan

Em 1852, surgiu um dos problemas mais desafiadores e importantes para o
desenvolvimento da teoria dos grafos, mais conhecido como Teorema das Quatro Cores.
Ele foi proposto por Francis Guthrie a seu irmao Frederick Guthrie em forma

de conjectura, pois de forma pratica ele, como todo cartografo da época, sabia que para
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colorir qualquer mapa bastariam 4 cores sem que regioes que fagam fronteiras tenham

cores iguais.

Figura 2.6: Francis Guthrie (1831 - 1899)

i

Fonte: Imagens do Google, 2016.

Por sua vez, Frederick, apresentou a situagao ao seu professor, grande ma-
tematico da época, De Morgan, que tratou de expo-lo a comunidade cientifica da época.
Aparentemente simples o problema s6 foi resolvido consisamente em 1976, mas muitos
tentaram antes disso contribuindo bastante com a Teoria dos Grafos e consequentemente

aplicados a diversas areas.

2.2.4 As Cadeias de Kempe

As Cadeias de Kempe foi uma técnica desenvolvida pelo matematico que deu
nome a mesma, considerada uma das contribuicoes a teoria dos grafos assegura a de-
monstragao para o caso das cinco cores. Kempe acreditava, ter achado a solugao para o
problema das quatro cores em 1879, usando estd técnica, no entanto em 1890 Heawood

verificou uma falha sutil para prova apresentada por ele.

2.2.5 Resolvendo o Problema das Quatro Cores

Depois de longas tentativas e muitos estudos que ajudaram no desenvolvi-

mento da teoria de grafos, o problema das quatro cores foi enfim resolvido concisamente
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por Apel, Haken e Koch.

Figura 2.7: Kenneth Appel (1932 - 2013) e Wolfgang Haken (1928 - )

PP o
i s
) — .
Kenneth Appel and Wofgang Haken in the 1970s -

Fonte: Imagens do Google, 2016.

Na época contaram com o auxilio de 1200 horas de trabalho do computador
mais rapido. Diante da solucao, ainda surgiram criticas devido a utilizacao da maquina,
mas foi gracas ao desenvolvimento computacional que a teoria alavancou em pesquisas e

aplicacoes.

2.2.6 O Problema do Caixeiro Viajante

No final do século XIX surgiu um problema que muito tem interessado as
empresas que trabalham com transporte em grandes distancias, o Problema do Caixeiro
Viajante. Pode-se dizer que é uma generalizacao dos problemas estudados por Kirkman
que dedicou-se as representacoes de poliedros de forma plana e Hamilton que concentrou-
se na solucao do trajeto proposto por um joguinho chamado icosiano que representa a
forma planificada o dodecaedro. Essa contribuicao rendeu-lhe o nome aos trajetos desse
tipo.

Batizados de Caminhos Hamiltonianos, os trajetos que percorrem todos os
vértices de um grafo sem repeti-los e voltando ao local de partida, estimularam o surgi-
mento de varios problemas do tipo. Desta forma o problema do Caixeiro Viajante consiste

em: Dada uma localidade na qual deseja-se visitar alguns pontos ligados por estradas uma
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unica vez, como fazé-lo com o menor tempo possivel? O problema consiste no seguinte:
Dadas algumas localidades, conectadas por estradas, como se pode fazer um trajeto que
passe por todas as cidades apenas uma vez, no menor tempo possivel?

A dificuldade do problema nao esta em encontrar o caminho, mas encontrar o
de menor distancia e consequentemente de menor custo. Isso tem deixado pesquisadores
ocupados durante mais de um século. Configuragoes semelhantes do problema sao aplica-
dos por empresas no cumprimento de tarefas, determinar qual funcionario deve realizar
que tarefa, em que momento, para que tempo final de realizacao seja minimo. Esses sao os
desafios das grandes empresas de hoje que podem encontrar na Teoria dos Grafos solugoes

para suas melhorias.

2.3 Inicio no Brasil

No Brasil ainda segundo bibliografia consultada, a chegada da Teoria de forma
oficial, ocorreu com a realizagao do I Simpédsio Brasileiro de Pesquisa Operacional em
1968. Desde de entao muitas instituicoes passaram a ter pesquisadores voltados para seu
estudo. Até o ano de 2011, quando publicou uma das versoes de sua obra, BOAVENTURA
NETTO [5] contabilizou 7 livros nos quais pode-se verificar temas com teorias e aplicagoes,
algoritmos de grafos, aplicacoes a eletricidade e uma obra de divulgacao. Uma grande
quantidade de dissertacoes de mestrado e teses de doutorado nas mais diversas areas
debatem e aplicam conceitos e propriedades de Grafos. Destacar-se-4 nesta exposicao
as dissertacoes do PROFMAT principalmente as direcionadas ao ensino. Algumas delas

serao aqui citadas como referéncia para proposta de aplicacao da teoria ao Ensino Médio.
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Capitulo 3

Contribuicoes do PROFMAT ao

Estudo da Teoria dos Grafos

A leitura de todos bons livros é como uma conversa com os melhores espiritos
dos séculos passados, que foram seus autores, e € uma conversa estudada, na qual

eles nos revelam seus melhores pensamentos....(René Descartes)

3.1 O PROFMAT (Programa de Mestrado Profissi-
onal em Matematica em Rede Nacional)

Em consulta realizada na internet encontrou-se pelo menos um curso de Mes-
trado Profissional em Matemética com funcionamento iniciado em 2008. O curso é ofere-
cido pela Universidade Estadual Paulista(UNESP)-Campus de Rio Claro. No entanto, s6
em 29 de dezembro de 2009 foi publicado no Diario Oficial da Uniao de niimero 248, mais
especificamente na sessao 1, pagina 20 e 21, a portaria de nimero 17 de 28 de dezembro
de 2009 que dispoe sobre o Mestrado Profissional. Nesta portaria verifica-se em seu artigo

5 em seu paragrafo unico o seguinte trecho:
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A oferta de cursos com vistas a formagao no Mestrado Profissional
terd como énfase os principios de aplicabilidade técnica, flexibilidade
operacional e organicidade do conhecimento técnico-cientifico, visando
o treinamento de pessoal pela exposicao dos alunos aos processos da
utilizagao aplicada dos conhecimentos e o exercicio da inovacao, visando

a valorizacao da experiéncia profissional.

Do ponto de vista educacional essa regulamentacao permitiu o surgimento
de mestrados profissionais na area de educacao tendo em vista o trecho acima citado.
O PROFMAT ! foi um destes cursos, assumindo o titulo de Mestrado Profissional em
Matematica foi idealizado como curso semipresencial com oferta nacional, coordenado
pela Sociedade Brasileira de Matematica. Seu principal alvo é atender, professores de
Matematica da rede publica que atendam a educacao basica e querem buscar ampliar e
aprofundar conhecimentos matemaéticos necessarios a sua atuagao profissional.

O reconhecimento do curso pelo CNE foi concebido através da Portaria
ntmero 1325, publicada no D.O.U. de 22/9/2011, Segao 1, Pag. 634, e Retificada pela
Portaria nimero 1105, publicada no D.O.U. de 4/9/2012, Segao 1, Pag. 97. Anteri-
ormente o curso ja havia recebido a recomendagao do Conselho Técnico-Cientifico da
Educagao Superior — CTC-ES da CAPES, em uma reuniao, realizada nos dias 25 a 29 de
outubro de 2010.

No ano de 2013, o curso ja apresentava a adesao de 60 instituigoes associadas
com 79 cidades/pélos. Em 2014 esse ntimero aumentou para 67 instituigoes e um total de
90 cidades/pdlos, segundo, respectivamente os oficios nimero 138/2013 - DED/CAPES
e nimero 115/2014 - DED/CAPES. Essas adesoes renderam ao curso um alcance a todo
territorio nacional, representando para formagao dos professores e consequentemente para
o ensino da Matematica no Brasil um avanco importante.

A contribuigado do PROFMAT pode ser verificada pela quantidade de mes-
tres concludentes e suas pesquisas, que na sua maioria direcionam ao Ensino Basico, pelo

menos foi o que verificou-se nas dissertagoes consultadas para elaboracao do presente

1 As informacdes e documentos aqui apresentadas referentes ao PROFMAT foram colhidas no portal
do programa de endereco: www.profmat-sbm.org.br, acesso 15 de maio de 2016
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trabalho. Os trabalhos podem ser consultados no portal do PROFMAT o que repre-
senta um alcance incalculavel de contribuicao para educacao brasileira. Na sequéncia serd
apresentada a analise das pesquisas relacionadas a Grafos destacando as contribuicoes e

aplicacoes.

3.2 Analise das Dissertacoes

No banco de dissertagoes do portal do PROFMAT verifica-se um ntmero
consideravel de trabalhos nos quais aparecem no titulo a palavra Grafos, do total 2208
trabalhos constantes no dia da ultima consulta realizada, 28 apresentavam tal carac-
teristica. Destes 28 trabalhos, apenas um nao pode ser consultado devido algum erro no
arquivo e nao estar disponivel. Cerca de 1,22 % , do total de trabalhos, isso sem levar em
consideracao os trabalhos que apesar de nao trazer no titulo, atribuem destaque a eles em
seu desenvolvimento.

Na elaboracao deste trabalho foram consultadas, a titulo de exemplo, trés
dissertagoes com essa caracteristica, BRITTO [12], FROIS JUNIOR [18] ¢ MELO [32].
Considerou-se que o tema ¢ bem discutido levando em consideragao que a matematica
apresenta um vasto campo de conceitos e temas e o mesmo nao fazer parte do programa
do curriculo do PROFMAT.

Os estudos apresentam um ntumero modesto, apenas trés trabalhos. O pri-
meiro grupo de dissertagoes apresentadas foi concluido no ano de 2013, sao elas SOUZA
[40], MAURI [30] e VASCONCELOS [44], apesar de defenderem a possivel aplicagao na
Educagao Basica, tanto a nivel do Ensino Fundamental, quanto do Ensino Médio, nao
aplicam nem concretizam como isso pode ser feito.

A segunda remessa de trabalhos sobre a temaética sofre um aumento consi-
deravel saltam de 3, para 12 trabalhos concluidos em 2014. Nestes trabalhos continuam
sendo citadas as possibilidades de apresentacao do tema aos alunos da Educacao Basica,
agora com exemplos mais concretos e baseados em documentos oficiais. Alguns deles nao
s6 defendem como propoem caminhos, por meio da Teoria dos Grafos, para auxiliar na in-

terdisciplinaridade, no desenvolvimento do raciocinio, contextualizacao, modelagem entre

34



outros temas tao destacados na LDB ;, PCNs e Diretrizes. Alguns destes trabalhos CAR-
DOSO [13], OLIVEIRA [36] e SOUZA [42] chegaram a aplicar em turmas da educacao
basica mostrando e discutindo os resultados obtidos.

O dltimo grupo de trabalhos consultados foram os de 2015 nestes trabalhos
encontram-se nao s6 um vasto repertério de atividades como também embasamento tedrico
e metodoldgico verificado com o auxilio de aplicacoes em escolas, este fato foi verificado
nos trabalhos AQUINO [2], GOMES [19], MORI [34], NOGUEIRA [35], SILVA [38],
SOUZA [40] e SOUZA [43]. Na sequéncia destacamos os pontos observados e os principais
trabalhos que abordam cada um destes temas para oferecer aos interessados no assunto
a selecao de material nao s6 de primeiro contato mas também de aprofundamento e

aplicacao.

3.2.1 Teoria

A SBM - Sociedade Brasileira de Matemadtica 2, com a missao estatutdria de
"Estimular a melhoria do ensino de Matematica em todos os niveis”, oferece aos pro-
fessores de um modo geral mas especialmente aos da escola ptblica, por intermédio do
PROFMAT a oportunidade de buscar e aprimorar sua formacao profissional, com énfase
no dominio aprofundado de contetidos. Verificou-se nas dissertagoes consultadas essa
busca pelo conhecimento e os resultados obtidos, para a Teoria dos Grafos, contribuem
com um vasto nimero de trabalho ricos em definicoes que podem ser usadas desde o
Ensino Fundamental ao superior e ainda aplicacoes a Educagao Basica.

As definigoes, teoremas, lemas foram apresentados pela maioria dos traba-
lhos com linguagem e rigor matematico para evitar o simplismo e confusao, destacam-se
como fonte de aprofundamento de conceitos os trabalhos AQUINO [2], BEZERRA [4],
FERREIRA [16],FROIS JUNIOR [18], GONCALVES [20], LIMA [26], MELO [31], NO-
GUEIRA [35], SILVA [38], SOUZA [40],SOUZA [43] e VULCANI [45]. Esses trabalhos
representam uma grande contribuicao pelo ntimero relativamente reduzido de literatura

nacional sobre Grafos e um ntimero consideravel de literatura estrangeira citadas como

2As informacoes e documentos aqui apresentadas referentes ao SBM foram colhidas no portal do
programa de enderego: www.profmat-sbm.org.br, acesso 15 de maio de 2016
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consultas para elaboracao de tais dissertacoes.

3.2.2 Ensino Fundamental

Essa etapa da formacao educacional tem a finalidade de fornecer a funda-
mentacao dos conceitos basicos da matematica que serao aprofundados posteriormente
no Ensino Médio. Nessa etapa os trabalhos BRITO [12], CARDOSO [13], LIMA [26],
MORI [34], SILVA [38], SOUZA [41], SOUZA [43] verificando a possibilidade da inserc¢ao
da Teoria dos Grafos na educacao basica tratam ainda que de forma superficial propor,
conceituar e até mesmo aplicar como foi o caso dos trabalhos CARDOSO [14], MORI [34]
e SOUZA [41]. Vale ressaltar que com a devida adequagdo pode-se trabalhar certos con-
ceitos da teoria tais como defini¢ao, tipos de grafo e caminhos vislumbrando seu posterior

aprofundamento e aplicacao no Ensino Médio.

3.2.3 Ensino Médio

Como ja comentado no Capitulo I é a etapa responsavel pelo aprofundamento
e aplicagoes, dos conceitos fundamentados no Ensino Fundamental e preparatério para
o Ensino Superior. Essa modalidade tomou um novo rumo a partir da adesao das Ins-
tituicoes ao substituirem seus antigos exames vestibulares pela pontuacao conquistada
no ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio), como selegdo para ingresso no ensino
superior. O Ensino de Grafos ganha respaldo mais uma vez, pois como suas aplicacoes
proporcionam, através de problemas tratados, o desenvolvimento do raciocinio logico, con-
textualizacao e modelagem, preparando desta forma os alunos para responder questoes
do ENEM, mesmo porque dentre os trabalhos, AQUINO [2], BRITO [11], BRITTO [12],
FERREIRA [16], FONTE [17], GOMES [19], LIMA [26], MONTEIRO [32], MORI [34],
NOGUEIRA [35], OLIVEIRA [36], SOUZA [41], SOUZA [42] e SOUZA [43], apresentam
e respondem questoes usando tal ferramenta. Com isso sua exposicao no Ensino Superior,
ganharia velocidade e profundidade pois nao seria mais necessario perder tanto tempo com
a fundamentacao tedrica basica possivel a alunos de niveis de escolaridade anteriores, fato

verificado também nos trabalhos ja citados.
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3.2.4 Adequacao a Legislacao

A leitura permitiu identificar a preocupacao em atender a legislacao e ori-
entacoes educacionais vigentes, até mesmo identificando citagoes e referencias as mesmas,

os itens posteriores identificam as principais pesquisas que destacam as tematicas.

Contextualizagao

Uma das tematicas mais destacadas nos documentos oficiais tratados no Capitulo
1 deste trabalho, tem seu entendimento superficial levado a confusdes no momento das
tentativas de contextualizar um conteido. Um exemplo disso foi identificado uma tenta-
tiva de um livro do sétimo ano do Ensino Fundamental da década de noventa.

Na tentativa de explicar o sinal do produto entre dois ntimeros inteiros, o
autor atribuia ao sinal negativo o rétulo de inimigo e ao sinal positivo o rétulo de amigo.
Apresentava dessa forma a seguinte relacao para memorizar os sinais:

Tabela 3.1: Amigo, Inimigo e Sinais Positivo e Negativo
CONTEXTO | EXPRESSAO |

O amigo do meu amigo é meu amigo (+).(+) =+
O inimigo do meu inimigo é meu amigo | (—).(—) =+
O amigo do meu inimigo é meu inimigo | (+).(—) = —
O inimigo do meu amigo é meu inimigo | (—).(+)
Organizacgao: O autor, 2016.

Nem sempre os relacionamentos sao assim e também nao existe uma ligagao
natural entre os pontos analisados: o sinal e a amizade. A contextualizacao deve ocorrer
em situacoes que possa haver tal ligagao sem que haja uma 7sacrificio tedrico”. Os
proprios PCN destacam que a contextualizagao se faz até mesmo diante de situacoes
visualizadas pelos alunos nos noticiarios. Assim nao se corre o risco de limitar o campo
de aprendizagem do aluno e nao se atribui a matematica um significado simplista.

Diante do comentério de LIBANEO [25], a cerca da contextualizagao, ” Antes,
os proprios contetidos devem incluir elementos da vivéncia pratica dos alunos para torna-
los mais significativos, mais vivos, mais vitais, de modo que eles possam assimila-los ativa

e conscientemente”.
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Pode-se verificar bons exemplos de contextualizacao apresentados nos traba-
lhos de AQUINO [2], FERREIRA [16], GOMES [19], LIMA [26], MAGALHAES [27],
MAURI [30], MORI [34], NOGUEIRA [35], SILVA [38], SOUZA [40], SOUZA [41],
SOUZA [42], SOUZA [43], VULCANTI [45] tais contribui¢oes serao de grande valia aos

que desejarem aplicar em suas aulas uma pitada de grafos.

Modelagem

A Modelagem desempenha um importante papel na resolucao de problemas
segundo BOAVENTURA NETTO [5]. ”A Teoria dos Grafos é uma forte ferramenta dessa
tematica pois torna-se a ponte de aplicacao de outros conceitos matematicos na resolucao
de uma infinidade de situacoes aplicadas a diversas areas”. Isso deve ter motivado o
maior nimero de ocorréncias em tratar sobre o assunto. Dos temas observados dezesseis
trabalhos AQUINO [2], VASCONCELOS [44], BRITO [11], FERREIRA [16], GOMES
[19], LIMA [26], MAGALHAES [27], MAURI [30], NOGUEIRA [35], OLIVEIRA [36],
SILVA [38], SOUZA [40], SOUZA [41], SOUZA [42], SOUZA [43] e VULCANTI [45] nao
s6 comentam e desenvolvem o assunto como para alguns foi ponto de destaque durante

todo trabalho.

Interdisciplinaridade

Apesar da teoria permitir o didlogo entre uma diversidade de areas, foi um
dos pontos menos verificados. O relacionamento entre as disciplinas educacionais ainda
nao € tao satisfatério no quotidiano escolar. Foram destacadas 7 ocorréncias de tratar a
interdiscipinaridade com o auxilio de Grafos. Os exemplos mais comuns foram: Cadeia
Alimentar(Biologia), Modelos de Moléculas (Quimica), Influéncia entre pessoas (Sociolo-
gia), etc.. Os trabalhos que mais contribuiram com a temética, foram eles GOMES [19],
LIMA [26], NOGUEIRA [35], SILVA [38], SOUZA [40], SOUZA [43], e VULCANTI [45]. A

verificacao de mapas através da coloragao, distancias e caminhos foram os mais utilizados.
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Problemas de Raciocinio

Para desenvolver o raciocinio nada melhor que um bom problema bem elabo-
rado. As disserta¢oes abusaram do tratamento de problemas com tematicas variadas. Ca-
minhos, distancias, coloragao, logistica, xadrez foram alguns dos temas tratados, para ve-
rificar o acervo de problemas e resolugdes sugere-se a consulta dos trabalhos AQUINO [2],
BRITTO [12], FERREIRA [16], GOMES [19], LIMA [26], MAGALHAES [27], MAURI
[30], MORI [34], NOGUEIRA [35], SILVA [38], SOUZA [40], SOUZA [41], SOUZA [42],
SOUZA [43] e VULCANTI [43]. Com maior destaque para MAURI [30] e MAGALHAES

[27] que apresentam e resolvem um niimero considerdvel de problemas.

Avancgo sobre o tema

Um dos pontos de preocupacao dos documentos atuais é a possibilidae do
aluno aprender e possibilita-lo a continuar de forma autonoma o desenvolvimento de um
conceito. Nessa perspectiva analisou-se a forma de abordagem dos trabalhos VASCON-
CELOS [44], FERREIRA [16], GOMES [19], MONTEIRO [33], MORI [34], NOGUEIRA
[35], SILVA [38], SOUZA [40], SOUZA [41], SOUZA [32] e SOUZA [43] e percebeu-se
que a exposicao possibilita a continuidade uma vez que trabalham conceitos basicos bem
estruturados, visando um primeiro contato, porém, possibilitam a compreensao futura a

quem desejar aprofundar os estudos referente a Teoria dos Grafos em niveis mais elevados.

Uso das Novas Tecnologias

Uma vez que a sociedade caminha cada vez mais rapido em avancos tec-
nolégicos torna-se necessario que os recursos disponiveis possam cada vez mais serem
utlizados como ferramentas na busca de um ensino mais contextualizado. Desenvolver
a tematica com o auxilio de calculadoras e computadores com acesso as redes sociais
possibilitam tal desenvolvimento no trabalho com mapas, distancias, etc. Verificam-se
tais aplicagoes nos trabalhos AQUINO [2], BRITO [11], GOMES [19], MONTEIRO [33],
SILVA [38], SOUZA [41] e os trabalhos SOUZA [43] e VASCONCELOS [44] que sugerem

respectivamente um jogo e um aplicativo para Android.

39



3.2.5 Aplicagoes em outras areas

Na introducao, nao s6 da maioria dos estudos, mas também da maioria dos
livros sao citados a aplicacao da teoria as mais diversas areas do conhecimento e cita-se a
expansao de aplicacoes em novas areas. Porém nao sao muitos os exemplos apresentados,
neste item destacamos como melhor consulta os trabalhos ALVES [1] , OLIVEIRA [36],
SILVA [38], SILVA [39], SOUZA [40] e VULCANTI [45]. Pode-se também destacar diante
do que foi visto que atualmente a aplicacao em logistica para reducao de custo final é uma

das mais importantes aplicagoes.
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Capitulo 4

Proposta de Trabalho

A Matemdtica apresenta invengoes tao sutis que poderao servir ndo sé para
satisfazer os curiosos como, também para auxiliar as artes e poupar trabalho aos

homens....(Descartes)

4.1 Introducao aos Grafos

Situacgao 4.1.1 Vocé é capaz de com um ldpis percorrer todos os lados de cada figura

uma unica vez?

Figura 4.1: Desafios Sem Tirar o Lapis do Papel

Situacgao 4.1.2 Vocé € capaz de fazer o simpdtico carteiro passar por todas as ruas dessa
localidade, podendo passar pela mesma esquina mas nao passar duas vezes pela mesma

rua?
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Figura 4.2: Percurso do Carteiro
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Situagao 4.1.3 Qual o melhor trajeto para que o caminhdo possa realizar todas suas

entregas com a menor distancia?

Figura 4.3: Menor Percurso de Entrega

B «qd®
-VA-.
D G

Situacao 4.1.4 E possivel, na figura a sequir, realizar a ligagao de cada casa a cada um

dos servigos (dgua, eletricidade e telefonia ), sem que as linhas se cruzem?

Figura 4.4: Casas e Servigos
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Apesar de serem apresentadas como simples desafios, possiveis de serem en-

contrados em livros de desafios, adivinhas ou de légica, um problema semelhante a estes
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foi o embriao de uma das Teorias da Matematica que mais tem chamado a atengao nos
ultimos séculos. A Teoria dos Grafos como assim é chamada tem uma aparéncia sim-
ples mais quando aprofundado, seus estudos, é possivel verificar que possui um grau de

aplicacao e complexidade que evoluem a medida que sao aprofundados seus estudos.

4.2 Origem

Figura 4.6: Figura do Modelo Proposto

por Euler
Figura 4.5: Gravura das 7 Pontes /?\\
/\ /// / \\
—e | \L / / 3
L — / // 4 \\
é R B {;—\ >D
_— \A \\ \\\ /{//
—a<{l = oo %
C

FONTE: FONTE [17], 2014, p.4.

Conta-se que no passado a atual cidade de Kalingrado na Prissia chamava-
se Konisberg e era reduto de diversos cientistas da época. Os moradores distraiam-se
com problemas. Um dos problemas de maior sucesso ralacionava-se com as sete pontes
que eram elo de ligacao entre duas margens e duas ilhas Figura 4.5. Segundo muitos
estudiosos o problema era assim anunciado: Seria possivel fazer um trajeto passando por
todas as pontes uma unica vez? Muitos tentaram sua solucao sem obter sucesso até que
o grande Matematico Euler conhecido por suas grandes descobertas, uma delas a férmula
que recebeu seu nome, que relaciona faces, vértices e arestas de um poliedro. Dita a estoria
que o chegar a cidade foi apresentado ao desafio das pontes, por intermédio do prefeito.
Ao analisar o problema, FEuler criou um Modelo Geométrico semelhante ao apresentado
na Figura 4.6 para melhor interpreta-lo e resolvé-lo, e o fez. Apresentou para o mesmo
uma demonstracao clara e precisa do ponto de vista matematico da época. Euler nao deu
tanta atencao a resolucao, talvez pelo vasto repertério de descobertas do mesmo ou para

ele o problema nao ter passado de uma adivinha. Seja qual for o motivo isso causou um
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atraso no desenvolvimento da Teoria que hoje multiplica-se cada vez mais seu nimero de
aplicagoes. Mais adiante veremos como sao definidas situacoes semelhantes aos analisados

por Euler para chegar a resposta e logo a seguir a definicao precisa do conceito de Grafos.

4.3 Nocao Intuitiva de Grafo

Diante do modelo proposto por Euler visualizado na Figura 4.6 pode-se de-
finir tal estrutura, sem muito rigor inicial, como Grafo! . Os pontos sao chamados de
Vértices e os segmentos sao suas Arestas. As Arestas podem ser segmentos de re-
tas, arcos ou uma linha curva qualquer o importante é ligar dois Vértices ou um tunico
Vértice. Vale ressaltar que, por si s6, tal ilustracao nao define o Grafo ela é importante
para uma visualizacao e modelagem inicial, Grafos mais elaborados com um nimero ge-
neroso de propriedades nao podem nem mesmo ser visualizados ainda que mentalmente.

Na sequéncia serd apresentada uma definicao mais concisa para o tema.

4.4 Grafo

Figura 4.9: Grafo J com
Figura 4.8: Grafo H com  Vértices e Arestas Rotula-
Figura 4.7: Grafo G Sem  Vétices Rotulados dos
Rétulos “ N
173 "6
7

vy

Como ja foi comentado para uma maior precisao na linguagem o definimos da

seguinte forma:

Definigao 4.4.1 (Grafo) Um Grafo é um par de conjuntos (V, E), onde V' = {vy, v9, v3, v4...

LA palavra “Grafo” é um neologismo derivado da palavra graph em inglés e, historicamente, foi
utilizada pela primeira vez, no sentido que nos interessa aqui, pelo matematico inglés James Joseph
Sylvester que viveu entre 1814 até 1897. ALVES [1]

44



eV # 0 éum conjunto de Vértices e E C {(v;,v;)} € um conjunto de Arestas, ou seja
cada Aresta € um par (v;,v;) que também, a depender do caso, pode ser representada da

sequinte forma v;v;.

Para definicao de um Grafo temos entao que verificar dois conjuntos:
O conjunto de vértices: V = {vy,v9,v3,04...,0,} = V (G).
O conjunto de arestas: A = {ey,eq,€3,¢64...,€,,} = E(G).

Pode-se verificar com os exemplos a seguir:

Exemplo 4.4.1 No grafo da Figura 4.8 tem-se:

V= {U17U27U37U57U47U6} =V (H)

E = {U1U27U103, V104, U203, VaUs, U4U57U4U6} =F (H)

Exemplo 4.4.2 Jad no grafo da Figura 4.9 tem-se:

V - {Ul,'UQ,'Ug,'UE,,1)4,1)6,1)7,1)8} = V (J)

E — {617627637657 €4, €g, 67} - E(J)

A titulo de ilustracao é comum associar a cada vértice um ponto e a cada
aresta uma linha que os une. As linhas nao sao necessariamente retas, elas podem também,
conforme o caso, ser representadas por linhas curvas, porém é necesséario tomar os devidos
cuidados com esse tipo de representacao para que a nocao de grafo nao se prenda a visao
planar. Na maioria das vezes rotula-se (especifica-se, da-se um nome) os Vértices e ou
Arestas na figura, quando isso ocorre chama-se de Grafo Rotulado, como é o caso das
Figuras 4.8 e 4.9.

Os numero de Vértices e o nimero de Arestas determinam dois conceitos:

Definigao 4.4.2 (Ordem de um Grafo) A ordem de um Grafo corresponde ao nimero

de vértices e sua notagao € feita da sequinte forma: n(G) = |V (G) |
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Definigao 4.4.3 (Dimensao de um Grafo) A dimensdo de um Grafo corresponde ao

nimero de arestas e sua notagao € feita da sequinte forma: m (G) = |E (G) |

Exemplo 4.4.3 No grafo da Figura 4.7 tem-se:

Definigao 4.4.4 (Grau de um vértice) Para cada vértice define-se seu grau como sendo

o numero de arestas a ele incidente.
Exemplo 4.4.6 Dessa forma na Figura 4.8 o grau de seus vértices sao os sequintes:
oy, tem grau 3.
oy tem grau 3.
ov3 tem grau 2.
ov, tem grau 3.

o5 tem grau 2.
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evg tem grau 1.

Nas representacoes acima temos:

Teorema 4.4.1 Para todo Grafo G a soma dos graus de todos os vértices € igual ao dobro
do numero de arestas.
Y. gw)=2-m(G)=2|EG)| (4.1)
v, eV (Q)
Demonstracao 4.4.1 Seja um grafo G que tenha a aresta e;; e os vértices v; e v; nos
quais ela é incidente. Ao contar o grau dos vértices citados, a aresta em questao é contada
duas vezes, uma para cada vértice 1sso ocorre para cada aresta do grafo e seus pares de

vétices logo a soma serd o dobro do niumero de arestas.

Exemplo 4.4.7 Do grafo da Figura 4.4.6 obtemos:

> h(v)=2-7T=14

v, EV(H)

Esse resultado também pode ser obtido a partir do somatorio dos valores no
Exemplo 4.4.4 porém para um Grafo com Muitas Arestas e Vértices o uso do Teorema

4.1 é fundamental.

Observacao 4.4.1 Observando os Grafos a sequir, serao definidos quatro definigcoes bdsicas

para entendimento dos conceitos que os sucedem.:

Figura 4.11: Grafo M
Figura 4.10: Grafo S Figura 4.12: Grafo P

vy ke Ur Ys '
vy

Uy

Ve
Vs Vs
2 K U5 v, ve
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Definigao 4.4.5 (Adjacéncia ou Vizinhanga) Adjacéncia ou vizinhanga € uma relagdo
que € definida entre vértices. Diz-se que um vértice é adjacente ou vizinho de outro vértice

quando possui uma aresta que os ligue.

Exemplo 4.4.8 Na Figura 4.10 os vértices v1 e vy e vs Sao vizinhos ou adjacentes ao

vértice vs.

Definigao 4.4.6 (Incidéncia) Diz-se que uma aresta é incidente a um vértice vy, se dada

a aresta ey = (v;,v5) temos v; = vy OU Vj = V.
Exemplo 4.4.9 Na Figura 4.11, tem-se:
A aresta vyvy € incidente aos vértices vy € vy.

A aresta vsvs € incidente apenas ao vértice vs.

Definicao 4.4.7 (Lago) E como chama-se toda aresta que incide sobre um unico vértice.

Exemplo 4.4.10 Na Figura 4.11 temos lagos incidentes nos vértices vs e vs.

Definicao 4.4.8 (Arestas em Paralelo ou Arestas Multiplas) Sdo arestas que in-

ctdem sobre o mesmo par de vértices.

Exemplo 4.4.11 Na Figura 4.12 pode ser verificado duas arestas incidindo sobre o0s

vértices vy e vy e sobre 0s vértices vy e Vg tem-se trés arestas.

4.5 Classificacao dos Grafos

A classificagao mais basica dos grafos pode ser feita observando caracteristicas
como, tipos de arestas, se os vértices estao conectados, o ntimero de conexoes entre os
vértices, etc.. Existe a possibilidade de, um mesmo Grafo acumular dois ou mais tipos de

classificacao. Vejamos:
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4.5.1 Classificacao Segundo a Presenca de Lacos ou Arestas

Miiltiplas

e Grafo Simples: Nao possue nem lacos, nem arestas multiplas. Um exemplo de Grafo

desse tipo é o Grafo da Figura 4.10.

e Multigrafo: Nao possue lacos mas pode possuir arestas multiplas. Sao exemplos de

Grafos desse tipo os Grafos das Figuras 4.11 e 4.10.

o PseudoGrafo: Pode possuir lacos e Arestas multiplas.Sao exemplos de Grafos desse

tipo os Grafos das Figuras 4.10, 4.11 e 4.12.

Observacao 4.5.1 Apesar da importancia e aplicagoes de Multigrafos e PseudoGrafos
em estudos mais aprofundados sobre o tema, durante esse estudo, sempre que nao for
especificado o tipo de Grafo o texto estard referindo-se a Grafos Simples, desta forma

evitar-se-d repeticoes desnecessdarias.

4.6 Grafo Completo, Grafo Nulo, Grafo Trivial ou
Elementar, Subgrafo e Grafo Complementar

As definigoes sobre Grafos que serao apresentadas assemelham-se muitos aos
conceitos sobre conjuntos, mesmo por que, o Grafo é uma estrutura formada por um
conjunto de Vértices e um conjunto de Arestas. Sem causar confusdo, essa analogia
da nomenclatura pode sempre ser utilizada para uma melhor assimilacao das definicoes.

Considere a seguinte situacao:

Situacao 4.6.1 FEsse ano serao realizados os jogos olimpicos no Rio de Janeiro e um dos
esportes em que causam maior expectativa dos brasileiros € o futebol. Isso porque apesar
de ser considerado, ou era até bem pouco tempo, o pais do futebol, o Brasil ainda nao
conquistou a tao sonhada medalha de ouro. Talvez o leitor tenha se questionado: mas
o que Grafos tem a ver com futebol? A resposta é bem simples devido a versatilidade

de Grafos em modelar uma infinidade de situacgoes, € possivel modelar um campeonato
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e em um dado momento verificar qual time tem maior possibilidade de ser campedo.
Nao serd feito isso aqui pois demanda conceitos mais aprofundados. Porém serd tomada
como exemplo a tabela da primeira fase dos jogos de futebol olimpico masculino, Figura
4.13, para melhor entendimento dos conceitos a sequir. Denominamos F o Grafo da
Figura 4.15 que representa a situacdo em que todos os jogos do Grupo A foram realizados.
Representando os Vértices pela inicial miniscula de cada pais e os jogos realizados pelas

Arestas que ligam os vértices, temos os conjuntos que definem o Grafo F:

Figura 4.13: Tabela de Jogos de Futebol Olimpico Masculino

GRUPOS DO FUTEBOL MASCULINO

Grupo A Grupo B Grupo C Grupo D
Brasil Suécia Fiji Honduras
Africa do Sul Colédmbia Coreia do Sul Argélia
Iraque Nigéria México Portugal
Dinamarca Japao Alemanha Argentina

Fonte: http://esportes.terra.com.br/brasil/sorteio-define-adversarios-do-brasil-no-futebol-no-rio-
2016,d9e430c36ad03b1ccf5862283008187egflgdon3.html Acesso: 16/05/2016, 9:47

Para os Vértices temos o conjunto:

V(F)={a,b,d,i}

Para o conjunto com todas as possibilidades de Arestas temos o conjunto:

E(F) = {ab,ai,ad,bi,bd, di}

Observe as figuras que modelam a Chave do Brasil nos jogos de futebol
olimpico masculino de 2016 em diferentes momentos da primeira fase da competicao:
A Figura 4.14 indica o Grafo que representa a situacao na qual os jogos ainda

nao iniciaram os times existem (Vértices) mas nao realizou-se nenhuma partida (Arestas).

50



Figura 4.14: Campeonato nao Iniciado

BRASIL IRAQUE
[ ] L]
® °
AFRICA DO SUL DINAMARCA

A Figura 4.15 é a representacao em Grafo do momento, em que os jogos da
primeira fase ja foram concluidos. E possivel verificar que todas as possiveis Arestas do
Grafo Simples estao tracadas.

Figura 4.15: Todos os Jogos Realizados

BRASIL IRAQUE

AFRICA DO SUL DINAMARCA

A Figura 4.16 representa um momento qualquer da competicao em que o
Brasil ja jogou com o Iraque, tem-se entao a Aresta bi e Africa do Sul com a Dinamarca,

desta vez a Aresta ad.

Figura 4.16: Jogos Realizados: Brasil x Iraque e Africa do Sul x Dinamarca

BRASIL IRAQUE
L L]
AFRICA DO SUL DINAMARCA
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Figura 4.17 representa os jogos que ainda faltam ser realizados apds o jogo
entre Brasil e Iraque e o jogo entre Africa do Sul e Dinamarca, no caso o jogos entre
Brasil e Dinamarca, Africa do Sul e Brasil, Africa do Sul e Iraque e Dinamarca e Iraque

e representados respectivamente pelas Arestas bd, ab, ai e di.

Figura 4.17: Jogos que Faltam Segundo Figura 4.4
BRASIL IRAQUE

L
AFRICA DO SUL DINAMARCA

Note que todos os grafos apresentados sao simples, pois nenhum time joga
contra si mesmo, o que caracterizaria um lago, nem existe o que se chama de jogo de volta

0 que caracterizariam arestas em paralelo.

Grafo Completo

E o Grafo, no qual, cada vértice é adjacente a todos os outros vértices do

mesmo Grafo, ver Figura 4.15:

Definicao 4.6.1 (Grafo Completo) Um Grafo simples é completo quando para quais-

quer v; e v; € V (G) com i # j tem-se (v;,v;) € E(G).

Exemplo 4.6.1 Para o grafo da Figura 4.15 tem-se:

V(F)={a,b,d,i}

Para as arestas temos:

E (F) ={ab,ai,ad,bi, bd,di}

A Figura 4.18 apresenta os Grafos Completos® de 1,2,3,4 e 5 vértices.

2Segundo FERREIRA [16], a notacdo utilizada para grafos completos é uma homenagem ao ma-
teméatico polones Kasemir Kuratowski que foi o primeiro a obter, em 1930, uma caracterizagao de plana-
ridade por meio deste tipo de grafo, dai a explicagao da letra K.
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Figura 4.18: Grafos Simples Completos

NN
e

Ki

Grafo Nulo

O grafo nulo é o grafo que nao possui arestas, apesar de sua configuracao sua

definicao reforga as defini¢oes de Grafos Complementares, ver Figura 4.14.

Definigao 4.6.2 (Grafo Nulo) Um Grafo K, , onde n é o nimero de vértices, € dito

nulo quando E =0, e o denotamos por K,.

Exemplo 4.6.2 Para o grafo da Figura 4.14 tem-se:

V (Fy) ={a,b,d, i}

Para as arestas temos:

E(F1) :(Z)

Figura 4.19: Grafos Nulos
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Grafo Trivial

E um Grafo que possui apenas um vértice e como estao sendo considerados

Grafos Simples o conjunto de arestas é vazio.

Figura 4.20: Grafo Trivial

v
a»

Definicao 4.6.3 (Grafo Trivial) Um Grafo K,, é dito trivial ou elementar quando n =
1 eE=0. Ver Figura 4.20 :

SubGrafo

Utilizando-se de uma certa flexibilidade pode-se dizer que é um Grafo que

esta contido em outro, porém para ser mais criterioso temos:

Definigao 4.6.4 (Subgrafo) Dados o Grafo G definido por V (G) e E(G) e o Grafo H
definido por W (G) e F'(G). Diz -se que H € subgrafo de G se W CV e FF C E.
Dois exemplos sao os grafos da Figura 4.16 e o grafo da Figura 4.17 em

relacao a Figura 4.15.

Exemplo 4.6.3 Para o grafo da Figura 4.16 tem-se:

V(F,) C V (F)

Para as arestas temos:

E(Fy) C E(F)

E ainda;
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Exemplo 4.6.4
V (F3) C V (F3)

Para as arestas temos:

E(Fs) C E(F)

Observacao 4.6.1 Note que pela definicao acima o Grafo Nulo e o Grafo Completo sao

também subgrafos, algo semelhante ao que ocorre para conjuntos.

Grafo Complementar

Agora ja definido Grafo Completo, tomamos ele como Universo para inserir
o conceito de Grafo Complementar. Dizemos que o Grafo G complementar ao Grafo H
¢é aquele que possui o conjunto de vértices igual ao conjunto de Vértices de um Grafo H
dado e o conjunto de Arestas formado pelas arestas que faltam em H para que ele torne-se

um Grafo Completo.

Definicao 4.6.5 (Grafo Complementar) Dado o Grafo Completo U definido porV (U)
e E(U) e seus Subgrafos G definido por V (G) e E (G) e o Grafo H definido por V (H) e
E (H). Diz -se que G € complementar de H se V(U) =V (G)=V (H) e E(G)UE (H) =
E(U) com E(G)NE(H) = 0.

Exemplo 4.6.5 Mais uma vez dois exemplos sao os grafos da Figura 4.16 e o grafo da
Figura 4.17.

Para o grafo da Figura 4.16 tem-se:

V (Fy) ={a,b,d,i}

Para as arestas temos:

E (Fy) = {ad,bi}

Para o grafo da Figura 4.17 tem-se:

V (F3) ={a,b,d,i}
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Para as arestas temos:
E (F3) = {ab,ai,bd,di}
Verifique que;
E (Fy) U E(F3) = E(F) = {ab, ai,ad, bi, bd, di}

Observacao 4.6.2 Note que pela definicio acima o Grafo Nulo é o complemento do

Grafo Completo, algo semelhante ao que ocorre para conjuntos.

4.7 Matriz de Adjacéncia e Matriz de Incidéncia

Duas formas importantes de representacao dos Grafos sao suas representacoes
matriciais. Essa forma de representa-lo auxilia na resolucao de diversas situagoes pois
pode-se contar com o auxilio da Algebra Linear para um estudo aprofundado de suas
estruturas e na resolucao de problemas mais avancados com a utilizacao de tecnologia
avancada ja que para o computador a representacao de um Grafo é, para um bom ntmero
de situagoes, uma matriz, segundo GONCALVES [20], principalmente quando se trata de

Grafos de ordem muito elevada.

Matriz de Adjacéncia

E a matriz que indica a relagao de adjacéncia entre os vértices de um mesmo
Grafo. Para sua construcao associa-se para cada linha um vértice e do mesmo modo para
cada coluna um vértice, atribuindo-se o ntimero correspondente a quantidade de arestas
que os tornam, vértices adjacentes ou zero para o caso contrario. Pela forma de construcao
ter-se-4 uma matriz quadrada de ordem igual ao nimero de vértices.

Para melhor definir segue:

Definigao 4.7.1 (Matriz de Adjacéncia) Seja G um Grafo comn vértices vy, vy, U3, Vg, Vs -+ + Up

em arestas ey, €g, €3, €4, €5+ - €. A matriz de adjacéncia A (G) de G € a matriz quadrada
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n X n na qual cada entrada a;; corresponde ao nimero de arestas incidindo entre v; e v;.

Observe:

0,
MatrizA = (a;j)nxn =

k

7R

Veja o exemplo:

Figura 4.21: Matriz de Adjacéncia do

Grafo G

AG) ="

U5

OO = = = O
O = O = O
OO OO
_—_ 0 O O =

V6

Matriz de Incidéncia

SO O = O = O

onde, k;j € o nimero de arestas ligando os vértices

SO = O OO

se nao existem arestas entre

Uij

U; €V;

(4.2)

Figura 4.22: Grafo G da Matriz de Ad-

jacéncia

v
v, 4

Vi

E a matriz que indica a relacao de Incidéncia entre os vértices e as arestas

do mesmo Grafo. Para sua construcao associa-se para cada linha um vértice e para cada

coluna uma aresta, atribuindo-se o ntiimero 1 para o caso de incidéncia ou zero para o

caso de nao incidéncia. Pela forma de construgao ter-se-4 uma matriz que tera o nimero

de linhas igual ao ntimero de vértices e o nimero de colunas igual ao ntimero de arestas.

Definigao 4.7.2 (Matriz de Incidencia) Seja G um Grafo de n vértices vy, vy, v, vy, Vs - -

e m arestas ey, es,e3,€4,€5- - €,. A matriz de incidéncia B (G) de G é a matriz n x m

na qual cada entrada b;; corresponde a 1 se a aresta for incidente ao vértice e 0 se nao

for incidente..
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Observe:

. 0, se a aresta,ej nao incide sobre o vértice v;
MatrizB = (bij)nxm = (4.3)

, se a aresta, e; incide sobre o vértice v;

Veja o exemplo:

Figura 4.23: Matriz de Incidéncia do

Grafo G
Figura 4.24: Grafo G da Matriz de In-
cidéncia
el ez e3 e4 e5 eg er
w1 1 1 0 0 0 0
wl 1 0 0 1 1 0 0
| O 0 1 1 0 0 O
B(G) = wl 01 0 0 0 1 1
| O 0 0 0 1 1 0
w\0 0 0 0 0 0 1

As matrizes de um Grafo serdo de fundamental importancia no estudo de
caminhos entre vértices, mas antes é necessario apresentar mais duas definicoes de Grafos

para melhor entendimento da sequéncia de conteudos..

4.8 Digrafo e Grafo Valorado

As duas definicoes de Grafos que serao apresentadas serao de fundamental
importancia para melhor entendimento dos conceitos que serao expostos na sequéncia,

pois ajudarao na tomada de decisoes.

4.8.1 Grafo Orientado ou Digrafo

Situagao 4.8.1 Em uma determinada localidade as vias possuem a configuracao repre-
sentada pela Figura 4.25, note que vias de mao unica e de mao dupla estao representadas
por setas e indicam o trajeto possivel para o caminhao. Na sequéncia tem-se na Figura

4.26 o Grafo que representa a situagao:
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Figura 4.25: Trajetorias possiveis para o Caminhao

Figura 4.26: Grafo das Trajetorias possiveis para o Caminhao
v, v, v
9=

1

Vs v vy

O Grafo é chamado de Digrafo e agora existe distin¢ao entre as arestas (v;, v;)
e (vj,v;), pois agora elas passam a ser um par ordenado, no qual o primeiro vértice indica
o vértice de origem e o segundo vértice a extremidade. As arestas passam a ser chamadas

de arcos ou arestas direcionadas.

Definigao 4.8.1 (Digrafo) Um grafo orientado (Digrafo) G = (V;E) é um grafo com
uma orientacao no seu conjunto de arestas, isto €, cada aresta € um par ordenado de

vértices distintos e agora definidas como arcos ou arestas direcionadas.

Exemplo 4.8.1 Na situacdao representada pela Figura 4.26 acima, tem-se o grafo definido

pelos conjuntos:

V= {Ulav2av3av4av571}671}771}87’09} =V (G)

FE as arestas

E = {UI'U27 Va3, VU5, UV3Vg, V41, V4Us5, UsVy, UsVs, UsUs, VeUs, Ugl9, U7V4, UgU7, UgUs} =F (G)

Observacao 4.8.1 Apesar da situagcao proposta sugerir a aplicacdo a vias de transito
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Digrafos sao aplicados a diversas situagoes nas quais torna-se necessario deixar explicito
a dire¢ao da acao (fluxo, influéncia, corrente elétrica, etc.), que ocorre entre os vértices.

Tais situacaoes podem ser:
e Influécia entre pessoas;
e Cadeia alimentar;
e Telecomunicacoes;

e Fic.

4.8.2 Grafo Valorado ou Ponderado

Situagao 4.8.2 Baseando-se na situacdo 4.8.1, se forem atribuidos valores as vias tere-
mos a Figura 4.27. Estd figura dd origem ao Grafo apresentado na Figura 4.28 represen-

tado logo a sequir.

Figura 4.27: Trajetérias possiveis para o Caminhao com Distancias

O grafo referente a situagao pode ser representado pela Figura 4.28 e recebem

uma defini¢ao especial.

Figura 4.28: Grafo das Trajetorias possiveis para o Caminhao com Distancias

v, 0 vy
¢ Z ¢

50
50
”z! - Z 11/8
4
5
! -t
v, 4 7 v,
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Definicao 4.8.2 (Grafo Valorado) Um Grafo Valorado ou Ponderado G = (V, E), é
um grafo que a cada aresta e,, = (v;,v;) atribui-se um valor k. O grafo em questdo pode

ainda ser direcionado ou nao como pode ser visto nas figuras abaizo:

Figura 4.29: Grafo Direcionado e Valo- Figura 4.30: Grafo Valorado e Nao Di-

rado recionado
U{ ”I

4.9 Percursos, Caminhos, Circuitos e Conexidade

A situagao a seguir, representada pela Figura 4.31, ajudara a compreender

os proximos conceitos sobre a Teoria dos Grafos que serao apresentados na sequéncia:

Figura 4.31: Configuragao das Vias na Localidade

Situagao 4.9.1 Um caminhao de entregas precisa realizar seus servi¢os em uma determi-
nada localidade representada pela Figura 4.31. Na sequéncia a Figura 4.32 ilustra o Grafo
que modela a localidade, indicando cada cruzamento de vias por Vértices e as vias por
Arestas. Inicialmente, o motorista escolhe um percurso (rota, itinerdrio, trajeto, etc.), sé

de ida como mostra na Figura 4.33 e representada pelo Grafo na Figura 4.5/.
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Figura 4.32:

b5 )

v, &= = :VB

¥ Vs Vig

(773 o = Vy
A ]

| R e
A 'I i W

t”-‘! :” = =0 U/,
vg Vg

Grafo da Configuracao das Vias na Localidade

O Trajeto feito pelo caminhao que pode ser visualizado na ilustragao da Fi-

gura 4.34 é um Subgrafo do Grafo da Figura 4.32.E possivel verificar que cada Aresta, com

excecao da ultima possui em sua extremidade o Vértice que inicia a aresta seguinte. Mais

adiante serao definidos os conceitos presentes em situacoes como essa que foi apresentada.

Figura 4.33: Ida do Caminhao

Figura 4.34: Modelo de Grafo da Ida do Caminhao

e ¢ ‘¢
v, @ % o
v, 7 -
X ®
g Uiz

Vs

'/{4

V5

Ve

As idéias de percurso, caminho e circuitos estao presente na vida diaria ao

determinar as idas e vindas ao supermercado, escola, trabalho, outras cidades etc, mas o

que para a maioria das pessoas passa despercebido, representam para grandes empresas de
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transportes, transmissao de informagao e até mesmo de circuitos elétricos uma importante
decisao. Para estas empresas, quanto mais bem escolhidos esses percursos traduzem em
agilidade, eficiéncia nos servigos, redugao de custos entre outros fatores determinantes do
sucesso da empresa e dos lucros ou prejuizos das mesmas. Tal caracteristica fez com que
este tema da teoria dos Grafos obtivesse destaque nos estudos recentes, principalmente
os problemas de logistica no transporte. Novamente, a teoria presencia um problema que

ganha destaque e aplicabilidade, o Problema do Caixeiro Viajante.?

Definicao 4.9.1 (Percurso ou Passeio) Um passeio ou percurso de comprimento k >
1 em um Grafo G, é uma sequéncia P = (ug, u, U, ...ug) de Vértices (nao necessariamente
distintos) de G tal que u;_y € adjacente a u; para 1 < i <k . Se ug = uy, dizemos que

trata-se de um percurso fechado.

Exemplo 4.9.1 No Grafo da Figura 4.3/ temos o percurso P = (v4, v, U7, U11, V15, V14, V13)

que ao fazer as devidas correspondéncias temos P = (ug, uq, Us, ug, Vg, Us, Vg).

A repeticao ou nao de Vértices ou Arestas dao origem a classificacao dos

percursos:

Definigao 4.9.2 (Trilha) Todo percurso que nao possui repeti¢ao de Arestas é chamado
de Trilha. FEla serd fechada se ug = ui e serd nao sitmples se algum dos vértices
intermedidrios repetir-se.

O percurso representado na Figura 4.34 € um exemplo de Trilha como também

os representados pelas Figuras 4.36 e 4.38 das situagcoes que sequem.

Situagao 4.9.2 Considerando ainda, a localidade da Situacdo 4.9.1.. A Figura4.35 ilus-
tra a situagcao em que o motorista do caminhdo faz um trajeto de ida e outro totalmente
diferente para o retorno ao ponto de partida, nao repetindo dessa forma nem vias (Arestas)
e nem esquinas (Vértices). A Figura 4.36 representa o Grafo referente ao tragjeto.

Observe agora o grafo correspondente a situagao:

30s caixeiros viajantes eram vendedores ambulantes que faziam trajetos a pé, montados ou em veiculos
e provavelmente definiam percursos que cobrissem o maior numero de localidades possivel com menor
percurso, voltando depois ao seu ponto de partida.
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Figura 4.35: Trajetoria do Caminhao

Figura 4.36: Grafo da Trajetoria do Caminhao
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Definicao 4.9.3 (Caminho) Uma Trilha Simples que ndao repete Vértices é chamado
de Caminho. Se por acaso ug = up tem-se um caminho fechado que é definido como
Ciclo ou Chircuito. Os percursos representados pelas Figuras 4.34, 4.36 e 4.38 sao

respectivamente um Caminho Simples, Um Clircuito e uma Trilha que nao representa um

Caminho.

Situacao 4.9.3 Novamente, baseado na Situacao 4.9.1.. A Figura4.37 ilustra a situacao
em que o motorista do caminhao faz um trajeto de ida e outro de retorno ao ponto de
partida , nao repetindo vias (Arestas) mas dessa vez repetindo uma esquina (Vértice). A

Figura /.38 representa o Grafo referente ao trajeto.

Figura 4.37: Tlustragao do Trajeto Fechado nao Simples
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Figura 4.38: Trilha Fechada Nao Simples
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Definigao 4.9.4 (Grafo Conexo) Seja G = (V; E) um grafo. G diz-se conezo se e
somente se, dados quaisquer dois vértices v e w V (G), com v # w, existe um percurso

em G que une u a v. Caso contrdrio o grafo diz-se desconexo. As figuras a sequir ilustram

a defini¢cao:
Figura 4.40: Grafo Desconexo
Figura 4.39: Grafo Conexo v v v
12 v 7 @
1 4
v V6
s 1]
v 1z J
2 v
123 Vs

Observacao 4.9.1 Note que na figura 4.40 que representa o grafo desconexo € impossivel

partir de um dos vértices, vy, va, V3, Uy, Vs 0U Vg € chegar-se a um dos vértices vy ou vs.

4.9.1 Percursos Entre Dois Vértices

Em um grafo conexo sempre existe um percurso possivel entre dois vértices
desta forma serd apresentado como determinar a quantidade de caminhos de n passos

entre dois vértices através de uma aplicacao da matriz de adjacéncia de um grafo.

Teorema 4.9.1 Dado um grafo simples conexo G, com n vértices e sua matriz de ad-
jacéncia A, entao a componete c;; de Ak para algum k inteiro e positivo, é o nimero de

percursos de comprimento k que ligam o vétice v; ao vétice v;.
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Exemplo 4.9.2 A matriz apresentada abaizo € a matriz de incidéncia relativa ao grafo
G. Para determinar quantos percursos de trés passos existem ligando o vértice vy ao vértice

vy, calcula-se A3.:

Figura 4.41: Matriz de Adjacéncia do Grafo Figura 4.42: Grafo G: Descobrir

G, Para Descobrir Percursos Percursos )
7

vy

<
=
<
)
<
w3
<
N
<
ot
<
o
<
N
<
o0
<
<

v2

w [0 1 01 00 0 0 0
w| 1 01 00 1 0 0 0
| 01 00 0 1 0 0 0
w| 10 001 0 1 1 0 ) #
AG)=w»| 00 0 1 01 0 0 1 ’ % !
w| 0O 1 1 01 0 0 0 1
v 00 01 00 0 1 0
| 00 01 00 1 01
w\0 0 0 0 1 1 0 1 0

Logo abaixo a matriz C'(G) = A? % e na sequéncia a ilustragao do grafo com
0s percursos possiveis entre os vértices vy e vg, note que na matriz C(G) o termo cig é
3 0 mesmo ocorre para o termo cg; pois tratra-se de um grafo simples e sem orientagao.
Justamente o ntimero de percursos de trés passos entre vy e vy.

Figura 4.44: Grafo G da Matriz de

Figura 4.43: Matriz C, Percursos de Trés AR
Adjaceéncia

Passos

e

<
=
<
)
<
@
<
N
<
ot
<
o
<
N
<
o0
<
<

w /0 415 1 2 1 1 3 "
w| 4 2 4136 1 2 2
w| 1 422 2 5 01 2
w| 5 1 22 7 35 7 2
CG)=w| 132726 2 2 6 K % "
w| 2 6 53 6 4 2 2 6
w1105 2 2 2 4 2
w| 1 21 7 2 2 4 2 6
w\3 2 2 26 6 2 6 2

4A poteéncia foi calculada na pagina https://matrixcalc.org/pt/, com acesso em 03 de junho de 2016.
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4.9.2 Grafos Eurelianos

Ao resolver o problema das pontes de Konigsberg, Euler verificou que seria
impossivel fazer o trajeto nos moldes do problema e da configuracao das margens e pontes.
Segundo bibliografia consultada, ele argumentou que para que o trajeto proposto fosse
possivel, seria necessario que todos os vértices, do grafo correspondente, fossem de grau
par, pois ao chegar a um vértice (margem ou ilha), seriam necessarias uma aresta (ponte),

de chegada e outra de saida. Dessa reflexao defini-se:

Definicao 4.9.5 Grafo Fuleriano é todo grafo G de m arestas que admite uma trilha

fechada de comprimento m . Ver figura 4.45 :

Figura 4.45: Grafo Euleriano Figura 4.46: Trilha Euleriana

Observando-se os vértices verifica-se que os mesmos sao todos de grau par isso

nao é coincidéncia pois é verificado pelo teorema a seguir:

Teorema 4.9.2 Um grafo conexo G (nao necessariamente simples), € euleriano se, e

somente se, todos seus vértices tem grau par.
Para demonstra-lo serda usado o seguinte lema:

Lema 4.9.1 Se todo vértice de um grafo G (nao necessariamente simples) for maior ou

wqual a 2, entao, G contém um ciclo.

Demonstracao 4.9.1 Se G tem lacos ou arestas mailtiplas, nao hd o que provar, pois

G ja contém um ciclo. Considerendo um grafo simples, partindo de um vértice inicial
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qualquer, inicia-se uma trilha. Quando chegamos a outro vértice, estamos visitando-o
pela primeira vez; continuando o percurso, ao chegar a um vértice jd visitado, produzimos
um ciclo. Como o numero de vétices € finito, o lema esta provado, pois como o grau
de cada vértice é sempre maior ou igual a dois, sempre serd possivel sair de um vértice
visitado pela primeira vez e na pior das hipoteses repetiremos no final da trilha o vértice

de partida.
Agora ja se tem fundamento suficiente para demonstrar o teorema.

Demonstragao 4.9.2 (=) Supondo que G tenha uma trilha fechada m. Cada vez que
a trilha para por um vértice, utiliza duas novas arestas, um para entrar e otra para sair.
Logo, o grau de cada vértice é obrigatoriamente par. (<) Seja G com todos os vértices
de grau par. Usando indugao sobre o numero de arestas m do grafo. Para m = 0 €
verdadeiro. Supondo que seja verdadeiro para todos os grafos com menos que m arestas,
sendo G conexo, todos os vétices tem grau maior que 2, pois os graus sao pares. Pelo lema
anterior, G contém um ciclo. Dentre todas as trilhas fechadas de de G escolhe-se uma
tritha T com o comprimento maximo. Se T tem comprimento m o teorema estd provado.
Caso contrdrio, considere-se o grafo H resultante da retirada das arestas de T'. Como
retiramos um numero par de arestas de cada vértice de T', e todos os vértices tem grau par
(pela hipétese), pelo menos uma das componentes de H em um vértice em comum com T
e tem todos os vértices de grau par. Pela hipotese de inducao, H tem uma trilha que passa
por todos os vértices de H, e pode-se formar uma rilha fechada maior, conectando-se T

com a trilha em H. Mas isto contraria a mazimalidade na escolha de T.

Outra possibilidade apontada na verificacao do problema das pontes seria de
exatamente dois vétices serem de grau impar e necessariamente um deles o de partida e

o outro o de chegada, dessa forma temos uma trilha aberta. Agora defini-se.

Definig¢ao 4.9.6 Um grafo G de m arestas é dito semieuleriano se existir uma trilha

aberta de comprimento m em G. Ver figura 4.47:

Teorema 4.9.3 Um grafo conero G (ndo necessdriamente simples) é semieuleriano se,

e somente se, dois vértices tem grau impar.
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Figura 4.47: Grafo Semi-Euleriano Figura 4.48: Caminho Semi-Euleriano

Demonstracao 4.9.3 (=) Supondo que G tenha um caminho semieuleriano E comegando
em um vértice v e terminando em um vértice w. Como v # w, v e w tém ambos grau
impar. Pois cada vez que um dos demais vértices aparecem em E tem duas arestas in-
cidentes. Como cada aresta ocorre uma vez em E, o grau desses vértices é par. (<)
Suponha que G seja conexo e possui dois vértices v (inicial) e w (final) de grau impar.
Consideremos o grafo H que se obtém de G por juncao de uma nova aresta ligando v a w.
a este novo grafo pode-se aplicar o Teorema de Euler e concluir que admite um caminho
euleriano. Ezxcluindo-se deste caminho a aresta previamente adicionada a G obtemos uma

Trilha Semieuleriana ligando v a w, como desejado.

Atualmente os conceitos de grafos eulerianos sao aplicados principalmente
em situagoes onde é necessario fazer um trajeto no qual visite-se todas as ruas de uma
determinada localidade e para que isso tenha o menor custo deve-se passar uma tnica vez

por cada rua voltando-se ao local de partida.

4.9.3 Grafos Hamiltonianos

O matemadtico, fisico e astronomo irlandés Willian Rowan Hamilton (1805-
1865), criou um jogo chamado "Icosian Game”. O mesmo concistia em encontrar um
caminho que visita-se cada um dos vértices de um dodecaedro regular. Uma configuracao
comum do jogo era a planificagao do dodecaedro como pode ser visto na Figura 4.49.
Observe o Icosian Game e a seu lado o Grafo que o representa uma solugao Figura 4.50 :
Novamente o Teoria dos grafos traz uma situacao dando origem a conceitos

importantes sobre a teoria. Os estudos sobre caminhos como esse, avancaram e passaram
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Figura 4.50: Caminho Hamiltoniano do
Figura 4.49: Icosian Game Icosian

a ser denominados caminhos hamiltonianos. Como ¢é verificado na defini¢ao a seguir:

Definicao 4.9.7 Caminho hamiltoniano em um Grafo G de m wvértices é todo caminho

que contém exatamente os m vértices.

Consequentemente defini-se:

Definicao 4.9.8 Todo grafo G que admite um Caminho Hamiltoniano € dito Grafo Ha-

maltoniano. Verifique as figuras 4.51 e 4.52 .

Figura 4.51: Grafo Hamiltoniano Figura 4.52: Caminho Hamiltoniano

Exemplo 4.9.3

Contrario ao que ocorreu com Grafos Eulerianos, para os Grafos Hamiltonia-
nos ainda nao foram determinadas as condigoes necessarias e suficientes para determinar
se um Grafo é Hamiltoniano, tornou-se dessa forma um dos grandes desafios da Teoria e

um dos problemas ainda nao resolvidos.
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4.10 Caminho Minimo

Como foi discutido na seccao anterior, descobrir o melhor caminho, tem sido
um dos temas mais abordados e mais discutidos na teoria de grafos. Essa tematica é
empregada principalmente por empresas de transportes. Com a finalidade de atender essa
problematica foram desenvolvidos varias técnicas de determinacao do valor minimo para
um caminho entre localidades. Algumas dessas técnicas sao algoritmos com aplicacoes
computacionais, pois em alguns casos torna-se inviavel a determinacao de tal caminho
de forma manual. Serao apresentados trés dessas técnicas: O Método da exaustao, o

Algoritmo guloso e o Algoritmo de Dijkstra.

4.10.1 Método da Exaustao

Uma das formas de determinar o caminho minimo em um grafo ¢é testar todas
as possibilidades, e dai verificar qual o menor valor. A situacao a seguir vai exemplificar

O Processo.

Situacao 4.10.1 Uma transportadora deseja realizar wma entrega partindo da cidade
Alvorada para a cidade Esmeralda de forma a percorrer a menor distancia. Na mesma
regiao existem mais trés cidades Constantina, Diamante e Bonifdcio que apresentam
as sequintes configuragoes em relacao a suas vias, todas de mao unica, com acesso direto

entre elas:

Alvorada: Fsta ligada a cidade de Bonifdcio por uma via de 10 Km, a cidade de Cons-

tantina por uma via de 6 Km e a cidade de Diamante por uma via de 3 Km.

Bonifacio: FEsta ligada a cidade de Constantina por uma via de 2 Km e a cidade de

Esmeralda por um via de 1 Km.

Constantina: FEsta ligada a cidade de Diamante por um via de 1 Km e a cidade de

Esmeralda por uma via de 9 Km.

Diamante: FEstd ligada a cidade de Constantina por uma via de 2 Km e a cidade de

Esmeralda por um via de 10 Km.

71



Obedecendo as configuracaoes, um modelo de grafo que obtem-se ao represen-
tar cada cidade como um vértice rotulado pela inicial mintiscula do nome de cada cidade,
uma configuragao possivel de grafo rotulado, direcionado e valorado é indicado pela figura

4.53. O objetivo é descobrir qual o menor caminho entre os vértices A e E:

Figura 4.53: Grafo Para Determinar Caminho Minimo
8

Ao aplicar o método tem-se os resultados apresentados no quadro 4.54:

Figura 4.54: Quadro de Aplicagdo do Método da Exaustao
‘ Caminho ‘ Distancia Total ‘
A-B-C-E |[10+2+4+9=21
A-B-C-D-E | 104+24+24+10=24
A-B-E 100+1=11
A-CB-E |[643+1=10
A-C-E 6+9=15
A-C-D-E | 6+2+10=18
A-D-C-B-E|34+14+3+1=8
A-D-C-E |3+2+9=14
A-D-E 3+10=13

A distancia minima é 8 km, que é encontrada quando feito o caminho A-D-
C-B-E, como exposto na figura 4.55. Embora eficiente o método torna-se inviavel para

Grafos com tamanhos ou dimensoes muito grandes.

Figura 4.55: Caminho Minino Encontrado
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4.10.2 Algoritimo Guloso

Também conhecido como método do vizinho mais préximo, o processo con-
siste em partir de um vértice sempre para o vértice imediatamente mais proximo, sem
preocupar-se com a andlise de passar por outro vértice antes. No grafo da figura 4.53 a

sequéncia do algoritmo seria a seguinte:
1. Partindo do vértice A o mais proximo é o vértice D.
2. Partindo do vértice D o mais proximo é o vértice C.
3. Partindo do vértice C o mais proximo ¢é o vértice B.
4. Finalmente do vértice B o mais préximo ¢é o vértice E.

Coincidentemente o mesmo caminho encontrado, quando aplicado o método

da exaustao, porém este método nem sempre fornece um resultado 6timo.

4.10.3 Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo Dijkstra® de é mais eficiente que o Algoritmo guloso, pois permite
que um vértice ja visitado seja reavaliado para uma possivel mudanca da sequéncia do
caminho a ser escolhido. Levando em consideracao o grafo da figura 4.53, o processo é

descrito por Boaventura e jurkier da seguinte forma:
1. Procura-se a cidade mais proxima de A.

2. Depois sucessivamente, procura-se entre as cidades nao visitadas aquela que tem a
menor distancia desde A, diretamente ou passando por alguma cidade ja visitada,

anotando sempre o percurso escolhido.

Aplicando o processo a situacao 4.9.3 apresentada na subsecao 4.9.1, com as
orientagoes apresentadas em BOAVENTURA NETTO [6] e JURKIEWICZ [23], tem-se

a seguinte sequéncia de acoes:

SEdsger Wybe Dijkstra(1930-2002), foi um cientista de computacio que recebeu o prémio Turing
Award, de 1972, por suas contribui¢oes fundamentais na drea de linguagens de programagao, segundo
Rone Mauri
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Inicialmente constroi-se o quadro visto na figura 4.56 indicando as distancias
entre as cidades, aquelas que nao possuirem ligacao direta sao preenchidas de forma geral
pelo simbolo de infinito, porém no caso aqui apresentado preencheremos com o valor 1000,

estd além da maior distancia possivel e facilitara a compreensao.

Figura 4.56: Quadro Inicial Para Aplicacao do Algoritmo de Dijkstra

L (Aa[ Bl C [ D] E ]
Al 0 ] 10 | 6 | 3 10000
B|1000| 0 | 2 | 1000 | 1
Cl1000] 3 | 0 T | 9
D[ 1000 | 10000] 2 | 0 | 10
E [ 1000 | 10000 | 10000 | 10000 | 0

Passo 1: Inicia-se em A, como a distancia até ela mesma nao pode ser melhorada por
tratar-se de zero, fecha-se A e as demais distancias sao todas preenchidas com 1000.

A partir de agora seguem-se uma sequéncia de passos e questionamentos.

Figura 4.57: Quadro de Inicializacao
| (A Bl C[D]E |
Distancia | 0 | 1000 | 1000 | 1000 | 10000
Anterior | - - - - -

Passo 2: Partindo de A.

Questionamento: A quais cidades pode-se chegar a partir de A7

Pode chegar-se a:

B: De distancia 10, sendo ele menor que 1000 substitui-se no quadro 1000 por 10.
C: De distancia 6, sendo ele menor que 1000 substitui-se no quadro 1000 por 6.

D: De distancia 3, sendo ele menor que 1000 substitui-se no quadro 1000 por 3. Essa

distancia nao pode ser melhorada, fecha-se se D e parte-se o passo seguinte.
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Figura 4.58: Quadro Distancia de A
| [A'IB[C[D’] E |
Distancia | 0 | 10| 6 | 3 | 10000
Anterior - |A|JA| A -

Passo 3: Partindo de D.

Questionamento: A quais cidades pode-se chegar diretamente de D? Passando por D

qual a distancia de A até elas?
Pode chegar-se a:

C: De distancia 3 + 1 = 4, sendo ele menor que 6 substitui-se no quadro 6 por 5. Essa

distancia nao pode ser melhorada, fecha-se C.

E: De distancia 3 4+ 10 = 13, sendo ele menor que 1000 substitui-se no quadro 1000 por
13.

A menor distancia foi até C, parte-se dai, para o proximo passo.

Figura 4.59: Quadro Distancia de D
| (AT [BCT[D?]E |
Distancia | 0 [ 10| 4 | 3 |13
Anterior | - |A| D | A | D

Passo 4: Partindo de C.

Questionamento: A quais cidades pode-se chegar diretamente de C? Passando por C

qual a distancia de A até elas?

Pode chegar-se a:

B: De distancia 3 + 1+ 3 = 7, sendo ele menor que 10 substitui-se no quadro 10 por 7.

Essa distancia nao pode ser melhorada, fecha-se C.
E: De distancia 3 + 1+ 9 = 13, sendo ele igual ao que ja se tinha mantém-se 13.

A menor distancia foi até B, parte-se dai, para o préximo passo.
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Figura 4.60: Quadro Distancia de C
| A" B [C°[D*|E |
Distancia | 0O 7 4 3 |13
Anterior - A D] A|D

Passo 5: Partindo de B.
Resta agora chegar a cidade E:

E: De distancia 3+1+43-+1 = 8, sendo ela menor que 13 substitui-se 13 por 8. Chegando-

se ao ultimo vértice.

Figura 4.61: Quadro Distancia de B
| (A B[P DB
Distancia | O 7 4 3 8
Anterior - C|  D| A | B

A sequéncia das cidades para que tenha-se o caminho minimo é o mesmo

encontrado anteriormente A-D-C-B-E e a distancia consequentemente também 8 km.

Observacao 4.10.1 O algoritmo de Digkstra nao aceita valores negativos, mas existem

outros algoritmos muito eficientes que nao foram tratados aqui como € o caso do algoritmo

de Floyd.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Talvez nao tenhamos conseguido fazer o melhor, mas lutamos para que o melhor
fosse feito. Ndo somos o que deveriamos ser, nao SoOmos o que iremos Ser.. mas

Gragas a Deus, nao somos o que éramos....(Marthin Luther King)

Durante a realizacao da pesquisa foi possivel verificar que do ponto de vista
legal e dos documentos referentes ao curriculo da Educacao Brasileira é aplicavel a in-
troducao da Teoria dos Grafos na Educacao Basica, pois ela apresenta como caracteristica
natural, desde o seu surgimento, a modelagem, resolucao de problemas, interdisciplinari-
dade, entre outros itens que passaram a reger 4 Educacao Nacional.

No ponto de vista da aplicabilidade do Estudo da Teoria dos Grafos na
educacao basica, como também referéncia para estudos, o PROFMAT tem desempe-
nhado um importante papel no desenvolvimento de pesquisas que podem ser facilmente
consultadas na biblioteca online no portal do programa. Os temas dos trabalhos sao va-
riados e podem atender aqueles que procuram aprofundamento de conceitos, orientacoes
e aplicacoes para Educagao Bésica, problemas resolvidos, planos de aula, até mesmo des-
cricao de resultados obtidos através de aplicacoes entre outras. As contribuicoes amenizam
em parte a deficiéncia existente em relacao ao nimero de livros nacionais sobre a Teoria.

Na construcao da proposta apds a conceituacao introdutéria necessaria ao
entendimento basico sobre a Teoria dos Grafos verificou-se uma vasta possibilidade de

conceitos possiveis de aplicacao na Educacao Basica, no entanto foi necessario restringir
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a abordagem a um unico tema. A escassez de tempo foi responsavel por essa restricao e
tornou-se o unico entrave, pois se dependesse da ”paixao”do autor adquirida pelo tema,
o material encontrado e o gosto pela pesquisa o trabalho tornaria-se muito mais robusto.

O tema abordado na proposta foi caminhos. A escolha baseou-se na percepgao
de ter sido o tema mais recorrente nas dissertacoes analisadas, estar mais familiar a
vivencia dos alunos e possibilitar a aplicacao de matrizes. O fechamento da proposta foi
feito com apresentacao de trés processos de determinacao do melhor caminho o Algoritmo
de Dijkstra, O Algoritimo Guloso e o Método da Exaustao, pois os mesmos sao de facil
aplicacao e entendimento.

Por fim o trabalho contribui para aqueles que desejarem enveredar-se na Te-
oria dos Grafos, descobrir sua diversidade de aplicagoes e a utilidade de seus conceitos
e ainda quem sabe, como ocorre a maioria dos que a conhecem, ser contaminado com o
que costuma-se se definir como ”Graphical Desease”ou melhor dizendo ”Febre dos Gra-

fos” como citado por JURKIEWICZ [23].
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