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RESUMO

O trabalho tem como objetivo propor o estudo do Teorema de Bayes para as séries finais da
educagdo basica. O desenvolvimento se deu a partir da pesquisa bibliografica acerca do criador
do Teorema, o reverendo inglés da igreja presbiteriana Thomas Bayes, descrevendo-se desde o
primeiro experimento idealizado por ele até a evolu¢do do Teorema como conhecemos hoje.
Além da parte historica, a metodologia incluiu o estudo dos elementos (definigdes,
demonstragdes) de probabilidade necessarios a compreensao do Teorema. Para alcance do
objetivo, sugeriu-se trés propostas de aplicagdo do Teorema de Bayes, através de atividades,
para alunos do Ensino Médio. As propostas consistem em aplicagdes tedricas e praticas que
envolvem o problema de Monty Hall, a problematica do falso-positivo e o percentual de
assertividade referente a sensibilidade do resultado de um exame. Essas atividades totalizam
240 minutos e foram planejadas para serem realizadas em sala de aula. O Teorema de Bayes ¢
utilizado na Teoria de Resposta ao Item no Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM, se
adequa a proposta das competéncias e habilidades definidas pelos Parametros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio e ¢ utilizado em diversas areas de conhecimento. Conclui-se
que sua aplicacdo, como conteudo complementar para o estudo das Probabilidades, utilizando-
se as propostas como ponto de partida, € possivel e proporciona aos alunos uma gama maior de

conhecimentos, além de estimular a criatividade e o raciocinio.

Palavras-chave: Teorema de Bayes. Thomas Bayes. Probabilidades. Ensino Médio.



ABSTRACT

The work's objective is to propose the study of Bayes' Theorem for the middle education. A
literature search was conducted on the creator of the theorem, the English Presbyterian Church
Reverend Thomas Bayes, and also it was sought to describe the evolution of his Theorem from
the first experiment conducted by him to the way we learn about his Theorem in the present. In
addition to the historical part, the methodology included the study of the elements of
probability, essential to the understanding of the Theorem (settings, demonstrations). To reach
the goal, we suggested three proposals to apply Bayes' Theorem through activities for high
school students. The proposals consist of theoretical and practical applications involving the
Monty Hall problem, the problem of false-positive results and the percentage of assertiveness
on the sensitivity of an examination's results. These activities totaled 240 minutes and were
planned to be carried out in the classroom. Bayes' Theorem is used in Item Response Theory of
the Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM, and it fits to the proposal of the competencies
and skills defined by the National Curriculum for High School, besides being used in other
many areas of knowledge. It is concluded that the application of this Theorem, as a
complemental content for the study of Probabilities, using the proposals as a starting point, it is
possible and provides to students a wider range of knowledge, besides stimulate creativity and

reasoning skills.

Keywords: Bayes' Theorem. Thomas Bayes. Probabilities. High School.
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1 INTRODUCAO

Frequentemente questdes que envolvem probabilidades permeiam o cotidiano das
pessoas e as solugdes necessitam de teorias que ndo estdo presentes no curriculo do Ensino
Médio. Por exemplo, o famoso Teorema de Bayes, que nao ¢ exigido na grade curricular, ¢
ferramenta chave em disciplinas de Estatistica do Ensino Superior e possui aplicacdes em
diversas areas, entre elas: Ciéncias da Saude, Ciéncias da Computacdo e desenvolvimento de
Inteligéncias Artificiais.

O trabalho tem como objetivo propor o estudo do Teorema de Bayes para as séries
finais da educacdo basica brasileira, através do aprendizado de sua teoria e aplicagdes em sala
de aula. O desenvolvimento dividiu-se entre pesquisa bibliografica e tedrica acerca do criador
do Teorema, o reverendo inglés da igreja presbiteriana Thomas Bayes, o estudo dos elementos
(definicoes, demonstragdes) de probabilidade necessarios a compreensdo do Teorema, e a parte
pratica, que se deu com a elaboragdo das propostas de aplicagdo.

Durante o desenvolvimento do trabalho, encontrou-se grande parte das aplicagdes
em pesquisas relacionadas a avaliagdo de métodos utilizados em diagnodsticos de patologias.
Também se encontrou o Teorema aplicado em pesquisa na area da psicologia, uma delas tratava
sobre relagdes interpessoais. Na Computagdo faz-se uso do Teorema nas redes bayesianas, que
sao modelos graficos de raciocinio baseados em incerteza. Ademais, o Teorema ¢ utilizado na
Teoria de Resposta ao Item para avaliagao das pontuagdes dos participantes do Exame Nacional
do Ensino Médio — ENEM.

Inicialmente apresenta-se o matematico Thomas Bayes, responsavel pelo Teorema,
contando um pouco de sua histdria e o contexto do surgimento de seus estudos relacionados ao
Tema. Em seguida explica-se seu experimento, elencando na sequéncia os conhecimentos
necessarios para se chegar ao Teorema.

No capitulo 3 ¢ mostrada a importancia do estudo do Teorema de Bayes para o
ensino médio e sua aplicagao na Teoria de Resposta ao Item do ENEM.

No capitulo 4 estdo descritas trés propostas de instrugdo e aplicagdo do Teorema
para turmas do segundo ano do Ensino Médio. A primeira proposta, que envolve o problema de
Monty Hall, propde atividades praticas com copos e premiagdes para os participantes, e tem o
objetivo de introduzir os conceitos iniciais de condicionamento das probabilidades, além de ser
mais atrativa ludicamente aos alunos.

A segunda e a terceira atividades, chamadas de falso-positivo e da assertividade,

apresentam duas histdrias que remetem as situagdes que podem ocorrer na realidade, e tém seu
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escopo na interdisciplinaridade, buscando levar informagdes sobre a saude e conhecimentos
preventivos, além dos célculos matematicos.

A pesquisa empirica nao foi possivel pela indisponibilidade de turmas, durante o
cronograma proposto, que ja tivessem os conhecimentos basicos necessarios para a aplicagdo
da proposta deste trabalho.

Por fim, as considerac¢des sobre o trabalho.
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2 CONHECENDO BAYES

2.1 A histéria de Bayes

Durante a pesquisa bibliografica, outras fontes foram consultadas e concluiu-se que
todas tinham como referéncia o livro “A Teoria que ndo morreria” (The Theory that would not
die), de Sharon Bertsch McGrayne (2011), do qual as informagdes sobre a historia de Thomas
Bayes e seu Teorema foram extraidas.

Reverendo Inglés da Igreja Presbiteriana, Thomas Bayes (1702-1761), viveu em
uma época de conflitos religiosos e guerra civil. Considerado dissidente, por ndo apoiar a igreja
da Inglaterra, seus interesses por matematica e teologia comegaram a se mesclar por volta de
seus 40 anos, quando respondeu a um panfleto do bispo anglicano irlandés George Berkeley
que questionava matematicos dissidentes, o calculo, a matematica abstrata e o reverendo Isaac
Newton, entre outros.

Em 1742 foi indicado como membro da “A Real Sociedade de Londres” (The Royal
Society of London). Na Inglaterra, outras questdes que envolviam religido e matematica, foram
levantadas pelo filésofo escocés David Hume em 1748, que criticava conceitos sobre causa e
efeito, que afetavam fundamentalmente o Cristianismo e a crenga na existéncia de Deus. A

explicacdo para o que Hume defendia era a seguinte:

A concepgdo do mundo ndo prova a existéncia de um criador, uma causa suprema.
Porque nds raramente podemos estar certos de que uma causa particular terd um efeito
especifico, nds devemos nos contentar em buscar somente causas previsiveis e efeitos
provaveis. (MCGRAYNE, 2011, p.5-6, tradu¢do nossa).

Tendo a polémica de Hume como palco, Bayes dedicou-se a tratar os problemas
das causas e efeitos matematicamente, porém seus estudos evoluiram a chamada questdao
inversa do efeito para a causa ou como € mais conhecida, probabilidade inversa. A partir desse
novo interesse, Bayes decidiu que seu objetivo era estudar a probabilidade aproximada de um
evento futuro do qual ele ndo sabia nada, exceto o seu passado.

Bayes nunca enviou seus manuscritos para publicagdo, mesmo suas ideias tendo
sido discutidas nos circulos da Real Sociedade. Apos sua morte em 1761, sua familia pediu a
Richard Price — pastor presbiteriano e matematico amador, defensor das liberdades civis e

revolucdes americanas e francesas — para examinar os documentos matematicos de Bayes.
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Price usou o ensaio de Bayes sobre probabilidade inversa, com o proposito de
responder ao ataque que Hume sobre o nexo de causalidade, acrescentando referéncias e
citagdes, encaminhou-o para a Real Sociedade de Londes para publicagdo, com uma
justificativa religiosa, mesmo o autor original ndo tendo feito mengao a Deus em seus estudos.

Em 1763, o grupo intitulado “Transag¢des Filosoficas da Real Sociedade de
Londres” (Philosophical Transactions of the Royal Society of London) publicou o “Ensaio para
Resolver um Problema na Doutrina das Chances” (Essay Towards Solving a Problem in the
Doctrine of Chances). Para evitar controvérsias religiosas, o titulo destacou o método de
aplicacdo em apostas.

Em 1774, o matematico francés, Pierre Simon Laplace, desenvolveu um método
para determinar as causas mais provaveis de eventos e fendmenos que ele chamou de
“Memorial sobre a Probabilidade das Causas dos Eventos” (Memoir on the Probability of the

Causes of Events).

A matematica confirma que Laplace descobriu o principio da forma
independentemente. Bayes resolveu um problema distinto sobre um plano de mesa
usando um processo de duas etapas que envolveu uma suposicdo prévia e novos dados.
Laplace ainda ndo sabia sobre a estimativa inicial, mas lidou com o problema em
geral, tornando-o util para uma variedade de problemas. Bayes laboriosamente
explicou e ilustrou por que probabilidades uniformes eram admissiveis, Laplace
assumiu-as institivamente. (MCGRAYNE, 2011, p.22, tradug@o nossa).

Laplace creditou a Bayes o pioneirismo da teoria utilizada no método, percebeu
tempos depois que sua propria matematica tinha deficiéncias e, apos décadas de estudos, apenas

entre 1810 e 1814, chegou a férmula hoje reconhecida como Teorema de Bayes.

2.2 O Teorema de Bayes

Bayes idealizou um experimento; imaginou uma mesa, onde uma bola lancada
sobre ela teria a mesma chance de cair em qualquer ponto.

Sentado de costas para a mesa e com um pedago de papel em maos ele desenharia
uma tabela que representaria a superficie da mesa. Ele teria um assistente que atiraria essa bola
de bilhar imaginaria sobre o plano dessa mesa. A referéncia serd sempre essa primeira bola,
chamada bola de bilhar.

Ele pediria a seu colega para jogar uma segunda bola sobre a mesa e informar se
ela pousou a direita ou a esquerda da bola de bilhar. Se para a esquerda, Bayes perceberia que

¢ mais provavel que a bola de bilhar estivesse do lado direito da mesa. Mais uma vez o assistente
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langaria uma nova bola e informaria se caiu a direita ou a esquerda da bola de bilhar. Se para a
direita, Bayes perceberia que a bola de bilhar ndo poderia estar na borda mais a direita da mesa.

O experimento requer uma série de arremessos, assim cada nova informagao sobre
as bolas langadas faz a bola de bilhar oscilar para tras e para frente dentro de uma area mais
limitada. Se, excepcionalmente, todos os langamentos caissem a direita da bola de bilhar, Bayes
concluiria, provavelmente, que a bola estaria na margem extrema esquerda da mesa e sua
reciproca também seria verdadeira. Bayes nunca poderia afirmar precisamente onde a bola caiu,
mas ele poderia contar com o aumento da confianga que estd sendo definida com a restricao de

um intervalo especifico. (MCGRAYNE, 2011, p. 7)

Usando seu conhecimento do presente (as posigoes esquerda ou direita das bolas
langadas), Bayes figurou como dizer algo sobre o passado (a posi¢do da primeira
bola). Ele poderia até mesmo julgar o quio confiante ele poderia estar sobre sua
conclusdo. (MCGRAYNE, 2011, p.7, traducdo nossa).

Se bem analisado, o sistema de Bayes pode ser considerado simples. As opinides
podem ser seguramente modificadas a partir de dados objetivos. Em seguida serdo apresentados

0s conceitos iniciais necessarios para se alcancar o Teorema de Bayes.

2.3 Como chegar ao Teorema

A experiéncia de Bayes com a bola, que resultou em seu Teorema, envolve
conhecimentos acerca de experimentos aleatdrios, espacos amostrais, eventos e probabilidades,
portanto cada elemento serd sucintamente discorrido com o intuito de evidenciar as partes da

matematica a serem utilizadas no estudo deste Teorema.

2.3.1 Experimento Aleatorio

O termo probabilidade ¢ utilizado de forma ampla no dia-a-dia remetendo a
incerteza sobre eventos que ocorrem no presente e que ocorreram no passado. Ha, portanto,
eventos que derivam em duvidas frequentes por parte da populagao, tais como: Ira chover hoje?
Irei ganhar na loteria? Se eu jogar uma moeda, dara cara ou coroa? Esses eventos, tais como
outros, sdo considerados experimentos aleatorios, pois nao sabemos se apresentardo resultados

iguais ou desejados, mesmo que o evento seja repetido varias vezes e sob as mesmas condigoes.
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Chamamos de experimentos aleatorios aqueles que, repetidas em idénticas condigdes,
produzem resultados que nao podem ser previstos com certeza. Embora ndo saibamos
qual o resultado que ird ocorrer num experimento, em geral conseguimos descrever o
conjunto de todos os resultados possiveis que podem ocorrer. As variagdes de
resultados, de experimento para experimento, sdo devidas a uma multiplicidade de
causa que ndo podemos controlar, as quais denominamos acaso. (HAZZAM, 2010, p.

89).
A bola jogada sobre a mesa diversas vezes, no experimento de Bayes, ¢ um

experimento aleatorio, pois os resultados nao podiam ser previstos, apesar da bola estar sendo

jogada sempre na mesma condi¢ao.
2.3.2 Espago Amostral

Ao conjunto que possui todos os resultados possiveis de um experimento aleatorio,
damos o nome de espago amostral e geralmente ¢ representado pela letra grega 6mega (£2) ou
(S) da palavra inglesa Space (espaco em portugués).

Exemplos:

a) Langamento de uma moeda: Q = {c, k} sendo ¢ = cara ¢ k = coroa
b) Langamento de duas moedas: Q = {cc, ck, kc, kk}
¢) Langamento de um dado de 6 faces: Q = {1, 2, 3,4, 5, 6}

d) Retirada de uma carta do baralho:

Q={A2345678910J QK (+)
A23456789107J QK (v)
A23456789107J QK (a)
A23456789107QK (%)

e) Langamento de dois dados de 6 faces:

Q={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2.,3),(2,4),(2,5),(2.6)
(3,1),(3,2),(3,3),(3.4),(3.,5),(3,6),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,1), (6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) ;

2.3.3 Evento

Qualquer subconjunto do espago amostral ¢ chamado de Evento, por exemplo: Seja

o evento E — sair um numero impar no lancamento de um dado de 6 faces. Assim, E = {1, 3,

51.
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Chamamos de evento ou acontecimento, ¢ geralmente indicamos por uma letra
maiuscula, todos os subconjuntos do espago amostral de um experimento aleatorio.
Cada um dos elementos do espago amostral ¢ denominado evento elementar.
(SOUZA, 2013, p. 246).

Existem sete tipos de eventos, a saber:

e Evento simples: E aquele formado por um unico elemento do espaco amostral, pode ser
chamado também de evento elementar. Exemplo: Seja o evento A — sair um numero primo
maior que 3 no langamento de um dado de 6 faces. Assim, A = {5 }.
e Evento composto: E aquele que possui mais de um elemento do espago amostral. Exemplo:
Seja o evento B — sair um niimero par no langamento de um dado de 6 faces. Assim, B = {2,
4,6}.
e FEvento certo. Chamamos de evento certo, quando um evento coincide com o espago
amostral. Exemplo: Seja o evento C — sair um nimero menor do que 7 no langamento de um
dado de 6 faces. Assim, C = {1, 2, 3,4, 5, 6}, ou seja, C = Q.
e FEvento impossivel: Quando um evento ¢ vazio, ele ¢ chamado de evento impossivel.
Exemplo: Seja o evento D — sair um niimero maior do que 6 no lancamento de um dado de 6
faces. Assim, D = Q.
o Eventos independentes: Ocorrem quando um evento ndo interfere na ocorréncia de um outro
evento.
e [Lventos mutuamente excludentes: Ocorrem quando um evento ndao puder ocorrer
simultaneamente com um outro evento, ou seja, a realizacdo de um evento exclui a realizagao
de um outro evento. Exemplo: No lancamento de uma moeda, o evento cara nunca ocorrera
simultaneamente com o evento coroa, sendo assim, sao eventos mutuamente excludentes.
e FEventos complementares: Sao eventos que se completam como espago amostral nao
possuindo elementos em comum. Sendo um evento A, o complementar representa a nao-
ocorréncia do evento A, € o chamaremos de complementar de A representado por A.
Propriedades: i) AUA=Q

i)ANA=0
Exemplo: Seja o evento A — sair um niimero maior do que 3 no langamento de um dado de 6

faces, A = {4, 5, 6}, o seu complementar sera A = { 1,2, 3}.
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2.3.4 Probabilidade

Seja Q o espago amostral finito de um experimento aleatério, n () o nimero de
elementos desse espago amostral, seja A um evento € n(A) o numero de elementos do evento

A, para que se possa calcular a probabilidade onde o espago amostral é equiprovavel utiliza-se:

P(A) _ numero de elementos do evento A _ n(A)

numero de elementos do espago amostral I’Z(Q)

Exemplo: Qual a probabilidade de aparecer uma face par no lancamento de um
dado?

Solugdo: Seja o evento A — aparecer um nimero par. Entdo A={2, 4, 6}, ou seja, o
nimero de elementos do evento A ¢ 3. O niimero de elementos do espaco amostral ¢ 6, pois €

={1,2,3,4,5,6}. Portanto:

1
Logo, a probabilidade de parecer um niimero par no langamento de um dado ¢ 27

0,5 ou 50%.
e Propriedades Consequentes da Definig¢do de Probabilidade

1) A probabilidade de um evento A deve ser um nimero maior ou igual a zero e menor ou igual

al.

0< P(A) <1

i1) A probabilidade do evento certo ¢ 1.

P(Q)=1

i11) A probabilidade do evento impossivel € igual a zero.

PI@®)=0
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e Probabilidade da Uniao de Eventos

Se A e B forem dois eventos mutuamente exclusivos (A N B = @ ), ento:
P(AUB)=P(A+B)=P(A)+P(B)
A probabilidade da unido pode ser generalizada para um ntimero maior de eventos,

desde que eles sejam 2 a 2 mutuamente exclusivos. Assim se A, B e C forem dois a dois
mutuamente exclusivos:

(ANB=0; AnC=0;BnC= @ ),entlo:

P(AUBUC)=P(A)+P (B)+P(C)

Se A e B ndo forem mutuamente exclusivos, entio:

P(AUB)=P(A)+P (B)-P (A NB)

e Probabilidade da Intersecgdo de Dois Eventos Independentes

Se A e B forem dois eventos independentes, a probabilidade de ocorrer

independentemente os eventos A e B ¢ o produto da probabilidade de ocorrer o evento A pela
probabilidade de ocorrer o evento B.

P (A NB)=P (A). P (B)

Exemplo: No langamento de dois dados, qual a probabilidade de que tenhamos um
numero inferior a 3 no 1° langcamento e um niimero primo no 2° lancamento? Considerando

como evento A, o langamento do primeiro dado, e como evento B, o langamento do segundo
dado, temos:

A={1,2},log0P(A)=%— 1

B=1{2,3,5},logo P (B) =

1
2

| W



20

e Probabilidade Condicional

Sejam A e B dois acontecimentos aleatdrios associados a mesma experiéncia
aleatoria. Denotar-se por P(A|B) a probabilidade condicionada do acontecimento A quando B
tiver ocorrido. Se P(B) > 0, entdo:

P(ANB)

P(A|B) = B)

Esta ultima expressdo 1é-se: probabilidade de A dado B ou probabilidade de A
condicionada a B. Note que se Q for finito e com resultados igualmente possiveis pode-se

calcular uma probabilidade condicionada, além da defini¢ao anterior, usando a expressao:

n(ANB)

P(aB) = — B)

Quando os eventos sdo independentes, tem-se que:
P (AN B)=P(A). P(B)

P(ANB) _ P(A)-P(B)
P(B)  P(B)

P(A|B) = =P(A)

Exemplo: De um baralho de 52 cartas retirou-se ao acaso uma carta, sabendo que ¢
de “Copas”, qual a probabilidade de ser um “As”? Note que o fato de se explicitar que a escolha

foi feita ao acaso significa que cada uma das cartas ter igual probabilidade de ser retirada.

1) definir os acontecimentos necessarios a resolugao:

A= {52 cartas”}, B = {“Carta de copas”} e C = {“Carta ser um As”};
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i1) Calcular P(C | B):

Note que (C N B) = {As de copas} e que cada naipe tem 13 cartas.

1
P(CnB re)
1° processo: pela defini¢ao tem-se P(C | B) = ( ) =32 _ 1—
P(B) 1313
52
CnB 1
2° processo: calculando diretamente, P(C | B) = n€nB) -
n(B) 13

e Regra do Produto das Probabilidades

A regra do produto das probabilidades ¢ consequéncia da definicdo de

probabilidade condicional. Sejam A e B eventos de (2 ¢ P(B) > 0, tem-se que:

P(A[B) =% P(A N B) = P(AB) . P(B)
ou
P(BJA) = % sendo P(A) > 0 P(A N B)=P(BJA) . P(A)

Dito de outra maneira, “a probabilidade da ocorréncia simultanea de dois eventos
de um mesmo espaco amostral ¢ igual a probabilidade de um deles ocorrer, pela probabilidade
condicional do outro, dado o primeiro” (MARTINS, 2012, p. 191).

Exemplo: Retiram-se sem reposicao duas pegas de um lote de 11 pecas, onde 5 sdo
boas. Qual a probabilidade de que ambas sejam defeituosas?

Sejam os eventos A = {a 1* peca ser defeituosa} e B = {a 2* peca ser defeituosa}
6 5
Se 5 sdo boas, teremos 6 defeituosas. Entdo P(A) = Tl e P(BJA) = 0’ que € a

probabilidade de a 2% peca ser defeituosa, dado que a 1* foi defeituosa.

Sendo assim, tem-se:

5630 _3
10

P(A N B)=P(BJA).P(A) = 1 11 11

—
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o Teorema da Probabilidade Total

Sejam A1, Az, As, ..., An eventos que constituem uma particdo do espago amostral €,
isto é:
AU AJUAU...UA, = Q
P(Ai)>0,paratodoi=1,2,3,...n
AiNAj=0Q para 1+#]

Figura 1: Parti¢ao do espago amostral para o Teorema da Probabilidade Total

A,

Fonte: Proprio autor

Assim, se B, representado na Figura 1 pela area escura particionada, representa um

evento, temos o seguinte teorema, conhecido como Teorema da Probabilidade Total:
n
P(B)= 3_, P(Ai N B) = EiL, P(BIA).P(A)
Ou seja,

P(B) = P(BJA1).P(A1) + P(B|A2).P(A2) + P(B|A3).P(A3) + .. + P(B|An).P(An)

Demonstragao:

B=BNA)UBNA)UBNA)U..UBNA,).
PB)=PBNA)+PBNA)+PBNA3)+...+PBNA))
P(B) = P(BJA1).P(A1) + P(B|A2).P(A2) + P(B|A3).P(A3) + ... + P(B|An).P(An)

Exemplo: Um médico plantonista estd examinando uma vitima de envenenamento

que acaba de dar entrada no hospital. Um rapido exame preliminar leva o médico a concluir
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que o envenenamento ¢ devido a ingestdo de um produto toxico A ou B ou C. Ele dispde de

dois tipos de medicamentos com o seguinte quadro de eficacia (Figura 2) (SILVA et al, 1999,
p. 175):

Figura 2: Quadro de eficacia de medicamentos em relacao a produto toxico ingerido

Medicamento Eficacia especifica (%)
Produto toxico M M2
A 70 50
B 40 90
C 80 60

Fonte: SILVA et al, 1999, p. 175.

Qual ¢ o medicamento que o plantonista deve ministrar, se a urgéncia da situagao
nao lhe permite outras opgoes?

Solugao:

P(M1|A) = 70% P(M,|B) = 40% P(Mi|C) = 80%
P(Ma|A) = 50% P(Ma[B) = 90% P(M|C) = 60%

P(A) = P(B) = P(C) = %

A possibilidade de ocorrer ingestao dos toxicos A, B ou C sdo idénticas.

Calculo de eficacia do medicamento 1:

P(M)) = P(M|A).P(A) + P(M,|B).P(B) + P(M,|C).P(C)

1 1 1
P(M)=0,7-—+04 -—+0,8 -—
3 3 3

P(M1) =0,6333
Calculo de eficacia do medicamento 2:

P(Mz) = P(M3]A).P(A) + P(M3|B).P(B) + P(M|C).P(C)

1 1 1
P(M2)=0,5 -—+0,9 -—+0,6 - —
3 3 3
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P(M2) = 0,6666
Portanto, o medicamento 2 ¢ o melhor a ser administrado por apresentar a maior

eficacia.

e Teorema de Bayes

Considere A1, Az, As, ..., Ay eventos mutuamente excludentes cuja unido representa

0 espaco amostral Q, isto ¢, um dos eventos necessariamente deve ocorrer (Figura 3).

Figura 3: Particdo do espago amostral para o Teorema de Bayes

Aq

A, An

Aq

Fonte: Proprio autor

Seja B, um acontecimento qualquer de Q e Aj, As, ...,A, representam uma parti¢ao

de 2, onde P(4;)>0 e P(B) > 0entdo para i=1,...,n tem-se

P(4).P(B| 4)

P(Ai|B): "
D P(4).P(B|4)

, chamado de Teorema de Bayes.

A demonstracdo do Teorema de Bayes ¢ consequéncia dos teoremas apresentados

anteriormente. Suponha-se que o evento B tenha ocorrido. Essa informagao sera usada para
calcular a probabilidade a posteriori do evento Ai, isto é, vamos calcular P(4, |B). Por

defini¢do, tem-se que:

_P(4.nB)

P(4;1B) P(B)
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Com P(Ai N B)=P(Ai).P(BJA)), tem-se:

P(4).P(B|4)
P(B)

P(4;|B) =

Entdo,se P(B)>0ei=1,2, 3, ..., n, pelo Teorema da Probabilidade Total:

_ P(4)-P(B| 4)
 P(4).P(B| A)+P(4,).P(B| 4,)+...+ P(4,).P(B| 4,)

P(4,|B)

“O resultado acima ¢ bastante importante, pois, como vimos, relaciona
probabilidades a priori: P(4,) com probabilidades a posteriori: P(4; | B), probabilidade de 4,
depois que ocorrer B” (MARTINS, 2012, p. 192). Sabe-se que o teorema apresentado permite
determinar as probabilidades dos varios eventos A1, Az, As, ..., An que podem ser causa da

ocorréncia do evento B. Devido a isto, o teorema de Bayes ¢ também conhecido como Teorema

da Probabilidade das Causas.

Exemplo: Ha 3 urnas com bolas das cores preta, branca e vermelhas distribuidas

conforme a Figura 4:

Figura 4: Quadro de relagdo entre urnas e bolas no exemplo do Teorema de Bayes

URNAS
CORES Ui U2 Us
PRETAS 3 4 2
BRANCAS 1 3 3
VERMELHAS 5 2 3

Fonte: MARTINS, 2012, p. 193.

Escolheu-se uma urna ao acaso e dela extraiu-se uma bola ao acaso, verificando-se

que a bola é branca. Qual a probabilidade de a bola ter vindo da urna 2? Solugao: Probabilidades

1 1 1
a priori: P(Uy) = — P(Uy) = — P(U3) = —
3 3 3
. S 1 1 3
Probabilidades condicionais: P(br|U,)= 9 P(br|U,) = 3 P(br|U,) = <
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Calculando-se P(U, |br)através do Teorema de Bayes:

P 1) = P(U,)-P(br|U,)
2 P(U.,).P(br|U,)+ P(U,).P(br|U,) + P(U,).P(br|U,)

Portanto:

PU, |br)=

Que ¢ a probabilidade a posteriori, isto €, a probabilidade de ser escolhida a urna

2, dada a informacdo de que a bola retirada foi branca.
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3 AIMPORTANCIA DO ESTUDO DO TOREMA DE BAYES NO ENSINO MEDIO

Apos a morte de Laplace em 1827, considerado como o primeiro bayesiano do
mundo, o Teorema de Bayes entrou em declinio por quase um século porque os principais
teoricos deixaram de usé-lo pela dificuldade de compreensao dos célculos.

O Teorema voltou a ser fortemente utilizado na Segunda Guerra Mundial pelos
britanicos, a fim de decifrarem os codigos que os alemaes e soviéticos utilizavam durante a
guerra pelas linhas telefonicas. Apos a rendicao dos alemaes, ao final da guerra, foi ordenada a
destrui¢do de todas as provas de que a decodificag@o havia sido promissora, ficando o Teorema
mais uma vez no esquecimento. Sobre os usos do Teorema de Bayes, McGrayne elenca uma

série deles em seu livro:

(...)atuarios de seguros usam-no para definir taxas; Alan Turing usou-o para
decodificar o codigo criptografado alemdo e indiscutivelmente, salvar os aliados de
perderem a Segunda Guerra Mundial, a Marinha dos Estados Unidos usou-o para
procurar uma bomba H perdida e localizar submarinos soviéticos; RAND Corporation
utilizou-o para avaliar a probabilidade de um acidente nuclear; e pesquisadores de
Harvard e Chicago utilizaram-no para verificar a autoria de O Federalista'.
(MCGRAYNE, 2011, p. 3, tradugdo nossa)

Todas as vezes que a teoria bayesiana era esquecida uma outra vertente, a estatistica
frequentista, se fortalecia, entretanto, esta s6 funcionava bem quando uma hipdtese era um caso
especial de outra, mas quando hipdteses estavam competindo e tinham mudangas bruscas nos
dados o frequentismo nao funcionava. A ideia por tras do frequentismo afirma que a incerteza
num problema estatistico resulta apenas da coleta de dados relacionada a uma fatia da populagao
e ndo ao todo, o que acarreta uma margem de imprecisdo em sua previsdo. De acordo com o
Teorema de Bayes, uma previsao ¢, de forma simplificada, um tipo de atividade ligada ao
processamento de informacdo — uma questdo que se resume a usar novos dados para testar
uma hipotese sobre o mundo objetivo, com o proposito de nos aproximar de concepgdes cada
Vez mais precisas ao seu respeito.

A teoria bayesiana era esquecida sobre o pretexto de que possuia um calculo mais
complexo, porém isso mudou nos anos 90, quando os computadores se tornaram mais rapidos
e ajudaram a lancar a revolugdo bayesiana em varios campos, como o da satude, o da tecnologia,

o da matematica, etc.

! Corresponde a um conjunto de 85 artigos que argumentam para a ratificagdo da Constituigdo dos Estados Unidos,
apos a Convengdo da Filadélfia, publicados na imprensa de Nova York entre os anos de 1787 e 1788, assinados
por “Publius” — pseuddénimo coletivo de James Madison, Alexander Hamilton e John Jay. (LIMA, 2011, p. 129)
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Apesar da resisténcia ao longo dos anos para a utilizagdo do Teorema, 0 mesmo se
mostrou eficaz no desenvolvimento de pesquisas e novas tecnologias e mostra-se viavel e
prospero a utilizagao com estudantes de nivel médio.

Tendo como base os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio —
PCN, sobretudo para a area das Ciéncias da Natureza, Matemadtica ¢ suas Tecnologias, as

competéncias e habilidades definidas para a investigagdo e compreensao abrangem,

Desenvolver a capacidade de questionar processos naturais e tecnoldgicos,
identificando regularidades, apresentando interpretacdes e prevendo evolugdes.
Desenvolver o raciocinio e a capacidade de aprender.

» Formular questdes a partir de situacdes reais e compreender aquelas ja enunciadas.
» Desenvolver modelos explicativos para sistemas tecnologicos e naturais.

e Utilizar instrumentos de medicao e de calculo.

* Procurar e sistematizar informagdes relevantes para a compreensdo da situagdo-
problema.

* Formular hipoteses e prever resultados.

* Elaborar estratégias de enfrentamento das questdes.

* Interpretar e criticar resultados a partir de experimentos e demonstracées.
eArticular o conhecimento cientifico e tecnolégico numa perspectiva interdisciplinar.
* Entender e aplicar métodos e procedimentos proprios das Ciéncias Naturais.

* Compreender o carater aleatério e nio deterministico dos fenémenos naturais
e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinacio de
amostras e calculo de probabilidades.

* Fazer uso dos conhecimentos da Fisica, da Quimica e da Biologia para explicar o
mundo natural e para planejar, executar e avaliar intervengdes praticas.

* Aplicar as tecnologias associadas as Ciéncias Naturais na escola, no trabalho e em
outros contextos relevantes para sua vida. (PCN, 1996, p. 12, grifo nosso)

Conforme a citagdo e relacionado ao ja exposto, o Teorema se adequa ao proposto
pelo PCN. O estudo do Teorema de Bayes seria uma extensdo do conteido que compde o
curriculo para os alunos de Ensino Médio criando uma base mais solida na area da

probabilidade, a ser utilizada, entre outros campos, nas diversas areas de formagao superior.

3.1 O Teorema de Bayes na Teoria de Resposta ao Item do ENEM

As possibilidades de uso do Teorema sdo amplas e relacionadas ao cotidiano do
aluno do Ensino Médio, ele inclusive ¢ utilizado como avaliador das notas do Exame Nacional
do Ensino Médio — ENEM.

O sistema de avaliagdo do ENEM ¢ a Teoria de Resposta ao Item, baseada em
estatistica Bayesiana e que considera trés informagdes essenciais para avaliar a qualidade do

item e, consequentemente, a qualidade do participante:
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a) parametro de discrimina¢do: ¢ o poder de discrimina¢do que cada questio
possui para diferenciar os participantes que dominam dos participantes que nao
dominam a habilidade avaliada naquela questao (item);

b) parametro de dificuldade: associado a dificuldade da habilidade avaliada na
questdo, quanto maior seu valor, mais dificil ¢ a questdo. Ele ¢ expresso na mesma
escala da proficiéncia. Em uma prova de qualidade, devemos ter questdes de
diferentes niveis de dificuldade para avaliar adequadamente os participantes em todos
os niveis de conhecimento;

c) parametro de acerto casual: em provas de multipla escolha, um participante que
ndo domina a habilidade avaliada em uma determinada questio da prova pode
responder corretamente a esse item por acerto casual. Assim, esse parametro
representa a probabilidade de um participante acertar a questdo ndo dominando a
habilidade exigida. (INEP, 2012, p. 13)

O objetivo principal da Teoria de Resposta ao Item ¢é ponderar os conhecimentos
dos participantes diferenciando aqueles que de fato dominam os conteudos e os que acertam as
questdes ao acaso (chutam). O reconhecimento do acerto casual acontece pelas questdes que o
participante acerta, se ele acerta questoes dificeis e erra questoes faceis sera considerado como
um participante que pontua ao acaso, € assim suas notas caem em relagdo aos participantes que
acertam grande parte das questdes faceis de forma consciente, mesmo que errem as dificeis.
Isso justifica os casos em que um participante que acertou 40 questdes em matematica tenha
uma pontuagao inferior a um participante que acerte apenas 37 questoes.

Tentou-se buscar as formulas que sdao utilizadas para os calculos das notas dos
participantes, porém o INEP — Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio

Teixeira — apenas cita o que estd no edital e em sua pagina:

O célculo das proficiéncias dos Participantes, a partir de suas respostas as questoes de
multipla escolha das provas objetivas, tem como base a Teoria de Resposta ao Item
(TRI). O documento com a metodologia utilizada e com os critérios adotados pela
banca podera ser obtido no endereco eletronico <http://portal.inep.gov.br/enem>.
(INEP, 2016, p. 19)

E na sua pagina na internet esta disponivel uma apostila que explica da seguinte

forma o método utilizado:

Considerando que o calculo das proficiéncias de acordo com a TRI exige um
conhecimento avangado de estatistica e a utilizagdo de software proprio, o Inep, com
o objetivo de ter a maxima confianga nos resultados, exige que os calculos sejam
realizados de forma independente por trés grupos distintos (especialistas do
Cespe/UnB, especialistas da Cesgranrio e os especialistas do Inep). Este procedimento
de tripla conferéncia garante a qualidade dos resultados do Enem. Todos os
profissionais com larga experiéncia na area e com formacdo em estatistica,
matematica ou psicometria. Somente com 100% de concordancia entre os resultados
obtidos pelos trés grupos para cada participante é que o resultado ¢ divulgado. Este
documento teve o objetivo de explicitar que a TRI tem bases cientificas e que ela
garante uma avaliacdo do conhecimento do participante de forma mais justa do que a
Teoria Classica. Nao ¢ simples explicitar os detalhes dos calculos devido a exigéncia
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de conhecimento mais avangado em matematica ¢ estatistica. Todavia, o Inep tem
adotado mecanismos para garantir um alto grau de confiabilidade nos resultados
divulgados. (INEP, 2011, p. 4)

A Teoria de Resposta ao Item ¢ um método de avaliagdo utilizado em testes de
proficiéncia em diversos paises. Apesar de considerarem os calculos avancados demais para
quem nao ¢ da area, a sua divulgacdo talvez estimulasse o aprofundamento de conteudos
relacionados a probabilidade no ensino médio, ja que o proprio sistema de avaliagdo dos
participantes do ENEM ¢ através do Teorema de Bayes, que ainda ndo faz parte dos Planos

Curriculares do Ensino Médio.
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4 PROPOSTAS DE APLICACAO EM SALA DE AULA

As propostas consistem em aplicagdes teoricas e praticas que totalizariam 240 minutos,
sendo a primeira parte tedrica estimada em 50 minutos. Para a atividade pratica com os copos
seriam reservados em torno de 90 minutos, a proposta do desafio do falso-positivo levaria cerca
de 50 minutos e a ultima proposta, da assertividade, foi planejada para 50 minutos, conforme

sera explicado na sequéncia.

4.1 Proposta 1 — Teoria e atividade com copos

Apos o contetido sobre Probabilidade — experimentos aleatorios, eventos, espagos
amostrais, defini¢des de probabilidade, probabilidade da unido de eventos, probabilidade da
intersec¢do de eventos, probabilidade condicional, tiverem sido ministrados, com bastante
exemplos praticos, o professor devera apresentar aos alunos os conceitos e demonstragdes sobre
Probabilidade Total, Teorema de Bayes e sua histéria. Lembrando que para entender o Teorema
de Bayes ¢ necessario compreender o Teorema da Probabilidade Total. Na sequéncia, propde-
se que sejam utilizados exemplos para facilitar a compreensdo dos alunos, podendo ser até
mesmo os citados anteriormente, no item 2.3.4 Probabilidade.

A aula iniciar-se-a com a apresentacdo do Problema de Monty Hall, fazendo-se uma
adaptagdo para agugar o interesse dos alunos, para a atividade e para o conhecimento do teorema
que o envolve.

Monty Hall era o nome do apresentador de um famoso programa americano nos
anos 70, “Vamos Fazer um Acordo” (Let’s Make a Deal), no qual os participantes tinham que
escolher entre 3 portas aquela que escondia um carro. Nas outras duas portas escondiam-se
bodes. O problema se forma a partir do momento em que o apresentador abria uma das portas
com um bode, diferente daquela que o participante havia escolhido. O apresentador entdo
questiona sobre as opgoes do participante de permanecer com a porta previamente escolhida ou
trocar para a outra porta que ainda ndo foi aberta. O participante ficava confuso ao ver o bode
em uma das portas e achava que sua chance de acertar, ao ndo mudar sua escolha, aumentava
de 33,33% para 50%, o que ndo era verdade. Ao escolher uma das portas, quando havia trés
alternativas, sua chance de acertar o carro era de 33,33%, mas ao troca-la quando o apresentador
restringia as opgdes para apenas duas portas, sua chance passaria a ser de 66,66%, pois essa era
a probabilidade das portas que o participante nao escolheu no inicio. Esse programa desafiou

matematicos e pessoas de Qls elevados na época, por ndo compreenderem o problema.
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No ano de 1990, entretanto, Marilyn Vos Savant, colunista na revista ‘“Parada”
(Parade), respondendo a perguntas de leitores sobre matematica e ci€ncia avangada, publicou
que o concorrente deveria trocar de portas, pois a probabilidade de ganhar o carro se aceitasse
a mudanca de escolha seria de 2/3, enquanto que, se nao trocasse, a probabilidade seria de
apenas 1/3. (SAVANT, 1990) A resposta de Marilyn Vos Savant desencadeou uma polémica
discussdo envolvendo leitores da revista, matematicos e cientistas.

Com a chegada dos computadores, ficou comprovado que ela tinha razao, pelo
aumento do numero de vezes que a teoria foi testada através de programas, chegava-se aos
valores que ela estimou. E pelo Teorema de Bayes se certificaram que realmente as
probabilidades estavam corretas. Pensando nesse debate de algumas décadas atras, resolveu-se
trazer algo similar para a sala de aula.

Serdo necessarios trés copos grandes de isopor, classificados alfabeticamente,
pincel para ser utilizado no quadro branco e varios bombons que servirdo como premiagao.

Um aluno deve ser escolhido para participar da brincadeira, ele devera permanecer
de costas enquanto o professor coloca 0 bombom embaixo de um dos copos.

Em seguida, o aluno deverd ficar de frente e escolher um dos trés copos. Apds a
escolha, o professor, sabendo onde esta o copo com o bombom, mostrard um outro copo que
nao contém o bombom e perguntard: Vocé deseja trocar de copo? Nesse momento, assim como
no problema de Monty Hall, muitos ndo trocardo por convicgdo e ainda achardo que suas
chances aumentaram de 33,33% para 50% pelo fato de um dos copos estar vazio.

Caso deseje trocar, como veremos adiante, pelo Teorema de Bayes, a chance do
aluno ganhar o bombom sera de 2/3. Se por acaso ele preferir continuar com aquele copo, a sua
chance de ganhar o bombom sera de 1/3.

No quadro branco estara disposta uma planilha (Figura 5) onde serdo colocadas as
informagdes acerca das trocas e resultados, para que os alunos possam visualizar durante todo

0 experimento possiveis padroes.

Figura 5: Quadro de resultados da dindmica sobre copos

. . 1° copo Trocou de Ganhou o Prémio estava
Participante . A .
escolhido copo? prémio? em qual copo?
Maria A Nao Nao B
Jodo B Sim Sim C
Carlos A Sim Sim B

Fonte: Proprio autor
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Essa atividade podera ser feita com varios alunos até que eles percebam que
normalmente quem opta por trocar o primeiro copo escolhido, tera acertado mais do que os que
nao o trocaram.

Em um segundo momento, podera ser feito um teste com 60 copos descartaveis
brancos ou coloridos, distribuidos em 2 blocos com 10 filas de 3 copos. Em cada fila sera
colocado um pedago de papel ou qualquer outro item, desde que seja pequeno, em um dos
copos, simulando a premiagdo. Devera ser anotado em um caderno em qual copo o papel esta
em cada fileira, para que o professor nao se perca na hora de levantar um dos copos.

No 1° bloco, apds a escolha do copo pelo participante ¢ o levantamento de um dos
copos que nao contém o prémio, ndo sera trocado o copo escolhido, pois a ideia é que aquele
bloco seja dos que ndo trocam a sua primeira escolha por nada. No 2° bloco, apds a escolha do
copo por outro participante, serd oferecida a mudanca apos ser mostrado que um dos copos nao
tem o prémio escolhido e assim trocar-se-a o copo inicial pelo outro copo que podera conter o
prémio.

Isso sera feito repetidas vezes, até que se chegue ao final dos dois blocos de copos.
Analisadas todas as filas, os alunos verificardo em qual dos blocos houve o maior niumero de
acertos de onde o prémio estava. Os mesmos irdo observar que a troca da primeira op¢ao pela
outra ¢ mais vantajosa do que manter sua escolha inicial até o fim.

A solugdo do problema pode ser apresentada de duas formas:

e 1% Solugao

A primeira solugdo pode ser apresentada pela arvore das possibilidades, que
demonstra todos os caminhos possiveis em uma combinacao dos resultados obtidos.

Na Figura 6 tem-se a Arvore das Possibilidades, que apresenta os seguintes dados:
Na 1? coluna estdo os copos em que o professor escolhe onde dispora os prémios, na 2 coluna
estao os copos escolhidos pelo aluno inicialmente. A 3? coluna ¢é representada pelos copos que
o professor mostra que estdo vazios. O caminho percorrido desde a distribuicao do prémio até
0s copos vazios € representado na 4* coluna. Na proxima coluna, as linhas que estdo com uma
estrela sdo as linhas em que ao trocar de copo o participante ganha o prémio. J& a Glltima coluna

apresenta a probabilidade de cada caminho efetuado.
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Figura 6: Arvore das possibilidades

Copo Escolha Copo  Resultado Trocar
premiado inicialdo revelado ganha? Probabilidade
aluno
(A, A, B) NAO
(A A Q) NAO
(ABC  SM
(A, C,B) SIM
(8,A,0) SIM
(8, B, A) NAO
(8, B,0) NAO
(8,C,A) SIM 1/9
(C, A, B) SIM 1/9
(C,B,A) SIM 1/9
(C,CA) NAO 1/18

(C, ¢, B) NAO 1/18

2

Fonte: Proprio autor

A probabilidade de cada resultado ¢ o produto de cada probabilidade no caminho

entre a raiz da arvore e o resultado, representado na Figura 7.

Figura 7: Calculos das probabilidades da arvore de possibilidades

CAMINHO GANHA TROCA? CALCULO DA PROBABILIDADE
R 11 1 1
P (A, A, B) NAO L
33 2 18
R 11 1 1
P (A, A, C) NAO ——— = —
33 2 18
11 1
P (A, B, C) SIM — ==
303 9
11 1
P (A, C, B) SIM — ==
33 9
11 1
P (B, A, C) SIM LI
3 3 9




35

x 1 1 1 1
P (B, B, A) NAO St
3 3 2 18
x 1 1
P (B, B, C) NAO rr1r_1
3 3 2 18
1 1 1
3 3 9
11 1
P(C,A,B) SIM L R
3 3 9
1 1
3 3 9
. 1 1 1 1
P(C,C,A) NAO L r
3 3 2 18
x 1 1 1
P (C,C,B) NAO R
3 3 2 18

Fonte: Proprio autor

A probabilidade do evento E — o aluno ganhar o prémio caso ele mude o copo

escolhido inicialmente é:

P(E)=P(A,B,C)+P (A, C,B)+P(B,A,C)+P(B,C,A)+P(C,A B)+P(C,B,A)

Caso o aluno mantenha o primeiro copo escolhido, a sua chance de ganhar sera de

e 2% Solucao

A segunda forma de apresentar o resultado do problema dos 3 copos ¢ utilizando o

Teorema de Bayes. Nesse momento ¢ interessante relembrar aos alunos a parte tedrica do

teorema.

Logo apos, sera resolvido o problema dos copos. Sejam os seguintes eventos:
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-PA: o prémio estd em A
-PB: o prémio estd em B
-PC: o prémio estda em C
-RA: o apresentador revela o copo (vazio) de A
-RB: o0 apresentador revela o copo (vazio) de B

-RC: o apresentador revela o copo (vazio) de C

Caso I: O aluno nao troca de copo:
Se o aluno escolheu o copo A, e B ¢ o copo vazio aberto pelo professor, a

probabilidade de interesse passa a ser P (PA|RB). Pelo Teorema de Bayes, tem-se:

P(RB| PA).P(PA)

P(PA|RB) = P(RB| PA).P(PA)+ P(RB| PB).P(PB)+ P(RB| PC).P(PC)

1
P(RB | PA)= PR porque o professor pode escolher os copos B ou C.

P(RB | PB) =0, porque o professor nunca levanta o copo onde esta o prémio.
P(RB | PC) =1, porque o professor nunca levanta o copo onde estd o prémio entdo ele s6 pode

mostrar o copo B, pois o A ¢ o escolhido inicialmente e o C seria onde o prémio esta.

1
_ 2
P(PA|RB) =
+0-

[
S o=
|

w\»—‘w\’—‘
|
W | =

| Wwlon | —

w\»—
w\»—
N | —
W | —

1
2

Caso II: O aluno troca de copo:
Agora supondo-se que quando o professor pergunte ao aluno se ele aceita trocar de

copo, por exemplo pelo copo C.

P(RB| PC).P(PC)

P(PC|RB) = P(RB| PA).P(PA)+ P(RB| PB).P(PB)+ P(RB|PC).P(PC)
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P(PA|RB) = 4
23

Logo, ¢ mais vantajoso trocar o copo probabilisticamente. Ha a possibilidade do
aluno escolher o copo premiado inicialmente e nesse caso seria mais vantajoso manté-lo, mas

como trata-se de vocé ndo saber onde estd o prémio, o Teorema de Bayes ajuda na probabilidade

de calcular as formas de ganhé-lo.

4.2 Proposta 2 — Desafio do falso-positivo

A segunda proposta ¢ um desafio de aplicagdo do Teorema para os alunos
descobrirem as chances de um individuo nao sofrer de uma enfermidade, apenas calculando as

probabilidades.

A situagdo a ser passada aos alunos serd a seguinte:

Uma doenca esta presente em 1% da populacao da cidade de Palmas no Tocantins.
Um morador da cidade chamado (propor aos alunos nomear o individuo) fez o teste
para a doenga e o resultado foi positivo. Digamos que o teste esteja certo em 99%
dos casos. Qual a probabilidade de (nome do individuo escolhido pelos alunos)

ndo ter essa enfermidade caso o resultado seja um falso-positivo?

Os dados estdo organizados na Figura 8. Ao serem questionados, os alunos poderao
chegar a conclusao de que ha mais de 99% de chances de o individuo ter a enfermidade. Apds

todos exporem suas conclusdes, armaremos e resolveremos o problema usando a defini¢ao do

Teorema de Bayes. Sejam:

D — o evento ter a doenga;
N — o evento ndo ter a doenga;

T — o evento TESTE dar positivo.
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Figura 8: Quadro de dados do desafio do falso-positivo

TIPOS DE x
PROBABILIDADE TEM A DOENCA NAO TEM A DOENCA
Probabilidade a priori 0,01 ou 1% 0,99 ou 99%
Probabilidade  Condicional
(teste estar certo por ter dado 0,99 ou 99% 0,01 ou 1%
positivo)

Fonte: Proprio autor

PN |T)= P(T | N).P(N)
P(T | D).P(D) + P(T | N).P(N)
PN |T)= 0,01-0,99
0,99-0,01+ 0,01-0,99
PV | T) = — 00099
0,0099 +0,0099
P(N|T)=0,5

Ou seja, a chance de Jodo nao ter a doenca dado que seu teste foi positivo € de 50%.
Esse resultado pode ndo ser exatamente o que os alunos esperam e acabam sendo surpreendidos.
Apesar de ser corriqueiro na medicina, o tema nao ¢ muito familiar ao ambiente escolar, o que
leva os alunos a terem respostas intuitivas, por isso a importancia de se trabalhar o Teorema de

Bayes.

4.3 Proposta 3 — Calculo da assertividade

Outra atividade a ser aplicada em sala de aula mostra a probabilidade de uma mulher
descobrir se o resultado de sua mamografia retrata a realidade. No caso ficticio, em que o exame
deu positivo para neoplasia, procurar-se-a4 se ele realmente indica a presenca do cancer de

mama. A aula serd iniciada com o pequeno texto abaixo:

Na publica¢do das Diretrizes para a Detec¢do Precoce do Cancer de Mama no
Brasil (2015) ficamos cientes das seguintes informagoes:

e Diagnostico precoce é a identificagdo, o mais precocemente possivel, do cancer
de mama em individuos sintomdaticos (que ndo sentem o efeito da doenga), enquanto
rastreamento é a identifica¢do do cancer de mama em individuos assintomdaticos
(que é o oposto de sintomdatico).
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e De modo geral, a populagdo feminina de cada pais apresenta um determinado
risco padrdo (ou populacional) de desenvolver um cancer de mama.

e No mundo, o risco cumulativo de uma mulher, com idade de 74 anos, ter
apresentado esse tipo de cancer durante a vida é de 4,62%. Risco cumulativo é a
razdo entre o numero de casos novos de uma doenga e o total da popula¢do sob
risco.

A sensibilidade (probabilidade de confirmar a presenca ou auséncia de patologia
em um individuo) da mamografia é de 85%, mas em 9,6% dos casos ele acusa
resultados positivos para mulheres que ndo possuem a doenga. Suponhamos que
uma mulher (propor aos alunos nomea-la) pega o resultado da sua mamografia e
descobre que o exame deu positivo. Com base nos dados, qual a probabilidade de
(nome da mulher) nao fer cancer de mama?

O professor deve permitir aos alunos refletirem um pouco e apds alguns minutos
perguntar se ¢ alta, baixa ou média a possibilidade dela ter cancer, em seguida comecar a montar

no quadro uma planilha (Figura 9).

Figura 9: Quadro de dados do célculo da assertividade 1

TIPOS DE " - -
PROBABILIDADE TEM CANCER NAO TEM CANCER

Probabilidade a priori 0,0462 ou 4,62% 0,9538 ou 95,38%

Fonte: Proprio autor

Ter o cancer de mama e ndo ter o cancer de mama sdo eventos mutuamente
excludentes.

O resultado da mamografia: se o cancer esta presente, a probabilidade condicional
da mamografia ser positiva ¢ 0,85 (85%) e se ndo esta presente ¢ de 0,096 (9,6%). Os dados

devem ser acrescentados a planilha, conforme Figura 10.

Figura 10: Quadro de dados do calculo da assertividade 2

TIPOS DE A ~ A
PROBABILIDADE TEM CANCER NAO TEM CANCER
Probabilidade a priori 0,0462 ou 4,62% 0,9538 ou 95,38%
Probabilidade Condicional | 0,85 ou 85% 0,096 ou 9,6%

Fonte: Proprio autor

Multiplicando a probabilidade a priori pela condicional, obtemos a probabilidade

conjunta (Figura 11):
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Figura 11: Quadro de dados do célculo da assertividade 3

TIPOS DE - - -
PROBABILIDADE TEM CANCER NAO TEM CANCER
Probabilidade a priori 0,0462 ou 4,62% 0,9538 ou 95,38%

Probabilidade Condicional 0,85 ou 85%

0,096 ou 9,6%

Probabilidade Conjunta 0,0462 . 0,85=0,0393

0,9538 . 0,096 = 0,0916

Fonte: Proprio autor

Percebe-se que a soma das probabilidades a priori € 1, porém o mesmo ndo ocorre

com as probabilidades conjuntas. Nesse caso, usa-se o fator de normalizagao que ¢ a divisao de

cada probabilidade pela soma dos valores, no caso 0,0393 + 0,0916 = 0,1309. Assim chega-se

a soma | que significard 100%. Realizando a divisao por 0,1309 encontra-se a probabilidade a

posteriori (Figura 12):

Figura 12: Quadro de dados do célculo da assertividade 4

TIPOS DE

PROBABILIDADE TEM CANCER NAO TEM CANCER
Probabilidade a priori 0,0462 ou 4,62% 0,9538 ou 95,38%
Probabilidade Condicional 0,85 ou 85% 0,096 ou 9,6%

Probabilidade Conjunta 0,0462 . 0,85 =0,0393

0,9538. 0,096 = 0,0916

0,0393/0,1309 = 0,3002

Probabilidade a posteriori

0,0916/0,1309 = 0,6998

Fonte: Proprio autor

Usando-se a defini¢do do Teorema de Bayes, tem-se:

C — o evento ter cancer;

N — o evento nao ter cancer;

M — o evento exame de mamografia dar positivo.

POV M) = P(M |N).P(N)
P(M |C).P(C) + P(M | N).P(N)
POV | M) = 0,096-0,9538
0,85-0,0462 + 0,096 -0,9538
POV | M) = 0,096-0,9538
0,85-0,0462 + 0,096 -0,9538
POV | by = 09156

0,03927+0,09156
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~0,09156
0,13083

P(N | M) = 0,6998

P(N [M)

Pode-se observar que as chances da paciente ndo ter cancer sdo de 69,98%, mais
que o dobro da chance dela ter cancer, que ¢ de 30,02%, o que acabard gerando surpresa nos
alunos pelo resultado ter dado positivo inicialmente. Esse ¢ um raciocinio bayesiano muito
utilizado em exames médicos para detectar falso-positivos, casos em que sao preferiveis errar
pelo excesso de zelo e ndo pela falta. “Os resultados falso-positivos do rastreamento podem
trazer danos a saude em funcdo do impacto psicoldgico da possibilidade do diagndstico de
cancer e dos riscos inerentes a realizagdo de exames de investigacdo diagnoéstica”
(INSTITUTO, 2015, p. 93).

Essa atividade, além de estimular a curiosidade matematica, mostra aos alunos que

a matematica esta inserida em diversos campos de conhecimento e ¢ uma oportunidade a

interdisciplinaridade, até com campanhas de saude dentro da escola.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Thomas Bayes provou, através do seu experimento, que teve influéncias de Richard
Price e Pierre Simon Laplace, sendo este ultimo responsavel pela versdao moderna do Teorema,
que uma crenga inicial pode ser modificada por uma nova informacao objetiva.

O Teorema de Bayes passou por diversas fases ao longo da historia, do total
esquecimento ao seu uso primordial em fatos historicos, como a Segunda Guerra Mundial.
Atualmente a aplicagdo do Teorema ¢ fundamental para a ciéncia, desenvolvimento de
pesquisas e novas tecnologias, ¢ ensinado na disciplina de Estatistica nos primeiros semestres
dos cursos superiores, mas seu ensino tem sido subestimado as séries finais da educagdo basica.

Como demonstrado, o Teorema de Bayes se adequa a proposta das competéncias e
habilidades definidas pelos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio; ¢ a
ferramenta de avaliagdo da pontuagdo dos participantes do ENEM; e sua aplicacdo em sala de
aula € possivel.

Portanto, o tema, como continuidade do contetido de probabilidade, ¢ viavel e pode
ser prospera sua utilizagdo com estudantes de nivel médio, dando-lhes um leque maior de
conhecimento e instigando suas capacidades criativas e de raciocinio no ensino da matematica,
capacitando-os a utilizar o aprendizado fora da sala de aula, além da mera reproducao de

informagdes.
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