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A miisica é uma ciéncia que necessita possuir um estatuto definido.
Suas regras devem ser extraidas de um principio claro,
inconcebivel sem o auxilio da Matemdtica.

Apesar de toda a experiéncia que eu possa ter em Miisica

por associar-me a ela por tanto tempo,

devo confessar que somente com o auxilio da Matemadtica,

minhas ideias tornaram-se claras e a luz

,

substituiu uma escuriddo da qual eu ndo estava ciente.’

Rameau, 1722

“A miisica é uma arte e é, ao mesmo tempo, uma ciéncia.
Como arte, ndo é sendo a manifestacdo do belo por meio
dos sons. Esta manifestagdo repousa sobre uma ciéncia
exata, formada pelo conjunto das leis que regem a producgdo
,

dos sons e suas relacées de altura e duracdo.”

Hugo Riemann
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RESUMO

O presente trabalho procura mostrar a relacdo entre a Matemadtica e a transposic¢do de to-
nalidade. Para tanto, traz um breve percurso histérico da formacdo das escalas musicais uti-
lizadas no Ocidente. Introduz algumas nogdes de teoria musical e de Algebra Moderna a fim
de estabelecer algumas aplicagdes da Aritmética Modular, Grupos Ciclicos e Permutacdes ao
transporte de tonalidades em melodias. Por fim, apresenta uma proposta de minicurso envol-

vendo o tema para estudantes da Educacédo Basica.

Palavras-chave: Aritmética Modular, Grupos Ciclicos, Tonalidade, Transposic¢do de tonali-

dade.



ABSTRACT

The present work shows the relationship between mathematics and the tonality’s transpo-
sition . For this, it presents a brief historical background of the formation of musical scales used
in the West. Introduces some music theory concepts and Modern Algebra in order to establish
some applications between Modular Arithmetic, Groups Cyclic, Permutations and tonality’s
transposition in melodies. Finally, it proposes a short course involving the theme for students

of Basic Education.

Keywords: Modular Arithmetic, Cyclic Groups, Tonality, Tonality’s transposition.
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INTRODUCAO

Articular contetidos da Matemadtica com outras dreas do conhecimento é uma forte ten-
déncia no ensino da Matemadtica atualmente. Isto permite uma aprendizagem significativa,
ao estabelecer relagdes com elementos concretos e presentes no repertério sociocultural dos
estudantes. Ainda temos um modelo de ensino em que os contetidos de Matemaética sdo apre-
sentados de forma fragmentada e descontextualizada. Vista como muito abstrata, implica na
criacdo de um preconceito de que é uma disciplina complicada e sem aplica¢des praticas.

No entanto, nem sempre houve esta desarticulacdo. Na Antiguidade Classica Greco-romana
e em parte da Idade Média, por exemplo, se pregava a universalidade do conhecimento e
ensinava-se as chamadas Artes Liberais Cléssicas, reunidas no trivium e quadrivium. Este l-
timo reunia a Aritmética, a Geometria, a Astronomia e a Musica(Grout e Palisca, 1996).

Com o passar do tempo e o desenvolvimento das ciéncias, se fez necessario o estudo es-
pecifico dos mais diferentes objetos, originando as mais diversas areas do conhecimento e dai
veio a criagdo das universidades. Isto influenciou o ensino no nivel bésico, que se organizou
sob a forma de classes seriadas e numa grade de disciplinas.

Na atualidade, vivemos numa sociedade em rede. Nossas criangas e jovens, na sua mai-
oria, tem acesso fdcil e rapido a informacdo, com multiplas possiblidades de conexdes. As
tecnologias se multiplicam e evoluem velozmente. Em contrapartida, na maioria das escolas
de educacgdo basica, o ensino ainda é baseado num curriculo fragmentado, desarticulado e es-
tatico. A Matematica ainda é vista sob o senso comum como de dificil assimilacdo e distante
da realidade.

Em contrapartida, podemos utilizar os mais variados temas de interesse popular com con-
tetdos desta disciplina, sob um enfoque que possibilite a articulagdo com outros campos do
conhecimento. Isto sob o aspecto da nao linearidade na organizagdo curricular. Ou seja, rom-
pendo com a exigéncia de apresentar contetidos de forma gradual tidos como pré-requisitos,

aparecendo predominantemente sem significado para o aluno. Para tanto, uma boa estratégia

16



é o trabalho com eixos temadticos, apontada por muitos pesquisadores como exitosa na apren-
dizagem dos contetidos matematicos.

Um dos temas mais motivadores é a Mtsica. O seu ensino, inclusive, tornou-se obrigatorio
na educagdo bésica brasileira a partir da Lei 11.769/2008. Sendo assim, este trabalho apresenta
uma proposta de articulagdo entre Algebra (inteiros e grupos) e Musica. Visa estabelecer uma
relacdo entre a transposi¢do musical no sistema tonal (afinagdo), aritmética modular e grupos
ciclicos. Transpor uma musica é mudar a sua tonalidade, cujo o objetivo é afinar vozes e ins-
trumentos.

Embora aritmética modular e grupos ndo sejam contéudos especificos da educacédo basica,
existe a possibilidade de se fazer uma transposigdo diddtica adaptando os contetidos abstratos
a algumas aplica¢des na Mtsica, que atenda o nivel de compreensao dos estudantes. Dentre os
objetivos temos:

e Estimular o espirito investigativo em Matemadtica a partir de aplicacdes.

e Contribuir para o desenvolvimento da visdo de que a Matemadtica é uma ferramenta in-
dispensédvel no estudo e compreensdo de padrdes existentes nos objetos de estudo das
mais diversas dreas do conhecimento.

e Compreender o padréo criado para fins de afinagdo, na musica ocidental, através de um

modelo matematico adequado.

e Introduzir nogdes de aritmética modular e grupos ciclicos na educacdo basica em articu-

lagdo com as regras de transposi¢do musical, de forma intuitiva e ludica.

O primeiro capitulo relata um breve histérico entre a relagdo Mtsica e Matematica. O se-
gundo apresenta algumas nocdes de Teoria Musical necessarios a compreensdo do tema em
questdo. O capitulo 3 traz alguns tépicos de Algebra Moderna. O quarto capitulo descreve,
finalmente, o padrdo matematico presente na transposi¢do musical e o tltimo capitulo propde
algumas atividades que podem ser realizadas por estudantes da Educacdo Basica.
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CAPiTULO 1

L MUSICA E MATEMATICA: UMA RELACAO HISTORICA

A interacgdo entre a Matemadtica e a Msica remonta a Antiguidade. Para Wright( 2009), isto
ndo é de surpreender ja que a primeira é a mais abstrata das ciéncias e a segunda a mais abstrata
das artes. Uma tenta entender a verdade logica-conceitual e aprecia a beleza intrinseca nesta.
A outra, provoca espontaneamente rea¢des humanas inatas, evocando o humor e a emogdo
através da combinacdo de sons e ritmos.

Tanto a Musica quanto a Matemaética existem desde a humanizagdo do homem. A primeira,
nas manifestacgdes religiosas e na expressdo de sentimentos. A segunda na organizacdo, quan-
tificagdo e medicdo dos objetos tanto discretos quanto continuos. O contato com a natureza
levou a percepcdo dos diferentes sons, sejam os melédicos, harmoénicos ou apenas ruidos emi-
tidos por animais, 4gua, trovdes, vento, etc. Inspirou confecgdo de objetos com madeira, osso e
outros materiais extraidos do meio ambiente, com a finalidade de imitar sons provenientes de
fontes naturais. A necessidade de enfrentamento e adaptagdo ao meio natural impulsionou a
construcdo dos conceitos matematicos. As formas de medir a terra (espaco) e o tempo; a quan-
tificacdo (contagem) da colheita, da criagdo de animais, da troca de mercadorias; a construgao
de meios de transporte e habita¢des; a confec¢do de armas de guerra e de instrumentos de tra-
balho; dentre outras necessidades, contribuiram para o desenvolvimento da Matematica. Até

certo tempo, eram manifestag()es separadas.

A interagdo entre estas dreas torna-se fortemente manifesta a partir da neces-
sidade de equacionar e solucionar o problema da consondncia no sentido de
buscar fundamentos cientificos capazes de justificar tal conceito. As distintas
explica¢Oes possiveis para consonancia/dissonancia incluem fatores sociocul-
turais bem como concepg¢des fisicas e matematicas.(ABDOUNOR, 1999, p. 3)

A interagdo com base tedrica mais remota trazida pela Hist6ria estd na Grécia Antiga, com
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os filésofos. Os saberes matemaéticos faziam parte do quadrivium, constituido da Astronomia,

Aritmética, Geometria e Musica, articulados entre si.

1.1 A organizacao das escalas musicais

As escalas musicais se organizaram de diferentes formas entre povos e épocas distintas, mas
com alguns aspectos em comum. Diferentes tedricos musicais gregos dedicaram-se a constru-
¢do de escalas utilizando diferentes critérios matematicos para a afinagdo dos sons. De acordo
com Abdounor (1999), estes desenvolveram tetracordes (conjuntos de quatro notas) e depois
escalas com sete tons. Os chineses, desde a Antiguidade, desenvolveram as sequéncias pen-
tatonicas chinesas, contendo por exemplo, as notas d6-ré-mi-sol-14, correspondente as cinco
primeiras notas do ciclo das quintas, apresentado no capitulo 2, subsecdo 2.4.5. Estas notas sdo
comparadas aos cinco elementos da filosofia natural: dgua, fogo, madeira, metal e terra. Os
drabes elaboraram escalas com 17 notas e os hindus com 22.

A msica ocidental herdou dos gregos a sua base tedrica. A escala diatonica atual possui
sete notas. A tonalidade se baseia neste tipo de escala.

1.1.1 A escala musical grega e a gama pitagérica

Os gregos construiam as escalas de uma ou mais oitavas a partir dos tetracordes, grupos
de quatro notas, formando um intervalo de quarta (distdncia contada a partir da primeira nota
até a ultima do grupo das quatro notas). Este foi um dos trés primeiros intervalos primarios
reconhecidos como consonantes (agradédveis ao ouvido).

Possivelmente, Pitdgoras descobriu as consonancias a partir de quocientes simples ao divi-
dir uma corda vibrante em partes iguais. Este foi o famoso experimento com o monocérdio,
que consiste num instrumento com uma tnica corda estendida entre dois cavaletes fixos sobre
uma prancha e um cavalete mével com a fung¢do de dividir a corda (figura 1.1).

Figura 1.1: MOI’[OC()I’diO (Fonte: http:/ /auladeviola.com)
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A escola pitagorica buscava relagdes de comprimentos, razdes de nimeros inteiros, que
produzissem intervalos sonoros. Para os pitagéricos, a Matemadtica se revestia de um aspecto

mistico e tudo no mundo era regido pelos ntimeros.

Nos ensinamentos de Pitdgoras e seus seguidores, a Miisica e a Aritmética ndo
eram disciplinas separadas; os niimeros eram considerados a chave de todo o
universo espiritual e fisico; assim o sistema dos sons e ritmos musicais sendo
regido pelo ntimero, exemplificava a harmonia do cosmos e correspondia a
essa harmonia."(GROUT e PALISCA, 1994, p.19)

Em seu experimento, Pitagoras (século VI a.C) observou que pressionando um ponto si-
tuado a 3/4 do comprimento da corda em relacdo a sua extremidade, ou seja, reduzindo a
corda a 3/4 do seu tamanho original, ouvia-se uma quarta acima do tom emitido pela corda
inteira(Abdounor, 1999). Por exemplo, se o tom da corda inteira é dd, 3/4 da corda soard como
um fd. Ao pressionar nos 2/3 do tamanho original da corda, ouvia-se uma quinta acima. Por
exemplo, se a corda original soa como d6, 2/3 da corda soard como um sol. Ao pressionar
a metade da corda, obtém-se uma oitava acima do som original. Ou seja, a nota obtida é a

mesma, s6 que soa mais aguda.

Figura 1.2: Exemplo da divisdo de uma corda que emite a nota D6

| l { Corda Inteira (D6)
l | | | | 34 @4)
l
| I I § 2/3 (Sol)
|
\ I { 112 Do)

Ja que os intervalos obtidos desta forma soam consonantes, era importante estabelecer afi-
nagdes contendo estes intervalos puros. Partindo da ideia de que a oitava mostrava-se como

intervalo fundamental, esta é tomada como base para a formacdo da escala.
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A partir desta hipétese, o problema do estabelecimento de uma escala reduzia-
se a dividir a oitava em sons que determinassem o alfabeto através do qual a
linguagem musical pudesse se expressar, tornando-se portanto natural a par-
tir de uma nota-determinanate da oitava-universo juntamente com sua oitava
superior-caminhar em intervalos de quintas ascendentes e descendentes, re-
tornando a nota equivalente - acrescida ou diminuida de um ntimero inteiro
de oitavas.(ABDOUNOR, 1999, pp.8-9)

Para exemplificar, vamos utilizar a nomenclatura que temos hoje, ja que na época outros no-
mes eram atribuidos as notas musicais. Comegando pelo D6, apds uma quinta(contamos cinco
notas a partir do d6) obtemos um sol. Esta nota, por sua vez, acrescida de uma quinta, obtém-
se um ré, ultrapassando a oitava. E, assim, sucessivamente até obter as sete notas, sendo que
todas as outras notas estdo separadas destas por um ntimero exato de oitavas. Esta sequéncia
de notas, obtida desta forma (conforme o experimento do monocérdio), é constituida de quin-
tas puras, isto é, estdo numa razdo de 2/3. E denomina-se gama pitagorica. Este percurso,
denominado ciclo das quintas, deu origem a formacao das escalas maiores e menores do sistema

tonal, utilizado até os dias de hoje e serd abordado no capitulo 2.

1.1.2 A escala diatOnica

A sequéncia gerada pela gama pitagorica apresenta intervalos sucessivos de notas separa-
das por mais de uma oitava. Para se formar uma escala de sons sucessivos no limite de uma
oitava, isto é, de forma que a razdo entre as primeiras notas de uma oitava e da imediatamente
seguinte fosse de 1/2, adotou-se, na Grécia Antiga, o seguinte método: toma-se uma escala
inicial como referéncia, por exemplo, partindo de um doé. Percorre-se, entdo, a escala por quin-
tas ascendentes (como na pitagérica) transpondo as notas obtidas a oitava inicial, caso esta
ultrapasse este intervalo(Abdounor, 1999). Desta forma, utilizando a notagdo atual e fixando,
sem perda de generalidade, o comprimento 1 a uma corda que soe como a nota dé ao ser vi-
brada, temos, vamos obter as razdes para nota desta escala, onde a oitava referencial é a que
comeca com o 46 aqui fixado. E, vamos, seguindo as quintas, ou seja, dividindo cada razdo
correspondente a da quinta anterior por 2/3.

O d6 com comprimento 1.

Seguindo o ciclo das quintas de forma ascendente (contam-se cinco notas, incluindo a pri-

meira e a tltima da sequéncia), obtemos:

e Sol: 2/3.

e Ré:2/3-2/3 = 4/9. Mas este ré esta uma oitava acima do ré da oitava referencial. Ou
seja, sua razdo é a metade do ré da oitava referencial. Sendo assim, o ré da escala sera
8/9.
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La&:8/9-2/3 = 16/27. Portanto, o 14 tem razdo 16/27.

Mi: 16/27 -2/3 = 32/81. Este mi estd uma oitava acima da referencial. E sua razido é a

metade do mi pretendido, que serd de 64/81.

Si: 64/81-2/3 = 128/243.

O f4, conforme visto na subsec¢do anterior, tem razao 3/4.

A configuracdo, na ordem tal qual conhecemos hoje, serd a seguinte (ABDOUNOR, 1999,
p-11):

do | ré mi fa | sol l1a si dé

1 |8/9|64/81 |3/4|2/3|16/27 | 128/243 | 1/2

Esta sequéncia de notas sucessivas constituem a escala diatonica.

A partir da nota d6 da escala seguinte, seria possivel continuar o percurso das quintas, ge-
rando notas bastante proximas daquelas adquiridas no primeiro ciclo, o que em termos de
frequéncias (termo que ndo existia ainda nesta época) estabelece uma configuracdo que se
desenvolve como uma espiral infinita (figura 1.3). Mas num certo momento, ndo se é mais
possivel a percepcdo da nota, ja que "a diferenga entre 12 quintas e 7 oitavas puras, o que
equivale matematicamente a: (3/2)!2 : 27 = 1,01364326--- # 1, chamada coma pitagé-
rica"(ABDOUNUR, 1999, p.12)

Figura 1.3: Ciclo das quintas em forma de espiral (Fonte:https:/ /laboratoriodeluthieria.files.wordpress.com)
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Este fato contribuiu fortemente para a necessidade do temperamento, que seria uma forma
de se ajustar os ciclos, adequando os intervalos a um ntmero inteiro de oitavas. Durante muito
tempo se utilizou as escalas com um temperamento que ainda nédo estabelecia intervalos com
freqliencias de razdes de proporg¢des exatas, dado o conhecimento dos niimeros se restringir
aos racionais. Isto fazia com que as oitavas tivessem afinagdes diferentes. A adequagdo da

escala s6 vird com a criacdo do temperamento igual que veremos a seguir.

1.1.3 A escala de temperamento igual

No final da idade Média e inicio do Renascimento, a Mdsica foi tomando caminhos que
precisavam se desprender de concepgdes estabelecidas pelos pitagéricos. Surgiu a necessidade
de se utilizar modulagédo e transposigdo, sem que para isso fosse necessdrio a reafinacdo de um
instrumento tocado a cada modificagdo de tonalidade. A solugdo mais satisfatéria encontrada
para resolver problemas com a afinagao foi a introducdo da escala de temperamento igual.

No temperamento igual, o intervalo de oitava é dividido em 12 semitons associados a re-
lagbes de frequéncia exatamente iguais. O temperamento igual foi proposto em 1691, pelo

musico Andreas Werkmeister. Matematicamente, as notas escolhidas sdo baseadas:

na progressio geométrica-oitava = 2/1; semitom = 2112, Euler pesquisou
um sistema de afinacdo que permitiu aos compositores modularem para e de
quaisquer dos 12 centros tonais sem distor¢des geradas por intervalos corres-
pondentes que apresentavam-se, até entdo, assimétricos em diferentes escalas.
(O’KEEFEE apud ABDOUNUR, 1999, p.84)
Esse modelo de afinacdo foi desenvolvido e sistematizado, entre o final do século XVII e ini-
cio do XVIII, por Johann Sebastian Bach. Este escreveu 24 preltdios e fugas, cobrindo as 24
tonalidades maiores e menores, chamada de O Cravo Bem Temperado.
No capitulo 2, abordaremos com maiores detalhes o sistema musical baseado neste tipo de

escala.
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CAPITULO 2

ALGUNS ELEMENTOS DE TEORIA MUSICAL

A Mtsica é definida como a arte de combinar os sons, dispostos e ordenados em diversos

padrdes (Alves, 2005). Os seus elementos princiapis sdo:
e Melodia: é a combinacao de sons sucessivos.
e Harmonia: é a combinag¢do de sons simultaneos.

e Ritmo: é a ordem e a proporgdo com que estdo dispostos os sons que constituem a melo-
dia e a harmonia (Med, 1996).

O objeto central deste estudo se concentra na Melodia. No entanto, neste capitulo alguns
elementos de Ritmo sdo abordados a fim de facilitar a compreensdo de algumas passagens

musicais mostradas ao longo deste trabalho.

2.1 Os sons e as notas musicais

Os sons sdo oscilagdes de pressdo do ar que se propagam através de um meio material.
Ou seja, 0s sons sdo ondas mecanicas e portanto ndo se propagam no vacuo. Resultam das
vibragdes de corpos elasticos. No caso dos sons musicais, estas vibragdes sao periddicas (Med,

1996).
Vamos definir, a seguir, alguns componentes basicos de uma onda.

A amplitude (A) é a distancia entre dois extremos de uma onda (Med, 1996). Que chamam-

se cristas e vales. Vide figura 2.1.
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O Periodo (T) é o intervalo de tempo utilizado para realizar uma oscilagdo completa. (Gas-
par, 2005)

A Frequéncia (f) é o ntimero de oscilacdes numa unidade de tempo. E o inverso do periodo
e a sua unidade de medida é o Hertz (Hz). A faixa de frequéncia captada pelo ouvido humano
é de 20 a 20000 Hz.(Gaspar, 2005)

O Comprimento de onda(A) é a distancia entre duas cristas ou dois vales.

A Velocidade de Propagacdo (v) é uma grandeza fisica que depende da caracteristica do
meio; seu valor pode ser estabelecido utilizando as propriedades periédicas".(KANTOR et.al.,2010,

p-19). Como a velocidade média é a razdo entre o espago percorrido e o tempo, entdo:

A
v—T—/\v

Comprimento de onda = }_
Crista =

/A
\/ Wﬂmplitude

Figura 2.1: Elementos de uma onda periédica (Fonte:www.guia.heu.nom.br)

Vale

Observacao 2.1. "Na propagagdo ondulatéria ocorre o deslocamento de uma forma; ndo ha
deslocamento de um corpo ou ponto material. Por isso , na descri¢do desse movimento sé se
pode utilizar o conceito de velocidade escalar, pois ndo hé sentido atribuir cardter vetorial a
uma forma que se propaga."(GASPAR, 2005, p.218)

"A fonte sonora é qualquer corpo capaz de fazer o ar oscilar com ondas de frequéncia e
amplitude detectaveis pelo ouvido humano."(GASPAR, 2005, p.240). Na Musica, destacamos
0 nosso aparelho fonador e os instrumentos musicais. Nestes tiltimos estdo as fontes mais ricas
e variadas em qualidade sonora. A frequéncia dos sons emitidos depende da ressonancia em
sistemas fisicos oscilantes: cordas, tubos ou membranas. Os tons e as escalas musicais sdao

associados a tais frequéncias.
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211 As propriedades do som

O som tem quatro propriedades elementares: a altura, a intensidade, a duragao e o timbre.

A altura é a propriedade do som ser mais grave ou mais agudo. Possui relacdo com a
frequéncia. Sons mais altos (mais agudos) tém uma maior frequéncia. Os sons mais baixos

(mais graves) tétm uma menor frequéncia.

A intensidade é a propriedade do som ser mais forte ou mais fraco. A amplitude das ondas
sonoras determinam a intensidade. Quanto maior a amplitude, mais forte é o som emitido."E
determinada pela energia, por unidade de tempo, da onda sonora que atinge o sistema audi-
tivo. Enquanto se propaga, a onda sonora se espalha em todas as dire¢des dispersando energia
e, assim, diminuindo a intensidade do som."((KANTOR et.al.,2010, p.28).

A duragio esta relacionada com o tempo de prolongamento do som. As figuras musicais e

o andamento indicam a duragdo do som numa peca musical.

O timbre é a qualidade do som que permite reconhecer sua origem. E o que possibilita

diferenciar os sons produzidos pelos diferentes instrumentos ou vozes.

2.1.2 As notas musicais

Nota em Mdsica se refere a altura do som. A atual nomenclatura das notas musicais é
atribuida ao monge italiano Guido D’Arezzo, a partir das primeiras silabas do texto de um
hino a Sdo Jodo Batista, em latim, e posteriormente foram assim fixadas: D¢, Ré, Mi, F4, Sol,
L4 e Si. No idioma inglés se utiliza as sete primeiras letras do alfabeto para representar o
nome das notas em latim: A (La), B (Si), C (D6), D (Ré), E (Mi), F (F4), e G (Sol). No Brasil,
nds utilizamos a nomenclatura latina e interpretamos as letras do alfabeto como cifras que
representam as notas. Neste trabalho, utilizaremos as cifras na maioria dos exemplos, a fim de
facilitar a leitura e compreensao.

A altura das notas estd relacionada a sua frequéncia. O do central, por exemplo, emite
aproximadamente 261,7 Hz. Os nomes das notas se repetem de sete em sete. Uma nota que
tem uma distancia da outra num intervalo de sete notas, uma oitava, tem a sua freqtiencia na
razdo 1:2. No piano estas sete notas correspondem as teclas brancas. A figura 2.2, ilustra a
disposicdo das teclas de um piano. De qualquer d6 para cima ou para baixo ao préximo doé
corresponde a uma oitava. Todas as notas de um dé acima, mas nédo incluindo o préximo do,

estdo no mesmo registro de oitava. As notas mais agudas, tocam-se na dire¢do direita e as mais
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graves na direcdo esquerda.

Figura 2.2: Localizagdo das notas no piano

mais grave mais agudo

r
L 2

b 4 [} L A ‘ 4| Al | A
| [ I | [ | [

da-1 dol daé2 do3 daod das dé6 dé7
do central

2.2 A notacao musical

A escrita musical permite representar a altura, duracdo e intensidade dos sons que combi-
nados sucessiva ou simultaneamente descrevem uma composicdo. Neste trabalho, serdo apre-

sentadas as principais notagdes para a altura e duragéo.

2.2.1 A pauta musical

"Uma pauta é usada na musica para indicar a altura precisa desejada.(KOSTKA, 2015, p.2) A
pauta consiste de cinco linhas e quatro espacos onde e escreve as notas. As linhas e os espagos
sdo contados de baixo para cima. As notas mais agudas sdo escritas mais para cima da pauta e

as mais graves, vice-versa.

Figura 2.3: Pentagrama ou pauta

52 linha

42 espago
42 |inha 30

) 2 espacgo

32 linha P

22 espacgo
28 linha

12 espaco
12 linha P

As linhas e espagos ndo sao suficientes para se representar notas mais graves ou mais agu-
das desejadas, entdo o pentagrama pode ser estendido por linhas e espacos suplementares. Sdo

contadas de forma andloga a pauta simples.
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Figura 2.4: Linhas e espacos suplementares

—
— — 4
— e — Y linhas suplementares superiores
—_ —_— —_— =2
. ' . . ]
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2.2.2 Asclaves

As claves sdo sinais que aparecem no inicio da pauta e estabelece os nomes das notas. A
nota leva escrita na linha onde estd assinada a clave leva o seu nome. Nos espacos e linhas
subsequentes, ascendentes ou descendentes, as notas sdo nomeadas sucessivamente na ordem:
D¢, Ré, Mi, F4, Sol, L4, Si. A palavra clave vem do latim e significa chave. As claves utiliza-
das atualmente sdo de trés tipos: Sol, Fa e D6. Para a finalidade deste trabalho, no entanto,
apresentaremos apenas as claves de Sol e de Fa na quarta linha.

e A clave de Sol

O seu desenho vem de uma deformagéao histérica da letra G utilizada nas indicacoes das
linhas nas pautas primitivas. Ela é assinada na segunda linha, e portanto, a nota que estd na
segunda linha recebe o nome de sol.

Figura 2.5: Clave de Sol
[a

!"I Sol

Seguindo a ordem descendente na pauta, a partir da nota Sol chega-se a nota D6 central do
piano (D&3). Ascendendo a partir de Sol, chega-se ao Ddy, localizado uma oitava acima do D6
central (Alves, 2005). Observe figuras 2.6 e 2.7, extraidas de Alves (2005, p.16).
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Figura 2.6: Notas na clave de Sol na ordem ascendente

A
Py olejeje
Sol L& Si Do(4) Sol L Si Do
m—
Figura 2.7: Notas na clave de Sol na ordem descendente
fa
%—' )
D) T
Sol  F& Mi Ré D) D6 Ré Mi F Sol
(—

Portanto, uma oitava escrita na clave de Sol, partindo do D6 central, corresponde ao que

mostra a figura 2.8.

Figura 2.8: Notas na clave de Sol

#\ P ——

ANAY P [ ]

D&3) Ré Mi FA  Sol L Si  Do(4)

e A clave de Fd na quarta linha

A clave de Fa é utilizada na representacdo das notas mais graves. Utiliza-se dois pontos
ap0s o simbolo para definir a posi¢do da nota F4 na pauta. Estes dois pontos sdo residuos da

letra F, cujo desenho foi se transformando com o tempo. Observe as figura 2.9.

Figura 2.9: Clave de Fa na quarta linha
==
F L

a
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A partir da posicdo da nota F4, obtemos a posicdo das outras notas. A figura 2.10 mostra
uma oitava escrita na clave de Fa na quarta linha. Uma estratégia de leitura utilizada por
iniciantes é ler as notas como se estivessem assinadas na clave de Sol num espaco ou linha
imediatamente superior. Por exemplo, no segundo espago da clave de F4 lemos como um
espago acima na clave de Sol e daf a nota a ser lida é o 46. Uma nota na terceira linha na clave
de F4 lemos como uma linha acima na clave de Sol e a nota a ser lida é o 7¢.

Figura 2.10: Notas na clave de Fa&
o O ©
<) PN E— ] I

y Fa O

D6(2) Ré Mi F4 Sol Lia Si D6(3)

Observacao 2.2. A estratégia de leitura citada anteriormente se restringe ao nome da nota. Isto é, as
notas lidas tém apenas o nome em comum. Ndo correspondem, no entanto, @ mesma altura. Veja na
figura 2.11 a relagdo entre essas duas claves, considerando a mesma nota grafada nas clave de Sol e de
Fi na quarta linha. Esta nota é o D6(3), que é 0 D6 central, localizado no meio do teclado do piano.

Figura 2.11: Relagdo entre as claves de Sol e F4

["j -
%— o F—
(Y=
D6(3) Da(3)

A clave de Fa é comumente utilizada na escrita para piano. A figura 2.12 mostra um trecho
de uma partitura para piano, Minueto em Sol Maior de J. S. Bach (1865-1750), do Pequeno Livro
de Anna Magdalena. Sdo duas pautas. A pauta superior, escrita na clave de Sol é tocada com a

mao direita. A pauta inferior, na clave de F4, é tocada com a mao esquerda.

Figura 2.12: Trecho de uma partitura para piano
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2.2.3 Simbolos de duragao

Sabemos que na Misica héd sons longos e sons breves, assim como hd momentos de siléncio.
O ritmo é definido justamente pela relagdo de duracdo dos sons. "Valor é o sinal que indica a
duracao relativa do som e do siléncio."(MED, 1996, p.20). Os simbolos que indicam os valores
sdo as figuras ritmicas, que indicam a durag¢do dos sons, e pausas, que indicam a duragdo dos
siléncios. As figuras ritmicas sdo sete. Para cada figura existe uma pausa correspondente. A

figura 2.13 mostra o nome de cada figura, a figura e sua pausa correspondente.

Figura 2.13: Figuras musicais

Nomenclatura | Semibreve | Minima | Seminima | Colcheia | Semicolcheia | Fusa | Semifusa

e | © |d | d D] D DD
Pausa - m ¢ 7 vl si -‘?

A figura é formada de até trés partes: cabeca, haste e colchete ou bandeirola. A precisdo na

grafia das figuras é imprescindivel.

Figura 2.14: Partes da figura musical

colchete

}b/
$

Quando se escreve seguidamente colcheias, semicolcheias, fusas e semifusas as hastes po-

haste

cabeca

dem ser unidas por tracos horizontais.

Figura 2.15: Figuras unidas pelas hastes

Colcheias Semicolcheias Fusas

S i s s B s s
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2.2.4 Valores relativos das figuras

As figuras de notas possuem uma relagao bindria fixa entre si. Ou seja, partindo da semi-
breve que tem a maior duragdo, cada figura vale o dobro da seguinte.

Figura 2.16: Valores relativos das figuras

o 1

16

Observacao 2.3. Um ponto colocado a direita de uma figura aumenta a metade do seu valor.

A nota e a pausa com um ponto de aumento é chamada "nota pontuada“ou "pausa pontuada".

+

J.-d.
-

+
07 e« Q
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2.2.5 Compassos

Além das figuras musicais, o0 compasso também é um elemento de métrica do ritmo. E o
compasso quem indica a divisdo da musica em intervalos regulares.

Os compassos sdo separados por uma linha vertical, chamada barra de compasso ou tra-
vessdo. Uma barra dupla ou travessdo final indica final de uma mdsica ou final de um trecho
da musica.

Figura 2.17: Barra de compasso

barra harra dupla bharra final
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2.2.6 Férmula de compasso

A férmula de compasso é colocada no inicio de cada peca e indica o tamanho do compasso.
Geralmente é apresentada na forma de fracdo. O numerador indica a quantidade de tempos
quantas figuras cabem no compasso e o denominador qual é o tipo de figura. Os compassos
podem ser:

e Bindrios: os tempos sdo agrupados de dois em dois.
e Terndrios: os tempos sdo agrupados de trés em trés.
e Quaterndrios: os tempos sdo agrupados de quatro em quatro.

Exemplo 2.1. O compasso %, também representado pela letra C, é quaternério e sua unidade
de tempo é a seminima. Como a semibreve vale quatro seminimas (figura 2.16), entdo ela vale
quatro tempos neste compasso, e neste caso é chamada unidade de compasso, por preencher

unicamente todo o compasso.

Figura 2.18: Compasso quaterndrio

’ |
f I
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‘J f 1
unidade de tempo unidade de
compasso
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Exemplo 2.2. O compasso % é terndrio. A unidade de tempo neste compasso, a figura que
vale um tempo, é a colcheia. Observe que o seu valor relativo é o 8 (figura 2.16). Entdo trés
colcheias preenchem todo o compasso. As demais figuras devem guardar a proporcdo 1:2.
Ou seja, como cada figura é o dobro da seguinte, entdo neste compasso, a semicolcheia vale a

metade do tempo, a seminima vale dois tempos, etc.

Figura 2.19: Compasso ternario
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Exemplo 2.3. O compasso %, também representado pela letra C cortada, é bindrio. A unidade
de tempo é a minima. Como a semibreve vale duas minimas (figura 2.16), entdo ela vale dois

tempos neste compasso, e é a unidade de compasso.

Figura 2.20: Compasso binério

.)

2.3 Nocgoes de intervalos

Sons musicais de alturas diferentes guardam uma distancia minima entre si, a qual chama-
mos de intervalo. O menor intervalo que o ouvido humano pode perceber é chamado coma.

No entanto, o intervalo considerado para composi¢des musicais variam nas diferentes culturas.

2.3.1 Tom e semitom

Na cultura ocidental, como vimos no capitulo 1, o sistema adotado é o temperado. E dai, o
menor intervalo entre duas notas é um semitom. O tom tem nove comas. Entdo, semitom tem
quatro comas e meio. O temperamento permitiu que se dividisse o intervalo entre duas notas
em partes iguais. Algumas culturas orientais, no entanto, utilizam em seu sistema musical fra-

¢Oes menores que um semitom: um quarto de tom, um oitavo de tom (Med, 1996).

A escala temperada consiste na divisdo da oitava em doze semitons. Nos instrumentos

temperados, como o piano, o 6rgao e o teclado, os sons sdo fixos. Ou seja, produzem as notas
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na escala temperada. Ja nos instrumentos ndo temperados, como o violino, o trombone, etc,
0s sons ndo sdo fixos e podem produzir notas do sistema natural, ou seja, que ndo guardam
os intervalos regulares de semitons. Ao acompanhar um instrumento temperado, o musicista

fard as adaptagdes necessarias, combinando os dois sistemas.

Entre as notas mi-f4 e si-d6é ha uma distadncia de um semitom(st). Entre as notas do6-ré,
ré-mi, fa-sol, sol-14 e la-si a distancia é a de um tom(t). No teclado, o intervalo entre cada

imediatamente vizinha é de um semitom.

Figura 2.21: Tom e semitom
st st

M

> st
st

2.3.2 Sinais de alteragao

Acidentes ou alteragdes sdo sinais que colocados diante da nota modificam a sua altura.

Os acidentes mais utilizados sao:

O sustenido eleva a altura da nota natural em um semitom.

O dobrado sustenido ou sustenido duplo eleva a altura da nota natural em um tom.

O bemol abaixa a nota natural em um semitom.

O dobrado bemol abaixa a nota natural em um tom.

O bequadro anula o efeito dos demais acidentes, tornando a nota natural.

35



Figura 2.22: Acidentes
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No piano, as teclas pretas podem ser sustenidos ou bemdis. Isto deve ao temperamento,

nas notas naturais com a distidncia de um tom, temos entre elas uma nota intermedidria.

Exemplo 2.4. Aplicando um sustenido ao D6 natural (C), o mesmo é elevado em um semitom

e passa a ser D6 sustenido (Cf), e a tecla a ser tocada é a preta logo apds o D6 (Alves, 2005).

Figura 2.23: D6
C

Exemplo 2.5. Aplicando um bemol ao Ré natural (D), o mesmo é abaixado em um semitom e

passa a ser Ré bemol (Db), e a tecla a ser tocada é a preta logo antes do Ré. (Alves, 2005).

Figura 2.24: Ré b
D

Logo, as notas D6 e Réb sdo tocadas na mesma tecla preta. Estas notas sdo chamadas
enarmonicas. Possuem nomes diferentes, mas representam o mesmo som. Nos instrumentos

nao temperados, ha uma pequena diferenga entre estes dois sons, embora quase imperceptivel.
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2.3.3 Tipos de semitom

O semitom pode ser diatonico ou cromaético.

“Semitom Diaténico: formado por notas de nomes diferentes. Como D6 e Réb ou Ré e Dof.

Semitom Cromatico: formado por notas com o mesmo nome. Como D6 e D6 ou Ré e Réb.”
(ALVES, 2005, p.55)

Figura 2.25: Tipos de semitom (ALVES, 2005, p.55)
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2.3.4 Classifica¢dao dos intervalos

O intervalo entre duas notas é calculado contando-se as notas sucessivas, contendo a pri—
meira e a dltima notas que formam o intervalo.

Ha intervalos melédicos (notas sucessivas) e os intervalos harmonicos (notas simultaneas).
Para a finalidade deste trabalho, vamos considerar apenas os intervalos mel6dicos.

A classificagdo numérica dos intervalos é feita de acordo com o ntimero de notas contidas
no intervalo e ndo leva em consideracdo nem os acidentes nem as claves (Med, 1996). Nos
intervalos simples as notas estdo dentro de uma oitava. Nos compostos, ultrapassam uma
oitava.

Os intervalos sdo nomeados com numerais ordinais de acordo com o seu namero de notas.
Com excegdo dos intervalos com trés notas, que chamamos de tercas.

Temos que devido a identidade ciclica, todo intervalo composto tem o seu correspondente
simples. As notas possuem o mesmo nome, variando apenas a altura, que pode ser de uma ou
mais oitavas. A diferenga entre um intervalo composto e o simples correspondente é sempre

de um multiplo de sete notas.
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Quanto a direcdo os intervalos podem ser ascendentes ou descendentes.

Figura 2.26: Intervalos simples na forma melddica ascendente (ALVES, 2005, p.60)
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2.3.5 Série harmonica

Um som musical ndo se costitui de uma nota apenas. Juntamente com o som principal
soam sons secunddrios, bem fracos e quase imperceptiveis ao ouvido humano. O som princi-

pal é chamado som fundamental e os sons que o acompanham sdo os sons harménicos (Med,
1996).

Considere uma corda esticada como a de um violdo. Ao ser tocada, ela vibra produzindo
ondas que se refletem nas extemidades fixas e se sobrepdem de forma continua em toda a sua
extensdo. Certas frequéncias de vibragdo da corda produzem situa¢des em que alguns pontos
dela, chamados nés, ndo vibram, enquanto o ponto médio entre dois nds , chamado ventre,
oscila sempre com amplitude maxima em relagdo a amplitude dos demais pontos da corda
(Kantor, et. al., 2010). Ou seja, nas extremidades, as perturbag¢des sdo refletidas e voltam em

sentido contrdrio sucessivamente, formando assim uma onda estacionaria.

Figura 2.27: Pontos notdveis de uma onda estaciondaria
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A figura 2.28 ilustra os varios modos de vibracdo de uma corda fixada em seus extremos e

faz a comparagdo entre o comprimento de onda (1) e o comprimento da corda (L).
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Figura 2.28: Os quatro primeiros harmonicos (Fonte: Infoescola)

"Logo, o som é definido como a soma da frequéncia fundamental e seus harmonicos."(ALVES,
p-11). O conjunto de todas as frequéncias compdem a série harmonica. A série harmoénica é
infinita, teoricamente. No entanto, na prética, observam-se os primieros 16 harmonicos, pois
ap0s estes , os intervalos da série sdo menores que um semitom (Med, 1196). A figura 2.29 mos-
tra a série harmonica da nota d6, associando cada nota a ordem do harmonico correspondente
e os intervalos gerados (em ntimero de semitons).

Figura 2.29: Série harmonica da nota dé
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N° harmonico: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Nome da nota: do dé sol do mi sol sib do ré mi fi# sol lab sib si  do
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"Cada nota tem, proporcionalmente, a mesma série harmonica. Porém, a intensidade e a
qualidade de harmonicos variam de instrumento para instrumento."(MED, 1996, p.94). Ou

seja, a série harmonica é responsavel pelo timbre.

2.3.6 Qualificacao dos intervalos

Além da classificagdo numérica, os intervalos admitem uma qualificacdo. Esta é feita de

acordo com o nimero de tons e semitons contidos num determinado intervalo (Med, 1996).
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Na musica tonal, quando dois ou mais sons sdo tocados simultaneamente produzem um efeito
de consonancia ou dissondncia. A consonancia produz uma sensac¢do de repouso e estabili-
dade e a dissonancia, de movimento e tensdo (Med, 1996). Os intervalos mais préximos da
frequéncia fundamental costumam ser sentidos como intervalos mais consonantes por terem
uma relagdo matematica que envolve nimeros inteiros de menor valor do que os intervalos

mais distantes da frequéncia fundamental, que sdo mais dissonantes, veja subse¢do anterior.

Os intervalos sdo qualificados de acordo com a quantidade de semitons entre as notas ou a
consondncia representada por eles. Ha cinco tipos de intervalos: justos ou perfeitos, maiores,

menores, aumentados e diminutos.
eIntervalos justos
Os intervalos justos tém a ver com a sua consonancia. Nestes intervalos, a distancia é raci-

onalmente perfeita. Ou seja, a distancia é representada por um nimero racional. Isto se deve a

heranga grega, como vimos no primeiro capitulo.

A Primeira Justa (1? J), também chamado de prima, compreende dois sons do mesmo nome
e mesma altura. A distancia é de 0 (zero) semitom. Mas na prética, este ndo é propriamente

um intervalo, mas um fendmeno acustico.

Figura 2.30: Exemplo de um intervalo de Primeira Justa
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A Oitava Justa (87 J) é o intervalo mais consonante de todos. Tem razao 1:2 e percebemos
os dois sons similares, um mais agudo que o outro. A sua distancia é a de doze semitons. Ou

seja, obtemos notas com 0 mesmo nome, porém com alturas diferentes.

A Quinta Justa (5? J) é o segundo intervalo mais consonante, formado entre o 2° e o 3°

harmonicos, é o de razdo 2:3. E formada por 7 semitons.
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Figura 2.31: Exemplo de uma Quinta Justa: Intervalo entre as notas D6 e Sol
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A Quarta Justa (42 J) é o terceiro intervalo mais consonante, é o de razao 3:4 e é formado

entre 0 3° e 0 4° harmonicos. E formada por 5 semitons.

Figura 2.32: Exemplo de uma Quarta Justa: Intervalo entre as notas D6 e Fa
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eIntervalos maiores e menores

Considerando a classificagdo do intervalo, vista na subsecdo 2.3.4, qualificamos os interva-

los maiores ou menores de acordo com o seu nimero de semitons.
O intervalo de Segunda Maior (22 M) é formado por 2 semitons. Observe a localizagdo das
notas na pauta: uma nota do intervalo estd grafada na linha e a outra, no espago. Chamamos

de intervalo conjunto (notas imediatamente préximas).

Figura 2.33: Exemplos de intervalos de 2?M
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O intervalo de Segunda Menor (2* m) é formado por 1 semitom.

41



Figura 2.34: Exemplos de intervalos de 2* m
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O intervalo de Terca Maior (32 M) é formado por 4 semitons.
Figura 2.35: Exemplos de intervalos de 3*M
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O intervalo de Ter¢ca Menor (3% m) é formado por 3 semitons.
Figura 2.36: Exemplos de intervalos de 3% m
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O intervalo de Sexta Maior (6*M) é formado por 9 semitons.

Figura 2.37: Exemplos de intervalos de 6 M
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O intervalo de Sexta Menor (6% m) é formado por 8 semitons.
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Figura 2.38: Exemplos de intervalos de 6 m
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O intervalo de Sétima Maior (7°M) é formado por 11 semitons.

Figura 2.39: Exemplo de um intervalo de 7# M: Intervalo entre D6 e Si
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O intervalo de Sétima Menor (72 m) é formado por 10 semitons.

Figura 2.40: Exemplo de um intervalo de 7% m: Intervalo entre D6 e Si bemol
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eIntervalos aumentados e diminutos

"Intervalos aumentados (aum) sdo aqueles que tém um semitom cromadtico a mais que os
justos ou maiores."(MED, 1996, p.71).

Figura 2.41: Exemplo de um intervalo de 4* aumentado
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"Intervalos diminutos (dim) sdo aqueles que tém um semitom cromdtico a menos que os
justos ou maiores."(MED, 1996, p.71).

Figura 2.42: Exemplo de um intervalo de 4* diminuto
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e Tritono

Tritono é o intervalo de trés tons entre duas notas. Se estas notas forem tocadas simulta-
neamente produzem um efeito considerado dissonante na Mtsica Tonal. Na Idade Média, foi
proibida a sua execugdo pela Igreja Catélica por causar um demasiado efeito de tensdo(Grout
e Palisca, 1994). Por isso foi apelidado do "som do diabo". A quarta aumentada e a quinta
diminuta sdo tritonos.

2.4 Escalas

Escala musical é uma sucessdo de notas diferentes e consecutivas, dispostas de forma as-
cendente ou descendente. Na musica ocidental, usa-se a escala de sete notas.

2.4.1 Escala cromadtica

A escala cromatica é uma sequéncia de notas, numa oitava, separadas por um semitom. No
piano obtém-se a escala cromatica tocando-se, sucessivamente as teclas brancas e pretas. Notas

com o mesmo nome, diferem-se pelas alteracdes (acidentes).

Figura 2.43: Exemplo de uma escala cromaética
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A escala cromética é o ponto de partida para a estruturagdo do sistema tonal. O sistema
tonal é formado de vérias escalas, cada qual com sete notas, que sdo as escalas diatonicas e que

veremos a seguir.

2.4.2 Escala diatonica

Escala diatonica ou natural é uma sequéncia de notas diferentes consecutivas formando

uma oitava.

Figura 2.44: Escala diatonica de D6 Maior
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2.4.3 Graus da escala

As notas de uma escala diatdnica sdo identificadas por graus, numerados ordinalmente com
algarismos romanos. Cada grau recebe um nome especial de acordo com a fungdo que exerce
dentro da escala.

Os graus sdo numerados de acordo com uma escala ascendente.

Figura 2.45: Identificacdo dos graus numa escala
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Os graus, seus nomes e caracteristicas estdo descritos na tabela 2.1.
Os graus, de acordo com as suas caracteristicas, podem ser agrupados em modais ou tonais.
Os graus tonais sdo o I, IV e V. Caracterizam o tom para fins de harmonia.

Os graus modais sdo os III, VI e VII. Sdo os que definem os modos, como veremos a seguir.
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Tabela 2.1: Nomenclatura e caracterisitcas dos graus da escala

Grau Nome Caracteristicas
I TONICA Principal grau. Nomeia a escala e o tom.
I SUPERTONICA Um grau acima da tonica.
III MEDIANTE Intermedidrio da tonica e dominante.
1A% SUBDOMINANTE Um grau abaixo da dominante.
\% DOMINANTE Mais importante depois da tonica.
VI | SUPERDOMINANTE Um grau acima da dominante.
VII SENSIVEL Um semitom abaixo da tonica.
VII SUBTONICA Um tom abaixo da tonica.

2.4.4 Modos

Modo é o caréter da escala. Ela varia conforme a posi¢do dos tons e semitons e suas relagdes
com a tonica.

Os graus predominantes sdo o maior e o menor.

e Modo maior: os semitons se localizam entre os graus III-IV e VII-I. Entre os outros graus
h& um tom. Caracterizam a escala maior.

Figura 2.46: Escala de D6 Maior
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eModo menor: 0s semitons se localizam entre os graus II-III e V-VI. Entre os outros graus
hd um tom. Caracterizam a escala menor.

Figura 2.47: Escala de L4 Menor
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2.4.5 Ociclo das quintas e das quartas

As escalas maiores podem ser formadas a partir do ciclo das quintas ou das quartas. O
ciclo ou circulo das quintas é uma sequéncia de doze notas que se distanciam por intervalos de
quinta justa. O ciclo ou circulo das quartas é o inverso do ciclo das quintas, isto é, coincide com
o ciclo da quita descendente (no sentido anti-horério). Na figura 2.48, visualizamos o ciclo das
quintas girando no sentido horério e das quartas no anti-horario.

Figura 2.48: Ciclo das quintas e quartas
C

Quanto mais préximas duas notas no ciclo, menos altera¢des nas suas notas sofrem as esca-
las que as tém como tdnicas.

2.4.6 Escalas maiores

As escalas maiores sdo escalas diatdnicas que possuem as caraceteristicas do modo maior.
Sdo em namero de quinze: a natural, sete com sustenidos e sete com beméis. Mas na prética
sdo utilizadas doze.

A escala de D6 maior é uma escala natural (figura 2.46), ou seja, ndo tem acidentes. Serve
de base para a formacdo das demais escalas maiores.

Para formar as escalas maiores com os sustenidos basta seguir o ciclo das quintas. Par-

tindo da escala de D6 Maior, conservamos as alteracdes das escalas anteriores e elevamos um
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semitom da sensivel (grau VII), conservando a estrutura do modo maior. A nota que inicia a
escala é a tonica (grau I) e d4 nome a escala. A ordem dos sustenidos na armadura da clave é
F& - D6 - Sol - Ré - La- Mi - Si (Ciclo das quintas a partir de Fa).

Exemplo 2.6. Seguindo o ciclo das quintas, depois da escala de D6 Maior, temos a de Sol Maior. No
sétimo grau, elevamos a nota um semitom, sinalizando com um sustenido. Esta nota corresponde a nota
fd. Entdo, na armadura da clave, coloca-se o sinal de alteragdo t na linha onde se registra a nota fd, que
na clave de sol corresponde a quinta linha.

Figura 2.49: Escala de Sol Maior
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Para formar as escalas maiores com bemdis, seguimos o ciclo das quartas. Na nota do IV
grau, descemos um semitom. Para as escalas seguintes, conservamos as altera¢des das anteri-

ores. A ordem dos bemdis segue o ciclo das quartas a partir de Si, na armadura da clave: Si -
Mi - L4 - Ré - Sol - D¢- Fa.

Exemplo 2.7. Sequindo o ciclo das quartas, a partir da escala de D6 Maior, temos a de Fd Maior. No
quarto grau, que corresponde d nota Si, baixamos um semitom, sinalizando com um bemol. Na armadura
de clave, colocamos um bemol na linha correspondente a nota si, que na clave de sol localiza-se na terceira
linha.

Figura 2.50: Escala de F&4 Maior
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2.4.7 Escalas relativas menores

As escalas menores tém como principal caracteristica a distancia de um semitom entre os
graus II e III. Ou seja, um intervalo de terca menor entre os graus I e III. As escalas menores
sdo independentes das maiores. No entanto, para facilitar a compreensao da formagdo dessas
escalas, costuma-se comparar as duas escalas. Toda escala maior tem a sua relativa menor.
(Med 1996)

As escalas relativas sdo duas escalas que possuem as mesmas notas e a mesma armadura
de clave, mas de modos diferentes: uma maior e outra menor.

A tdnica da escala relativa menor coincide com o sexto grau da relativa maior. Por sua vez,

a tonica da maior coincide com o terceiro grau da menor.

Exemplo 2.8. As escalas de D6 maior e Ld menor sdo relativas entre si.

Figura 2.51: Relagdo entre D6 maior e L4 menor
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Portanto, para se formar as escalas menores relativas, toma-se cada uma das quinze escalas

maiores e, a partir do seu sexto grau forma-se a relativa menor. A escala menor tem os mesmos

acidentes da maior.

Exemplo 2.9. A relativa da escala de Mib maior é a de D6 menor.

Figura 2.52: As escalas relativas de Mib maior e D6 menor

w:‘Escala de Mi b maior m Escala de D6 menor
I | c [_!\a = | 1
G et —— B —ene
_n®

49



Exemplo 2.10. A relativa da escala de Ré maior é a de Si menor.

Figura 2.53: As escalas relativas de Ré maior e a de Si menor
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A lista das escalas maiores e suas relativas menores se encontram no apéndice A deste

trabalho.

2.5 Tonalidade

A melodia de uma musica se desenvolve, utilizando as notas de uma escala maior ou menor.

Isto caracteriza a musica tonal, onde existe uma hierarquia de sons, havendo uma distingdo do

centro de atragdo nas rela¢des entre si:

A base da construcdo perceptiva do sistema tonal é a dicotomia tensao - re-
laxamento. Ou seja, expectativa e preenchimento (ou violagdo) da expecta-
tiva, sendo que intervalos consonantes ddo maior sensagdo de relaxamento —
devido a sua estabilidade — e intervalos dissonantes ddo maior sensagao de
tensdo devido a sua instabilidade. A partir dessa relagdo entre tensao e relaxa-
mento, temos o conceito de tonalidade, que é uma nogdo que esta fortemente
ligada as escalas do sistema tonal, por se tratar da série de rela¢des hierarqui-
cas entre as notas, em que uma particular, a chamada tonica, é central. Par-
tindo da polaridade de base da constitui¢do da tonalidade, a tonica de uma
escala é a nota de relaxamento, enquanto todas as outras notas se relacionam
a ela de acordo com seu grau de tensdo. (SANTANA, 2010. pp.21-22)

No caso dos acordes que acompanham a melodia, objeto de estudo da Harmonia, se formam

sobre a mesma escala que serve de base a melodia. J4 vimos em 2.4.3 que os graus da escala

possuem diferentes fun¢des. Tonalidade, portanto, é definida como "o sistema que rege as

escalas ou tons, segundo o principio de que os seus diferentes graus estdo na dependéncia da

nota principal, ou seja, da tonica."(MED, 1996, p.90.

Tom é a altura em que se realiza a tonalidade. Ou seja, o tom esta relacionado a escala que

lhe serve de base.
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2.6 Transposicao de tonalidade

Muitas vezes é necessdrio adequar a altura de uma melodia a uma textura vocal ou afinagédo
de um instrumento. Para tanto, é necessario se fazer o a transposi¢ao ou transporte de uma
melodia, mudando o seu tom. Por exemplo, quando um intérprete necessita "forcar"a voz para
executar notas agudas ou graves. No primeiro caso, é necessdrio baixar o tom, no segundo
elevar.

"A transposicdo conserva o modo e a estrutura ritmico-melddica da masica. Modifica a
altura absoluta dos sons, mas conserva os intervalos entre as notas e suas fungdes."(MED, 1996,
p-176).

A transposigdo pode ocorrer com ou sem mudanca de clave. Os musicos que tocam os
instrumentos transpositores, geralmente fazem a transposi¢do com a mudanga de clave. Neste
trabalho, no entanto, os exemplos apresentados sdo apenas sem a mudangca de clave.

Na maioria das musicas, se comega numa tonalidade principal, muda-se de tom no decorrer
e volta-se a tonalidade principal, na qual terminam. A isto chamamos de modulacao. E seus

principios sdo objeto de estudo da Harmonia.

Uma peca musical tonal raramente se mantém unicamente em torno de uma
mesma regido tonal, querendo dizer que se uma peca estd em D6 Maior, ela
ndo necessariamente serd constituida apenas das notas pertencentes a essa
escala e nem sempre serd o d6 que fard papel de tonica. Por isso é que dizemos
que uma pega estd, por exemplo, na tonalidade de Sol Maior, e ndo na escala
de Sol Maior: porque, ainda que o centro tonal (a ténica principal) seja sempre
a nota sol, podem-se utilizar notas que pertencem a outras escalas, migrando-
se temporariamente de uma tonica a outra. (SANTANA, 2010. pp.29)

S6 é possivel transportar uma melodia no mesmo modo. Ou seja, ndo é possivel transpor
do modo maior para o menor ou vice-versa.

Melodias transpostas em tonalidades préximas no ciclo das quintas, soam mais "agrada-
veis".

Neste trabalho, mostramos um modelo matemético para a tranposicdo de melodias e al-
gumas atividades que podem ser aplicadas na escola bésica. Para tanto, utilizamos melodias
simples, sem muita variedade de alteracdes, que consistem em trechos de cang¢des conside-

rando a tonalidade principal.
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CAPITULO 3

NOCOES DE ALGEBRA

Como neste trabalho serd abordada a relagao existente entre as notas no sistema temperado
e 0 grupo quociente Zi,, neste capitulo sdo apresentadas algumas nocdes de dlgebra moderna

necessarias a compreensdo deste tipo de conjunto.

3.1 Nocgoes de Aritmética Modular

Inicialmente, vamos introduzir a no¢do de rela¢des de equivaléncia, usadas para classificar

os elementos de um conjunto, que gozam das mesmas propriedades, em subconjuntos.

Defini¢ao 3.1. Seja A um conjunto ndo vazio onde estd definida uma relagdo 6. Esta é uma relagio de

equivaléncia se, e somente se, satisfaz as sequintes propriedades, quaisquer que sejam x, y e z € A.

1. ¢ éreflexiva: x 6 x, isto é, todo elemento de A se relaciona consigo mesmo.
2. 6 ésimétrica: se x 0y, entdoy o x.

3. ¢ étransitiva: sex 0y ey o z, entdo x 0 z.

A seguir mostraremos que a relagdo de congruéncia é uma relacdo de equivaléncia.

Definicdo 3.2. Sejam a,b e n inteiros, sendo n > 1. Dizemos que a e b sdo congruentes modulo n, se (a
- b) é um muiltiplo de n. Escrevemos:
a= b (mod n)

Exemplo 3.1. 25 = 4 (mod 7), jd que 25 - 4 = 21, muiltiplo de 7.
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Exemplo 3.2. 32 = 8 (mod 12), jd que 32 - 8 = 24, muiltiplo de 12.
Proposicdo 3.1. Sejam os inteiros a,b,c e n, com n > 1. Temos que:
i) a =a (mod n).

ii) Sea = b (mod n), entio b = a (mod n).

iii) Sea =b (mod n) e b = ¢ (mod n), entio a = ¢ (mod n).

Demonstragio. Os itens i) e ii) seguem imediatos da definicdo.
iii) Como a= b (mod n) e b = c (mod n), temos que (a-b) e (b-c) sdo multiplos de n. A soma de
multiplos de n também é um mdultiplo de n, entdo (a - c) = (a - b)+(b - c) é um multiplo de n.

Logo, a = c (mod n). E, portanto, a congruéncia é uma relacdo de equivaléncia. O

3.1.1 O conjunto Z,

Agora, vamos definir o conjunto formado pelas classes de congruéncia médulo 7.

Definicao 3.3. Sejaa € Z. A classe de congruéncia de a médulo n é definida como a classe de equiva-
léncia de a com respeito a relagdo de congruéncia médulo n. Isto é, a classe formada por todo x € 7., tal
que (x-a) é miiltiplo de n : (x-a) = qn, para algum q € Z. Podemos escrever:

a={xe€Z;x =a(modn)}
={x€Z;x=a+ng,3q € Z}

Definicao 3.4. O conjunto Z,, é formado pelas classes 0,1,..,n—1.

Definicao 3.5. Um conjunto formado por um elemento de cada classe de congruéncia modulo n, da a
com 0 < a <mn-1, com n > 1, é um sistema completo de restos médulo n.

Em particular, o conjunto Zq = {0, 1,- - -, 11}.

Proposicdo 3.2. Sejamaen € Z, comn > 1. O resto r e a sdo congruentes moédulo n, na divisio de a

por n.

Demonstragio. Se a € Z, ao efetuarmos a divisdo euclidiana de a por n, obtemos tinicos g e r
inteiros, tais que: a =ng +re 0 <r < n-1. Entdo temos que a - r = ng é um multiplo de n. Logo,
a=r(modn). Edai,a=7. Comor € {0,1,--,n— 1}, segue que 7 € {0, 1, ---, n—1}.Temos
ainda que duas destas classes ndo podem ser iguais. Ja que seus elementos sdo incongruentes

dois a dois. n
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3.1.2 A imagem geométrica de Z,

O conjunto Z em geral é visto geometricamente como um conjunto de pontos marcados, de
uma em uma unidade, numa reta horizontal. Consideremos uma circunferéncia com compri-
mento 1, marcando os pontos do zero ao n. Enrolando a reta que representa Z nesta circunfe-
réncia, podemos perceber que os pontos cujas coordenadas sdo multiplos de n coincidem todos
com o ponto zero. Cada uma das classes de equivaléncia de Z, corresponde a um ponto da
circunferéncia.

Figura 3.1: [lustracdo da imagem geométrica de Z,

3.1.3 As operacgoes de adicao e multiplicacao em Z,

A seguir, sdo apresentadas as operacdes de adig¢do e multiplicagdo em Z, e algumas das
suas propriedades.

Definigdo 3.6. Sejam duas classes de congruéncia X e yj € Z. Definimos a classea +b a somaa+b .
E a classe a.b ao produtoa . b.

Proposicao 3.3. As operagoes de soma e produto de classes estdo bem definidas.

Demonstragio. Sejama =¢ € Zy e b=deZ,.Comoa=c(modn)eb=d(modn),entdo (a-c)
e (b-d) sdo multiplos de n. Como a soma de dois multiplos de n é um multilpo de n, entdo: (a -
¢)+(b - d)= (a + b)-(c + d) é multiplo de n. Logo,a +b=c+d .

Agora, suponhamos quea=c+qgneb=d+tn,qet € Z,. Segue que: a.b = (c + qn).(d + tn)
=c.d + (ct + dg + tgn)n. E, assim, (a.b - c.d) é um multiplo de n. Portanto, a.b = c.d.

Assim, os resultados da soma e da multiplicacdo em Z, sdo tnicos. Isto é, independem dos

representantes escolhidos para as classes. O
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3.14 Propriedades das operacdes em Z,

As operagoes em Z,,, apresentadas no inicio desta se¢do, gozam de propriedades semelhan-
tes as operacgdes correspondentes em Z.

Proposigdo 3.4. Para quaisquera, b e ¢ € Z,, a adicio em Z, goza das seguintes propriedades:
i) Associatividade: (@ +b)+c=a + (b + 7).

ii) Comutatividade: a+b="0 +a.

iii) Elemento neutro: a +0 =1a.

iv) Elementos simetrizdveis: a + (-a) = 0

Demonstragdo. Sejam a, bet € Zy:

i) @+b+c=a+b+c=a+bt+c=a+(b+c)=a+b+c=a+(b+7)

iv) Seja 0 <a < n-1. Tome n — a € Zy. Temos que (n - a)-(-a)= n. Logo, por defini¢do, n - a= -a

(mod n). Assim,a+1n —a=a+ n — a =n =0. Portanto, verificamos que n — a é o simétrico

deademZ,.
O
Proposigdo 3.5. Para quaisquer a, b e ¢ € Z,, a multiplicagio em 7., goza das sequintes propriedades:
i) Associatividade: (@.b).c=a. (b.c).
ii) Comutatividade: a.b="5.a.
iii) Elemento neutro:a.1=a.
A demonstracdo para estas propriedades é andloga a das trés primeiras da adigao.

Exemplo 3.3. Neste trabalho, serdo iiteis as operacdes em Zp. Por exemplo, ao somar as classes 4 e 9
em Z1o, obtemos 13 . Mas 13 -1 =12. E dai 13 e 1 sdo congruentes médulo 12. Portanto 13 =1 . Jd que
devemos considerar o sistema reduzido de restos, ou seja, 0 < a < n - 1. Vide tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Tébua da adigag em Zip

olol1|1213|4]|5]6]7][8]9]10]11
olol1]2[3[4|5]6]7|8]9]10]|11
11123456789 ]10[11]0
21213456 |7[8]9]10[11]0]1
3/3|/4[5]6[7|8[9]10]l11]0]1]2
4456|789 ]10]/11|]0]|1]2]3
5/5/6|7]8|9|10/11/0[1]|2]3]4
6|6 |7 ]8]9f10|11|]0]1T|2]3][4]5
717189 ]10[11|0|[1][2|3]4]5]6
g8/ 8|9|10[/11]0|1[2]3|4|5]6]|7
o9 l10l11|]0[1|2[3]4|5]|]6]7]8
10(10/11]0|1]2[3|4|5][]6[]7 |89
(11| o]1l2]3[4|5]6]7]8]9]10

3.2 Alguns elementos de Teoria de Grupos

Algumas relagdes entre a transposi¢do musical e a Matemadtica tém por base a Teoria de

Grupos.

3.2.1 Grupos

Definicdo 3.7. Um conjunto G onde estd definida uma operagio (x, y)— (x * y) sobre G é um grupo
se satisfaz as sequintes propriedades:

1. Associatividade: quaisquer que sejam a, b,c € G temos que
ax(bxc)=(axb)x*c.

2. Elemento neutro: existe um elemento neutro e € G tal que para todo a € G temos
axe=exa=a.

3. Elemento inverso: para todo a € G, existe um b € G tal que
axb=bxa=e

Observacao 3.1. Se a operagio é comutativa, o grupo é chamado abeliano. Isto é, para quaisquer a, b €
Gualeaxb=">0*a.

Exemplo 3.4. Grupo (Z,, +)
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O conjunto Z, é um grupo abeliano para a operagio de adigdo. De fato. As propriedades da adigdo
em Zy, foram verificadas na proposicio 3.4 . Podemos observar o caso em que n=12 na figura 3.2 (tdbua
de adigdo em Zq3) no exemplo 3.3. Verificamos que todo elemento em Z, tem o seu simétrico e vale a
propriedade comutativa.

3.2.2 Propriedades de um grupo

Proposicao 3.6. Todo grupo (G, *) satisfaz as sequintes propriedades:
i) O elemento neutro é iinico.

ii) O elemento inverso é iinico.

iii) (Lei do cancelamento) Todo elemento de G é regular para a operagdo *. Isto é, para quaisquer a, b, ¢
€G,seaxb=axc,oubxa=cx*a,entiob = c.

Demonstragdo. i) Suponhamos que e e e’ sejam os elementos neutros do grupo G. Entdoe x e’ =

¢’. Analogamente, e * ¢’ = e. Portantoe =¢'.

ii) Suponhamos que a4, b € G sdo os elementos simétricos de x € G. Entdo, a x x = e. Assim
como b x x = e. Operando com a2 em ambos 0os membros desta tltima igualdade, temos:
bxxxa=exa<bx(xxa)=exa< bxe=axe. Edai,a="0.

iii) Sejam a, b, c € G. Suponhamos que axb = a*xcoubx*a = c xa e seja a’ o simétrico de a.
Temos que a’ * (a*b) = a’ * (a*c). Como, por defini¢do, a operagdo * é associativa em
G, entdo podemos escrever (a' xa) xb = (a' xa) xc = exb = e*xc = b = c. De forma

andloga, provamos quesebxa =c*xa = b =c.

3.2.3 Subgrupos

Por vezes se faz necessédrio operar com elementos de um determinado grupo G que pos-
suam especificidades pertinentes a um determinado padrao, objeto de estudo. Entao podemos
formar com tais elementos um subconjunto de G de forma que este possua, por si proprio, a

estrutura de um grupo.
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Definicao 3.8. Seja (G,*) um grupo.Um subconjunto H, ndo vazio de G, é um subgrupo de G quando
(H,*) também é um grupo. Denota-se H < G. Isto é, se satisfaz as sequintes condigdes:

i) O elemento neutro de G pertence a H.
ii) Quaisquer que sejama, b € H,a x b € H.
iii) O inverso de qualquer elemento de H também pertence a H.

iv) Paratodoa,b,c € H,a * (bx c) = (a x b) * c.

Os grupos G e {e} sdo os subgrupos triviais de G.

Exemplo 3.5. (Z;, +) é um subgrupo de (Z, +).

3.24 Grupo de permutacoes

Definicao 3.9. Permutagio designa uma bijecdo de um conjunto nele mesmo. O grupo de permutagoes
sobre E, (Sg, o), é o conjunto das permutagoes dos elementos de E. Sendo que E é um conjunto nio vazio e

S(E) é o conjunto de todas as funcoes bijetoras f: E — E. A composigio de fungdes é a operagdo sobre S(E).

Um caso particular é quando E =1, 2, ... , n, onde n > 1, inteiro. Neste caso, denotamos
S(E) por S;. Temos ainda que o nimero de elementos de S,, é n! .

Exemplo 3.6. Se f: E — E for definida por f(i) = a;, para todo i € E, entdo:

1 2 3 -+ n

ap dp az .-+ dp

Vejamos no caso em que E ={1,2,3} e a, B € S3. Considere:

1 2 3 1 2 3
n= ep=
2 31 312

Entdo, temos:
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1 23 1 23 1 23

X O = O = :Z

2 31 312 123

Um exercicio interessante ¢ montar a tdbua de operacdo deste grupo.

Definicao 3.10. Uma permutacio o € S, é uma permutacdo ciclica ou ciclo de comprimento k, se
existirem ay, ay, . . ., ay elementos todos distintos pertencentes a E = {1,2...,k} aplicados de forma que
a(ay) = az,a(az) = as, ..., a(ax_1) = ay,a(ay) = ay e os demais elementos fixos, ou seja a(a;) = a;,
j € E. Ciclos de comprimento k = 2, sdo chamados de tranposig¢ées. Podemos denotar como (ay, . . ., ay).

Exemplo 3.7. Considere os seguintes elementos de Ss:

12345
32415

12345

é um ciclo de comprimento 3, denotamos por <1 3 4) .
143 25

é uma tranposi¢ao denotada por <1 3) .

Observacao 3.2. Nao vamos confundir esta transposi¢do aqui mostrada com a transposi¢do
em Miusica. Embora haja uma relacdo entre as notas da escala temperada e um determinado

subgrupo de permutagdes, como veremos no capitulo 4.

Definig¢ido 3.11. Os ciclos (al a ... ak) e (bl by ... bk> ,a,be{1,2,...,n} dizem-se

disjuntos se <a1 a, ... ak)ﬂ(bl by ... bk>:®.

Exemplo 3.8. Sejam os ciclos pertencentes a Ss :
(1 2 4) e (3 5) sdo disjuntos. Jd os ciclos (1 4 5) e (3 4) ndo sdo disjuntos, jd que 4

move ambos.

Observacao 3.3. "Dois ciclos disjuntos comutam."(Proposi¢ao 26, DOMINGUES, 2003).

Observacao 3.4. Toda permutacdo, diferente da identidade, pode ser escrita, a menos da ordem

como um produto de ciclos disjuntos, com k > 2, segundo proposi¢do V.10.5. em Garcia (2003).
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Exemplo 3.9. Em Ss:

12345
2 4513

Seja u =

Temos que o ciclo que comega em 1:
La()=2u@)=4ea®)=1¢0(1 2 4).
E o ciclo que comega em 3:

3,a(3)=5 éo (3 5).

Logo,a=(1 2 4) (3 5).

3.2.5 Homomorfismo e Isomorfismo de Grupos

A bijecdo entre dois grupos garante a mesma cardinalidade e preserva as operacdes (DO-
MINGUES e IEZZ], 2003). Veremos, no capitulo 4, que se pode estabelecer uma bijecdo entre
o grupo de classes de notas musicais e o grupo aditivo Zj,. E ainda, estudaremos uma aplica-
¢do em Z; relacionada a transposi¢do em Musica. Para tanto, se faz necessario compreender o

conceito de isomorfismo de grupos e algumas de suas propriedades, apresentados neste topico.

Defini¢do 3.12. Sejam dois grupos (G, x) e (H , o). Uma fungio f: G— H é chamado de homomor-
fismo de grupos se para todo x, y € G:

f(x*y)=flx)ofly).
Se f for também uma bijegdo, entdo chamamos de isomorfismo do grupo G no grupo H. Dizemos que G

e H sdo isomorfos. Denotamos por G >~ H.

3.2.6 Teorema de Cayley

Neste topico, apresentamos nog¢des que ddo suporte ao entendimento sobre um determi-
nado tipo de operacdo aplicada a transposi¢do em Musica, que é uma transformacdo baseada
no fato de que todo grupo é isomorfo a um grupo de permutagdes conveniente.
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Definicao 3.13. Seja G um grupo aditivo. Para cada a € G e qualquer x € G, a aplicagdo

pa(x) = a+x

é uma translagdo a esquerda. De forma andloga, definimos translagdo a direita. Denotamos por T(G)

o conjunto das translagdes em G.

Proposicao 3.7. Toda translagdo ¢,, com a € G, é uma bijecdo.

Demonstragio. Seja a € G. Por definigdo, ¢,(x) = a + x. Tomemos x, y € G. Suponhamos que
¢a(x) = ¢4(y). Entdo, temos que a + x = a +y. Pela proposicdo 3.6. (iii), x = y. Logo ¢, é
injetora.
Agora, seja a + x = y. Esta equagdo sempre tem solugdo em G, para todo y € G, pois todo
elemento em G admite um inverso. Logo, ¢, é sobrejetora. Portanto ¢, é uma bijecéo.
O

Proposicao 3.8. (Teorema de Cayley) Seja G um grupo e a € G . A aplicagdo:

f:G— T(G)

f(a) = ¢a

é um isomorfismo de grupos.

Demonstragio. f é sobrejetiva. Como toda translagdo é do tipo ¢,(x), V a, x € G, entdo f é

sobrejetiva. Dados quaisquer 4, b, x € G, temos que:

fla+b) = @up)(x) = (@+b)+x=a+(b+x) =a+¢y(x) = @a(@p(x)) = Pa0 pp =
f(a)o f(b).
Portanto, f é um homomorfismo.
Além disso f é injetiva. De fato. Sea, b € Ge f(a) = f(b), entdo ¢, = ¢p. Logo, ¢.(x) =
pp(x),VxeG. Dal,a+x=b+x=a=b.
Logo, f é um isomorfismo.
[l

Exemplo 3.10. O grupo (Z4, +) é isomorfo ao subgrupo de Sy. Isto é, & permutagao dos elemen-

tos de {0,1,2,3}, obedecendo a lei de formacao ¢,(x) = a + x. Temos os seguintes elementos:
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2 3
a+0 a+1 a+2 a+3

—

3
= identidade
1 2 3

el
.
(1)
(23]
S

1 23
012

3.2.7 Grupos ciclicos

Considere um elemento a € G. Vamos representar por (a) o subconjunto formado pelos ele-
mentos de G que sdo multiplos de g, isto é, (a) = {m - a|m € Z}.

Defini¢do 3.14. Um grupo aditivo G é ciclico se, para algum elemento a € G, se verificar G = (a). O
elemento a é chamado gerador do grupo G.

Exemplo 3.11. 5 é um gerador do grupo (Zs, +).

(@) = {:-- =5,0,5,10,15,20,25 - - - }.

Observe que 10 = 4 (mod 6), 15 = 3 (mod 6), 20 = 2 (mod 6) e 25 = 1 (mod 6). Os demais elementos,
sdo miiltiplos destes, obviamente.

Proposicdo 3.9. (Identidade de Bézout) Sejam a e b inteiros positivos. Existem x e y € Z tais que
ax + by =d, onde d = mdc(a, b)
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Coroldrio 3.1. Sejam a e b inteiros nio nulos. O mdc(a, b)=1, se e somente se, existirem x e y inteiros

tais que
ax + by =1.

As demonstragdes desta proposicdo e corolario podem ser lidas em Muniz Neto (2012),
pp-15,16.

Proposicao 3.10. Seja a € Z. Entdo a, gera o grupo (Z,, +) se, e somente se, mdc(a,n) = 1.

Demonstragido. =) Suponha que @ gera o grupo (Zy, +). Entdo existe a € (Z,, +) tal que 7 -
x=a-x=1. Assim, ax = 1 (mod n). E dai, 1 - ax = ny, para algum y € Z. Ou seja, ny + ax=1. E,
pelo colorario 3.1., temos que mdc (a, n) = 1.

<) Se mdc (a, n) =1, pela proposicdo 3.9., existem a e y € Z tais que ax + ny = 1.
Entédo, 1 -ax = ny = ax = 1 (mod n) = ax = 1. Tome 7 € Z,, temos que:

m=m-l=m-a-x=m-a-X=a-m-X=a-m-x

Logo, a gera (Zy, +). O

Definicao 3.15. Para qualquer n € Z definimos a fun¢do ¢ de Euler a funcdo ¢: N—> IN que cor-
responde ao miimero de inteiros de 1 a n que sdo primos com n. Denotamos por ¢(n).

Temos entdo que podemos determinar o ntimero de geradores do grupo (Z,, +) através da
funcdo de Euler.
Vejamos como calcular ¢(n).

Primeiramente, temos que se p € primo, entdo

"$(pF) =p(p—1)

E ainda, se m e n sdo inteiros positivos, com mdc(m,n)=1, entdo ¢p(mn) = ¢(m) - p(n)".
(COUTINHO, 1997, p.142).

Exemplo 3.12. Embora possamos enumerar facilmente os geradores do grupo 7, vamos aplicar a for-
mula acima apenas como exemplo.

63



9(12) = 9(22-3) = 9(22) - p(3) =2(2 1) -3°(3 1) = 4

Logo, 0 grupo 7.5 tem quatro geradores, que sdo os elementos 1, 5,7 e 11. Observe tabela 3.2.

Tabela 3.2: Tabua da multiplicagdo em Zy;
©[0|1|2|3|4[5 |67 |8|/9|10]|11
0o/0[0|[O0O|O[O]O|O]O|O|O|O]|O
1/0/1|2|3[4|5[6]7[8]9|10]|11
210/ 2|4/6/8[10{0|2|4|6|8 |10
3/0/3/6/9/0[{3[6/9]0(3|/6/|9
410/ 4|/8|0/4[8[0|4[8|0|4)38
5|05 (10381 |6[11][4]9] 2|7
6|0/ 6[0|6[/0]6|0]6|0]6]0]|6
71072 |9/4[11]|6|1[8|3|10| 5
8|10/ 8|4|/0/8/4[0[8[4|/0|8] 4
9]/0[/9|6|3/0[/9]6]/3[0[/9]6]3
10/0(10| 8 (64| 2|0]|10|8|6| 4|2
11/0(11|10(9(8| 7 |65 4|32 |1

No capitulo a seguir veremos a aplicagdo na Mtsica dos conceitos aqui abordados .

64



CAPITULO 4

A ALGEBRA E A TRANSPOSICAO DE TONALIDADE

Primeiramente, vamos associar a oitava, na escala cromética (ou temperada), a uma identi-
dade ciclica. Ja vimos que a menor distancia entre duas notas, nesta escala, é de um semitom.
Esta parti¢do corresponde a todas as teclas do piano. Utilizando a notagéo cifrada, apresentada

no capitulo 2, esta correspondéncia pode ser vista na figura 4.1.

6 8 10
bl

G-JA-§B
FHRGHEAR

FIGAB

ottt
0 2 4 57 91

Figura 4.1: Correspondéncia entre notas, teclas e inteiros
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4.1 O grupo de classes de notas

Trabalhando com a escala temperada podemos agrupar as notas em classes de equivaléncia.
Duas notas sdo equivalentes se estdo separadas por um namero exato de oitavas. Isto é, duas
notas soam em unissono se a distancia entre elas é de 12n semitons, n € Z_. Entdo o modelo
matematico a ser aplicado é o grupo Zi,, ao qual vamos associar cada elemento de uma classe

de notas a um elemento em Zq,.

Definicao 4.1. Classe de notas é o conjunto formado por todas as notas equivalentes entre si. Isto é,
todos os elementos de uma mesma classe que distam entre si 12n semitons, n € Z...

Faremos uma distingdo entre uma nota (um som com certa frequéncia) e uma
classe de notas (um grupo de notas com o mesmo nome. A classe de notas
L4, por exemplo, contém todas as notas chamadas L4. Para colocar de outra
maneira, qualquer nota chamada L4 é um membro da classe de notas La. [...]
Quando dizemos que a nota mais grave do violoncelo é um D6, nds estamos
nos referindo a uma nota especifica.[...] Quando dizemos que a tonica da
Quinta Sinfonia de Beethoven é D¢, estamos nos referindo ndo a uma nota
D6 especifica, mas a classe de notas D6. A classe de notas D6 é uma abstragdo
e ndo pode ser adequadamente notada em pautas musicais). (STRAUS, 2013,

p-3)

Devido a equivaléncia enarmonica, mostrada no capitulo 2, temos doze classes de notas
diferentes. Por exemplo, todos os F; e G, sdo elementos de uma tnica classe de notas. Vide
tigura 4.1.

O conjunto das classes de notas é constituido pelas doze classes de notas. Toda nota per-
tence a uma dessas classes. Ao adicionarmos ou subtrairmos 12 semitons a uma nota, isto é,
subirmos ou descermos uma oitava, teremos uma outra nota da mesma classe. O efeito sera,
respectivamente, mais agudo ou mais grave. No entanto, soard o0 mesmo som.

Se, por exemplo, tomarmos uma nota F; acima do D¢ central e subirmos 12 semitons, che-
gamos a um som mais agudo, porém voltamos a classe de notas do F;. Vamos atribuir a cada
nota da oitava, na ordem crescente de sua altura, os valores de 0 a 11, fixando o D6 com o
zero. Vamos imaginar um mostrador de relégio circular (figura 4.2). Observe que partindo de
qualquer valor e movendo 12 "casas", voltamos ao ponto de partida.

Como vimos em 3.1.1, a imagem geométrica de Z, tem a forma de uma circunferéncia. E
qualquer elemento x € Z, é da forma x = a (mod n), onde a € Z,. No caso de n = 12, temos que
x =a (mod 12).

Logo, podemos estabelecer uma bije¢do entre o conjunto de classes de notas e o conjunto
Z1» (Townsend, 2011).
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Figura 4.2: Disposigdo notas/inteiros

Observacao 4.1. Esta notagdo poderia ser escrita de outra forma, atribuindo-se o niimero zero, arbitra-

riamente, a uma nota qualquer e a partir dai associar as outras.

Os ntimeros inteiros sdo tradicionalmente utilizados para representar certas relacdes mu-
sicais. Nem toda a operacdo que faz sentido numérico faz sentido musical. Nao faz muito
sentido musical dividir 7 por 11. No entanto somar ou subtrair valores inteiros fazem sentido
musical. Por exemplo, ao subtrair 7 de 11, estamos computando a distancia entre Sol e Si, ou

seja, calculando o intervalo entre estas notas (Straus, 2013).

4.2 O grupo de classes de intervalos

No capitulo 2, definimos os intervalos e vimos que existem distingdes entre intervalos que
sdo congruentes, ou seja que possuem a mesma distdncia em semitons, na musica tonal. Ou

seja, neste sistema, uma terca maior e uma quarta diminuta tém uma distin¢do de acordo com
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a sua fungdo tonal. (Straus, 2013). No entanto, se considerarmos apenas o tamanho dos inter-
valos teremos que, numericamente, o conjunto dos intervalos cromaticos pode ser denotado
por:

I={d€Z;d=x—a,Vx,acZ}

Um intervalo entre Ré(D) e Fa(F), por exemplo, contém 3 semitons. Se denotarmos, como
na figura 4.2, 0 Ré como 2 e o F4 como 5, temos que, d = 5 - 2 = 3 semitons. Que corresponde a
uma 3 menor ou 2% aumentada, conforme 2.6.5. O tipo de intervalo a ser adotado depende da
sua fungao tonal. Por ora, nos interessa o intervalo determinado pelo nimero de semitons.

E no caso de um intervalo conter mais de doze semitons? Esse tipo de intervalo é composto,
como vimos no item 2.6.4. E a diferenca entre um intervalo composto e o seu respectivo sim-
ples é de sete notas, ou seja, a distancia entre eles é de 12 semitons. Assim, temos que todos
os intervalos podem ser agrupados em classes. Onde cada classe corresponde a um intervalo
simples e seus correspondentes compostos. Ha, portanto, 12 classes de intervalos, ja que numa
oitava temos 12 semitons. Entdo podemos estabelecer uma bijeg¢do entre o conjunto I e o con-

junto Zq;. E assim, no sistema reduzido de restos, 0< d < 11.

Vejamos alguns nomes de intervalos tradicionais, ja vistos em 2.6.5, de acordo com o nu-

mero de semitons:

Tabela 4.1: Nomes tradicionais de alguns intervalos e niimero de semitons

N° de semitons | Intervalos correspondentes
1 22 menor , 1* aumentada
2 2% maior , 3* diminuta
3 32 menor , 2% aumentada
4 32 maior , 4* diminuta
5 4% justa , 3*aumentada
6 52 diminuta, 4 aumentada
7 5% justa , 67 diminuta
8 62 menor , 5 aumentada
9 62 maior , 7* diminuta
10 72 menor , 6% aumentada
11 7% maior , 82 diminuta
12 8% justa , 7* aumentada

Podemos abreviar:
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Tabela 4.2: Abreviatura dos intervalos

Maior M
Menor m
Justo ]

Aumentado | aum
Diminuto | dim

Observacao 4.2. O intervalo de 1* aumentada é teérico. Na prdtica, o menor intervalo considerado é
o de 2% menor. No caso de um intervalo entre D6 e Défi, por exemplo, é um intervalo cromdtico. Mas
teoricamente, pode ser classificado como um intervalo de 17 aumentada jd que tem um semitom a mais

que o intervalo de 17 justa.

Como (Z3, +) é um grupo ciclico (exemplo 3.12), entdo os geradores de I sdo os elementos
1,5,7 e 11. Considerando a nomenclatura mais utilizada, correspondem aos intervalos: 1 — 22
menor; 5 — 4% justa; 7 — 5% justa e 11 — 72 maior.

Com a ajuda da tabela 3.1, podemos observar que sdo opostos os elementos 1 e 11, isto ¢, 1
+ 11 = 12 = 0. Estes intervalos estdo relacionados com formacdo das escalas cromaticas ascen-
dentes e descendentes (capitulo 2, subsecgao 2.9). E os elementos 7e5, ou seja, 5+7=12=
0. Que geram respectivamente o ciclo das quintas e a sua inversao: o ciclo das quartas (figura

2.48), que como vimos no capitulo 2, sdo a base para a formacdo das escalas diatonicas.

As tabelas 4.3 a 4.6 associam cada elemento de Z, gerados por 1,11,5e7, respectivamente,
a um representante de cada classe de intervalos. Para tanto, consideramos a tabela 3.2 e as
subsecoes 2.3.4 e 2.3.6 (resumidas na tabela 4.1).

Tabela 4.3: Escala cromética ascendente a partir de D6, gerada pelo intervalo de 22 menor(1)
0 1|2 |3 | 4|5 6 7 8 | 9 |10 11
C D, | D | E E | F G, G| A | A | B B

Prima | 2?m | 2°M | 3m | 3?M | 4?] | 5dim | 5% | 6°m | 63M | 7m | 7°M

Tabela 4.4: Escala cromética descendente a partir de D6, gerada pelo intervalo de 72 maior(11)
0 1 [10] 9 | 8 |7 6 5 3121
C B B, | A | A |G G, F E, | D | D,

Prima | 72°M | 7m | 62M | 6°m | 5?] | 52dim | 4?] | 3®M | 3®m | 22M | 2?m

| W]
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Tabela 4.5: Ciclo das quintas, gerado pelo intervalo de 52 justa(7)

0 7 2 9 4 11 6 1 8 3 10 5
C [G|D|A|[E| B | F C, G, D, A, | F
prima | 5% | 2*M | 6°M | 3*M | 7°M | 4*aum | 1°aum | 5%aum | 2% aum | 6%aum | 4%]

Tabela 4.6: Ciclo das quartas, gerado pelo intervalo de 42 justa(5)

0 5110 3 | 8 |1 6 1 | 4 | 9 | 2

C F| B, | E, | A | D, G, B E A D
prima | 4] | 7%m | 3°m | 6°m | 2°m | 5%dim | 7°M | 3*M | 6°M | 2°M | 5]

Ol

Em suma, o conjunto de classes de intervalos cromaticos é ciclico e isomorfo a Zj,, com
estrutura de um grupo cuja operagdo é a composicdo de intervalos. "Qualquer intervalo cro-
matico modular tem uma equivaléncia tinica a um representante de classe n semitons, onde 0
<n < 11."(WRIGHT, 2009, p.12)

Exemplo 4.1. Considere a composicio de uma terca menor e uma quarta justa. Estes intervalos sdo
representados em semitons como 3 e 5, respectivamente. No entanto, a oitava pode ser representada por
0 semitom. A composigio dos trés intervalos produz o intervalo cromdtico modular representado por 8
semitons, que é uma sexta menor. Ou seja, 3 +5 = 8 em Z1».

Exemplo 4.2. Relagdo entre a 5? Justa, a 62 Maior e a 6 Menor.
57+ 2°M =7 +2 =9 6 M.
574+2"m=7+1=8< 6"m.

O contexto estabelecido nesta secdo é apenas de ordem algébrica. Ndo estamos conside-
rando os efeitos de sonoridade, com relagdo aos aspectos do sistema tonal, conforme citado no
inicio desta se¢do e subsegdo 2.5. Ou seja, o objetivo aqui foi estabelecer uma bijecdo entre o
conjunto de classes de intervalos e o grupo Zj,, considerando apenas o niimero de semitons e
ndo a sua fungdo tonal.

Neste trabalho, ndo vamos aprofundar o estudo de outras aplicagdes algébricas sobre os
intervalos, ja que damos énfase a melodia. Os intervalos, como j4 mencionamos, sdo objetos da
Harmonia. No sistema tonal, os acordes, que sdo notas emitidas simultaneamente, obedecem
a determinadas leis de composigdo, que respeitam a hierarquia entre os sons, podendo ser
consonantes ou dissonantes. Ja no sistema atonal e p6s tonal, por exemplo, essas distingdes
sdo irrelevantes.

O estudo da Harmonia pode ser consultado em Kotska (2015) e da Algebra aplicada a Har-
monia em Benson(2008).
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4.3 A transposicao de tonalidade como uma transformacao em
212

Ja vimos que o conjunto Z1; com a operagdo de adi¢do tem uma estrutura de grupo. E que
h& uma bijecdo entre este e o conjunto de classes de notas. Assim, o conjunto de classes de no-
tas é um grupo com a operacao de adi¢do. Conforme defini¢do 3.13, sendo G um grupo aditivo,
translagdo (¢,) é uma aplicagdo G — G, onde ¢, = a + x, qualquer que sejam a, x € G. Seja G
o grupo das classes de notas. Pelo Teorema de Cayley, proposigdo 3.8, a aplicacdo que leva um
elemento de G a uma transla¢do é um isomorfismo de grupos. Ou seja, o grupo das classes de
notas é isomorfo a um subgrupo de permutagdes. Este subgrupo é o Sy, ou seja, a permutacado
dos elementos {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.

Assim, a transposi¢do musical obedece a seguinte lei de formacéo:

Ta : Z1p — Z1p, tal que T,(x) = x + a mod 12 (Townsend, 2011).

Vamos adotar a conversdo adotada conforme figura 4.2. e tabela 4.7. A fim de facilitar a

notagdo omitiremos a barra para os elementos de Z».

Tabela 4.7: Conversdo representante de cada classe de notas para Z;
0O 1|23 |4/5|{6 |78 |9]|10]11
C|Ci|D|Dg E|F|Ff | G|Gf| A|Ajf| B
Db Eb Gb Ab Bb

Exemplo 4.3. Vamos considerar o sequinte trecho da cangio Asa Branca, de Luiz Gonzaga, na tonali-
dade de D6 Maior:

(CID/EIGIG/E/ERC/DIEIG/G/EE)@(0/2/417/7/4/5/51012/4/7/715/4)

Tomando a = 7, temos que T;(x) = x + 7 mod 12. Com base na tabela 3.1, seque que:

0,2,4,7,7,4,5,5,0,2,4,7,7,5,4—=(7,9,11,2,2,11,0,0,7,9,11, 2, 2,0, 11)
<~ (G,A,B,D,D,B,C,C,G,A,B,D,D,C,B).
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Dai obtemos a tonalidade Sol Maior, correspondente ao intervalo de quinta justa.
Um muisico hdbil realiza uma transposicido com facilidade, dado seu conhecimento sobre intervalos

ser aprofundado. A escrita na pauta para o primeiro trecho, em D6 maior, é exibida na figura 4.3.

Figura 4.3: Trecho de Asa Branca em D6 Maior

a : I : |
- S— - F S— — -
6it . R T a
Do Ré Mi Sol Sol Mi Fa Fa Do Ré Mi Sol Sol Fa  Mi
A escrita transposta para Sol Maior corresponde a figura 4.4.
Figura 4.4: Trecho de Asa Branca em Sol Maior
h# &~ F | B B ¥ l'!" e
%4:\&‘1{!! Il‘dJ_T!ir’
Sol L& Si Ré Ré Si Do Do Sol LaSi Ré Ré Do i

Exemplo 4.4. Vejamos no modo menor, com o trecho da melodia de Terezinha de Jesus (folclore brasi-
leiro). Vide figura 4.5.Vamos transpor de Mi menor para Si menor. Para tanto, aplicaremos Ty, jd que o

intervalo de um para o outro é uma quinta justa, correspondente a 7 semitons. Temos que:

(G,B,E,E GB,EBEMBBCBA Gl A < (7,11,4,4,7,11,4,11,11,0,11, 9, 8, 9)

Figura 4.5: Trecho de Terezinha de Jesus em Mi menor

- o o i z
SolSi Mi Mi SolSI Mi Si Si D6 Si La Sol La

Transpondo para Si menor, obtemos:

(7,11,4,4,7,11,4,11,11,0,11,9,8,9)— (2,6,11,11,2,6,11,6,7, 6, 4, 3, 4)<=

A escrita na pauta corresponde i figura 4.6.
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Figura 4.6: Trecho de Terezinha de Jesus em Si menor

ﬂ#ua_ = o= e 5 |
e i i

REFa Si Si Ré Fa Si Fa Fa Sol F& MiRé Mi

Observacido 4.3. Neste iiltimo exemplo, podemos observar que utilizamos o Réf e ndo Mib. Isso se
justifica devido ao fato de que associamos cada nota transposta a um intervalo de quinta justa com
relagdo a nota original. No caso de utilizarmos o Mib teriamos uma sexta menor. Como estamos apenas
considerando a melodia, estas notas sdo enarmonicas e portanto soam igual. No entanto, para efeitos
harmonicos, no sistema tonal, esta distingdo é importante, jd que a formagdo dos acordes tomam por base
a qualificacdo dos intervalos.

Assim, a transposi¢do de uma melodia é uma aplicacdo que associa cada nota musical a
outra nota, obedecendo a lei de formagdo que consiste numa translagdo dos elementos do con-
junto de notas, ou seja, a adicdo do mesmo intervalo a todas as notas de uma melodia. No caso
da modulagdo, a transposi¢do ocorre no decorrer da obra musical. Neste trabalho, considera-

mos a transposi¢do em toda a melodia. Dai apresentarmos apenas melodias simples.
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CAPITULO 5

PROPOSTA DE MINICURSO: AJUSTANDO O TOM COM A
MATEMATICA

Contetidos de Matemética quando abordados com aplicagdes, pela nossa propria experién-
cia docente, em geral sdo convidativos para os estudantes. Estes se mostram motivados, com
interesse em participar das atividades. A Musica é atrativa e presente no cotidiano de todas as
pessoas, de todas as idades, em todas as culturas.

Alguns contetidos de Matematica neste minicurso, em geral, ndo sdo trabalhados na Educa-
¢do Basica. No entanto, os que ndo constam no curriculo deste nivel de ensino, serdo abordados
de forma intuitiva, sem que haja, no entanto, perda de base teérica. O ptblico-alvo preferen-
cial é de alunos que tenham a disciplina Musica, ou Artes com eixo em Mdsica, na escola. O

recomendével é que seja desenvolvido a partir do 7° ano.

5.1 Objetivos

O projeto contribui para o despertar da visdo de que a Matematica facilita a compreensao
dos fendmenos e padrdes musicais. Possibilita reconhecer que, ao longo da Histéria, foi de
grande importancia para a solugdo de problemas com a afinagdo de instrumentos e vozes. Es-
timula o interesse na aquisi¢do de conceitos matematicos basicos utilizados nas mais diversas
dreas e pré-requisitos para a aprendizagem de contetidos matematicos mais avangados. Além
disso, temos os objetivos que ja foram citados na introducédo deste trabalho:

e Estimular o espirito investigativo em Matemaética a partir de aplicacdes.
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e Contribuir para o desenvolvimento da visdo de que a Matemadtica é uma ferramenta in-
dispensavel no estudo e compreensdo de padrdes existentes nos objetos de estudo das

mais diversas areas do conhecimento.

e Compreender o padrao criado para fins de afinagdo, na musica ocidental, através de um

modelo matematico adequado.

e Introduzir nogdes de aritmética modular e grupos ciclicos na educacdo basica em articu-

lagdo com as regras de transposigdo musical, de forma intuitiva e ltidica.

5.2 Conteudos

Os contetidos serdo abordados de forma integrada. Sdo os seguintes:

e Congruéncias: aritmética dos restos; construcdo das tdbuas de adigdo e multiplicagdo de
le.

e Permutacdes dos elementos de Z15.

e A Mitisica e seus elementos.

e Propriedades do som.

e As notas musicais: nomenclatura e nota¢do na pauta.

e As figuras de notas e os compassos.

e Nogdes de intervalo: tom e semitom; principais intervalos (ciclo das quintas)
e Nocoes de escala: escalas diatonica e cromatica.

e Tonalidade.

e Transposicdo aplicando a translagdo aos elementos de Z».

e Histoérico da evolugdo das escalas.

5.3 Desenvolvimento

As oficinas serdao desenvolvidas em sete momentos com duracdo de 100 min cada.
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5.3.1 1° momento
Inciaremos com a apresenta¢do de um pequeno trecho da mtsica Asa Branca em duas to-

nalidades diferentes, tocadas pelo mesmo instrumento.

Os alunos serdo questionados se conseguem perceber alguma diferenga e qual. Caso perce-
bam que houve uma diferenca, segue-se o passo seguinte. Caso contrdrio, serdo apresentadas
mais algumas transposic¢oes e alunos de vozes diferentes serdo convidados a canatarolar, acom-
panhando, até que percebam a altera¢do na altura ou alguém poderé sentir que for¢ou a voz

em alguma tonalidade. Identificando, assim, se hé alguma dificuldade de execugao vocal.
Logo depois, a proposta do curso serd apresentada.

5.3.2 2° momento
Assistiremos ao trecho do video Donald no pais da Matemdgica , disponivel no canal Youtube.
Conversaremos sobre o video.

Em seguida, serdo apresentados os elementos do som e suas propriedades; os elementos da

Miisica e as notas musicais (nomenclatura); pauta e clave de sol.

Apbs mostrar aos alunos as notas da escala natural num teclado virtual, teremos a atividade

de reconhecimento das notas no teclado.

5.3.3 3° momento
Executaremos vocalmente algumas escalas ascendentes e descendentes. Serdo executadas

as de D6 Maior, Sol Maior e Ré Maior.

Conversaremos sobre a necessidade do uso das escalas musicais. Assistiremos ao video A
Matemdtica da Muisica (Programa 8) da Série Arte e Matemdtica - TV Cultura faixa 2:00 - 19:30

(aproximadamente).

Em seguida, serd feita a introdugdo de nogdes de intervalo: tom e semitom. Juntos, identi-

ficaremos estes intervalos no teclado. Logo depois, serdo apresentados os sinais de alteracao.
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Serdo relacionadas as notas da escala cromdtica com um conjunto que possui 12 elementos
e a estrutura ciclica do conjunto de notas (classes de equivaléncia).

Finalizando essa sessdo teremos o reconhecimento de notas no teclado, associando cada
nota a um elemento de Z;, (numerar de 0 a 11, a partir do d¢, vide tabela 4.7).

5.3.4 4° momento

Assistiremos ao video com um trecho do filme Carruagens de Fogo, com a principal musica

da trilha sonora, homonima ao filme, de autoria de Vangelis. Disponivel no canal Youtube.

Através da nomenclatura das notas com cifras, sera porposto aos alunos que toquem num
teclado virtual um trecho da cangdo Carruagens de Fogo de Vangelis, na tonalidade D6 Maior.
(Partitura e cifra no apéndice B).

Os alunos serao estimulados a terem atencao com a métrica.

Serdo apresentados as figuras de notas e os compassos.

Serd mostrada a partitura da musica.

Identificaremos cada nota com os nimeros fixados de 0 a 11, de acordo com a tabela 4.7.
5.3.5 5° momento

Retomaremos a execuc¢ao da musica do tltimo momento.

Serd apresentado o dudio com a musica numa outra tonalidade e os alunos serdo questio-
nados se perceberam a diferenga.

A definicdo de transposigdo de tonalidade serd apresentada.
Serd mostrado que podemos fazer a transposic¢do utilizando a Matematica.
O conjunto Z; e as suas operagdes serdo apresentados.

Construiremos as tdbuas de operagdo em Zj,.
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5.3.6 6° momento

Retomaremos a tdbua de multiplicacdo de Z;, , onde destacaremos as linhas onde aparecem
como resultado um representante de cada elemento de Z,. Observaremos que os elementos 1,

5,7 e 11 geram todos os elementos de Z1,.

Observaremos pela tdbua de adicdo que os elementos 1 e 11 sdo inversos (ou simétricos)
com relacdo a adigdo. Constataremos pela tabua de multiplicacdo que os resultados da multi-
plicagdo por 1 gera a escala cromética ascendente e os resultados da multiplicagdo por 11 geram

a escala cromatica descendente.

Também através da observagdo da tdbua de adigdo verificaremos que os elementos 7 e 5 sdo
inversos (ou simétricos) com relagdo a adi¢do. E que seus resultados correspondem a geragao
do ciclo das quintas ascendente e o ciclo das quintas descendente (ou das quartas ascendente),

respectivamente.
Apresentaremos o ciclo das quintas e a sua relagdo com a construgdo das escalas.

Analisaremos as relacdes intervalares (em tons e semitons) na escala de D6 maior. Genera-

lizaremos para todas as escalas.

A turma sera convidada a tocar num teclado virtual a cangdo SMILE em Fa Maior (partitura
no Apéndice B), pela pauta e para o préximo encontro os alunos deverdo trazer a associagdo

do primeiro trecho da cangdo aos niimeros de 0 a 11, conforme a tabela 4.7.

5.3.7 7° momento

Faremos a transposigdo do primeiro trecho das musicas SMILE e Carruagens de Fogo para
outras tonalidades, apenas utilizando as transla¢ées em Zi,. Por exemplo, T(7), T(5) e T(3).

Verificaremos pela tabela 4.1. quais os intervalos estdo associados a estas translacdes.

Ap0s realizarmos a conversao, os alunos tocardo num teclado virtual e fardo a comparagao

das tonalidades. Verificardo se a melodia soa similar.

Observacao 5.1. Hd programas de edigio de composi¢des musicais como o score editor (online e gra-
tuito) disponivel em: http://www.noteflight.com/demo, onde se pode escrever na pauta a melodia original
e 0 préprio programa efetua a transposicdo, de acordo com o intervalo indicado. Pode ser usado com alu-
nos iniciantes como um gabarito. Ou seja, primeiro o aluno faz a leitura na pauta, utilizando os niimeros

78



de 0 a 11 para nomear as notas. Em seguida, escolhe o intervalo e realiza manualmente a transposigio.
Verifica quais as notas correspondentes e escreve na pauta. Logo apds, edita a miisica original na pauta

no programa e solicita a transposicdo, conferindo se acertou.

54 Avaliacao

Cada aluno escrevera um pequeno texto descrevendo a trajetéria no minicurso, o que apren-
deu, o que mais gostou, criticas e sugestdes. Uma possilidade também seria realizar um jogo

de perguntas e respostas sobre os contetidos trabalhados, com o uso de slides.
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CONSIDERACOES FINAIS

As relagdes entre a Algebra e a Misica aqui abordados foram apenas uma gota num uni-
verso vasto. A transposigdo de tonalidade aqui, se restringiu a melodia. Sabemos, no entanto,
que a fungdo tonal estd fortememnte relacionada & Harmonia: a estrutura dos acordes, a inver-
sdo dos intervalos, dentre outros elementos. Tem-se muito a pesquisar, a estudar, a questionar.

A Matemadtica estd presente onde houver padrdes. Quem se dispde a estudar e ensinar
Matemadtica precisa adquirir a sensiblidade de perceber os padrdes existentes nas mais variadas
formas, fendmenos e elementos quaisquer, sejam os presentes na natureza, sejam os criados
pelo homem. E desenvolver a capacidade de modelar matematicamente esses padroes.

A Mdsica, assim como outras artes, tem uma relagdo histérica com a Matemaética. E, a
medida que esta ultima evolui, abre horizontes para a compreensdo e desenvolvimento da
primeira. Estudar as aplicagdes da Matematica as artes é prazeroso e instigante. Na Musica,
em particular, é enriquecedor.

Este trabalho pode contribuir para uma valorizagdo ainda maior da interdisciplinaridade
entre a Matematica e outros campos do saber. Aproveitar esta tendéncia na educagdo basica,
aproxima o estudante desta disciplina, quebrando o paradigma da dificuldade de aprendé-la
por ser abstrata e distante do mundo real.

Obviamente, que todo aprendizado exige dedicagdo, interesse e concentracdo. Estudar Mu-
sica tem mais este elo em comum com a Matemadtica. Ao se dedicar ao estudo de um instru-
mento ou canto, por exemplo, é preciso disciplina. H4 momentos tensos, com obstaculos. Ha

momentos de conquistas, que dao satisfagdo e "sabor"de vitoria.

80



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1]] ABDOUNOR, Oscar Jodo. Matematica e Misica: pensamento analégico na constru-
¢do de significados. Sdo Paulo: Escrituras, Editora, 1999. (Série Ensaios Transversais).

[2] ALVES, Luciano. Teoria MusicaL: li¢oes essenciais. Sdo Paulo: Irmaos Vitale, 2005.

[3] BENSON, Dave. Music: A Mathematical Offering. Department of Mathematics,
Meston Building, University of Aberdeen, Scotland, UK: 2008. Disponivel em http :
/ /www.maths.abdn.ac.uk/ ~ bensondj/. Acesso em 15/01/2016.

[4] COUTINHO, Severino Collier. Nimeros inteiros e criptografia RSA. Rio de Janeiro:
IMPA /SBM, 1997.

[5] DOMINGUES, Hygino H; IEZZI, Gelson. Algebra moderna. 4. ed. Sdo Paulo, SP:
Atual. 2003.

[6] GARCIA, Analdo; LEQUAIN Yves.Elementos de Algebra. Ed. IMPA, 2003.
[7] GASPAR, Alberto. Fisica: Volume tnico. 1 ed. Siao Paulo: Ed. Atica, 2005.

[8] GROUT, J. Donald; PALISCA, Claude V. Histéria da Misica Ocidental. Lisboa, Por-
tugal: Gradiva- Publicacdes, Ltda. 1994.

[9] KANTOR, Carlos. A. et al. Fisica, 2° ano: ensino médio (Cole¢ao Quanta Fisica).
1.ed. Sao Paulo: Editora PD, 2010.

[10] KOSTKA, Stefan e PAYNE, Dorothy. Harmonia Tonal. Traduzido a partir da Sexta
Edicéo, de 2008 por Hugo L. Ribeiro, Jamary Oliveira e Ricardo Bordini. Ultima
atualizagdo: 14 Abril 2015. Disponivel em http:/ /hugoribeiro.com.br /biblioteca —
digital / kostkapayne — Harmoniaronal.pdf. Acesso em 10.02.2016.

81



[11] MED, Bohumil.Teoria da Mdsica. 4 ed. Brasilia, DF: Musimed, 1996.

[12] MUNIZ NETO, Antonio Caminha. Tépicos de Matematica Elementar: teoria dos
numeros. 2 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

[13] SANTANA, Beatria Pires. Os padrdes que ouvimos: uma introdugdo a interface

Mtsica-Linguagem. Monografia. Curitiba: Universidade Federal do Paran4, 2010.
[14] STRAUS, Joseph N. Introducdo a teoria pés tonal. Salvador: EDUFBA, 2013.

[15] TOWNSEND, Adam. Maths and Music Theory. University College London Under-
graduate Maths Coloquium, 2011.

[16] WRIGHT, David. Mathematics and Music. St Louis: Departamento de Matematica
da Washington University, 2009.

82



APENDICE A

‘—RELACAO DAS ESCALAS MAIORES E MENORES

A.1 Escalas maiores construidas com os sustenidos
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A.3 Escalas relativas menores
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APENDICE B

PARTITURAS CITADAS NO CAPITULO 5

Carruagens de Fogo

Tema das Olimpiadas Facilitado Vangelis
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OUTROS SIMBOLOS MUSICAIS

e Ritornello é o sinal parecido com um colchete precedido de dois pontos, com a terceira
linha entre eles, presente na escrita supra citada. Tem a finalidade de se evitar a repetigdo
de trechos musicais idénticos. A execucdo deve ser repetida do trecho onde aparece o

ultimo colchete ao imediatamente anterior.

e Casa de nimeros 1 e 2: executa-se a musica do inicio ao fim do ritornello (incluindo o
trecho da casa 1). Volta-se ao inicio do ritornello anterior, pula a casa 1 e executa-se da

casa 2 em diante.

e Na escrita acima também aparece um sinal ligando duas notas de mesmo nome e altura,
que é a nota sol nos segundo e terceiro compassos. A primeira é tocada e seu valor pro-
longado pela segunda. Ou seja, a segunda nao é tocada, mas o seu tempo de duracao é

mantido. Este sinal é chamdo ligadura.
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SMILE

Facilitado Charles Chaplin
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