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RESUMO

O conjunto dos nimeros complexos muitas vezes é assunto esquecido no ensino médio.
Quando abordado, ha uma restricao em relacao aos conteidos na propria matriz curricu-
lar. Isso ocorre, talvez, pela ignorancia quanto a sua aplicabilidade, fazendo com que seu
estudo seja tratado especificamente na graduagao de alguns cursos superiores. O presente
trabalho tem como objetivo utilizar esses niimeros na demonstracao de alguns teoremas
de geometria, mostrando assim sua aplicacao nessa area da matematica. Para isso, inicial-
mente abordaremos os conceitos algébricos: operagoes de adigao, multiplicacao, poténcias
de 7, conjugado e modulo de um nimero complexo. Em seguida, conceitos geométricos
simples como distancia entre dois pontos, medidas de angulo, condicao de linearidade, or-
togonalidade e cocircular, semelhanca de triangulos e geometria analitica, que até entao,
utiliza-se apenas numeros reais, agora amplia-se para os numeros complexos. Com a
insercao de ntimeros complexos na geometria é possivel demonstrar teoremas como: O
circulo de nove pontos, a reta de Simson, o teorema de Cantor, o teorema de Feuerbach e
o teorema de Morley. Por fim, desenvolveremos o projeto: minicurso niimeros complexos
e geometria com um grupo de alunos do 3° ano do Ensino Médio da Escola Estadual
Professora Eudes Veras, localizada em Maracanat, Ceara. Para a coleta dos dados foram
utizados, um questionario socioeconomico e um teste sobre poténcias de ¢, conjugado,
modulo, equacao da reta, teorema de Napoleao e circulo de nove pontos. Esses dados
foram organizados e analisados

Palavras-chave: Numeros complexos. Geometria. Circulo de nove pontos. Reta de

Simson. Teorema de Cantor. Teorema de Feuerbach. Teorema de Morley



ABSTRACT

The set of complex numbers is often subject forgotten high school. When approached,
there is a restriction on the content in their own curriculum. This is perhaps the igno-
rance of their applicability, making their study is specifically addressed in the graduation
of some university courses. This study aims to use these numbers in the statement of
some geometry theorems, showing its application in the area of ??mathematics. For this,
initially we discuss the algebraic concepts: operations of addition, multiplication, powers
of i, conjugate and modulus of a complex number. Then simple geometric concepts such
as distance between two points, angle measurements, linearity condition, orthogonality
and cocircular, similar triangles and analytic geometry, which until then, it uses only real
numbers, now extends to the complex numbers . With the inclusion of complex numbers
in geometry it is possible to prove theorems as: The circle of nine points, the straight
of Simson, Cantor’s theorem, Feuerbach’s theorem and the theorem Morley. Finally, we
will develop the project: short course complex numbers and geometry with a group of
students of the 3rd year of high school at the State School Professor Eudes Veras, located
in Maracanat, Ceara. To collect the data were utizados, a socioeconomic questionnaire
and a test on powers of i, conjugate module, equation of the line, Napoleon’s theorem

and circle of nine points. These data were organized and analyzed.

Keywords: Complex numbers. Geometry. The nine-point circle. The Simson Line. The
Cantor Theorems. The Feuerbach Theorem. The Morley Theorem.
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1 INTRODUCAO

A matematica esta presente em nosso dia a dia desde os tempos mais remotos.
O homem desenvolveu a matematica para melhorar a sua vida e ao longo do tempo, esses
conhecimentos se multiplicaram e deram novas possibilidades ao individuo para construir
e transformar nossa sociedade de forma singular. Em meio a tantas contribuigoes, a
linguagem da matematica encontra espaco nas escolas de ensino regular para continuar
sendo pensada e repensada de modo a construir novas descobertas.

Para facilitar a compreensao dos conhecimentos matematicos, hd uma preo-
cupacao em dividir seus conteudos. Em especial nesse trabalho de pesquisa tratamos
do ensino dos niimeros complexos, que nas escolas de ensino médio tém como motivacao
inicial a resolucao de equagoes de segundo grau, contudo percebemos que nao ha um
aprofundamento dos estudos relacionados a essa tematica.

O nao aprofundamento do estudo envolvendo o conjunto dos nimeros com-
plexos gera duvidas nos alunos que por sua vez tem a impressao de que oS mesmos nao
tém outra utlidade e que foram criados e desenvolvidos com o propdsito de solucionar
todas as equagoes quadraticas. Nos professores precisamos mudar essa realidade pois é
impossivel imaginar a matemética moderna sem os nimeros complexos. Sabemos que
todos os dominios matematicos fazem uso deles de alguma forma. Isso também é verdade
para outras disciplinas como por exemplo mecanica, fisica, hidrodinamica e quimica.

E importante ressaltar que os Parametros Curriculares Nacionais sugerem que
este assunto fique na parte flexivel do curriculo . Mas, devemos esclarecer que os niimeros
complexos também sao eficazes na resolucao de problemas relacionados aos conteudos
geométricos. Desse modo, o trabalho tem como objetivo verificar a aplicabilidade desses
nimeros a geometria e assim apresentar o elo que hé entre essas areas. Para estudarmos
esse assunto nessa abordagem, organizamos os contetudos deste trabalho em trés capitulo.

O primeiro foca a representacao e manipulagao algébrica, e para isso acon-
tecer de modo satisfatorio revisitamos assuntos simples dos conteidos geométricos com
a insercao dos numeros complexos, esse detalhe fara toda diferenca na construcao desse
conhecimento. O segundo capitulo tem como objetivo mostrar a eficiéncia dos nimeros
complexos na demonstracao de teoremas como o circulo de nove pontos, a reta de Sim-
son, o teorema de Cantor, o teorema de Feuerbach e o teorema de Morley. Ainda neste
capitulo serao apresentados dois resultados bem interessantes que é o produto real e o
produto complexo de dois nimeros complexos que é uma adaptacao do produto escalar e
do produto vetorial, respectivamente, ambos sao usados para simplificar problemas consi-
deraveis. O terceiro capitulo retrata a metodologia da pesquisa, onde serao apresentados
os participantes, a conducao da atividade, os instrumentos de coleta dos dados e a analise
dos resultados.

O embasamento tedrico deste trabalho tem como principais referéncias os li-
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vros: “Complex numbers from A to...Z” de Titu Andreescu e Dorin Andrica e “Complex

numbers and Geometry” de Liang-shin Hahn.
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2 NUMEROS COMPLEXOS E GEOMETRIA

Os nuimeros complexos, na maioria das vezes, nao sao contemplados na matriz
curricular do ensino médio, e quando hé um espaco para a contemplacao deste conteido
ao longo do ano letivo, percebemos que sua explanacao fica restrita a perpectiva algébrica.
No entanto, é preciso ressaltar que os niimeros complexos contemplam, também, aspectos
geométricos importantes e de aplicabilidade em varias areas do conhecimento cientifico,
e nesse trabalho ressaltamos a area que compreende a matematica.

Estamos convictos de que o ideal é a interacao entre as perspectivas algébricas
e geométricas no estudo sobre os nimeros complexos. Acreditamos que essa estratégia
permite que os alunos compreendam a utlidade e a beleza de tais niimeros e, consequen-
temente, desmistificariamos o pensamento de que os mesmos sao desnecessarios.

Portanto, nesta secao temos como objetivo ampliar os conceitos geométricos

ja existentes a partir da utilizacao dos nimeros complexos.

2.1 Representacao algébrica dos niimeros complexos

Na tentativa de solucionar problemas envolvendo equacoes algébricas desenvolve-
se a necessidade de ampliar os conjuntos numéricos. Em meados do século XVI Cardano
e Tartaglia em uma espécie de competicao, buscam a solucao da equagao do 3° grau e per-
cebem que os niimeros reais nao sao suficientes para resolvé-la. A partir dessas tentativas,
surgem as primeiras ideias para a criagao (desenvolvimento) dos nimeros complexos.

No século XVIII, dois matematicos contribuiram de forma significativa para
o estudo dos nuimeros complexos. O primeiro foi René Descartes (Franca, 1596 - 1650),

vale ressaltar que:

Com o dominio da geometria Analitica Descarte estudou, entre outras
coisas, as equagoes algébricas. Em uma passagem do Discurso do Método
escreveu a seguinte frase: “Nem sempre as raizes verdadeiras (positivas)
ou falsas (negativas) de uma equagdo sao reais. As vezes elas sdo ima-
ginarias”.

Por esse motivo, até hoje o niimero v/—1 é chamado de niimero imégindrio,
termo que se consagrou juntamente com a expressao ‘numero com-
plexo”. Infelizmente, sdo designactes um tanto inadequadas e subjetivas
para objetos mateméticos. ( http: //www.ime.usp.br/ martha/caem/
complexos.pdf).

Em seguida, Leonhard Euler (Suiga, 1707 - 1783) também fez uma importante
contribuicdo quando denotou que i vale v/—1, melhorando a simbologia dos nimeros
complexos.

Nesta secao vamos estudar a definicao de numeros complexos, operagoes e

propriedades.
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2.1.1 Definicao de ntimeros complexos

No que segue, ao assumirmos que a definicao das propriedades basicas dos
conjuntos dos niimeros reais R sao conhecidas, vamos considerar o conjunto R? = RxR =
{(x,y)|z,y € R}. Dois elementos z; = (z1,y1) € 22 = (T2, y2) de R? sdo iguais se, e somente

se, T1 = Ty e Y1 = Y. Definimos as operacoes de adicao e multiplicacao, em R?, por

21+ 20 = (w1, y1) + (X2, 42) = (21 + T2, 51 + 12) € R?

212 = (w1,01) - (T2, 92) = (172 — 1Yz, T1y2 + T2y1) € Rz,

para todos z; = (z1,y1) € R? e 29 = (19, 15) € R%

O elemento z; + 2, € R? é chamada a soma de 21, 25 € 0 elemento z; - 2o € R?
é chamado o produto.
Observagao 2.1. 1. Sez; = (11,0) € R? e zp = (12,0) € R?, entdo z;-25 = (2179,0).

2. Se z1 = (0,y1) € R? e 25 = (0,y9) € R?, entdo 21 - 20 = (—y1¥2,0).
Definigao 2.1. O conjunto R? munido das operagoes de adigao e mulltiplicacdo, € cha-
mado o conjunto do nimeros complexos, denotado por C. O elemento z = (z,y) € C €
chamado numero complexo.
A notagao C* ¢é usada indicando o conjunto C\{(0,0)}.

2.1.2 Propriedades relativas a adigao

A adicao de numeros complexos satisfaz as seguintes propriedades:

a) Comutatividade.
21 4 29 = 29 + 21, para todos z1, 20 € C.
b) Associatividade.
21+ (22 + 23) = (21 + 22) + 23, para todos 21, 23 € C.
Demonstragao. De fato, se zy = (x1,11) € C, 25 = (w9,1y2) € C e z3 = (3,y3) € C, entao

z21+(22+23) = (21, 1)+ (T2, y2) + (73, y3)] = (21, Y1) +(Tatx3, Yotys) = (v1+(22+23), y1+(Y2+ys))

(z1+22)+23 = [(21, y1)+ (22, yo) |+ (73, y3) = (21422, y1+y2)+ (23, y3) = (21+72)+23, (Y1+Y2)+Y3))
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portanto, temos a igualdade devido a associatividade da adigao de ntimeros reais. [ |

c¢) Identidade aditiva.

Existe um tinico nimero complexo 0 = (0,0) de tal modo que
240 =0+ z = z para todos z = (z,y) € C.

d) Inverso aditivo.
Para um nimero complexo z = (z,y) existe um dnico —z = (—z, —y) € C de tal modo
que

24 (—2) = (—2) + z = 0 para todos z = (z,y) € C

As propriedades (a), (¢) e (d) decorre de seus andlogos no conjunto dos niimeros
reais.

O nimero z; — z5 = 21 + (—29) é chamado de diferenca do niimero z; e z5. A
operacao atribuida aos niimeros z; € z pelo nimero z; — 29 é chamada de subtracao e é

definida por
21— 2 =21+ (—22) = (21, 1) + (=72, —y2) = (21 — 22,41 —y2) € C.
2.1.3 Propriedades relativas a multiplicagao

A multiplicagdo de niimeros complexos satisfaz as seguintes propriedades:

a) Comutatividade.
21+ 29 = 29 - 21 para todos z1, 29 € C.
b) Associatividade.
21+ (29 - 23) = (21 - 22) - 23 para todos 21, 22 € C.

¢) Identidade multiplicativa.

Existe um tinico nimero complexo 1 = (1,0) € C de tal modo que
z-1=1-2z=z para todos z € C.
Demonstra¢ao. Com uma manipulacao algébrica simples podemos verificar essas igualda-

des:

z-1=(z,y)-(1,0)=(z-1—-y-0,2-0+y-1)=(z,y) =2
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1-2=(1,0)-(z,y)=1-2—0-y,1-y+0-2) =(z,y) = 2.

d) Inverso multiplicativo.
Para um ntimero complexo z = (x,y) € C existe um tinico 27! = (2/,y') € C

de tal modo que

Demonstragdo. Temos que encontrar 2! = (2/,y'), observe que (z,y) # (0,0) implica

x # 0 ou y # 0 e consequentemente 22 + 3% # 0.

A relacdo z - 27t =1da (z,9) - («/,y') = (1,0), ou equivalentemente

vr' —yy' =1,
yr' + xy’ = 0.
Resolvendo esse sistema no que diz respeito a 2’ e y', obtemos

/ z / Y

—— e - @
$2+y2 Y x2+y2

Consequentemente o inverso multiplicativo do nimero complexo (z,y) € C* é

1 i Yy
-1 *
— _ — ,— e (
- y4 ($2+y2 $2+y2)

1

Pela comutatividade também temos 27+ - z = 1. [ |

As propriedades acima referidas mostram que o conjunto dos ntimeros com-
plexos, formam um corpo.
Dois numeros complexos z; = (z1,41) € C e z = (x,y) € C* determina

unicamente um terceiro nimero chamado quociente, denotado por 2 e definimos por

Ao = () - T Y _(mrtyy —my )
2 1 1, 91 l.2+y27 x2+y2 $2+y27 l'2+y2

Definicao 2.2. Uma poténcia inteira de um nimero complexo z € C* €

2" =z-z..z, para todos inteiros n > 0

e 2" = (271" para todos inteiros n < 0.

Na seguinte proposicao obtemos os resultados para o produto e a divisao de

poténcias de mesma base, poténcia de poténcia e o produto e a divisao de uma poténcia.
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Proposicao 2.1. Para todos numeros complezos z, z1, zo € C e todos inteiros m,n temos:

1. z

(21 : 2)" ="

n n
2\ =z
29 ) T ozont
Quando z = 0, definimos 0™ = 0 para todos inteiros n > 0.

e)Distributiva

21+ (29 + 23) = 2129 + 2123 para todos 2, 29, 23 € C
As propriedades (a), (b) e (e) sao facéis de verificar.

2.1.4 Os ntumeros complexos na forma algébrica

Para manipulacao algébrica nao é conveniente representar um nimero com-
plexo da forma como foi definido anteriormente. Por esta razao, apresentaremos outra
forma de escrita.

Para introduzir esta nova representagao algébrica, considere o conjunto Rx{0},

juntamente com as operacoes de adicao e multiplicacao definidos em R?. A funcao
f:R—R
v — f(z) = (2,0)
é bijetiva e além disso
(2,0) + (5,0) = (z +y,0) e (,0) - (y,0) = (zy,0).

Nao podemos deixar de notar que as operacoes algébricas em R x {0} sao
semelhantes as operagoes em R, por isso, podemos identificar o par ordenado (x,0) com
o numero z, para todo x € R. Portanto, podemos usar, pelo que precede a bijecao de f,
a notagao (zr,0) = x.

Sendo i = (0,1) obtemos,

= (xay) = (x>0) + (O7y) = (x,O) + (07 1)(3/70) = ($,O) + (y>0)(07 1) =T+ yt.

Na proposigao abaixo, mostraremos a representacao algébrica do niimero com-
plexo z = (x,y)

Proposicao 2.2. Qualquer nimero complexo z = (x,y) pode ser representado exclusiva-



23

mente na forma
z=x+ Yyl

onde x,y sdao nimeros reais, e i> = —1.

A identidade i? = —1 decorre diretamente da definicao de multiplicacao: > =
(0,1)-(0,1) = (—=1,0) = —1.

A expressao z = x + yi é chamada de representacao algébrica do ntmero
complexo z = (z,y), por isso podemos escrever C = {z + yilr € R,y € R,i* = —1}. A
partir de agora vamos denotar o nimero complexo z = (z,y) por x+yi. O nimero real x é
chamada a parte real do nimero complexo z e serd denotado por z = Re(z) e semelhante,
y é chamada parte imaginaria de z e serd denotado por y = Im(z). O nimero complexo
yi, y € R - em outras palavras, cuja parte real é 0 - sao chamados de imaginarios. Por
outro lado, os nimeros da forma yi, y € R*, sao chamados puramente imaginérios e i é
chamado a unidade imaginaria.

As seguintes relacoes sao faceis de verificar:

a)z; = z9 se e somente se Re(z1) = Re(za) e Im(z1) = Im(29).

b)z € R se e somente se Im(z) = 0.

c)z € C\ R se e somente se Im(z) # 0.

Usando a representacao algébrica, as operagoes usuais com niimeros complexos

podem ser realizada como se segue:
1)Adicao

21+ 20 = (21 + y10) + (02 +y2i) = (21 + 22) + (11 +y2)i € C.
Podemos observar que
Re(z1 + z2) = Re(z1) + Re(z2);

Im(z1 + 29) = Im(2z1) + Im(29).

2)Multiplicagao
21+ 2 = (w1 + Y1) - (22 + Y1) = (2122 — Y1ya) + (¥1Y2 + T21)i € C.
Em outra palavras

Re(z1 - z3) = Re(z1)Re(z2) — Im(z1)Im(zq)

Im(zy - 22) = Im(z1)Re(z2) + Im(z2) Re(z1).
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Para um nimero real A e um nimero complexo z = = + yi,
Az=A+0i)(x+yi)=Nx+yi) = x+Ayi € C

é o produto de um niimero real com um ntmero complexo.
As seguintes propriedades sao validas:
1. AMz1 + 22) = Az + Azg;
2. M (Aaz) = (M A2)z;
3. (M1 4+ A2)z = A1z + Aoz para todos 21, 22,23 € C e A, A\, Ay € R.
3)Subtracao

21 — 2o = (T1 + Y1) — (22 +y2i) = (11 — 22) + (Y1 — 2)i € C.
Isso é,
Re(z1 — z3) = Re(z1) — Re(2);

Im(zy — z2) = Im(z1) — Im(22).
2.1.5 Poténcias do niimero i

As féormulas para as poténcias de um nimero complexo com expoentes inteiros

sao preservadas para a forma algébrica z = x + yi. Considerando z = 7, obtemos

-2

V=1t =4 2.4

=13 = i=—i

=@ =10 = =0 =" i =—1" =i =—1
Pode-se provar por inducao que para qualquer inteiro positivo n,

Z~4n _ 1;Z~4n+1 — i;i4n+2 — _1;i4n+3 - _1.

Consequentemente i" € {—1,1,—i,i} para todos inteiros n > 0. Se n é um inteiro

negativo, temos

2.1.6 Conjugado de um niimero complexo

Para z = x + yt o numero z = x — yi ¢ chamado o conjugado do nimero
complexo z.

A conjugacao tem as propriedades abaixo.
Proposicao 2.3. Dados z, z1,ezy € C, temos:

1. A relagao z = Z ocorre se, e somente se, z € R.
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Para qualquer nimero complexo z vale a relacdo z = Z.

Para qualquer nimero complexo z o numero z-z € R é um nidmero real nao negativo.
21+ 22 = Z1 + Z3 (0 conjugado de uma soma € a soma dos conjugados).

Z1- 22 = 21 - 22 (0 conjugado de um produto é o produto dos conjugados).

Para qualquer nimero complezo z, diferente de zero, temos a relagao 2= = (z)7 L.

(i—;) = % (o conjugado de um quociente é o quociente dos conjugados), za # 0.

S S e

As formulas

Re(z) = Z;Z elIm(z) = 22_2,2

sao vdlidas para todo z € C.

Demonstragao. 1. Se z = x + yi, a relacao z = z é equivalente a = + y1 = © — yi.
Consequentemente 2yi = 0. Isso ocorre se e somente se y = 0 e portanto z = x € R.
2. Temos z=x—yiez=x— (—yi) =z +yi = z.
3. Observe que z -z = (z + yi)(z — yi) = 2* + y* € RT.
4. Note que

21+ 2= (21 +22) + (Y1 + )i = (21 + 22) — (Y1 +2)i
= (z1 — y1i) + (22 — yoi) = 71 + %2

5. Podemos escrever

Z1 - 22 = (2122 — 1y2) + (@192 + Toy1) = (122 — Y1y2) — i(@1Y2 + T201)

= (901 - yli)($2 - yﬂ) =21 %2

6. Como z - % = 1, entao (z ) = 1 e consequentemente % - (%) = 1, produzindo

21 =(z)7L.

AR 1) _ — 1) _=—. 1 _ =z
7. Observe que (i) = (zl : Z) =7 (Z) =72 =1
8. A partir da relagoes

W=

z24+z=(r+yi)+ (v —yi) = 2x,
z—Z=(x+yi)— (xr—yi) =2y

segue que -
Re(z) = Z;Z elm(z) = S

Observacgao 2.2.
Para obter o inverso multiplicativo de um nimero complexo z € C* pode-se usar a sequinte

formula:
z  x—yi X Y

= = — 1.
2.7z $2+y2 x2_|_y2 $2+y2

1
z

O conjugado complexo nos permite obter o quociente de dois niumeros complexos do se-
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gquinte modo: ~
Al A1 %2

Zo 2y Za

2.1.7 Médulo do nimero complexo

O ntmero | z |= /22 + y? é chamado médulo ou valor absoluto do nimero
complexo z = x + yi.

Por exemplo, os nimeros complexos
271 =44+3t,20=—-31ez3=2
tem moédulos, respectivamente
|21 |= V22 +32 =5,z |= /02 + (=32 =3¢ | 23 |= V22 =2

Na préxima proposicao mostraremos as propriedades do médulo.

Proposicao 2.4. As sequintes propriedades sdo satisfeitas:

1. = |z|<Re(z) <|z|e—|z|<Im(z) <| z].

2. | 2> 0. Além disso, temos | z |= 0 se e somente se z = 0.

3.z l=l—z]= 2]

4. z-z2=|z?

5. lzi-z|=| 21| | 22| (0o mddulo do produto é o produto dos médulos).
6. |z1]—|=nl<lat+tzn|<al+]2].

7. 127 =] 2|7 2 #0.

8 j—; = }j—;} (0o mddulo do quociente é o quociente dos mddulos), ze # 0.
9. |zl —|=nlsla—=nl<[a|+]2].

Demonstragao. Pode se facilmente checar que (1) - (4) é vélida. Vejamos os demais casos.

5. Temos que
21 2 = (21 22)(Zr 22) = (21 Z0) (22 - ) = |21 * - |22

e consequentemente
|21 - 22| = [21] - [ 22],
com |z| > 0 para todo z € C.
6. Observe que

|21 + 22|2 = (21 + 22)(21 + 22) = ‘21|2 +z1-22+%21 2+ 122’2-
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Sabemos que z; - Z3 = 7] - 23 = 21 - %2, 10g0
2173 + Z122 = 2Re{ 2173} < 2|21Z3| = 2|z1]|22).
Assim,
21 + 20|* < (|21] + |22])%,

e consequentemente |21 + 22| < |z1| + |22

Para obter a outra desigualdade, observe que

|21] = |21 + 22 + (—22)| < |21 + 22| + [(—22)| = |21 + 22| + |22
com 1isso,
|21] = |z2] < [z1 + 22|

7. Note que z - % = 1, implicando que |z] ’%‘ =1, ou ’%‘ = ﬁ Consequente-
mente, |27 = |z|7L.

8)Temos que
|21

=z =al | =1
|22

21

9)Podemos escrever
|21] = |21 — 20 + 2] < |21 — 20| + |22],

entao

21— 2| 2 |a] = [z

Por outro lado,

|21 — 20| = |21 + (—22)| < o] + | = 22| = |21] + |22].

2.1.8 Equagoes do 2° grau

Nesta secao resolveremos equacoes quadraticas com coeficientes reais quando
o discriminante é negativo e, também mostraremos a solucao para as equagoes que tem
coeficientes complexos.

O primeiro caso a ser analisado é a equacao do 2° grau com coeficientes reais

ar? +bx+c=0,a#0
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em que o discriminante A = b — 4ac é negativo.

Completando quadrados, facilmente temos a equivaléncia

42 2 )
allx+— —1 =0.
2a 4a?
Pela proposicdao 2.2 temos i> = —1, portanto

b\? L, (V=AY

) -0

(x * 2a> ! ( 2a ’

e assim r; = ’I’Jr;—a V’A, Ty = ’l’# ey

Agora para as equagoes quadraticas com coeficientes complexos usamos a

mesma manipulacao algébrica como no caso dos coeficiente reais, entao

i 2 2+_A =0
: 2a 4a2 |

Isto é equivalente a

onde A = b? — 4ac € C. Chamado o discriminante da equaciao do 2°grau. Sendo

N b ¢ b? — 4ac
z=x+—ef=—F7—
2a 4a?
Nosso problema torna-se em resolver z?> = ¢ para um ntimero complexo arbitrério &.

Denotando
z=u+1w, e =a+1if,

devemos encontrar uma par de niimeros reais u e v tais que
z=(u+iv)* =a+if.
Reescrevendo a igualdade, temos:
(u?* — v?) + 2iuw = o + if.
Consequentemente, nosso problema se reduz em resolver o sistema de equacoes
2 2

u —v'=aeuv=_y

Portanto,
(v +0*)? = (u® — v*)* + (2uwv)® = o® + 3%,
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onde u? +v? > 0,02+ 32> 0e u,v,o, 3 € R. Assim,

Dai,

Note que,

de modo que,

1 1
u::l:(oH_ ;2+62)2 ev2=i(_a+ 2a2+52>27

onde os sinais devem ser escolhidos para satisfazer 2uv = f. Isto é, a raiz quadrada

V€ = u+iv é dado por

2 2 % 2 2 %
i((w_\/wﬁ> +Z~<a+_ x/aw) ),parabo;

(

2 2

VE=1{ £ (— (—‘”@) " <—a+\/2“2—+52) 2) , para 3 < 0;

+v/a, para § =0e a > 0;
| £iv—a, para S =0e a < 0.

Mostramos que cada ntimero complexo diferente de zero tem duas raizes quadradas.

2.2 Interpretagao geométrica

2.2.1 Interpretagao geométrica do niimero complexo

A interpretagao geométrica, que hoje conhecemos é devida ao matemético Jean-Robert
Argand que teve a ideia de representar um nimero complexo como um ente provido de
grandeza absoluta e de direcao no plano. Nesta secao apresentaremos a representacao
geométrica do nimeros complexo, do médulo e das operagoes.

Definimos um niimero complexo z = (x,y) = & + yi como um par
ordenado de nimeros reais (z,y) € R, entao é natural que o niimero complexo z = = + yi
seja representado pelo ponto M (x,y) no plano R x R.

Para uma apresentacao formal, vamos considerar P como sendo o conjunto

de pontos de um determinado plano 7 com o sistema de coordenadas x0y. Considere a
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fungao bijetiva ¢ : C — P, ¢(z) =z + yi.
Definigao 2.3. O ponto M(x,y) é chamado imagem geométrica do nimero complexo
z2 =T+ yt.

O numero complexo z = x4+ yi é chamado de coordenadas complexas do ponto
M (z,y). Usaremos a notagdo M (z) para indicar que a coordenada complexa de M é o

nimero z (Observe a Figura 1).

Figura 1 — Coordenadas complexas do ponto.

4 I Mix, v)
.
Mix, v) '
--------- . Z
’ . ;
' .
0 X M'ix, =v)

M"=x, '—_1.']
Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

A imagem geométrica do conjugado de z = x + yi é a reflexdo M'(x,—y), ao
longo do eixo x, do ponto M (z,y), representado na figura II.

A imagem geométrica do inverso aditivo —z, do nimero complexo z = x + yi,
é a reflexao M"(—z, —y) ao longo da origem do ponto M (z,y) (na figura III).

A funcao bijetiva ¢ mapeia o conjunto R sobre o eixo x, chamado de eixo
real. Por outro lado, os niimeros complexos imaginarios correspondem ao eixo y, que é
chamado eixo imaginario. O plano 7 , cujos os pontos sao identificados com nimeros
complexos, é chamado de plano complexo.

Por outro lado, podemos identificar um ntmero complexo z = x + yi como um
vetor v = O—]\>/[ , onde M(z,y) é a imagem geométrica do nimero complexo, representado
na figura 2.

Consideramos V[ o conjunto dos vetores cujos pontos iniciais sao a origem O.
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Figura 2 — Representacgao vetorial do ponto.

Mix, v)

.\II R R T T 1
- 1 ;

j .

0 g i F'l i

Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .
Entao, podemos definir a fungao bijetiva:
———) - —

¢ C— Vo, ¢(2)=0M =0 =uzi+yj,
onde i e ; sao os vetores do eixo x e eixo y, respectivamente.

2.2.2 Interpretagao geométrica do modulo

Vamos considerar um numero complexo z = x + yi e a imagem geométrica
M (z,y) no plano complexo e O = (0,0) pois é a orgem. A distancia euclidiana do

segmento OM ¢ dada pela férmula

OM = /(xp — 20)? + (ynr — y0)2,

portanto OM = \/xp% 4+ yy? = |2| = |0]. Em outras palavras, o valor absoluto de |z| do
numero complexo z = z + yi é o comprimento do segmento OM ou a magnitude do vetor
¥ =i +1yj.
Observacao 2.3. 1. Para o numero real v, o conjunto dos niumeros complexos com
mddulo r corresponde no plano complexo a C(O;r), essa é a notag¢ao para o circulo
de centro O e raio r.
2. Os numeros complezos z com |z| < r correspondem aos pontos do interior do circulo
C(O;r). Por outro lado os niumeros complexos z com |z| > r correspondem aos

pontos exteriores ao circulo.

2.2.3 Interpretacao geométrica das operagoes

a)Adicao e subtragao
Considere os nimeros complexos z; = x1 + Y1t € 29 = T + Yot € 0s vetores

correspondentes v_f =x11+Yy1j € v_2> = Tol + Y2J.
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Observe que a soma dos nimeros complexos é
21+ 22 = (214 22) + (11 + 1)1

e a soma de vetores é

— —

—-
v +v3 = (T1+22) 1 + (Y1 +y2) ]
Portanto, a soma z; + z corresponde a soma vetorial 11_1) + 172 (Figura 3).

Figura 3 — Adigao de nimeros complexos.

i

Mixi+x2, vi+ v2)

Maixa, va)

=l

-
-

i Miixy, v

o
Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

Por outro lado, a diferenca dos niimeros complexos z; e zo é dada por

21— 2z = (21 — 22) + (Y1 — Y2)i
e a diferenca dos vetores e ws por

- —
U—1>—U_2>=(I1—l"2)2 +(y1 —y2) J

Consequentemente, a diferenca z; — 2z corresponde a diferenca vetorial v_1> — 'U_g

b)A multiplicacdo de um niimero real por um nimero complexo.
Considere o nimero complexo z = x+yi e o vetor correspondente v = x?+yj
Se A é um numero real, usando a algebra de vetores, temos que a multiplicagao Az é dada
por
Az = \zi + \yj.

Note que se A > 0 os vetores A7 e U tem mesma orientacao e
AT = A7),

Quando A < 0, o vetor AU tem orientacdo oposta e [AU| = —A|U|. e A = 0, entdo
AT =0, veja figura 4.
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Figura 4 — Multiplicacao de ntimero real por um nimero complexo.

[ L

b y

M'(hx, Ay)

A=0 N s )

Mix, y)

Mix, y) //
0 X // X

.'w lr{‘ }\..t " }\.})

Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

2.3 Representacao polar dos niimeros complexos

2.3.1 Coordenadas polares no plano

Vamos considerar um plano coordenado e um ponto M (x,y) desse plano, que
nao é a origem.

O numero real r = \/m ¢ chamado raio polar do ponto M. O angulo
0 € [0,27) entre o vetor O—]\>4 e o eixo x ¢ chamado de argumento polar do ponto M. O
par (r,0) é chamado de coordenadas polares do ponto M. Vamos descrever M (r,0) (veja
figura 5). Note que a fun¢do h: R x R — (0,00) x [0,27), h((x,y)) = (r,8) é bijetiva.

A origem O é o unico ponto com r = 0, tal que o argumento # da origem nao
estd definido.

Para qualquer ponto M no plano hé um tnico ponto de intersecao P do raio
OM com o circulo unitario centrado na origem. O ponto P tem o mesmo argumento

polar 8. Usando as defini¢oes das funcoes seno e cosseno, descobrimos que

x=rcosf ey =rsinf

Portanto, é facil obter as coordenadas cartesianas de um ponto de suas coor-
denadas polares.
Por outro lado, consideramos um ponto M (z,y) com raio polar r = /x2 + y2.

Para deteminar o argumento polar analisaremos os seguintes casos:
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Figura 5 — Coordenadas polares.

Mix, v)
0
0 ]
Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

a) Se x # 0, entdo tgd = £ 4 km temos,

_ y
0 = arctg= + km,
x
onde
Osex>0ey >0,
k=< 1sex <0 e para qualquer y,

2sex>0ey<0.

b) Se x =0 e y # 0, entao

0_{ g sey >0,

3
5 sey <0.

2.3.2 Representagao polar do niimero complexo

Para um nimero complexo z = x + yi podemos escrever sua representacao

polar

z = r(cosh + senbi),

onde r € [0,00) e 0 € [0,27) sao as coordenadas polares da imagem geométrica de z.
O argumento polar  da imagem geométrica de z é chamado argumento de z,
denotado por argz. Para z # 0, o moédulo e o argumento de z sao unicamente determinado.
Considerando z = r(cosf + senfi) e 6* = 0 + 2km para um ndmero inteiro k,

temos
z = rlcos(0" — 2km) + sen(0* — 2km)i) = r(cosf* + senf*i).

Chamamos 6* o argumento estendido do nimero complexo z.
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Portanto, se dois nimeros complexos 21, 25 # 0 sao representados por
21 = r1(costy + senbyi) e zo = ro(coshy + senbyi)
eles sao iguais se e somente se r; = 19 e 61 — 0y = 2km, para um inteiro k.

2.3.3 Operagoes com nimeros complexos na forma polar

Com os conceitos de modulo e argumento, daremos uma interpretacao geométrica para a
multiplicagao de niimeros complexos nao nulos.

Multiplicagao

Proposicao 2.5. Suponha que

21 = r1(costy + senbii) e zy = rao(coshy + senbqi)
Entao

2129 = r1rof{cos(01 + 03) + sen(6y + 05)i}.

Em particular,

|z122] = |21] - |22] € arg(z122) = argz + argzs.

Demonstracao. De fato,
2129 = 1112(c0sby + senbi)(cosly + senbai)

= riro{(cosbtcosly — senbysenly + i(senbcosly + cost senby}

= riro{cos(by + ) + sen(6y + 65)i}.

Poténcias de niimeros inteiros
Na proposicao seguinte determinaremos uma expressao para poténcias de ex-
poente inteiro n cuja base ¢ um nimero complexo nao nulo.

Proposicao 2.6. (De Moivre) Seja z = r(cosf + senbi) e n € N, temos
2" = r"{cos(nb) + sen(nb)i}

Demonstracao. Faremos inicialmente a demonstracao por inducao sobre o expoente n,
quando n for natural.
A verficagao é imediata para n = 1. Seja n > 1 e suponhamos que a igualdade

seja valida para n, isto é, 2" = r"(cos(nf) + isen(nf)). Logo,
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= r(cost + isen®)r"(cos(nb) + isen(nfh))
= 1" (cos(0 + nb) + isen(d + nb))
=" (cos((n +1)8) +isen((n + 1)0)),

onde: a segunda igualdade segue da hipdtese de inducao; a terceira da multiplicacao de
numeros complexos na foma polar; e a tltima, mostra a validade da formula do enunciado
para n+ 1. Concluimos, por inducao, a validade da férmula para todo nimero natural n.
Para n = 0, a féormula vale, pois, sendo 7° = 1, cos0 = 1 e sen0 = 0, temos
que 2 = 1%(cos(0 - 0) + isen(0 - 0)).
Seja n < 0 um inteiro. Entao, —n > 0e 2" = (z7')™". Como 27! = z/|z|* =

L(cosh + isenf) = r~(cos(—0) + isen(—8)), pela formula j& demonstrada temos
(7)) = ()" (cos((—n)(=0) + isen(—n)(0)))

= r"(cos(nb) + isen(nb))
Logo, a igualdade vale para todo n € Z. [ |

A demonstragao acima foi retirada do livro “Polindmios e Equagoes Algébricas”
de Abramo Hefez e Liucia Villela.

Observacao.

Podemos notar que |2"| = |z]", arg(z™) =n - arg(z)
Divisao

Similarmente utilizando os conceitos de médulo e argumento podemos provar
que, se

Proposicao 2.7.

21 = r1(costy + senbyi) e zo = ra(coshy + senbqi) # 0,

entao
A_n cos(by — 02) + sen(by — 0s)i}.
29 )

Em particular,
21

21 21
= |—| earg (—) =argz; — argzs.

2.4 Raizes n-ésimas da unidade
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2.4.1 Definindo as raizes n-ésimas

Consideremos um inteiro positivo n > 2 e um numero complexo zg # 0. No

campo dos numeros reais, a equacao
n
7" — 2 =0 (1)

é usada para definir as n-ésimas raizes do nimero zy. Por isso chamamos qualquer solucao
Z da equagao (1) de raiz n-ésima do nimero complexo 2.
Teorema 2.1. Seja zy = r(cosd + isenf) um nimero complezo com r >0 e 6 € [0,27).

O numero complexo zy tem n raizes n-ésimas distintas, dada pela formula

0 + 2k 0+ 2k
Zy = /r (cosu + isenu) ,

n
k=0,1,...m — 1.

Demonstracao. Usando a férmula polar do niimero complexo Z, temos
Z = p(cosp +iseny).
Pela definicao temos que Z" = z; ou equivaletemente
p"(cos n ¢ +isen n @) = r(cosh + isend).

Obtemos p" =r e np = 0 + 2k7, para k € Z. Assim p = /r e gpk:%—kk%ﬂ,
para k € Z.

Até agora, as raizes da equagao (1) sao
Zy = /r(cospr, + senpy), para k € Z.

Observe que 0 < g < @1 < ...p,_1 < 2m, por isso os numeros @i, k €
{0,1,...,n—1}, s@o argumentos reduzidos, em particular, ¢;* = ¢. Temos agora n raizes
distintas de zg:

20y 21y ey L 1.

Considere algum inteiro k& com r € {0,1,...,n — 1} o residuo de k médulo n.

Entao k =nqg+r, paraq € Z, e

0 2t 0 2m
pr=—+(nq+71)— = — 71—+ 27 = o, + 2.
n n n n
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E claro que Zy = Z,. Consequentemente,
{Zk ok c Z} == {Zo, Zl, ceey Zn—l}

Em outras palavras, existem exatamente n distintas raizes n-ésimas de z. |

As imagens geométricas das raizes n-ésimas do nimero complexo zy # 0 sao
os vértices de um poligono regular de n-lados inscrito no circulo com centro na origem e
raio /7.

Para provar isso, denotamos My, M, ..., M,,_1 os pontos com coordenadas com-
plexas Zy, Z1, ..., Zn — 1. Note que OMy, = |Zy| = /r, para k € {0,1,...,n — 1}. Segue
- se que os pontos M, estdao sobre o circulo C(O, {/r). Por outro lado, a medida do arco

M?]W\Hl é igual a

0+ 2(k+1)m — (0 + 2k 2
argZyy1 — argZy = T2k )Z O+ W)Z%,

para todo k € {0,1,...,n — 2} e o arco restante Mmo é

2 2
—W:27r—(n—1)—7r.
n n

—

— = —_ —— ~ . . ~
Uma vez que todos os arcos MoMy, M\ M, ..., M, 1M, sao iguais, entao o

poligono MyM...M,,_; é regular.
2.4.2 As raizes n-ésimas da unidade

As raizes Z, — 1 = 0 sao chamadas as raizes n-ésimas da unidade. Uma vez
que 1 = cos0 + isen0, a partir da formula das raizes n-ésimas dos nimeros complexos,

deduzimos que as raizes n-ésimas da unidade sao

2k 2k
€ = cos 28 + isen—w, ke{0,1,...,n—1}.
n n

Explicitamente, temos

€p = cos0 + tsen0 = 1;

2T 2w
€1 = COS— +15en— =€
n n
e Am
€2 = COS— + 1S8en— = €
n n
2(n -7 . 2(n—1)m
€p_1 = COS +15en =€
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O conjunto {1,¢, €2, ...,¢""1} é denotado por U,. Observe que o conjunto U,, é
gerado pelo elemento ¢, isto é, os elementos de U,, sao as poténcias de e.

Como mencionado anteriormente, as imagens geométricos das raizes n-ésimas
da unidade sao os vértices de um poligono regular com n lados inscrito no circulo unitario
com um dos vértices em 1.

Vamos analisar alguns valores particulares de n:

a)Para n = 2, a equagdo Z2 — 1 = 0 tem raizes —1 e 1, que sdo as raizes
quadradas da unidade.

b)Para n = 3, as raizes ctibicas da unidade, isto é, as raizes da equagao Z3—1 =

0 sao dadas por

2k 2k
€ = COSTT‘- + isenTﬂ, k€ {0,1,2}.

Assim,
2T . 27
=1, ¢ = COSE + isen— =€,

3

4 4w 9
€y = cos? +1sen— = €”.

3
Elas formam um triangulo equildtero inscrito no circulo C'(O;1), como na

figura abaixo.

Figura 6 — Triangulo equildtero inscrito no circulo unitéario.

A

T~

pet

Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

c¢) Para n = 4 as raizes quarta da unidade sao

2k 2k
€ = COSTW + isenTﬁ, k=0,1,2,3.

De forma explicita, temos

. m . ™ .
€p = cosO +1sen0 =1; €, = 0085 + Zsen§ =1
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) 3r . us )
€9 = cosT + isenm = —1; €3 = 0037 + 286717 =—1

Observe que Uy = {1,4,1%,43} = {1,i,—1,—i}. As imagens geométricas das

raizes quarta da unidade sdo os vértices de um quadrado inscrito no circulo C(O, 1).

2.5 Algumas nogoes geométricas simples e propriedades

Nesta secao iremos apresentar temas introdutérios como a distancia entre
dois pontos; segmentos; raios; retas; medida de um angulo; condi¢ao de linearidade,
ortogonalidade e cocircularidade; semelhanca de triangulos, e, em seguida, teremos topicos

de geometria analitica.

2.5.1 A distancia entre dois pontos

Suponha que os nimeros complexos z; € 2o possuam as imagens geométricas

M e M. Entao, a distancia entre os pontos M; e M, é dada pela
MMy =|2z — 2| .

A fungao distancia d : C x C — [0, 00) definida por
d(z1,20) =[ 21 — 22 |,

satisfaz as seguintes propriedades:

a)positividade e nao degeneragao:
d(z1,29) > 0, para todos 21, 23 € C;

d(z1,22) = 0 se e somente se z; = zs.

b)simetria:

d(z1, 2z2) = d(22,21), para todos 21, 29 € C;

c)desigualdade triangular:
d(z1, 29) < d(z1, 23) + d(z3, 22), para todos z1, 29, 23 € C;
Para justificar ¢) observamos que:

| 21— 22 [=| (21— 23) + (23 — 22) [<| (21— 23) | + | (23 — 22) |
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da propriedade do médulo. A igualdade ocorre se, e somente se, existe um niimero real
positivo k tal que

23 — k1 — I{Z(ZQ - 23).

Com o conceito de distancia, daremos uma interpretacao geométrica para
segmentos, raios ou semirretas e retas. Daqui por diante, denotaremos por A(a) um
ponto A no plano complexo que tem coordenada complexa a e que a = x + yi onde
r = Re(a) e Im(a).

2.5.2 Segmentos, raios e retas

Sejam A e B dois pontos distintos com coordenadas complexas a e b. Dizemos
que o ponto M com coordenada complexa z esta entre os pontos A e B, se z #a, z # b

e a seguinte relacao é satisfeita:
la—z|+|z—0b|=|a—b].

Usamos a seguinte notacdo A — M — B. Para segmento aberto o conjunto (AB) = {M :
A — M — B}, determinado pelos os pontos A e B. O conjunto [AB] = (AB) U {A, B}
representa o segmento fechado definido pelos pontos A e B.
Teorema 2.2. Suponha que A(a) e B(b) sao dois pontos distintos. As declaracoes a
sequir sao equivalentes:

1. M € (AB);

2. hd um namero real positivo k tal que z — a = k(b — z);

3. hd um nimero realt € (0,1) de tal forma que z = (1—t)a+tb, onde z € a coordenada

complexa de M.

Demonstragao. Primeiro provaremos que 1) e 2) sao equivalentes. Com efeito, temos
M € (AB) sesomente se |a—z |+ | z—0b|=|a—0b|. Isto é, d(a,z) + d(z,b) = d(a,b),

ou equivalentemente existe uma real k > 0 tal que z — a = k(b — 2).

Para provar que 2) e 3) sdo equivalentes, definimos ¢ = 5 +1 € (0,1) ou k =
7= > 0. Entdo, z —a = k(b — z) se, e somente se, z = 7a + k+1b Isto ¢, z =
(1 —t)a+ tb. |

O conjunto (AB ={M | A—M — B ou A— B— M} é chamado de raio aberto
ou semirreta com ponto inicial A que contém B.
Teorema 2.3. Suponha que A(a) e B(b) sao dois pontos distintos. As declaragoes a
sequir sao equivalentes:
1. M € (AB;
2. hd um nimero real positivo t de tal forma que z = (1—t)a+tb, onde z é a coordenada

complexa de M;
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3. arg(z —a) = arg(b — a);
4. =2 e RT.

Demonstragao. Basta provar que 1) = 2) = 3) = 4) = 1).
1) = 2). Como M € (AB, temos A— M — B ou A— B — M. Logo, existem

numeros t,l € (0,1), tais que
z=(1—=tha+thoub=(1—-1)a+lz.
No primeiro caso, ja temos o resultado; para o segundo caso, usamos t = % Com isso,
z=th— (t—Da=(1—t)a+th.
2) = 3). De z = (1 —t)a+tb,t > 0, obtemos
z—a=tb—a),t>0.

Consequentemente,
arg(z —a) = arg(b — a).

3) = 4). A relagao

Z—a

b—a

arg =arg(z —a) —arg(b — a) + 2kw, para algum k € Z,

z—a
b—a

implica argi=2 = 2kn, k € Z. Desde que arg;== € [0, 27), segue que k = 0 e arg
€ R*, como desejado.

zZ—a

Assim, =2

4) = 1). Sejat = =2 € R*. Consequentemente
z=a+tb—a)=(1—1t)a+tht>0.

Set e (0,1), entdo M € (AB) C (AB.
Set =1, entdo 2 = be M = B € (AB. Finalmente, se t > 1, entao,
=1/t €(0,1), temos
b=1z+ (1 —1a.

Daqui resulta que A— B— M e M € (AB.

A prova esta concluida. [ |

O préximo teorema traz afirmacgoes equivalentes para um ponto pertencente a
uma reta.
Teorema 2.4. . Suponha que A(a) e B(b) sao dois pontos distintos. As declaragioes a
sequir sao equivalentes:

1. M(z) encontra-se na reta AB.
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2. =% eR.

3. Eziste um numero real t tal que z = (1 —t)a + tb.

z—a zZ—a 1

4. =0
b—a z—a 1

1

1| =0.

1

Y

z
5. | a
b

SN Ql

Demonstragao. Para obter a equivalencia 1) = 2) = 3) observe que, para um ponto C tais
que C' — A — .B, areta AB é a unidao (ABU AU (AC. Em seguida, aplique o Teorema
2.3.

Agora provaremos a equivaléncia 2) = 4) = 5).

Com efeito, temos =2 € R se e somente se £=% = (£=2).
) b—a b—a b—a

Lo . . z—a zZ—a 1
Isto é 3= = $=2, ou, equivalentemente

= (. Assim obte-

b—a z—a 1
mos que 2) é equivalente a 4).

z z 1 z—a zZ—a 0
Por outro lado, temos | @ a 1 | = 0 se e somente se a a 1[=0
b b1 b—a b—a 0

as R z—a zZ—a 1 : A
A 1ltima relacao é equivalente a = 0, assim obtemos que 4) é equiva-

b—a z—a 1
lente a 5). [

Na proxima secao iremos tratar da divisao de um segmento e com isso obtere-
mos as coordenadas do ponto que divide o segmento ao meio chamado de ponto médio e,

também do baricentro de um triangulo, que é o ponto que se encontram as trés medianas.

2.5.3 Dividindo um segmento para uma determinada razao

Considere dois pontos distintos, A(a) e B(b). Um ponto M(z) na linha AB

divide o segmento AB em relacao k € R\{1} se os vetores detém a seguinte relagao:
A — kT
MA=kMB.

Em termos de nimeros complexos, essa relagao pode ser escrita como
a—z=k(b—z2)ou(l—k)z=a—kb.

Assim, obtemos
a — kb

11—k

Observe que para k < 0 o ponto de M encontra-se no segmento de reta que

z =
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une os pontos A e B. Se k € (0,1), entdo M € (AB\[AB]. Finalmente, se k > 1, entao
m € (BA\[AB].

Como consequéncia, note que para k = —1 obtemos que a coordenada do ponto

a+b
5 -

Exemplo 2.1. Sejam A(a), B(b), C(C') pontos ndao colineares no plano complexo. Entdio,

médio de segmento [AB] é dada por z,, =

o ponto médio M do segmento [AB] tem como coordenada o complexo z, = “T% o)
baricentro G do triangulo ABC' divide a mediana [C M| em 2 : 1 internamente, dai a sua
coordenada complexa € dada por k = —2, isto €,

c+2zy a+b+c

GT T4y T3

2.5.4 Medida de um angulo

Recorde que um triangulo é orientado se a ordenacao dos seus vértices é
especificada. E positivamente ou diretamente orientado se os vértices estao orientados
no sentido anti - horario. Caso contrario, dizemos que o triangulo é orientado de forma
negativa. Considere dois pontos distintos Mj(z1) e Ma(22), que nao sejam a origem do
plano complexo. O angulo MTOTWQ ¢ orientado se o pontos M; e M, sao ordenados no
sentido anti-horario.

Na proxima proposicao iremos calcular o argumento do angulo orientado po-
sitivamente.

Proposicao 2.8. A medida do angulo orientado positivamente MTOT@ ¢ igual argz—f.

Demonstracao. Consideremos os dois casos seguintes.

Figura 7 — Angulo orientado.

3

.'I IIH rl

M 1

() X

Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .
a) Se o triangulo M;OM; é negativamente orientado ( veja figura 7), entao

MTOTWQ = m - m = argzo —argzy = a/r‘g@‘
21
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b) se o triangulo M;0O M, é orientado positivamente (veja figura 8), entao

MTOT&& =27 — Mml =21 — argé,

21

uma vez que o triangulo M,OM; é orientado negativamente. Assim,

MTOT@ =21 — CL?‘gi =21 — (2w — ow*g@)7
22 21

tal como desejado. [

Figura 8 — Angulo orientado positivamente.

I1'-f J

/"
\al,./

Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

Observacao 2.4. O resultado também ¢é valido se os pontos O, My, My sao colineares.

A medida de um angulo, que nao tem o vértice na origem, é dada pelo teorema

a Sequir.
Teorema 2.5. Considere trés pontos distintos My(z1), Ma(z2) e Ms(z3). A medida do
angulo orientado Mm;; € arg %

Demonstracao. A translacdo do vetor —z; mapeia os pontos M, My, M3 para os pon-
tos O, Mj, M} com coordenadas complexas O,z — 21,23 — 2. Por outro lado, temos

Mmg = Mmg Pelo resultado anterior, obtemos

23 — 21

Mmé =arg

Z9 — 21 ’
como desejado. [
2.5.5 Rotagao de um ponto

Considere um angulo « e o nimero complexo dado por

€ = cos« + ¢ sin «.
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Seja z = r(cost + isint) um nimero complexo e M sua imagem geométrica. Temos que

o produto ze = r(cos(t + a) + isin(t + «)) e vale observar que | ze |=r e
arg(ze) = argz + a.

Isto resulta na imagem geométrica M’ do ze que é a rotacao de M em relacdo a origem

pelo angulo «, como mostra a figura 9.

Figura 9 — Rotagao.

M'(z2)
Miz)

0 .
Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

Agora temos todos os ingredientes para estabelecer o resultado que segue na
proposicao abaixo.
Proposigao 2.9. Suponha que o ponto C' € a rotagao de B em relacdo a A pelo angulo «.
Se a,b, c sao as coordenadas dos pontos A, B, C, respectivamente, entio ¢ = a+ (b — a)e,

onde € = cos « + 7 sin «v.

Demonstracao. A translacao pelo vetor —a mapeia os pontos A, B, C' nos pontos O, B’, C’,
com coordenadas complexas O, b — a, ¢ — a, respectivamente ( figura 10). O ponto C’ é a
imagem de B’ sob rotagao em torno da origem através do angulo a, asim ¢ —a = (b—a)e,

ou seja ¢ = a + (b — a)e, como desejado. |

Figura 10 — Rotacao em torno da origem através do angulo dado.

C B

0
Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

Chamaremos a férmula na proposicao acima por formula de rotacao.
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2.6 Condicao de linearidade, ortogonalidade e cocircularidade

Nesta se¢ao veremos proposicoes que permitem determinar quando trés pontos
sao colineares, ou duas retas sao ortogonais ou quatro pontos sao cocirculares. Vamos
considerar quatro pontos distintos M;(z;), i € {1,2,3,4}.

Proposicao 2.10. Os pontos My, My, M3 sdao colineares, se e somente se,

23 — %1
— e R
22 — 1

Demonstracao. A colinearidade dos pontos M, Ms, M3 é equivalente a Mmg € {0,7}.
Segue que arg Z==L € {0, 7} ou equivalentemente 2= € R*, como desejado. |
Proposicao 2.11. As retas M1 My e M3M, sao ortogonais se e somente se

21 — 22 .
€ iR*.

23 — 24

Demonstracao. Temos MMy 1. MsM, ,entao % € {g, 37”} Obtemos % c:R*. W

Observacao 2.5. Suponha que My = M,. FEntao MiMs 1 M3zMsy se e somente se
a-x c R*.
23—29

Proposigao 2.12. Os pontos distintos My (z1), Ma(z2), M3(23), M4(24) sdo cocirculares ou

colineares, se e somente se,

23 — 22 k3T 24

21— 29 21— 24

Demonstra¢ao. Podemos organizar quatro pontos em um circulo de (4 — 1)! = 3! = 6
maneiras diferentes. Consideremos o caso em que My, My, M3, M, sao dadas nesta ordem.

Em seguida, M, My, M3, M, sao cocirculares se, e somente se,

M MyMs + My MiM; € {37, 7).

Isto é,
Z3 — 22 21— 24
+ € {3m, 7}
Z1 — 29 Z3 — 24
Obtemos
23 — 21 23 — 24
— € {3m, 7},
21 — 22 21 — 24
isto é, k < 0.

Para qualquer outro regime de quatro pontos a prova ¢ similar. Note-se que

k > 0 em trés casos e k < 0 nos outros tres. [ |
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O nimero k é denominada a taxa de cruzamento dos quatro pontos

M1 (Zl), MQ(ZQ), Mg(Zg) (§ M4(Z4>.

Observacao 2.6. 1. Os pontos My, My, M3, My sao colineares se, e somente se,
23 — 21 23 — 24
—— R e — € R".
21— &2 21 T 24

2. Os pontos My, My, M3 e My sao cocirculares se, e somente se,

23 — 29 R3 — 24 23 — 21 23 — 24

k=

e R*, mas ¢Re

21—22.21—24 21 — 22 21 — 24

¢ R
2.7 Triangulos semelhantes

Na geometria plana, semelhanca e congruéncia de triangulos sao os conceitos
mais fundamentais. Comegaremos esta nova secao a partir das condigoes sobre semelhanca
de triangulos utilizando niimeros complexos.

Considere seis pontos 21, 23, 23, Wy, Wy € w3 no plano complexo. Dizemos que
os triangulos Azy 2923 € Aw wows sao semelhantes se o angulo em z;, é igual ao angulo em
wy (consequentemente z;, corresponde a wy, k = 1,2,3). Nesta se¢@o, usaremos a notagao
Az 2923 ~ Awjwows para triangulos semelhantes.

Proposicao 2.13. Os tridgulos Aziz023 e Awiwswsz sao semelhantes, tendo a mesma

orientacao, se, e somente se,

Z2 — 21 Wo — W1

= (2)

Z3 — 21 w3 — Wy

Demonstragdo. Temos A z12pz3 ~ A wiwywy se, e somente se, 22 = Y20 ¢ 777 =
wwaws. Isto é equivalente a EZ:ZI = Igi:;’jil e arg2== = argy>=;t. Obtemos 2=2! =
wawr m
Z1 Wq 1
Observagao 2.7. A condicdo (2) é equivalente a | zo wy 1 | =0
Z3 W3 1

Proposicao 2.14. Os triangulos Az1z023 e Awiwows sao semelhantes, tendo orientacdo

oposta, se, e somente se, B ~
22— 21 Wy — Wy

Z3 — 21 W3z — Wy .
Demonstracao. A reflexao dos pontos wi, wy, w3 com respeito ao eixo x sao os pontos
wh, why, wh. Os triangulos Awywews e Awjwhw} sdo semelhantes e tem orientagao oposta,
portanto, os triangulos Az 2023 e Awjwywy sao semelhantes com a mesma orientagao. A

conclusao decorre da proposicao anterior. [ |
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2.8 Triangulos equilateros

Os triangulos equildteros serao apresentados na perspectiva dos nimeros com-
plexos. As proposicoes e os teoremas seguintes, servirao para resolver o problema cuja
solucao ¢é atribuida a Napoleao.

Proposicao 2.15. Suponhamos que zi, 2,23 sao as coordenadas dos vértices de um
triangulo. As declaracdes a sequir sao equivalentes:

a)Az 2923 € um triangulo equildtero;

bl 21—z |=| 22— 23 |=| 25 — 21 |;

2 .2, .2 )
C)zy + 25 4 25 = 2129 + 2023 + 2321

)22—21 _ 23—z22.

23—22 z1—22"
1 1 1 __ z1tzotz3.

6)2_21 +=+:== =0 onde z = HE2EE

iz + wze + wPzs) (21 + w2 + wzg) = 0, onde w = cos & + isin 3
Z1 R92 1

g) 29 23 1| = 0.
zZ3 21 1

Demonstracao. O triangulo Azz923 € equilatero se, e somente se, é semelhante e com a

mesma orientacao Azoz32z1, isto é,

Z1 k2 1
29 23 1| = O,
Z3 21 1

assim a) < g).

Calculando o determinante obtemos
21 R9 1
29 X3 1(=0
zZ3 21 1

=z tantnn—(B+a+22)=0
= —(21 +wzo + w?z3) (21 + wWa + wzs) =0,

consequentemente g) < c¢) < f). Com manipulacao algébrica simples, mostramos que
d) < ¢). Para o que falta, a) < b) é ébvia. |

Os préximos resultados trazem alguns refinamentos para esta questao.
Proposicao 2.16. Sejam zq, 29, z3 as coordenadas dos vértices Ay, As, A3 do triangulo
orientado positivamente, respectivamente. As declaracoes a sequir sao equivalentes.
a)AAL A As € um triangulo equildtero;

B e
b)z3 — 21 = w(z2 — 21), onde w = cos § +isin %;
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_ _ 5m - o bm.,
¢)zg — 21 = w(23 — 21), onde w = cos 3 +isin %,
d)z + wze + w?2z3 = 0, onde w = cos %” + 4 sin %’r

Demonstracao. O AA;A;As € equilatero e positivamente orientado se e somente se Az é

obtido pela rotagao de Ay em torno de A; por um angulo de %. Isso ¢,

T ..
23 =21 + (cosg + isin §> (22 — 21),

consequentemente a) = b) (veja figura 11).

A rotacdo sobre A;, através de um angulo de 3&, mapeia A para As. Consi-
5 ) 3 3

deragbes semelhantes mostram que a) = ¢).

Para provar que b) = d), observamos que b) é equivalente a

=2+ (3+ z‘?)(zz —z)=(3 - z‘?)zl + G+ z‘/Tg)zQ Consequentemente,

1 3 1 3
2 +wz +wizg =2 + (—5 +Z\/7_> 29 + <—— — £> 23

1 V3 L VBY (1 V3 1, V3
:Zl+<_§+7/7>zg+<_§_17> (5—@7>zl+(§+27>]z2

ou b) & d)

Figura 11 — Rotagao em torno da origem através do angulo dado.

A3z

Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

Proposicao 2.17. Sejam z1, 2o, 23 as coordenadas dos vértices Ay, Ay, Az de um triangulo
orientado negativamente. As afirmacoes a sequir sio equivalentes:
a)A1As Az € um triangulo equildtero;

_ _ 5T s i DT,
b)zs — 21 = w(22 — 21), onde w = cos 3 +isin 7,
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T
37

d)z + w?zy +wz3 =0, onde w = COS%7r + 4 sin %’r

¢)zg — 21 = w(23 — 21), onde w = cos 3 + isin

Demonstracao. O triangulo equildtero AA; A As é orientado negativamente se, e somente
se, AA; A3 A, é um triangulo equilatero orientado positivamente. O restante segue a partir

da proposicao anterior. [

Proposicao 2.18. Sejam zy, 29,23 as coordenadas dos vértices do triangulo equildtero
A1 Ay Az, respectivamente. Considere as declaracoes:

a)A1 Ay Az € um triangulo equildtero;

b)Zl.Z_Q = 22.2_3 = 23.2_1;

c)zi = 29.23 € 25 = 21.23.

Entao b) = a), ¢) = a) e b) = c).

Demonstragao. b) = a). Tomando o médulo dos termos na relagdo dada obtemos

2] 2=z [z|=z]. |4l
ou equivalentemente
2| f2z2l=l2]. [2|=lz].|2].
Isso implica que
r=lzl=| 2= 2]
e
o2 2 g2
1= —HR2 = —,R3 = —.
21 Z9 zZ3
Voltando a relagao dada, temos
1 22 &3
Z9 n z3 N 1
ou

2 2 2
Z1 = R2R3,R9 = R1%3,%3 = Z1%2.

Com essas relacoes temos
2, .2, .2
2]+ 25 + 25 = zozs + 2123 + 2122.

Assim, pela proposicao 2.15, o AA; A Az é equilatero.
Observe que também provamos que b) = ¢) e que 0s argumentos sao reversiveis;

dai ¢) = b). Como consequéncia, ¢) = a). |

Com os resultados acima podemos provar com facilidade o teorema atribuido
a Napoleao. No entanto, muitas pessoas estao céticos de que Napoleao sabia geometria

suficiente para descobrir este teorema.
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Teorema 2.6. Em cada lado de um triangulo arbitrdrio, desenhe um triangulo equildtero
exterior. Em sequida o baricentro destes trés triangulos equildteros sao os vértices de um

quarto triangulo equildtero (veja figura 12).

Demonstracao. Seja Azjzez3 um triangulo dado, e
Aw123z2, AZgU)ng, AZQleg

os triangulos equildteros exteriores com a mesma orientacao que Alww?, veja figura 13
(onde w? +w+1=0) e com &, &, &3 os baricentros desses triangulos equildteros. Entao,
pela proposigao 2.16,

w1 + wzg + wlz = 0,
23 + wwo + w221 = 0,
2o +wz1 + w2w3 = 0.

Por outro lado, temos o A& &3, devemos provar &1 + wés + w?E3 = 0, como £,£,€3 sao
baricentros, entao

&1 +wl +w?€s = 3(wy + 23+ 22) + L(23 +we + 21) + %2(22 + 21 4+ ws)

= H{(w1 + wzz + w?22) + (23 + wwz + w?z1) + (22 + w21 + w?ws)}

=0.

Portanto, A& 1£>€3 é um triangulo equilétero. |

2.9 Geometria analitica no plano complexo

Veremos, nesta secao, as equacoes das retas e circulos no plano R? utilizando

nimeros complexos.

2.9.1 Equacao da reta

Determinaremos no plano complexo a equagao da reta e as posigoes relativas
entre duas retas, a partir dos conhecimentos de geometria analitica.

Proposicao 2.19. A equacao de uma reta no plano complexo é dada por
a.z+az+ =0,

ondea e C*, feR ez=x+1iy € C.

Demonstracao. A equacao de uma reta no plano cartesiano é dada por

Ar 4+ By + C =0,
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Figura 12 — Triangulo de Napoleao.

Wi zi

73
L2

Wy
Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

Figura 13 — Circulo unitario.

Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

onde A, B,C € R e A%+ B? # 0. Se estabelecermos z = x + iy, entdo x = 3% e y = 5=

Assim,

A B~ ic0=0,
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ou equivalentemente
A+ Bi A— Bi
Z 5 + z 5 +C =0.

Sendoa:%EC*GB:C’ER,temOS

az+az+p=0.

Se a = @, entao B = 0 e temos uma linha vertical. Se a # @, entao definimos

o coeficiente angular da reta como:

A seguir, estudaremos as posicoes relativas entre duas retas no plano.

Proposicao 2.20. Considere as retas dy e dy com equagoes

aZ+az+ 4 =0

9Z + iaz + B = 0,

respectivamente. Entao, as retas di e dy sao:

1. paralela se e somente se &L = 92
a1 (%)

2. perpendiculares se, e somente se, 3:1 + 2 =0;

3. concorrentes se, e somente se, 2L £ 92
aq oD
Demonstragao. 1. Temos d; || d2 se, e somente se, m; = my. Portanto gifg%z = szg‘iz
; T — o a_ @
e assim ap; = as. Logo, - =
Temos d; L ds se, e somente se, myms = —1. Isso é, asa;+aia, = 0 ou 3—1—1—3—; =0.

As retas d; e dy s@o concorrentes se, e somente se, m; # msy. Esta condigao fornece
(<5 az
ol ag’

A relagao mg = —¢ é chamada coeficiente angular complexo da reta de equagao

Q|2

az+az+ [ =0.

2.9.1.1 Equacao da reta determinada por dois pontos

Como dois pontos distintos definem uma reta iremos fazer uso da condigao de

colinearidade para deteminar a equacao da reta.
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Proposicao 2.21. A equacgio da reta determinada por dois pontos Py(z1) e Pa(zq) €

21
z2

z

1

2o

—_ = =

z

Demonstra¢ao. A equacao da reta determinada pelos pontos Pi(x1,y1) e Pa(x2,y2) no

plano cartesiano é

Ty yr 1
T2 Yo 1 |=0.
z y 1
Usando nimeros complexos, temos
z1+z1 z1—Z1
T
zotza  z2—%2 —
2 T 0.
2tz zZ—Z
2 TR
se, e somente se,
1 21+21 21— 21 1
— | 2o+ 2 29—2 1 |=0.
43
z+zZ z—2z 1
Isto é,
Z1 _1 1
29 29 11=0
z z 1

Observacgao 2.8.

1. Os pontos Mi(z1), Ms(z2), M3(z3) sdo colineares se e somente

se
21 21 1
29 2o 1 |=0.
z z 1

2. O coeficiente angular complexo da reta determinado pelos pontos com coordenadas

21 € 2o € dado por

22 — 21

-7
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De fato, a equacao €

21 21 1
29 Z9 1| = 0 2129+ 2902+ 221 — 229 — 212 — 2921 = 0
z z 1

<~ 2(2’2 — Zl) — 2(272 — 271) + 2129 — 2921 = 0.

Usando a definicao de coeficiente angular complexo, obtemos

22 — 21

m=—-——.
R — &1
O préximo teorema traz um resultado para area de um triangulo cujos vértices
sao pontos localizados no plano complexo.
Teorema 2.7. A drea do triangulo AA; Ay Az com vértices de coordenadas 2y, 29, 23, T€s-

pectivamente, € igual ao valor absoluto do nimero

|z a1
! 5 1
- 22 22
4
23 23 1

Demonstrag¢ao. Usando coordenadas cartesianas, a drea do triangulo com vértices (z1,y1),

(x2,Y2), (z3,y3) ¢ igual ao valor absoluto do determinante

1 oy 1
A = 1 x 1
5 2 Y2
r3 ys 1
Desde de que,
ZE + 2k 2k — 2k
T = e Yy = Jk=1,2,3,
k B Yk 2
utilizando a propriedade de determinantes, na qual os elementos da primeira coluna sao
multiplicados por % e da segunda por %, obtemos
nt+z21 sn1—21 1 ] z1 —z1 1 ] z1 2 0
Azg 22+Z_2 ZQ_Z_Q 1 :4—2 Z9 —2_2 1 +4_Z Z_Q Z9 0
23+ 23 23— 23 1 23 —2Z23 1 23 23 0

. Como a segunda coluna da primeira matriz estd multiplicada por —1 e o determinante
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da segunda é zero, temos

2z 1 s a1

1 _ { N
A = _4_Z 29 Z9 1|= Z 22 22 1
23 23 1 23 23 1

Conhecendo um ponto pertencente a uma reta e uma direcao, temos uma outra
forma de determinar a equagao dessa reta.
Proposicao 2.22. Seja d:az+ az+ =0 a equagao da reta e sendo Py(zo) um ponto.
A equacao da reta paralela a d e que passa pelo ponto Py €
a,_
z2—z0=—(Z—Z).
0=——(z-%)
Demonstracao. Usando coordenadas cartesianas, a reta paralela a d e passando pelo ponto
Py(x0,y0) tem a equagao
a+a

- =1 r — To).
Y=Y a_a( 0)

Usando numeros complexos, a equacao toma a forma

z—2Z 29—z ..a+a,z4+zZ zZ+2z2

5% 2 la—ala T3 )

Isto é equivalente a
(@a—a)(z—20—Z+7%) = (a+a)(z+Z—2 — %)

,ou a(z — 29) = —a(Z — Zp). Portanto, (z — 20) = —2(Z — %). |

Na proposicao anterior, mostramos como encontrar a equacao de uma reta
conhecendo um ponto e uma reta paralela, agora veremos quando a reta é perpendicular.
Proposicao 2.23. Seja d : az + az + =0 a equacao de uma reta e Py(z9) um ponto.

A reta passando pelo ponto Py e perpendicular a d tem equagio (z — z) = 2(Z — Zo).

Demonstracao. Usando coordenadas cartesianas, a reta passando pelo ponto Py e perpen-

dicular a d tem equacao
la—a

VW=

(x — ).
Em seguida, obtemos

z—Z 20—z la—-az+Z z+7%
2 2

—~

).

21 21 i a+a
Issoé, (a+@)(z—20—Z+2%) =—(a—@)(z+Z—20—2Zp) ou (z —zp)(a+a+a—a) =

(Z—%)(—a+a+a+a). Obtemos a(z — 20) = @(Z — %) e (2 — 20) = 2(Z — %). |
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2.9.1.2 Projegao ortogonal de um ponto sobre uma reta

Fazendo uso da proposicao anterior e a férmula da equacao da reta vamos
provar a seguinte proposicao.
Proposicao 2.24. Seja Fy um ponto de d : az + az + f = 0 uma reta. O pé da
perpendicular a partir de Py até d tem coordenadas
azg— azyg—
20 '

Demonstracao. O ponto z é solucao do sistema

az+az+ =0,
alz —29) = a(zZ — 2)
A primeira equacao resulta em
_ —az—f
a = — .
Q

Substituindo o resultado na segunda, produzimos a equacao
az —azyg=—az— [ —a.z.

Consequentemente,

azyg — Qazy — 6
20 '

z =
|

Dispondo da projecao ortogonal de um ponto sobre a reta, podemos calcular
a distancia do ponto dado a reta.

Proposigao 2.25. A distancia do ponto Py(z9) a reta d: a.z+az+ =0, a € C*, é

wgual a

. |OéZO+O_[270+,8|
2v/ o+ Va

Demonstracao. Usando o resultado anterior, podemos escrever

D

QZQ—dgo—ﬂ —OéZo—@fo—ﬁ
D: — 20| =
2c 2c
CJamtan+B|  |axntai+ B

2| a 2V o+ Va
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2.9.2 A equacgao da circunferéncia

A circunferéncia fica determinada quando conhecemos seu centro O e o raio
r, com esse dois elementos podemos escrever sua equagao.

Proposicao 2.26. A equacao da circunferéncia no plano complexo € dada por
zZ4+az+az+ =0,

onde v € C e g € R.

Demonstracao. A equacao da circunferéncia no plano cartesiano é

2+ Fmae+ny+p=0,

2 2
m,n,p € Rmboxep < %.
Como z = £ e y = 52, obtemos
9 z+z Z—Q
| 2% | +m +n——+p=0
2 21
ou . .
_ m-—nt _m-+n
z2.Z+z + z +p=0.
2 2
Tomando a = % € Ce f =p € R, na equacao acima, verificamos que a informacao
dada ¢é satisfeita. |

Note que o raio da circunferéncia é igual a

Em seguida, a equacao ¢ equivalente a
(Z+a)(z+a) =1

Sendo

_ m o n.
g 5 ~ob

a equagao da circunferéncia com centro em v e raio r é dado por

(F=D-n =1
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3 APLICACOES A GEOMETRIA

O ensino dos numeros complexos nas escolas, usualmente, baseia-se apenas
na perspectiva algébrica. Com isso, esquecemos que tais numeros tém um significado
geométrico rico e que ao ser associado a ferramentas algébricas podem auxiliar o de-
senvolvimento da compreensao desses nimeros, bem como aperfeicoa-la. Os nimeros
complexos sao particularmente eficazes na demonstracao e na solucao de varios proble-
mas geométricos como o circulo de nove pontos, a reta de Simson, o teorema de Cantor,

o teorema de Feuerbach e o teorema de Morley.

3.1 O circulo dos nove pontos

Dado um triangulo ABC, temos os pontos médios de cada lado, os pés das
alturas e os pontos médios dos segmentos que unem os vértices do triangulo ao ortocentro
(ponto de encontro das alturas). Totalizando assim, nove pontos cocirculares.

Nas préximas secoes, iremos conceituar e desenvolver ferramentas para estar-

mos aptos a demonstrar o teorema do circulo de nove pontos.

3.1.1 O produto real de dois nimeros complexos

O conceito de produto escalar de dois vetores é bem conhecido. Desse modo,
iremos introduzir este conceito para niimeros complexos pois, em muitas situacoes, o uso
deste produto simplifica consideralvemente a solucao de problemas.

Definicao 3.1. Definimos o produto real de dois nimeros complexos a e b, por
1, _
a-b= §(ab+ ab).
Equivalentemente

a-b= %(ab—i—ab) =a-b;
daf a.b é um numero real, o que justifica o nome deste produto.
Nao é dificil mostrar que o produto real de dois nimeros complexos, acima

definido, possuem as propriedades a seguir.
Proposicao 3.1. Para todos os niumeros complexos a,b,c,z as sequintes relagoes sao
validas:

1. a-a=|al%

2. a-b=">b-a (o produto real é comutativo);

3.a-(b+c)=a-b+a-c (oproduto real é distributivo em relagio a soma);

4. (aa)-b=a-(a-b), coma e R;
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5. a-b=0 se, e somente se, OA L OB. Estamos a considerar que A tem cordenadas

a e B tem coordenadas b;

6. (az)- (bz) =]z |* (a-b).

Demonstra¢ao. 1. a-a = 3(aa+aa) =|a .
2. a-b=2Lab+ab)=L(ba+ba)=">b-a
Aplicando a defini¢ao de produto real de dois niimeros complexos e as propri-

edades das operacgoes em C, facilmente as outra propriedades sao demonstradas. [ |

Na proposicao seguinte, veremos que dados quatro pontos distintos A(a), B(b), C(c)
e D(d) temos que as retas AB e C'D sao perpendiculares se o produto real delas é igual
a zero
Proposigao 3.2. Suponha que A(a), B(b), C(c) e D(d) sao quatro pontos distintos, as
declaragoes a sequir sao equivalentes:
1. AB 1 CD;
2. (b—a) - (c—d)=0;

3. =2 ¢ R* (ou equivalentemente, Re (2=2) =0).

Demonstra¢ao. Tome os pontos M (b —a) e N(d — ¢) de tal forma que OABM ¢ OCDN
sao paralelogramos. Entao temos AB 1 CD se, e somente se, OM 1 ON. Ou seja,
m-n = (b—a)-(d—c) =0, usando a propriedade 5) do produto real. A equivalencia

2) < 3) segue imediatamente a partir da definigao do produto real. |

Com esses resultados podemos achar as coordenadas do ortocentro, o ponto de
encontro das trés alturas de um triangulo, denotado por H, conforme veremos na seguinte
proposicao. Mas antes é importante lembrar que o circuncentro O é o ponto de encontro
das trés mediatrizes de um triangulo.

Proposigao 3.3. O circuncentro do triangulo ABC' estd na origem do plano complezo. Se
a,b, c sao as coordenadas dos vértices A, B, C, entdo, o ortocentro H possui coordenadas
h=a+b+c.

Demonstracao. Usando o produto real dos nimeros complexos, as equagoes das altitudes
AA', BB',CC’, veja figura 14, do triangulo sao

AA" :(z—a)-(b—¢)=0,BB": (z—=b) - (c—a)=0,CC" : (z—¢)-(a—b) =0.

Vamos mostrar que o ponto com coordenadas h = a + b + ¢ encontra-se em todas as trés
altitudes. Na verdade, tem-se (h —a) - (b—c¢) =0 se e somente se (b+¢)-(b—c¢)=0. A
tltima relagao ¢ equivalente ab-b—c-c =0, ou | b |*>=| ¢ |* . Da mesma forma, H € BB’

e H e CC'. [ |

Observacao 3.1. Se os numeros de a,b,c,0,h sdo as coordenadas dos vértices do

triangulo ABC', o circuncentro O e o ortocentro H do triangulo, entdo, h = a + b +
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Figura 14 — Coordenadas do ortocentro.
A

AI
Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

¢ — 20. De fato, tomando A" diametralmente oposto a A na circunferéncia circunscrita
do triangulo ABC', o quadrilitero HBA'C' é um paralelogramo. Se {M} = HA' N BC,

temos,
_b+c g+ zyt+20-—a
22 2

M Ji.e,zg =a+b+c— 20

3.1.2 O produto complexo de dois niimeros complexos

O produto vetorial de dois vetores é o conceito central em algebra vetorial, com
numerosas aplicagoes em diversos ramos da matematica e da ciéncia. Nessa se¢ao iremos
adaptar este produto para nimeros complexos. O leitor vera que essa nova interpretacao
tem multiplas vantagens na resolucao de problemas envolvendo area ou colinearidade.

Definicao 3.2. Sejam a e b dois numeros complezos,
1 _
axb= §(ab—ab)

chama-se o produto complexo dos nimeros a e b.
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Observe que

1 -
+ —(ab—ab) =0,

- 1 _
a><b+a><b:§(ab—ab) 5

assim Re(a x b) = 0, o que justifica a defini¢ao deste produto.
Aplicando a definicao, as seguintes propriedades sao faceis de verificar.
Proposicao 3.4. Suponha que a,b,c sao numeros complexos. Entao:
1. a x b=0 se, e somente se, a =0 oub=0 ou a = \b, onde A € um numero real.
axb=—bxa (o produto complexo € anticomutativo);
ax (b+c)=axb+axc (oproduto complexo é distributivo em relagio a adigdo).

ala x b) = (aa) x b= a x (ab), para todo o € R;

Se A(a) e B(b) sdo pontos distintos diferente da origem, entio a X b = 0 se e
somente se O, A, B sao colineares.

Observacao 3.2. a) Supondo A(a) e B(b) sao pontos distintos no plano complexo,
diferentes a partir da origem. O produto complexo do numeros a e b tem a sequinte

interpretacao geométrica (veja figura 15):

b { 21 - dreaAAOB, se o triangulo OAB € orientado positivamente;
a =

—2i - dreaAAOB, se o triangulo OAB ¢ orientado negativamente.

Figura 15 — Interpretacao geométrica do produto complexo.

0

Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

O AOAB ¢ orientado positivamente, entao

21 -areaANOAB =i-0OA-0OB - sinA/é\B

: b
=i |al-|b sm(arg—)
a

b\ la
= {- bl-I el
Lol (2)- 1
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1 b b 1 .
:§|a\2 (a—a):§(db—ab):axb

No caso em que o triangulo OBA ¢é orientado de forma positiva, temos
21 - areaAOBA =bxa= —a X b.
b) Supondo A(a) e B(b) sdo pontos distintos no plano complexo. O produto
complexo nos permite obter a sequinte formula para a drea do triangulo ABC', entao
1

dreaAABC = 2z - o ,
—5:(axb+bxc+cxa),se o tridngulo ABC ¢ orientado negativamente.

(axb+bxc+cxa),se o triagngulo ABC € orientado positivamente;

Além disso, uma manipulacao dlgebica simples mostra que
. |
dreaAABC = le(ab + be + ¢ca),

se o triangulo € diretamente (positivamente) orientado.

Para provar a formula acima, transladamos os pontos A, B, C' com o vetor —c.
As imagens de A, B,C' sdo os pontos A', B', O com coordenadas a — ¢,b— ¢, 0, respectiva-
mente. Os triangulos ABC e A'B'C" sao congruentes com a mesma orienta¢ao. Se ABC

¢ positivamente orientado, entao

dreaAABC = dreaAA'B'O = %((a —c¢)x (b—2c)
i
1 1

:2—i((a—c)><b—(a—c)><c):2—i(c><(a—c)—bx(a—c))
:%(Cxa—cXC—bxa—kac):%(axb—i—ch#—cxa)
i i

Na proposicao a seguir mostraremos que o produto complexo de dois ntimeros
¢ usado para determinar a colineridade de trés pontos.
Proposigao 3.5. Sejam A(a), B(b) e C(c) pontos distintos. A sequéncia de declaragoes
a sequir sao equivalentes.
1. Os pontos A, B,C' sao colineares.
2. (b—a)x(c—a)=0.
3. axb+bxc+ecxa=0.

Demonstracao. O pontos A, B, C' sao colineares se, e somente se, area AABC = 0, isto é,

axb+bxc+cexa = 0. A dltima equagao pode ser escrita na forma (b—a) x (c—a) =0. W
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3.1.3 Os nove pontos do circulo de Euler

Dado um triangulo ABC, sem perda de generalidade, podemos supor que a
origem do plano complexo é o circuncentro O do triangulo ABC' com as coordenadas dos
vértices A(a), B(b), C(c). Vimos na Proposigao 3.3, que a coordenada do ortocentro H é
zg=a+b+c

Vamos denotar por Ay, B; e C; os pontos médios dos lados BC,CA e AB,
respectivamente, e por A’, B’ e C' os pés das altitudes e por A”, B” e C” 0s pontos médios

dos segmentos AH, BH e C'H, respectivamente, veja figura 16.

Figura 16 — Os nove pontos do circulo de Euler.

A
o A"

I5]
C) B,

H .q.] ﬂ_'l C
Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

Para os pontos Ay, By e C}, os pontos médios dos lados BC,C'A e AB, respec-

tivamente possuem as seguintes coordenadas:
1 1 1
2A, = §(b+ c),zp, = §(c+a) e 2o, = §(b+ a)

As coordenadas dos pontos A”, B” e C” que sao os pontos médios dos segmen-

tos AH, BH e C'H,, respectivamente, sao dadas por

1
ZAn = a + §(b—i—c),
1
zZpr = b—}-§(c—|—a) (§]
1
Zon = c+ §(b+a)

J& as coordenadas A’, B',C” nao sao tao faceis de encontrar, por isso é ne-
cessario a seguinte propriedade.

Proposicao 3.6. Considerando o ponto X(x) no plano do triangulo ABC, seja P a
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projecao de X para a reta BC. As coordenadas de P € dada por

1 be
P=3 z—ﬁx+b+c

onde R € o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC.

Demonstracao. Utilizando o produto complexo e o produto real apresentados nas pro-
posicoes 3.5 e 3.2, respectivamente, podemos escrever as equacoes das retas BC' e X P

COImo se segue:

BC :(z—b)x (c—=b)=0,

XP:(z—2z) - (c—=b)=0.

A coordenada p de P satisfaz ambas as equagoes; portanto, temos
BC:(p—=b)x(c=b)=0eXP:(p—x)-(c—>b)=0.

Estas equagoes sao equivalentes a

(p—x)(€=b)+ (p—T)(c—b) =0.

Adicionando as relagoes acima, obtemos
2p—b—2)c—b)+ (b—7)(c—b)=0

Decorre que

p= {b—i—x—i— l;(:f—l_a)}:

C_

N —

1
2 —

¢ b

—b _
b+x+c—R2(§:—b)]

bc - 1 be
[b+x+R (z —b)] zi(x—ﬁx—l—b—i—c).

[\3|>—l

A partir da proposicao acima, temos que as coordenadas de A’, B e C' sao,

1 bca
Zar = 5 a+b~|—c—l—ﬁ ;

respectivamente:
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1 abc
2o =g (a+b+c+ ﬁ) ;
Agora temos todas as ferramentas para demonstrar o teorema do circulo de
nove pontos
Teorema 3.1. (O circulo de nove pontos.) Em qualquer triaingulo ABC os pontos
Ay, By, C, A, B, C" A", B", C" descrito acima estdo todos no mesmo circulo, cujo centro

¢ o ponto médio do segmento OH, e o raio é a metade da circunferéncia circunscrita.

Demonstracao. Denote por Og o ponto médio do segmento OH , O é o circuncentro e
H o ortocentro. Usando a nossa hipétese inicial, segue-se que zp, = %(a + b+ ¢), pois
20 =0¢e zg =a+ b+ +c. Também temos | a |=| b |=| ¢ |= R, em que R é o raio da

circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC' (veja figura 17).

Figura 17 — Demonstracao do teorema do circulo de nove pontos.

Fonte: Proéprio autor .

Observe que OgA; =| z4, — 20, |= |3(b+¢) — (3(a+b+0))| =
e também OygB; = OyC = %R.

Podemos escrever OgA” =| zan — 20, |= |a+ 3(b+¢) = (2(a+b+c))| =1 |
al|= %R, e também OgB" = OgC" = %R.

A distancia de OgA’ também nao ¢é dificil de calcular

1 bca 1
O A" =] zar — 20, ’:‘5 <a+b+c+%) “platbio
1 3 1 : R3 1
Y2 | bea |= Y2 \a|\b[|c|:2—R2:§R.

Similarmente, nés obtemos OyB’ = OgC’ = %R. Portanto OgA; = OgB; =
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0yCy = OgA' = OgB' = 09C" = OgA” = OyB" = OyC" = 1R e obtemos o desejado. M

O baricentro, o circuncentro e o ortocentro de qualquer triangulo sao colineares
e isso serd demonstrado no teorema a seguir.
Teorema 3.2. (Reta de Euler.) Em qualquer triangulo ABC os pontos O,G,H sdo

colineares.

Demonstracao. Consideremos, sem perda de generalidade , que o circuncentro O estd na
origem do plano complexo, temos zo = 0, z¢ = s(a + b+ ¢), zy = a + b + ¢, portanto

estes pontos sao colineares pelas propriedades de produto complexo. [ |

3.2 A reta de Simson

Olhando para a figura 18 a reta R(Q) passando por P, onde P, () e R sao os pés
das perpendiculares a partir de M e P, (), R e M sao corciculares, é geralmente chamada
de reta de Simson do ponto M com respeito ao triangulo ABC. Contudo os historiadores
tém procurado em vao por ela através das obras de Robert Simson (1687 - 1768). Parece
ter sido publicada pela primeira vez por William Wallace (1768 - 1843) em 1797. Nesta
secao, vamos provar o teorema atribuido a Simson.

Teorema 3.3. Considere o triangulo ABC e um ponto M. Sejam P,Q,R os pés das
perpendiculares a partir do ponto M para (as extensoes) os lados BC,C' A e AB, respecti-
vamente. Entdo, os pontos P, () e R sdo colineares se, e somente se, M estiver no circulo

circunscrito ao triangulo ABC'.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que o AABC estd inscrito
no circulo unitario, e os pontos A, B,C' e M sao representados pelos niimeros complexos
a, 8,7 e 9, respectivamente.

Em seguida, a equagao da reta que passa por BC ¢é dada por

z z 1
g B 1|=0,
vyl

isto é,
(B=7)z+(y—=B)z+ (87— Bv) =0.
1

Sabemos que | # |= 1 = - 3, entdo, usando a relacio 3 = 3 € 0 mesmo para
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Figura 18 — A reta de Simson.

A

M
Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .
N = %, podemos reescrevé-la como
1 1 1 1
——=]z+(y-B)z+B-——v-5=0
(5 7) ( ) g B

(v=B)z+v8(y—B)z+ 58—+ =0
(v=B)z+18z2—(B+7)] =0
z+Bz =0+~

A equagao da perpendicular a partir de M (), para o lado BC pela proposi¢ao
2.21 é dada por:

(2 —2) =
2 —Bz =08 — 370.

Portanto, P(\) é a intersegao destas duas retas

z+pz=p3+7,
2—yPzr=6—pv0
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Resolvendo as duas equagoes acima, temos que
1 _
=5(B+7+05—5y9).
Similarmente, obtemos Q(u), R(v), onde

1 _
u=§(7+a+5—7a5)

1/-%(6—1-04—1-5—5045).

Agora, pela proposigao 2.10 P(\), Q(n) e R(v) sao colineares <= 2=~ )‘_” eR

No entanto, com a notagao r =| d | (consequentemente (5 = ) temos
A—v 5y —a— B0+ apd)
p—v  3(y—pB—~ad+apd)

_y-—a-Bi(y—a)
v =B —ad(y—p)
_ (y—a)(1-59)
(v = B)(1 - ad)

(y—a) -1 (B6-1)

(v=8) -1 (ad—1)

_(a=7) ¥B-3)
B=7) Aa-3)
_a—y B- or—2
C B—n Ca— o2

_(a—vy o —or-
- (6—7) / <ﬁ—5r‘2)
Portanto,

P, Q, R sao colineares <= (a0, 3,7,0r %) € R
< «, 3,7, 0r 2 sao cocircular
S|lr2|=1
r=0=1
]

Agora, vamos encontrar a equacao da reta de Simson. Mantemos as mesmas
notagoes como antes, em particular assumimos que o triangulo AABC' estd inscrito no

circulo unitério, e o ponto M (9) estd no circulo unitério. Em seguida, o pé P da perpen-
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dicular de M(9) para o lado BC' é dado por

z:%<ﬂ+7+ —il)

Vamos agora introduzir as notacoes

or=a+p+7v,0,=p07y+va+af e oz =afy.

Entao,
_ _ = _ 1 1 1 09
1=a+f+y=—+ -+ -=—,
O NE
_ s 1 1
Gy=afy=——=—.
afy o3
Portanto, a expressao acima para z torna-se
1 03
= —a+0— —)
: 2 (01 “ oo
e

,_1 _ _ = OTg _1 09 1 1 oo
Z—§<O'1—Oz+(5———>——<———+———).

oo 2\o3 «a O o3

Eliminando « a partir destas duas relacoes, temos

1 <(71(504 —a? + 6% — 03)

225 oo

522%(016—0454—52—%)

(S
1 (o6 — 030 + aos — a?6?
Zz = —
2 0'306(5
1( 03 03 5)
032 == 09— — 4+ — —«
3 2 2 5 ;

subtraindo uma da outra temos:

52—032:%(524—015—02—%).

Esta é uma relagao que deve ser satisfeita pelo P()\) o pé da perpendicular

a partir de M (6) para o lado BC. No entanto, oy, 09, 03 foram determinados com res-

peito a «, 3,7. Segue-se que esta relacao também é satisfeita pelos Q(u) e R(v) pés das
perpendiculares a partir de M (§) para os lados C'A e AB, respectivamente.

Note que esta é uma equagao de uma reta, dai o P, (), R sao colineares, e que a

equacao obtida pertence a equacao da reta de Simson. Logo, temos uma prova alternativa
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para o teorema anterior.
Teorema 3.4. Sejam L, M, N trés pontos do circulo circunscrito ao AABC. A condicdo
necessdria e suficiente para as retas de Simson L, M, N com respeito AABC reune - se
em um unico ponto €

ﬂ+§]\\/[+5]\\f50( mod 27)

Demonstracao. A circunferéncia circunscrita ao AABC' é a circunferéncia unitaria, e
U1, Vg € V3 Sa0 08 numeros complexos que representam os pontos L, M e N, respectiva-
mente.
Entao, a equacao das trés retas de Simson sao:
1

_ 2 O3
V12 — 032 = = | U1 + 0101 —09 — — |,
2 U1

_ 1 2 03
Vo2 — 032 = = | V2" + 01U — 09 — — |,
2 (%)
1

_ 2 03
U3z — 032 = v3° +o1vg — 09 — — | .
2 U3

Consequentemente, a intersecao das duas primeiras retas de Simson é dada por

1 03
Z2=—\|\vy +v2+01+
2 V1V

e os das duas ultimas retas de Simson é dada por

1 03
z==\|\va+v3+01+ .
2 V2U3
Portanto, a condigao necessaria e suficiente para estes dois pontos coincidirem é
03 = V1U9V3; isto €, afy = viveus. Como a, (3,7, v1, Vs € v3 sao numeros complexos com

valor absoluto 1, definindo seus argumentos por 6y, 6,03, 01, o € w3, respectivamente,

obtemos
91 + 6)2 + 93 = Y1 -+ (2)) + Y3 = 0<H10d277')
e
(01 = 1) + (02 — 2) + (03 — 3) = 0( mod 27),
que ¢ a condigao desejada. |

Observe que se essa condicao é satisfeita, entao a intersecao é dada por

1 1
ZZ§(U1+U1+U2+U3):§(Q+B+V+U1+U2+U3)-
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3.3 Teorema de Cantor

Comecamos a explicd o teorema de Cantor a partir do seguinte caso simples
proposto no teorema abaixo.
Teorema 3.5. As trés perpendiculares dos pontos médios dos lados de um triangulo com
as tangentes aos vértices opostos encontram-se no centro do circulo de nove pontos do

triangulo.

Figura 19 — Teorema de Cantor.

Fonte: Hahn .

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que AA; A, A3 estd inscrito
na circunferéncia unitdria. Vale lembrar que a equagao da reta que passa pelos pontos «

e [ da circunferéncia unitaria é dada por

=™ L
™ Q1w
— =
Il
o

isto é,
(a@—B)z+ (B—a)z+ (af —aB) =0.

Sabemos que | « |= 1 = « - @&, entdo, usando a relagdo a = i € 0 mesmo para

g = %, isso pode ser reescrito como

(é—l)z%—(ﬁ—a)zjta-
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(B-—a)z+af(B—a)z+a®>—p°=0
(B—a)z+aBz—(a+pB)]=0
z+afzZ=a+pf

a tangente ao circulo unitario no ponto a no caso particular em que « e 3 coincide tem
equacao

2 + oz = 2a.

Sejam, Aq, Ay e Az representado, pelos niimeros complexos uq, us € usz, respec-

tivamente. Em seguida, a equagao da tangente em « é
Z+uiz = 2uy.
Consequentemente, a equagao da perpendicular do ponto médio M; (%) do lado Ay A3

Uy + Usg 9 _ Uzt U3
z— =u” |z —
2 2

1
Z — U122 = 5{(11,2 —+ U3) — u12(u_2 + ?I3)}

a reta tangente é

Substituindo o centro %(ul + ug + ug) do circulo de nove pontos do tridngulo AA; Ay Az

no lado esquerdo desta equacao, obtemos
1 Py — - - 1 2 — — JE—
5{(7,61 -+ (75 + U3> — U1 (Ul —+ U9 -+ Ug)} = 5{(162 + U3) — U1 (Ug + U3)} ObS (u1u1 = 1),

que coincide com o lado direito da equacao. Portanto, o centro do circulo de nove-pontos
satisfaz a equacao da perpendicular a partir de M; a tangente em A;. Do mesmo modo,
o centro do circulo de nove pontos é perpendicular a partir de M, e M3 as tagentes dos

respectivos vértices opostos. [ |

O teorema a seguir é uma generalizacao para o poligono de n-lados.
Teorema 3.6. Sejam n pontos em um circulo. A partir do baricentro também chamado
de centro de gravidade n— 1 desses pontos, traca uma perpendicular a tangente ao circulo

no ponto restante. Em sequida, essas n perpendiculares se encontram em um ponto.

Demonstracao. A prova é praticamente a mesma que a anterior. Sendo uq,us, ..., U, 0S
n pontos do circulo unitdrio. Entao, a equacao da tangente em u; é z + u2z = 2u; pelo

teorema anterior, temos que as coordenadas do baricentro é dada por

(Ul—ul)
n—1

(ug +us + ... +up,) = com (07 = ug + ug + ... +uy),

n—1
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entao a equacao da perpendicular dos pontos us, us, ..., u, para as tangentes é dada por

1
z—ufiz——TKW+UyH”+wJ—m%%+ﬂ}h”+mﬂ

1 _
T 1{(01 —w) — (@1 — W)}
1
=z 1(01 — u,%57).
é 6bvio que o ponto
= n_l(U1+UQ++un>— n—1
satisfaz esta equacao. [ |

Agora vamos apresentar mais um dos teoremas descobertos por M. B. Cantor
(1829 - 1920).
Teorema 3.7. Sejam Ay, As, A3, Ay, Py e Py seis pontos cocirculares. Em sequida, as
quatro intersecoes dos quatro pares de retas de Simson dos pontos Py e Py em relagao aos
triangulos

AAgAs Ay, AA A3 A, AAL Ay Ay, AA, Ay A,

sao colineares. FEsta reta € chamada reta de Cantor do par de pontos Py e Py em relacdo
ao quadrildtero A1 Ay A3Ay.

Demonstrac¢ao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que todos esses pontos estao
no circulo unitario, e que eles sao representados pelos niimeros complexos uq, Uy, U3, Uy €
t1,t9, respectivamente. Entao a equacao da reta de Simson dos pontos P;(t1) e Py(t2) em

relacao ao triangulo AA; A3 A, sdao dados por

1 UgU3U
t12 — Uuguzusz = 5 {t12 + (ug + us + ug)ts — (usug + ugug + ugusz) — 2t3 4} ,
1

1 U2U3U
taz = upusuaz = 3 {t22 + (ug + us + ug)ty — (usuy + ugs + ugus) — 2t3 4} :
2

Consequentemente, a intersecao é dada por

1 UaU3 U
Zz = = t1+t2+(U2+U3+U4)+ 27574 .
2 t1ts

Denotamos

01:U1+U2+U3+U4,

09 = UjU9 + ULUZ + ULU4 + UgU3 + UsU4 + U3y,
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O3 = UgU3zUy + UTU3U4 + UTU2U4 + U1U2Us3,
04 = U1U2U3U4-

A relagao acima pode ser reescrita como

z g u
2 ! 2 ! ! ti1tots ’

1 1 o 1 tytot
5 _+_+_3__+123 .
tl t2 (o) U1 04

Eliminando u; das duas ltimas relagoes, temos

e entao

2 t1t

1 o4t +1
titoz + 042 = < {(h +to)tita + o1tita + 03 + M} )
Esta é uma relacao que deve ser satisfeita pela intersecao da reta de Simson
de P; e de P, em relagao ao AAy;A3A,. Contudo essa relagao é simétrica em relacao a
Uy, U, Uz € uy e portanto, é satisfeita pela intersecao da reta de Simson de P, e P, em
relacao aos AA; A3 Ay, AA; Ay Ay mobore A A Ay As. Desse modo, esta relacao é a equagao

de uma reta. Logo, esses quatro cruzamentos sao colineares.

3.4 Teorema de Feuerbach

Seja H o ortocentro do triangulo AABC. Observando que o circulo de nove
pontos desse triangulo é também o circulo de nove-pontos dos triangulos AHBC, AHC'A
e AHAB. O seguinte teorema de 1822 atribuido a K. W. Feuerbauch (1800 - 1834), um
professor do ensino médio em Erlagen, Alemanha, é verdadeiramente notavel.

Teorema 3.8. O circulo de nove pontos de um triangulo € tangente ao circulo inscrito e

a trés circulos exinscrito que € tangente a um lado e as extensoes dos outros dois.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que o AABC estd inscrito
no circulo unitario. Para evitar a ambiguidade de sinais na raiz quadrada dos nimeros
complexos, vamos assumir que os vértices A, B, C' sao representados por niimeros com-

%, respectivamente (veja figura 20).

plexos a?,b? e ¢

A bissetriz interior do vértice A passa através do ponto médio de EE’, que nao
contém o vértice A, enquanto que a bissetriz do angulo externo do vértice A passa através
do ponto médio de EZ’, que contém o vértice A. Deixe o ultimo ser be, entao o primeiro
deve ser —bc. Do mesmo modo, o ponto médio de E;l, que contém o vértice B é ca e que
62, que nao contém o vértice B é —ca, e o ponto médio de AB , que contém o vértice C
¢ ab e que AB , € 0 que nao contém C' é —ab. (Note que isso sempe é possivel, alterando

o sinal(s) de a,b e ¢, se necessario). Por exemplo, suponha que A, B e C situam se no
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Figura 20 — Teorema de Feuerbach.

ca

la

-bc

c(c?)

Fonte: Proéprio autor .

sentido anti-horario do circulo unitario com A no ponto z = 1. Escolha a,b e ¢ de tal
modo que a = —1,0 < argb<me —m < argc < 0.)

As equagoes das trés bissetrizes interiores sao
2 —a’bez = a® — be,

2z —ab’cz = b* — ca,

2 —abc’z = ¢® — ab,

respectivamente. Resolvendo o sistema e escolhendo duas quaisquer das trés equagoes
acima, obtemos

z = —(bc + ca + ab).

Como de costume, se denotarmos
op=a+b+c, 09 =>0bc+ ca+ ab, o3 = abc,

entao a intersecao é igual —oy. Claramente, este resultado também satisfaz as outras
equagoes. Mostramos também que as trés bissetrizes se encontram em um tnico ponto;
este ponto é chamado incentro / do triangulo.

Mas I : 09 = —bc — ca — ab é também o ortocentro do triangulo com vértices

em —bc, —ca, —ab. Isso é obvio, se compararmos a equacao da bissetriz do angulo interno
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do vértice A com a reta que une os pontos —ab e —ca.
2+ a’bcz = —ca — ab.

A afirmativa acima, é verdadeira para as outras duas bissetrizes.
Observagao semelhante nos diz que os exicentros I 4, Ip e Io sao ortocentros

dos triangulos com vértices em

—bc, ab, ca,
—ca, be, ab,
—ab, ca, be,

respectivamente. Uma vez que todos estes triangulos estao inscritos na circunferéncia

unitaria, temos

Iy :—bc+ ab+ ca;
I : —ca + bc + ab;
Ic : —ab+ ca + be.

Agora, calculamos a distancia d entre o incentro I e o centro do circulo de

nove pontos do AABC.

1
d= ’§(a2+b2+02)+02

1
= ’§(a2 + b+ ) 4 209

1
= ‘E(GQ + b% + ) + 2(be + ca + ab)

— % ‘(a—i—b—i—c)Q{ = %010_1.

Sabemos que o raio do circulo de nove pontos é % Vamos calcular o raio r do

circulo inscrito. A equagao da reta BC' é
24+ 03Pz =0 + &2
e a equacao da perpendicular desde o incentro I(—oy) para o lado BC' é

beoy
2 — 0?2 = —09 + b2P05 = —0y + ——.
a
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Portanto, o pé da perpendicular é dado por

1 b
zzé(b2+02—az+ﬂ).
a

Segue que o raio r do circulo inscrito é

1 b
r:‘_<b2+02—02+ 0‘71>+02
2 a
Lo o
:§|a(b + ¢) + aoy + beoy |
1
:§](a+c)(c+a)(a+b)|
_1| |_ 01029 1
I R Bl I
1
—|d-=
2 bl

onde usamos o fato |a] = 1 = |o3]. E simples de verificar que d < %, portanto, temos
1 1
r=—-—distoé,d=—-—r,
2 2

o que mostra que o circulo de nove pontos e o circulo inscrito sao tangentes um ao outro
internamente.
A prova que o circulo de nove pontos é tangente ao circulo exinscrito I4, €

clara. Temos apenas que substituir a por —a e repetir o procedimento acima. |

3.5 Teorema de Morley

O teorema seguinte foi descoberto por Frank Morley (1860 - 1934) por volta
do século XX. Certamente se qualifica como um dos mais belos teoremas da matematica.
Teorema 3.9. (Morley). Em um triangulo qualquer, a uniao dos pontos de interse¢ao
das trissetrizes adjacentes forma um triangulo equildtero (veja figura 21).

Antes de comecarmos a prova deste teorema, precisaremos das seguintes in-
formagoes.
Lema 3.1. Suponha que ty,ts,t3 €ty sao pontos no circulo unitdrio. Entao, as cordas

(ou extensoes das mesmas) que unem os pontos t1,tq,t3 ety se encontram em

_hth-E-&
0h— sl

Demonstra¢ao. Sabemos que as equacoes das retas que passam nos pontos t; e to e de t3
e ty sao
([) Lz +t1t2§ = tl +t2,
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Figura 21 — Teorema de Morley.

Fonte: Proéprio autor .

(II) Lz +t3t4z = t3 —|—t4,
respectivamente.

Da equagao (1), vale lembrar que ¢t = %, obtemos:
Z+ tthE = tl + tg

A

! -
thls

0|

Il
SH| =
S|~

titor +Z2 =15 + 1;.

Por (I1), temos:
z+ t3t45 = t3 + t4

" 1 1 n 1
z R = = —
taty ts 14

tataz +Z =14+ 13
Z =14+ t3 — t3lyz.

Substituindo a equagao (/1) em (I), obtemos que a intersegao das duas retas é dada por

_hth-E-&
T
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Agora demonstraremos o teorema de Morley .

Demonstracao. (Teorema de Morley). Sem perda de generalidade, podemos assumir que
0o AABC estd inscrito no circulo unitario, e que o vértice A estd no ponto 1 (veja figura
22). Seja

2
ZAOB =37 (0 < v < g),

/AOC =38 (—%7T <B<0),

2
/BOC = 3a (a=§+ﬁ—7>0).

Em seguida , os argumentos dos pontos que trissecciona BC (nado contendo o ponto A),

Sao: 5
T

04+37:B—I—2'y+?

¢ 4
204—1—37:26—%7%—%.

Figura 22 — Arcos e coordenadas.

Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

Portanto, se definiremos os pontos que trisseccionam AB e AC por ¢, ¢ e b, b2,
respectivamente, entao, B e C sao ¢® e b, respectivamente, e os pontos que trissecciona
BC sio dados por bc2w e bcw?, onde w? +w + 1 = 0.

Sejam P(\), Q(p) e R(v) as intersecoes das trissetrizes adjacentes dos angulos

de Be(C,C e A, Ae B, respectivamente. Em seguida, pelo lema anterior, e observando



Figura 23 — Trissetrizes adjacentes forma um triangulo equilatero.

Fonte: ANDREESCU, ANDRICA .

que > =b2 e & =c2, temos

B b2+c¢3—p3—c2 B bed 4+ b — &3 — be

\— =
h—20—3 — h—30—2 b—rc
b— )V + be + ¢) — be(b? —
:( C)( —+ Cb‘I’C) C( c):(b2+bc+02)_bc(b+0)’
—c

B 1+b2cw2—p3—¢! B b3c+bw—c—0b3

H= b=2¢c~lw=2 — p=3¢-1 a bw—1
_c(b3—1)—b(b2—w)_ 2 2 2 2
— RO = wH{e(b® + bw’ + w) — b(b + w?)},

L 1+0 e 2wt —bt - b+ aw? = —b

b=le=2w=1 — p=1¢=3 caw? —1

_ e _ig(;f(j) - _ w{b(c® + cw + w?) — c(c + w)}.

82
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Logo,
Mwp+w?y = b +be+ = b c—bc? +-b*c+bew? + cw —b? —bw?* +bc? +bew+bw? — 2 —cw = 0,

com isso concluimos a prova. |
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

4.1 Metodologia de aplicagao

O presente trabalho busca reconstruir pressupostos tedricos relacionados aos
nimeros complexos em seus principios basicos utilizados em sala de aula. E para isso, se
faz necessario saber que o ensino dos numeros complexos, muitas vezes, é limitado quanto
sua potencialidade. Nessa pesquisa, acrescentamos a esse conteudo um elemento pouco
utilizado para solucionar questoes tedricas a eles associado, trata-se dos conhecimentos

geométricos.

Os ntimeros complexos ocupam uma posi¢cao muito singular no ensino de
Matematica. Nao merecem grande atencao nos cursos de Licenciatura
e Bacharelado em Matematica, por serem considerados como “assunto
elementar” de nivel médio. J4 no Ensino Médio, sao evitados, sendo ta-
xados de estranhos, de compreensao dificil e, sobretudo, intiteis. De fato,
que utilidade poderiam ter objetos cuja existéncia é motivada, logo no
primeiro contato, pela capacidade que possuem de fornecer uma solucao
“imagindria” para uma equacao que “sabemos” que nao tem solucao,
como nos foi antes demonstrado vérias vezes? Pois é assim que quase
sempre aprendemos e ensinamos os nimeros complexos.

(http://www.sbem.com.br /files/viii/pdf/15/PA07.pdf).

Na perspectiva de melhorar o ensino de niimeros complexos serd desenvolvido
com o alunos um projeto de aplicacao desses niimeros na geometria analitica, como por
exemplo distancia de dois pontos, triangulos, equacao da reta e da circunferérencia. Por

fim demonstraremos o teorema de Napoleao e o teorema do circulo de nove pontos.

4.2 Contexto

A pesquisa em campo foi realizada na Escola Estadual de Ensino Médio Pro-
fessora Eudes Veras, localizada na Avenida Siqueira Campos, 601, Siqueira, Maracanad.
Funciona nos trés turnos com ensino regular e EJA, tendo ao todo 27 turmas, sendo 11
turmas de 1°ano, 8 turmas de 2° ano, 7 turmas de 3° ano e 1 turma de EJA.

Estruturalmente a escola possui 9 salas de aulas, 2 labordtorios (ciéncias e
informética), 1 multimeios, secretaria, sala dos professores, sala da coordenacao, sala
da direcao. Além disso, no seu quadro funconal tem 50 professores, 3 coordenadores
pedagdgicos, 1 diretora, 1 secretaria, 1 assistente administrativo, 7 auxiliares de servico, 2
vigilantes. Esse conjunto de profissionais asseguram a rotina escolar de aproximadamente
1200 alunos na unidade pesquisada.

Em seguida, os alunos da unidade escolar foram convidados a participarem
de um minicurso promovido pela mestranda, sendo aberta uma pré-inscricao para alu-

nos interessados em participar da atividade proposta. A tltima etapa compoe-se de um
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questionario aplicado aos alunos e da analise dos resultados verificados no minicurso.

4.3 Participantes

A Participacao dos alunos deu-se a principio pela formacao de um grupo de
trabalho com 30 alunos, entre 16 e 18 anos, das turmas de 3° série do Ensino Médio.
Todos os participantes da pesquisa assinaram um termo de consetimento e utilizagao de
imagem. As tabelas abaixo mostram o nimeros de participantes inscrito por turma e a

frequéncia dos alunos.

Tabela 1: Niumero de inscrito por turma.

Turma | Frequéncia
A8
B |8
Cl11
D1
E|3
Total | 30

Fonte: Dados da pesquisa.

Tabela 2: Frequencia.

Turma | 09/05 | 10/05 | 12/05 | 13/05 | 16/05 | 17/05
A 6 7 ) 6 4 7

B 7 6 ) 3 3 5

C 10 6 8 9 9 9

D 1 1 1 0 1 0

E 2 3 2 1 1 2
Total 26 23 21 18 18 23

Fonte: Dados da pesquisa.

Os encontros foram proveitosos. Os alunos interagiram e responderam um
questiondrio socioeconomico e motivacional. A partir dai, as respostas dadas foram dis-
postas em tabelas importantes para nortear e fomentar a pesquisa aqui desenvolvida.

As revelacoes feitas por meio do questionario revelam aspectos que podem in-
terferir de forma positiva e negativa no desempenho escolar dos alunos. Entre os alunos
pesquisados, ha uma certa homogeneidade em relacao ao perfil etério, e ao sexo. Dos alu-
nos entrevistados, trés exercem algum tipo de atividade remunerada. Em relacao ao tipo
de escola frequentada temos que dezesseis alunos cursaram todo o Ensino Fundamental
em escola Publica, dois em escola da rede Particular e oito deles cursaram parcialmente

seus estudos, do Ensino Fundamental, em escolas publicas e particulares. Os outros dados
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da entrevista, como renda familiar e nivel de escolaridade dos pais, foram tao revelado-
res que optamos por demonstra-los nas tabelas a seguir. E importante ressaltar que o

questionario foi aplicado no primeiro dia com 26 participantes.

Tabela 3: Renda familiar.

Renda familiar | Frequéncia | Porcentagem
Até um saldrio minimo | 9 35%
Dé 1 até 2 saldrios minimos | 13 50,0%
Dé 2 até 5 saldrios minimos | 4 15%
Total | 26 100%
Fonte: Dados da pesquisa.
Tabela 4: Nivel de escolaridade do pai.
Nivel de escolaridade do pai | Frequéncia | Porcentagem
1° a 4° série do ensino fundamental | 8 31%
5° a 8° série do ensino fundamental | 7 27%
Ensino médio incompleto | 4 15%
Ensino médio completo | 3 12%
Nao sei | 4 15%
Total | 26 100%
Fonte: Dados da pesquisa.
Tabela 5: Nivel de escolaridade da mae.
Nivel de escolaridade da mae | Frequéncia | Porcentagem
1° a 4° série do ensino fundamental | 5 19%
5° a 8° série do ensino fundamental | 7 27%
Ensino médio incompleto | 4 15%
Ensino médio completo | 6 23,0%
Ensino superior incompleto | 2 8%
Ensino superior completo | 1 4%
Nao sei | 1 4%
Total | 26 100%

Fonte: Dados da pesquisa.

As tabelas a seguir apresentam o grau de interesse dos alunos em relagao aos
estudos e como eles se autoavaliam. Um fator que chamou bastante atencao foi que
88% dos alunos entrevistados dedicam menos de duas horas por dia aos estudos em outro
espaco fisico, além das horas em sala de aula. E 84% deles informaram que consideram seu
desempenho satisfatorio, acima ou na chamada média escolar estabelecida pela unidade

de ensino, que ¢é 6.
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Tabela 6: Horas estudadas por dia além das horas em sala de aula.

Horas estudadas por dia | Frequéncia | Porcentagem
Menos de uma hora | 9 35%
Entre 1 e 2 horas | 14 54%

Entre 2 e 4 horas | 3 12%

Total | 26 100%

Fonte: Dados da pesquisa.

Tabela 7: Nota que voceé se daria como estudante.

Nota | Frequeéencia | Porcentagem

Menos que 5 | 1 4%
Nota 6 | 3 12%
Entre 6 e 8 | 16 62%
Entre 8 e 10 | 6 23%
Total | 26 100%

Fonte: Dados da pesquisa.

Todos os alunos pesquisadas acreditam que a matematica é importante para a
sua vida pois por isso resolveram participar do projeto. Ressaltamos, que dos 26 alunos
participantes, 8 ja haviam estudado ntimeros complexos em um dado curso técnico. Em
relacao a motivagao demonstrada pelos mesmos a participarem do minicurso em nimeros
complexos e geometria ministrado durante a realizacao da presente pesquisa, os alunos
relataram a necessidade de conhecer e dominar o assunto como pré-requisito para cursar
0s cursos técnicos que frequentam e demonstraram conhecimento da importancia desse

assunto para o curso de graduacao que pretendem fazer na universidade.

Tabela 8: Nota para o grau de importancia de matematica para a sua vida.

Nota | Frequéncia | Porcentagem

Nota 6 | 10 38%
Entre 6 e 8 | 6 23%
Entre 8 e 10 | 10 38%
Total | 26 100%

Fonte: Dados da pesquisa.

4.3.0.1 Problemas encontrados

No periodo de execucao do minicurso a escola estava em greve, com isso
aconteceu uma rotatividade dos alunos. Do grupo de 30 alunos apenas 13 obtiveram uma
frequéncia desejada dos seis encontros desenvolvidos 7 participaram de todos e 6 faltaram

apenas um dia. Portanto, a analise dos resultados do teste final serd feita apenas com
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esses 13 alunos.

4.4 Projeto: Minicurso de niimeros complexos e geometria

4.4.1 Justificativa

Atualmente, os nimeros complexos nao sao contemplados na matriz curricular
no ensino médio. Um dos fatores é o modelo de prova para o acesso as universidades e
também, por acreditar que sua aplicagao sé faz sentido para aqueles alunos que desejam
ingressar em determinadas areas especificas no ensino superior como matematica, fisica e
engenharia.

No intuito de mostrar aplicabilidade dos nimeros complexos e de desmistificar
a ideia de nao priorizar seu ensino, surge a necessidade de desenvolver esse projeto, tendo
como foco ampliar o conhecimento matematic e oportunizar aos alunos outras aplicagoes

desses nimeros em geometria.

4.4.2 Desenvolvimento do projeto

A proposta do minicurso é desenvolver com alunos aulas dialogadas, utili-
zando quadro branco, pincel e uma apostila. Para a aplicacao, sugerimos duas semanas.

Os assuntos abordados sao:

e Um pouco de histéria dos niimeros complexos.
e Representagao algébrica dos ntimeros complexos:
* Definicao
* Propriedades relativas a adicao
* Propriedades relativas a multiplicacao
* Os nimeros complexos na forma algébrica
* Poténcias do ntimero i
* Conjugado
* Médulo
* Resolvendo equagoes do 2° grau.

* Exercicio

e Interpretacao geométrica:
* Niumero complexo
* Médulo

* Operacoes
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* Fxercicio
e Representagao polar do nimero complexo
e Algumas nocoes geométricas simples e propriedades:
* Distancia entre dois pontos
* Dividindo um segmento para uma determinada razao
* Triangulos semelhantes
* Mediana, mediatriz, altura e bissetriz do triangulo
* Triangulos equiléteros
* Geometria analitica no plano complexo
* Equacao da reta.
e Teorema de Napoleao

e Circunferéncia de nove pontos.

4.4.3 Avaliacao

Observar a participagao dos alunos na resolugao dos exercicios, propondo
discursoes na resolucao dos teoremas. Proporcionar alguns momentos, nos quais os alunos
resolvam as questoes no quadro e expliquem suas solucoes para os colegas, finalizando com

a aplicagao de um teste.

4.4.3.1 Resultado da avaliacao

O teste do minicurso de nimeros complexos e geometria foi realizada no ultimo
dia de aula, mas além disso, foi possivel observar em conversas informais que os alunos
acharam a revisao dos elementos do triangulo (mediana, altura, mediatriz e bissetriz) e
trigonometria no circulo importantes para o assunto e para outras atividades extras (curso
técnico e ENEM).

O grafico a seguir apresenta a andlise feita pelos alunos em relagao ao grau

dificuldade do curso.

A seguir, faremos a andlise dos resultados obtidos em cada questao com seu

enuciado.
Primeira questao: Calcule 1150 + 390 4 163,

Para resolver essa questao os alunos precisam ter conhecimento que as férmulas

para as poténcias de um nimero complexo com expoentes inteiros sao preservadas para

a forma algébrica z = x + yi e que para qualquer inteiro positivo n, i** = 1;¢*+!

T ,l'4n+2 —

i; —1;4*"*3 = —1.. O gréfico mostra o resultado dos alunos.



Grafico 1 — Grau de dificuldade.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Grafico 2 — Primeira questao.
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Segunda questao: Dado o nimero complexo z = 3 — 47, se voceé souber os itens abaixo

marque e responda.
() médulo

() conjugado

() localizar no plano complexo.
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Na resolucao dessa questao foi possivel observar erros basicos, pricipalmente

no item referente ao calculo do médulo, como varios do tipo /9 — 16.

Gréfico 3 — Acertos da segunda questao.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Terceira questao: Dado o nimero complexo z = 3 — 3¢, escreva na forma polar.

Para resolver a terceira questao, os alunos precisam ter conhecimento da loca-
lizacao do ponto no plano e trigonometria. Do total 10 acertaram a questao, 2 conseguiram

identificar a tangente e 1 deixou em branco (veja gréfico 3).

Quarta questao: O que vocé aprendeu com o teorema de Napoleao?

Nessa questao 3 disseram que nao entenderam ou nao vieram no dia da aula,
2 fizeram a demonstracao do teorema e 8 falaram o que aprenderam com o teorema de
Napoleao, como: o que ¢ triangulo equilatero, baricentro e que todo triangulo equilatero

Az12925 ~ Alww? e, por isso z; + w2z + w?z3 = 0.

Quinta questao: Determine a equacao da reta que passa pelos pontos z; = 2 — 3i e
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Nessa questao, apenas 5 alunos acertaram, 2 nao conseguiram chegar ao resul-

tado pois erraram os sinais e os demais deixaram em branco.

Sexta questao: Determine a equacao da reta perpendicular a reta do item anterior.

Apenas um aluno resolveu essa questao.

Sétima questao: Vocé saberia demonstrar o teorema do circulo de nove pontos?
( )Sim ( ) Nao

Em caso afirmativo, faca a demonstracao.

Nessa questao, 6 alunos respoderam que nao sabiam demonstrar, 5 afirmaram

que sabiam, porém, somente 2 alunos acertaram.
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5 CONCLUSAO

Quando analisamos o resultado do projeto constatamos que os alunos pode-
riam ter tido um rendimento melhor. Observando as resolugoes destes alunos no teste,
percebemos que muitos deles até entenderam o assunto, porém, quando se depararam
com as operacoes com o conjunto dos ntimeros inteiros, assuntos basicos necessarios para
resolucao de questoes como por exemplo determinar a equacao da reta nao acerteram,
por sentirem muita dificuldade em trabalhar com essas operacoes. Diante disso, podemos
perceber lacunas em assuntos de séries anteriores. Outro problema, que acreditamos que
intefere no resultado é o fato que 88% dos entrevistados dedicam menos de duas horas por
dia, além das horas em sala de aula. Nesse sentido, é necessario conscientizar a comuni-
dade escolar e a sociedade para a importancia de motivar esses alunos a estudarem. Diante
dessa realidade, propomos aos professores de Matematica, que ao comecar determinado
assunto, busquem fazer com seus alunos avaliagoes diagnosticas.

Podemos concluir que o objetivo deste trabalho foi alcancado, pois conseguimos
demonstrar a aplicacao desses niimeros, e que podem ser tteis para provar, de forma fécil,
teoremas de geometria plana. Temos também, o intuito de despertar nos professores de
ensino médio o interesse de introduzi essa nova abordagem geométrica, com nuimeros
complexos. Se isto, nao for vidvel a turma desenvolver projetos que oportunizam aos

alunos o contato.
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APENDICE A - INSTRUMENTO DE COLETA DE DADOS

QUESTIONARIO

A - O PAPEL DO ENTREVISTADO

1 Qual a faixa etaria do entrevistado?
( )15 anos ( )16anos ( ) 17 anos

( )18 anos ( )19 anos ( )mais de 19 anos

2 Sexo:

() Masculino () Feminino

3 Vocé ja havia estudado nimeros complexos?
( )Sim ( ) Nao

4 Quantas pessoas moram na sua casa (Contando com seus pais, irmaos
outras pessoas que moram na mesma casa)?

()2 pessoas ( )3 pessoas ()4 pessoas

() b pessoas () Mais de 6 pessoas () Mora sozinho

5 Qual o nivel de escolaridade do seu pai?

() Nao estudou () 1° a 4° série do ensino Fundamental () 5° a 8° série do ensino
Fundamental

() Ensino médio incompleto () Ensino médio completo

() Ensino superior incompleto ( ) Ensino superior completo

() Pés graduacgao () Nao sei

6 Qual o nivel de escolaridade da sua mae?

() Nao estudou () 1° a 4° série do ensino Fundamental () 5° a 8° série do ensino
Fundamental

() Ensino médio incompleto () Ensino médio completo

() Ensino superior incompleto ( ) Ensino superior completo

() Pés graduagao () Nao sei
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7 Somando sua renda com a renda das pessoas que moram com vocé, quanto
é, aproximadamente, a renda familiar? (Considere a renda de todos que
moram na sua casa)

() Até um saldrio minimo () De 1 a 2 saldrios minimos ( ) De 2 a 5 saldrios
minimos

() De 5 a 10 salarios minimos () Mais de 10 saldrios minimos ( )Nenhuma renda.

8 Vocé tem alguma atividade remunerada?
( )Sim ( ) Nao

H& quanto tempo voceé trabalha:

9 Em que tipo de escola vocé cursou o ensino fundamental?
() Sempre em escola publica ( )Parte em escola piblica e parte em escola particular

() Sempre em escola particular () Outro.

Assinale a(s) atividade(s) ou o(s) curso(s) que vocé realiza atualmente:

10 Curso de computagao ou informatica:
( )Sim ( ) Nao

11 Curso de lingua estrangeira:

( )Sim ( ) Nao

12 Curso preparatdrio para o vestibular(cursinho):
( )Sim ( ) Nao

13 Esporte:
( )Sim ( ) Nao

14 Aula de reforco:
( )Sim ( ) Nao

15 Grupo de estudo:
( )Sim ( ) Nao
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16 Quantas horas por dia vocé se dedica aos estudos além das horas em sala

de aula?
() Menos de 1 hora ( ) Entre 1 e 2 horas ( ) Entre 2 e 4 horas

() Mais de 4 horas () Estuda somente no horario de aula.

17 Vocé tem espago em casa para estudar?
( )Sim ( ) Nao

18 Que nota vocé se daria como estudante?
() Menos que 5 () Nota 6
() Entre 6 e 8 horas () Entre 8 e 10.

19 Vocé aprende mais quando estuda:

() Sozinho ( ) Em grupo

20 Voceé ja ficou de recuperacao em alguma disciplina?
( )Sim ( ) Nao

21 Vocé ja ficou de recuperacao em matematica?
( )Sim ( ) Nao

22 Vocé ja reprovou alguma disciplina?
( )Sim ( ) Nao

23 Vocé ja reprovou em matematica?
( )Sim ( ) Nao

24 Vocé acredita que a matematica é importante para sua vida. Dé uma

nota para o grau de importancia.
() Menos que 5 () Nota 6
() Entre 6 e 8 horas () Entre 8 e 10.

25 Dé uma nota para sua motivagao em participar deste mini-curso.

() Menos que 5 () Nota 6
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() Entre 6 e 8 horas () Entre 8 e 10.

26 Voceé gosta de Matematica? Explique.

27 Vocé acredita que pode mudar seu ponto de vista em relagao a esta

disciplina? Explique.

28 Quais suas expectativas em relagao ao curso? O que vocé espera com essa

experiéncia?
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APENDICE A — TERMO DE CONCESSAO PARA UTILIZACAO DE IMAGEM

MINI-CURSO NUMEROS COMPLEXOS E GEOMETRIA

Eu, ,
responsavel pelo aluno(a), ,
concedo ao Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional por tempo
indeterminado, autorizagdo para utilizar imagens do aluno(a) registradas em atividade
durante o mini-curso “Numeros Complexos e Geometria”, na Escola de Ensino Médio
Professora Eudes Veras. Estas imagens serao utilizadas apenas como dados de pesquisas
a serem realizadas nesta instituicao.

A pesquisa serd realizada pela mestranda Elaine de Sousa Teodosio, aluna da
Universidade Federal do Ceara e orientanda do professor Doutor Jonatan Floriano da
Silva. Que declara estar ciente, que as imagens nao poderao ser utilizadas e veiculadas
como material de divulgacao.

Nome e informacgoes dados em consentimento prévio pelo colaborador serao guardados e
utilizados somente para pesquisa.

Assinatura do pai ou responsavel.

Fortaleza, de de 20_____.
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APENDICE A — QUESTIONARIO FINAL

MINI-CURSO NUMEROS COMPLEXOS E GEOMETRIA

muito facil () facil ( ) razodvel
dificil () muito dificil

1
(
(

O mini-curso de nimeros complexos foi:

2 Vocé pretende fazer faculdade
() Sim ( ) Nao Qual

3 Calcule 1'% + 300 4 4163

4 Dado o nimero complexo z = 3 — 4i, se vocé souber os itens abaixo marque
e responda:

() médulo
() conjugado
() localizar no plano complexo.

5 Dado o nimero complexo z = 3 — 3i, escreva na forma polar:

6 O que vocé aprendeu com o teorema de Napoleao?

7 Determine a equagao da reta que passa pelos pontos z; =2 —3i e 29 =1 — 2i.

8 Determine a equacao da reta perpendicular a reta do item anterior
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9 Quais assuntos de geoemtria vocé precisa saber para entender o teorema
do circulo de nove pontos?

10 Qual o objetivo do teorema do circulo de nove pontos?

11 Vocé saberia demonstrar o teorema do circulo de nove pontos?
( )Sim ( ) Nao
Em caso afirmativo faga a demonstracao




