|\/\
2 )

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

AMSRANON GUILHERME FELICIO GOMES DA SILVA

MATEMATICA APLICADA A BIOLOGIA

FORTALEZA
2016



AMSRANON GUILHERME FELICIO GOMES DA SILVA

MATEMATICA APLICADA A BIOLOGIA

Dissertagdo de mestrado apresentada ao
Programa de Pés-graduagcao em Matematica
em Rede Nacional do Departamento de
Matematica, da Universidade Federal do
Ceara, como requisito parcial para obtencao
do titulo de Mestre em Matematica. Area de
concentracdo: Ensino de Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Ferreira de
Melo.

FORTALEZA
2016



Dados Internacionais de Catalogagdo na Publicagdo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca do Curso de Matematica

S578m Silva, Amsranon Guilherme Felicio Gomes da
Matematica aplicada a biologia / Amsranon Guilherme Felicio Gomes da Silva . —2016.
134 f. ¢ il

Dissertagdo (mestrado) — Universidade Federal do Ceara, Centro de Ciéncias, Departamento de
Matematica, Programa de P6s-Graduagdo em Matematica em Rede Nacional, Fortaleza, 2016.

Area de Concentragio: Ensino de Matematica.

Orientagdo: Prof. Dr. Marcelo Ferreira de Melo.

1. Matematica aplicada - Biologia. 2. Matrizes. 3. Logaritmos. 4. Ensino médio. 1. Titulo.

CDD 510




AMSRANON GUILHERME FELICIO GOMES DA SILVA

MATEMATICA APLICADA A BIOLOGIA

Dissertagdo de mestrado apresentada ao
Programa de Pés-graduagcao em Matematica
em Rede Nacional do Departamento de
Matematica, da Universidade Federal do
Ceara, como requisito parcial para obtencao
do titulo de Mestre em Matematica. Area de
concentracdo: Ensino de Matematica.

Aprovada em: I

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Marcelo Ferreira de Melo (Orientador)
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. Marcos Ferreira de Melo (Interno)
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dra. Cristina Paiva da Silveira Carvalho (Externo)
Universidade Federal do Ceara (UFC)



AGRADECIMENTOS

A Deus, fonte e detentor de tudo, onde por varias vezes pude sentir sua
presenca e atividade durante minha trajetoria de vida, especialmente no que concerne
a este ciclo académico.

Ao Professor Marcelo Ferreira de Melo, por sua orientagdo, competéncia e ajuda
na realizagao deste trabalho.

A CAPES, pelo apoio financeiro com a manutencéo da bolsa de auxilio.

Ao meu pai, Raimundo Nonato da Silva, primeiro mestre, sabio e espelho em
minha vida, que sempre foi minha referéncia em tudo, especialmente ao que condiz
aos ramos de conhecimento, postura e integridade.

A minha mae, Antbnia Maria da Silva, principal guardid e detentora da minha
referéncia de amor, bondade, simplicidade, perseveranca, forca e fé. Sem ela, a vida
com certeza seria mais cinza, mais rasa e opaca.

As minhas irméas, Antonia Rickele da Silva, Amsraiane Guilherme Felicio Gomes
da Silva e Cheila Maria da Silva, companheiras de vivéncias e instigadoras de
conhecimento e aprendizagem.

Aos meus amigos de mestrado, Rivelino, Jandean, Paulo e Isaac, sem os quais
a luta seria exponencialmente mais ardua, monétona e sem gragca. Em especial a
Milinia Felicio e Clésio Mendes, parceiros sem precedentes, que me estimularam, me
apoiaram e me socorreram em inumeros momentos de dificuldades, desanimos e
fraquezas. Amigos no qual tenho um apreco todo especial e que espero partilhar
inumeros outros momentos pelo decorrer da vida.

Ao meu bem, Davila Gadelha, companheira e amante, que ao longo de todo o
percurso do mestrado esteve comigo partilhando e me fortalecendo com sua fibra,
forca, amor e fé. Que abdicou de varios momentos e alegrias por conta da

impossibilidade do meu estudo e sempre me instigou a melhorar e crescer.



“Sempre alimente a esperanga de vencer. SO duvide
de quem duvida de vocé./ Fui Pixote, sei andar na
escuriddo, enfrentar moinho, derrubar dragao/
Cavaleiro Andante, sei andar sozinho, Dom Quixote
ndo tem medo de alucinagdo/ Desde o saco do meu
pai t6 na batalha, ndo nasci pra ser esparro de

canalha!” (Gabriel O Pensador).



RESUMO

O trabalho tem o intuito de expor, reunir e aprofundar assuntos pertinentes a
matematica e a biologia com énfase no ensino para os alunos do ensino médio. Foi
realizado uma pesquisa no campo motivacional e de conteidos com alunos do 2° e 3°
anos do Colégio do estado Liceu Professor Domingos Brasileiro a fim de analisar a
reacdo dos alunos quando observaram os conteudos de matrizes e fungdes
exponenciais e logaritmicas em uma significagdo através da biologia. Além disso, o
trabalho nos mostra uma intersecao entre as esferas das duas ciéncias baseada em
exemplos e aplicagbes. Verificou-se que relacionar ambos os conteudos se mostra

eficaz, principalmente se comparado ao ensino dito tradicional.

Palavras-chave: Aplicagdes. Exemplos. Motivagao. Significacdo. Minicurso. Matrizes.

Limite. Derivada. Integral. Exponencial. Logaritmo.



ABSTRACT

The work aims to expose, gather and deepen matters pertaining to mathematics and
biology with an emphasis on education for high school students. There was a research
on the motivational and knowledge area with students that study on the second and
third years in the state high school Teacher Liceu Domingos Brasileiro to analyze the
reaction of students when they observed the contents of matrices and exponential and
logarithmic functions in a signification through biology. Also work shows an intersection
between the worlds of both science-based examples and applications. It was found that

both relate content efficacious, especially when compared to traditional said instruction.

Keywords: Applications. Examples. Motivation. Meaning. Short course. Matrices. Limit.

Derivative. Integral. Exponential. Logarithm.
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1 INTRODUGAO

A grosso modo podemos pensar que a relagdo entre matematica e biologia
seja quase inexistente, que sao disciplinas completamente distintas e destoantes.
Absolutamente errado! Sem o uso da matematica, teriamos uma biologia
extremamente pobre e sem uma de suas principais ferramentas, afinal de contas a
matematica, tida como mae de todas as ciéncias, exerce um papel fundamental para
a biologia e sem ela garantir a previsdo e a reprodutibilidade de experiéncias e
experimentos, bem como determinar métricas e padrbes seria impossivel.

Fazendo pouco esforco podemos encontrar muito facilmente diversas
relagdes entre as duas ciéncias em diversos campos de atuagdao das mesmas, onde
podemos observar que uma auxilia a outra para resolugdes e aprofundamentos de
questdes que sdo inerentes a natureza de cada ciéncia. Podemos citar areas como,
a saude, genética, morfologia, bioquimica, citologia, ecologia, farmacologia, fisiologia
dentre tantas outras. Nesse trabalho, elencaremos algumas aplicagdes e situagdes
onde a matematica atua como forte ferramenta para resolugdo de casos de cunho
biolégico, como também trazendo e definindo conceitos matematicos de uma forma
mais simples e usual, relacionando e tentando envolver o leitor em usos que podem
ser passados quase que despercebidos no dia a dia e no uso.

Sabemos que a matematica ndo se resume a pifias interpretagdes de dados
situados em um plano cartesiano, graficamente tomados em fungdo do tempo ou
quantidade. Sabemos também, que diversas tomadas de decisdo s6 sido obtidas
através da analise dos numeros. Nao é recente, que os matematicos utilizam a
prépria biologia para inventar matematica e aprofundar conceitos matematicos. Para
exemplificar, se  FrancisGalton'” nao tivesse se dado ao trabalho de medir o
tamanho, o peso, a pressao causada por uma mao e a capacidade visual de cerca
de 10.000 pessoas, talvez  KarlPearson” nao desenvolvesse técnicas para
calcular a relagcao entre duas variaveis. Se na atualidade, alguns engenheiros de
trafego fazem uso de estudos das cadeias de Markov para configurar semaforos de
grandes centros, foi pelo fato do um matematico russo  Andrei Markov® ter tido
interesse por assuntos matematicos de um fendmeno biolégico: movimentos

brownianos (que também podem ser visualizados em uma simples flor de girassol).
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A matematica capacita e transforma a visdo que muitos bidlogos tem sobre as
coisas, como afirma Cohen (1990), Os bidlogos que entendem caélculo, as equagdes
diferenciais ordinarias e parciais e a teoria das probabilidades, tem um jeito especial
de olhar o mundo biolégico que esta inacessivel aos bidlogos que ndo entendem
nada disso. Acredito que ndo somente alguns dos diversos ramos matematicos, mas
o olhar o mundo tendo a matematica de forma geral como base de pensamentos nos
permite observar e aprofundar conceitos que estao fora do alcance de quem nao se
baseia ou até repudia essa ciéncia.

E com esse intuito de relacionar campos aparentemente tdo diferentes que
formalizei os objetivos deste trabalho, que séo: 1) Expor algumas das intersecdes
entre o estudo da matematica e a biologia de forma simples e clara; 2) Fazer uma
relacdo de conteudos matematicos estudados no ensino médio e no nivel superior,
com algumas de suas importantes aplicagdes na realidade usando para isso a
biologia (interdisciplinaridade); 3) Apresentar e instigar o uso para os professores da
disciplina de matematica de nivel médio e superior, de uma maneira bem objetiva e
direta, a vinculagdo e aplicacdo da matematica sobre a biologia; 4) Pesquisar sobre
os aspectos motivacionais do ensino da matematica quando este esta aliado a
aplicacdes praticas e 5) Investigar a opinido de alguns estudantes confrontando a
educacgao tida como tradicional e uma didatica mais contextualizada utilizando pra
isso um minicurso de aprofundamento.

Tragados estes objetivos, o trabalho tem caracteristicas de analise
bibliografica tendo como finalidade uma pesquisa para conceber uma base tedrica e
assim termos a possibilidade de expor algumas das importantes intersecdes entre as
ciéncias supracitadas. O que me conduziu a especificar e limitar quais das diversas
areas do conhecimento matematico seriam elucidadas aqui, sendo escolhidas para
isso os conteudos de: Matrizes, Limites e Continuidade, Derivada, Integral e
Fungdes Exponenciais e Logaritmicas. O objetivo seria trabalhar uma ampla
variedade de conteudos, mas que se consiga pelo menos o minimo de
aprofundamento visando que n&o haveria como contemplar toda gama do
conhecimento matematico ligado a biologia neste unico trabalho. O trabalho culmina
em um minicurso de aprofundamento e realizado na Escola Estadual de Ensino
Médio Professor Domingos Brasileiro situada em Fortaleza - CE a inciativa para a
realizagdo deste projeto surgiu da vontade de aplicar os conteudos aqui debatidos

com a realidade da educacéo publica.
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O trabalho de dissertagéo esta realizado da seguinte forma:

No capitulo 2, “Matrizes”, preferimos especificar um unico assunto: A matriz
de Leslie, assunto relacionado a dinamica das populagdes, elencando alguns
aspectos importantes dentro do estudo de matrizes para dar base a explanacao e
aplicacdo do modelo de Leslie.

No capitulo 3, “Limites e Continuidade”, partimos da utilizagdo de exemplos
de problemas com raizes biolégicas que demonstram a necessidade do uso da
matematica para suas respectivas resolugdes, partindo de exemplos mais
elementares para exemplos um pouco mais complexos, procurando dentro de cada
um explanar os conceitos matematicos envolvidos.

No capitulo 4, “Derivadas”, abordamos primeiramente o conceito de reta
tangente, a definicdo de derivada, as principais regras de derivagéo, teste da
derivada primeira e segunda bem como algumas das principais derivadas e
adentramos novamente na resolugédo de problematicas bioldégicas que tem a
necessidade do uso direto desta ferramenta.

No capitulo 5, “Integrais”, procuramos seguir a mesma metodologia do
capitulo 3, ou seja, elencamos exemplos das aplica¢gdes de integrais dentro da
biologia e no decorrer da resolucao destes exemplos procuramos mostrar e explanar
os conceitos do calculo integral.

O capitulo 6 “Fungbes exponenciais e logaritmicas”, versamos sobre as
aplicacdes destas fungdes dentro da biologia. Escolhidas por ndo serem
contempladas, dentro da maioria dos livros didaticos, fazendo Iluz a
interdisciplinaridade com a biologia.

O capitulo 7, ultimo capitulo desta dissertacdo, intitulado: “Biocalculia, a
matematica na biologia” é reservado para a discurséo e analise dos dados obtidos
através do minicurso de aprofundamento em matematica utilizando a biologia,
ministrado a um grupo de alunos do colégio da rede estadual Liceu Domingos
Brasileiro situado em Fortaleza — CE. Discutindo e avaliando alguns dados oriundos
deste grupo de alunos, dados estes nos quesitos: interesse, motivagao,

interdisciplinaridade e aprofundamento de conteudos.

(1) Francis Galton (1822-1911) — Antropdlogo, meteorologista, matematico e estatistico inglés.
(2) Karl Pearson (1857-1936) — Estatistico.
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2 MATRIZES

Historicamente a matematica relata que o uso e o estudo das matrizes advém
de um periodo bastante antigo da historia humana. Tendo relatos do seu uso em
textos chineses datado por volta do século Il a.C., sendo aplicadas, ja naquela
época, em uma das suas principais utilizacbes que seria a resolucdo de equacgdes
lineares.

O livro chinés “Nove capitulos da arte Matematica” expde 20 problemas em
seu sétimo capitulo onde, tirando somente um deles, mostram um método para
resolucao de equacgdes lineares utilizando matrizes, denominado como a “dupla falsa
posicao”.

No século XVI, os matematicos Kowd' e  Leibniz? , também
desenvolveram métodos para resolugcdo de sistemas lineares utilizando tabelas
numeéricas que foram as precursoras para o que hoje denominamos matrizes.

A palavra matriz como conhecida hoje, foi usada a priori pelo inglés

Sylvester'” tendo uma ajuda fundamental de Cayley'”’ no desenvolvimento da
teoria matricial.

Em termo de presente as matrizes ganharam um espago e uma visao
bastante significativa especialmente nos campos de algebra linear, fisica quéntica,
computacao grafica e por que também né&o dizer na Biologia como sera visto mais
na frente.

Neste capitulo, temos o intuito de relacionar o ramo da matematica que
contém matrizes com a Biologia, dando um foco a um tipo de matriz especifica que &
bastante utilizada por demodgrafos: A matriz de Leslie. Para isso partiremos da
contextualizacdo de matrizes, falando a priori da notagdo que sera utilizada, seu

conceito e sua representacao, definindo alguns conceitos importantes que serao

(1) Takakazu Seki Kowa (1642-1708) nascido em Edo (agora Téquio), Japao. Nasceu em uma familia de guerreiros samurais. Entretanto, muito jovem, ele foi adotado
por uma familia nobre chamada Seki Gorozayemon. Seki foi um "menino prodigio" em Matematica. Em 1674 Seki publicou Hatsubi Sampo, Seki foi a primeira pessoa a
estudar determinantes em 1683. Dez anos mais tarde Leibniz, independentemente, usou determinantes para resolver equagdes simultaneas, embora a verséo de Seki

fosse a mais geral. (http://www.somatematica.com.br/biograf/seki.php acesso em 05/05/2016)

(2) Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) nasceu em Leipzig. Ingressou na Universidade aos quinze anos de idade e, aos dezessete, ja havia adquirido o seu
diploma de bacharel. Estudou Teologia, Direito, Filosofia e Matematica na Universidade. Para muitos historiadores, Leibniz é tido como o Ultimo erudito que possuia
conhecimento universal. (http://ecalculo.if.usp.br/historia/leibniz.htm acesso em 05/05/2016)

(3) James Joseph Sylvester (1814 - 1897) Professor e matematico inglés nascido em Londres, um dos criadores da algebra moderna. Publicou numerosos trabalhos,
notadamente sobre polinémios. Frequentou duas escolas primarias em Londres, e teve a instrugdo secundaria na Royal Institution em Liverpool. Fez graduagéo no St.
John's College, em Cambridge (http://www.dec.ufcg.edu.br/biografias/JameJose.html acesso em 05/05/2016)

(4) Arthur Cayley (1821 - 1895) Advogado, professor e um dos nomes mais relevantes da matematica inglesa no século XIX nascido em Richmond, Surrey, cujas teorias
matematicas proporcionaram a formulagéo das teoria da relatividade de Einstein e da mecanica quantica de Max Planck. Estudou no King's College de Londres e no
Trinity College de Cambridge. (http:/www.dec.ufcg.edu.br/biografias/ArthuCay.html acesso em 05/05/2016)



http://www.somatematica.com.br/biograf/leibniz.phtml
http://www.dec.ufcg.edu.br/biografias/ArthuCay.html
http://www.dec.ufcg.edu.br/biografias/JameJose.html
http://www.somatematica.com.br/biograf/seki.php
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definidos como: Espago vetorial, subespago vetorial, espago gerado, base,
dimensao , autovetores e autovalores de um matriz para enfim, culminar na matriz

de Leslie.
2.1 Notacao

Primeiramente, € descrita a notagdo dos conjuntos numéricos, vetores e
matrizes. Denotaremos o conjunto dos numeros reais por R , e o conjunto dos
numeros complexos por C

Para o espaco de todos os vetores coluna, com n elementos reais sera usada
a notagdo R" , e no caso dos n elementos pertecerem aos complexos, sera usado

C" . O conjunto de todas as matrizes mxn , onde todos os elementos sao reais,

sera escrito por R,,, , analogamente para as de elementos complexos (men)

Ao longo de todo o texto, faremos uso das letras minusculas do alfabeto
romano para simbolizar vetores e maiusculas para matrizes, além de letras gregas
minusculas para representar escalares.

O elemento de uma matriz A, situado na linha i e na coluna j, sera denotado
por a;

Tanto a matriz nula, como o vetor nulo, como o escalar zero serdo denotados
por 0. A matriz identidade sera representada por I ou I, caso haja necessidade
de informar a ordem.

A transposta da matriz A sera denotada por A’ , a inversa da matriz A por

A" , o determinante da matriz A por detA , e o trago da matriz A por trA

2.2 Representacao de matrizes

DEFINICAO:

I8

Dados mene N

(0] uma matriz real de ordem m por n, ou de forma mais

simples uma matriz m por n (escreve-se m x n ) € definida como sendo uma tabela
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numérica retangular com m x n elementos de R distribuidos em m linhas e n

colunas.

Exemplificando temos:

1) é _31) € uma matriz 2 x 2.
3 =2 5 . .
2) 5 0 5) € uma matriz 2 x 3.
1 1
3) 5 2| éuma matriz 3 x 2.
5 6
4) [-7] & uma matriz de ordem 1 x 1.

Se tomarmos a rigor temos que as tabelas acima representadas nao sao matrizes, e

sim, representacdes de matrizes. Onde matrizes s&o na realidade fungdes definidas

como.

Exemplo.

Sejam n.,=(1,2,3,...,n}ell, ={1,2,3,...,m}
subconjuntos de N . Uma matriz A sobre um corpo F de

ordem mxn é uma funcgao
A:Il xII,~ F

tal que para cada par ordenado (i,j)€ II,xII, esta
associada um unico escalar

a.=A(i,j)e F

5=

(LIMA, 2005, pag. 17)
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Considere o conjunto  I1,={1,2,3] . Seja a matriz real dada por
A:II,xII,~ R dada por a;=A(i,j)=i—j, seguindo a definigdo de matriz, a

partir da lei de formacgao, temos:

0 -1 -2

A=l1 0 -1

2 1 0
GENERALIZANDO.

Denominamos por termos cada elemento exposto na matriz, a titulo de
organizagdo, em uma matriz M qualquer indicamos a; o elemento localizado na
linha i e coluna j de M. Onde i e j sdo chamados de indices do elemento. E
convencionado que as linhas sejam distribuidas em ordem crescente de cima para
baixo e as colunas da esquerda para direita, assim uma matriz M (m x n ) é

representada genericamente por:

m |

a,, d; d; a,

ay, dy, dy a,,

M= az Az dg as,
.aml amZ am3 amn.mxn

Toda matriz M (m x n) pode também ser representada por

M=(q;);i€(1,2,....m}ej€ (1,2,...,n] ousimplesmente M=(a;), . .
2.3 Espacgos Vetoriais

Considere um conjunto de vetores E nao vazio, e um corpo K com os

elementos escalares. Neste conjunto definimos duas operagoes:

1) Adicao, representada por+: ExE - E ;

2) Multiplicacao por escalar, representada por *: a*E - E
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Geralmente, o corpo K é o corpo dos reais ou dos complexos.

Se o Conjunto E munido com as operacdoes + € x , satisfizer os 8 axiomas a

seguir, ele sera um espago vetorial sobre o corpo K.
ADICAO

1) Comutatividade: para cada u,ve€ E,u+v=v+u ;

2) Associatividade: para cada u,v,w€ E,(u+v)+w=u+(v+w) ;

3) Elemento neutro aditivo: Existe um vetor nulo, denotado por 0, onde para todo
ue E,0+u=u ;

4) Inverso aditivo: paracada u€ E,3—u€ E talque u+(—u)=0

MULTIPLICAGAO POR ESCALAR

5) Distributividade: para cada um dos elementos a€ K e cada
u,ve€ E,a(u+v)=au+av ;

6) Distributividade: Paracada «,f€ K ecada u€E,(a+B)u=au+fu ;

7) Associatividade: paracada «,f€ K ecada u€ E,(af)u=a(Bu) ;

8) Elemento neutro multiplicativo: Para cada
u € E,existe oelementoneutro 1talque lu=u.

2.4 Subespacgo Vetorial

Dado E um espaco vetorial sobre o corpo K. Um subespaco vetorial de E sera
um subconjunto S de E, também ndo vazio, também espaco vetorial sobre o corpo

K, munido com as mesmas operagdes de E.
2.5 Combinacgao Linear

Dado E um espacgo vetorial sobre um corpo K. Chamamos u€E de
combinagao linear dos vetores Vv;,V,,...,v,€ E quando existem o ,...,< €K
tais que oc,v,+oc,v,+...+c v =u . Perceba que, de acordo com a definicdo, nem

0S o¢; ,como oS V; , necessitam ser distintos.

2.6 Dependéncia e Independéncia Linear
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Dados v,,...,v, vetores de um espaco vetorial E. Dizemos que
Vi,V,y,...,V, sdo linearmente independentes (denominamos por LD), se existirem
escalares «Cy,...,c,€ K | com pelo menos um ndo nulo tais que
oc v+, v+ +oc v =0 | caso contrario, dizemos que ViV, sdo
Linearmente independentes (LI), ou seja, V;,...,v, s&o LI quando a Unica

combinacgao linear que tem como resultado o vetor nulo € a solugao trivial, isto €,

oc, =oc,=...=oc =0
2.7 Subespago Gerado
Seja S um subconjunto de um espago vetorial E. Denominamos por
subespago gerado por S o conjunto de todas as combinacgdes lineares finitas, de
elementos de S, Denotamos aqui por [S].

2.8 Base

Tomando E um espago vetorial sobre um corpo K, chamamos de base de E

um subconjunto B< V' onde temos as condi¢gdes que seguem:

a) [B]=E
b) BéLI.

2.9 Dimensao

Seja E um espacgo vetorial sobre um corpo K. Se E admite uma base finita entao
dizemos que a dimensado de E (denotamos por dimE ) é o numero de vetores

dessa base. Se ele ndo tem uma base finita, dizemos que E tem dimensé&o infinita.

2.10 Auto Vetores e Autovalores de uma Matriz

Nos deteremos agora no estudo de autovalores e autovetores de uma matriz

A de ordem n. Devido ao fato desses conceitos serem profundamente estudados e

possuirem diversas aplicagcoes. Tendo em vista também que os autovetores e
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autovalores ligados a uma matriz carregam, em si, caracteristicas intrinsecas a cada
matriz.

Definicao: Dada uma matriz A de ordem n, sendo ela real ou complexa
denominamos por autovetor de A, um vetor ndo-nulo vem (C" , tal que Av é um
multiplo escalar de v, isto €, Av=Av , para algum escalar A .E neste caso, 4
sera denominado autovalor de A associadoa A

E valido notar que, mesmo a matriz A sendo puramente real, seus autovalores
e/ou autovetores podem ser complexos. A cargo de viabilidade, o vetor v pode ser
qualguer um com excecdo do vetor nulo, dado que tomando v como vetor nulo na
equagao supracitada, seguiria que Ax*x0=Ax0 , ndo nos cabendo analisar nada
sobre a matriz A, tdo pouco do valor A |, logo, tomaremos v#0

Se tomarmos na perspectiva algébrica, um autovetor de uma matriz A € um
vetor cujo o produto por A pode ser feita de maneira simples, isto é, bastando

multiplicar o proprio vetor por um escalar.
2.11 Polindmio Caracteristico

Partindo da equacdo: Av=2Xv , podemos obter que (A—AI)v=0 , como v
deve ser diferente do vetor nulo, temos que A—AI deve ser uma matriz singular,
ou seja, ndo admite inversa e este fato acontece somente quando det (A—AI)=0

Esta equacao e chamada de Equacgao caracteristica de A, onde as raizes A sao
os autovalores de A, onde para cada autovalor 4, podemos encontrar mais de um
autovetor respectivo v, , se tivermos o sistema de equagdes lineares

(A—AI)v,=0 possivel e indeterminado, entdo det(A—AI) ¢é denominado como

polinbmio caracteristico.

Para exemplificarmos, vamos calcular os autovetores e autovalores

associados a matriz abaixo utilizando o polinémio caracteristico.

Exemplo:
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1 4

5 3) , para calcularmos os autovalores e autovetores devemos

Seja A:(

analisar o polindmio caracteristico dado por det(A—AI)=0 , assim temos:

det(A—AI)=0

(1-2)(3—2A)—2%4=0

A>—4)—-5=0 oque nosresultaem: A,=5 e A,=-1

Tomando a igualdade Av=Av ,para A,=5 obtemos:

b s

Efetuando as operagdes temos o seguinte sistema linear:

a,+4a,=5a,
2a,+3a,=5a,
Logo, temos que a,=a,

Assim, o vetor (1,1) é autovetor associado ao autovalor A=5 .
2.12 o modelo de Leslie

Um dos instrumentos mais importantes do ponto de vista tecnolégico e
cientifico € a matematica. Pois, por intermédio dela o ser humano pode criar
modelos e tipificar situagbes problemas que descrevem o comportamento de
fenbmenos da natureza e ajudam na resolucdo de problemas de diversas areas.

Tomando isto como ponto de partida, notou-se a necessidade de utilizar a
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matematica para a obtencao de resultados de modo satisfatério na concretizacao de
varias atividades, sejam de cunho cientifico, tecnoldégico ou do dia a dia.

Com o passar do tempo o estudo na area do crescimento de uma populagao
tornou-se uma problematica comum em varias areas. Por exemplo, inumeros
produtores buscam o tempo certo para se retirar animais de uma determinada
populacdo de tal modo que se obtenha a maior produtividade. Neste caso, retirar
nao precisa significar simplesmente o abate dos seres, podendo também
caracterizar o periodo em que um animal possa ser retirado para outras finalidades.
A exemplo disto temos a retirada de ovelhas para o corte e recolhimento de |a. Para
a obtencdo de melhores resultados se faz de extrema importancia e necessidade
que se tenha uma colheita sustentavel, ou seja, a distribuicdo etaria da populagao
remanescente e o rendimento de cada retirada, apos cada colheita deve ser
constante.

Uma das maneiras mais encontradas e conhecidas para relatar e informar o
crescimento ou decrescimento de uma populacdo bem como a projecdo de sua
distribuicao etaria, tomando por base deste modelo que a populacéo € fechada para
migragdo e onde somente o sexo feminino seja considerado e esta, utilizada por
grande parte dos demografos se da através da Matriz de Leslie, ou modelo de
Leslie, que foi utilizado pela primeira vez, em 1920 pelo matematico Alfred J. Lotka,

porém, foi formalizado e nomeado em 1940 por Leslie Patrick Holt (1900-1974).

Segundo Kalin et al (2012, p. ).

Modelos matriciais populagdo tem crescido cada vez mais importante nos estudos
Ecologia ap6s muito desenvolvimento uma vez que a primeira matriz de Leslie. Eles
fornecem uma ampla gama de aplicagdes, uma vez que tenham sido submetidos a
desenvolvimento analitico completa e a sua utilidade em, por exemplo, a biologia da
conservagdo, nao é trivial. Quando o seu objetivo de intervengdo na taxa de
crescimento de uma determinada populacdo (seja para aumentar ou diminuir), a
analise de sensibilidade e elasticidade da populagdo modelos matriciais pode contribuir
para a montagem eficiente estratégias de gestéo, uma vez que identificam o metas que

influenciam a taxa de crescimento populacional mais criticamente.

Compartilhando da linha de pensamento e entendimento do trabalho a
respeito de matrizes. A proposta segue entéo, pelo uso do conhecimento de matrizes
advindo da matematica, auxiliando na area de biologia em formas de exercicios,

contextualizacdes e aplicagdes utilizando estudo de populagdes como exemplo.
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2.12.1 Base do Modelo de Leslie

Para a utilizacdo do modelo de Leslie a populagdo estudada é dividida em
grupos, todos eles separados por faixa etaria. Para isso, considere M a idade
maxima em que uma fémea da populagdo pode atingir. Se dividirmos a populagao
em n faixas etarias, obteremos para cada faixa M/n o intervalo de tempo de cada
uma. A matriz de Leslie € uma matriz quadrada, em que a ordem corresponde a
mesma quantidade de elementos do vetor da populagdo estudada. Esse vetor
representa a populacado a cada intervalo de tempo passado, com um elemento para
cada classe das idades , em que o elemento destacado representa o numero de

individuos por classe na fase atual.

Faixa Etaria Intervalo de Idade
1 [0, M/n)
2 [M/n, 2M/n)
3 [2M/n, 3M/n)
n-1 [(n-2)M/n, (n-1)M/n)
n [(n-1)M/n, M]

Com o decorrer do tempo , a quantidade de fémeas dentro de cada um do n
grupos vai mudar por consequéncia de trés processos: nascimentos, mortes e
envelhecimento.

Para tanto, adotemos como x| a quantidade de fémeas na primeira faixa

etaria no instante t, x, a quantidade de fémeas na segunda faixa etaria no

instante t, tomadas assim até o ultimo intervalo. Como no processo existem n

grupos, podemos formar o vetor coluna no instante t, indicado como:
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t,=0

N L

t t ==

th 1 n

X3 ; _ 2L

t: t 27—

X X3 ) . n
t

X, tkzﬁ

Denominado de vetor de distribuicdo etaria no momento t, que no caso de t=0
€ chamado de vetor de distribuicdo etaria inicial.

X<10) sdo as fémeas na primeira faixa etaria no instante inicial, x(zo) sao as
fémeas na segunda faixa e assim sucessivamente.

Como pré-requisito no modelo de Leslie devemos ter que o tempo decorrido
entre dois tempos de observacgao distintos seja igual a duragdo de uma faixa etaria.
Isso garante no estudo da populacdo que todas as fémeas de um determinado
instante k situadas no grupo etario i, sdo oriundas de da faixa (i-1) no instante (k-1).
Os processos, tanto de nascimento como morte entre um par sucessivo de periodo
de observagdo podem ser elucidados por meio dos seguintes parametros

demograficos:

a,(i=1,2,...,n) é o numero de fémeas nascidas por fémea durante o
tempo em que ela esta na i-ésima faixa etaria;

b,,(i=1,2,...,n—1) ¢ a fracdo de fémeas na i-ésima faixa etaria que se
espera que va sobreviver e passar para a (i+1)-ésima faixa etaria. Pode ser
entendida também, como a probabilidade de uma fémea mudar para préxima faixa

etaria.
Pelas definicbes acima temos:
(i) a,20,parai=1,2,...,n

(ii) O<b;<1,parai=1,2,...,n—1
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Perceba que para qualquer i, b; ¢é diferente de 0, caso contrario fémea
alguma sobreviveria além da j-ésima faixa etaria. Nos também vamos supor que
pelo menos um dos a; ¢é positivo, para que com isso, haja algum nascimento.
Denominamos a faixa etaria em que o a; € positivo por faixa etaria fértil.

Agora podemos entender, tendo em vista o vetor de distribuigao etaria, que no
instante t, as fémeas na primeira faixa etaria sdo exatamente as filhas nascidas
entre o instante t,_;, e t, .Logo podemos escrever:

(k) (k—1) (k-1)

k—1
X;'=a;x; +a,x; +...+anx<1 ) (1)

Onde,

x(lk) = numero de fémeas na faixa etaria 1 no tempo ¢,

(k=1)

a, x; = numero de filhas nascidas na faixa etaria 1 entre os tempos ¢, ;, e
tk
a, x(Q"’” = numero de filhas nascidas na faixa etaria 2 entre os tempos t, ;, e
tk
a, x(n’"” = numero de filhas nascidas na faixa etaria n entre os tempos ¢, ; e

As fémeas na (1+i)-ésima faixa etaria (i= 1, 2, ..., n-1) no instante t, , sdo as
mesmas que estavam na i-ésima faixa no instante t,_; e ainda vivem no periodo

t, .Logo,

X =bx*",i=1,2,...,n-1 (2)

Fazendo uso da linguagem Matricial, temos a possibilidade de escrever as equagdes

(1) e (2) supracitadas como:



De maneira mais compacta temos:

Em que L é a matriz de Leslie

(k) —

(k1)

a,., 4a X1
0 ofx"
0 O (k—1)
3
b;;—1 | 0 X(k._l)
(k=1) 7 _
=Lx k=1,2,...
a a, as,
b, 0 0
L=0 b, O
0 0O

Logo, pela equacgéo (3) podemos obter:

NP

D= V=2 0

NORFINCIEEN

X(k):L X(k_l):LkX(O)

Com isso, se tivermos conhecimento da distribuicdo etaria inicial  x"*

3)

anfl an

0 0O

0 0 (4)
b,., 0

()
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e a

matriz de Leslie L, podemos entdo determinar a distribuigéo etaria dos individuos do

sexo feminino nos periodos posteriores. Mesmo tendo o conhecimento que a

equacgao (5) dé a distribuicao etaria populacional a qualquer momento dos periodos

decorridos ela ndo expde automaticamente a ideia geral da dindmica do processo de
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crescimento. Assim, faz-se necessario investigar os autovetores e autovalores da
matriz de Leslie. Com isso, é necessario a elucidagdo de alguns teoremas

importantes.

Exemplo: Por suposicdo a idade maxima atingida pelas fémeas de uma certa
espécie € de 20 anos, e que existe para essa populagdo quatro classes etarias
definidas de iguais intervalos, cada um com cinco anos. Suponhamos também que a

matriz de Leslie desta populagao € dada por:

e a matriz de distribui¢do inicial:

100
X(o): 60
20

10

Para estudar a populacéo paras os proximos anos temos:

0 1 3 2 |[100| |[140

=g 0-{025 0 0 0 |60 |25
0 050 0 0ff20 30

0 0 0,0 0/|10 2

Seguindo com os calculos temos:

X=p xV=12x"=(140;25;30;2)

X=px?=1*x"=(78,5;29,7;17,5;0,3)

X=0x=1"x""=(84,75;19,6,14,8;1,75)

Portanto, ao passar 20 anos, ou seja, quatro periodos, havera aproximadamente 85
fémeas com idade ate 5 anos; 20 com idade entre 5 e 10 anos; 15 com idade entre

10 e 15 anos e 2 fémeas com idades entre 15 e 20 anos.
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2.12.2 Comportamento no Limite

Se tomarmos a equagdo x“=1x* V=1"x") percebemos que esta ndo nos
oferece o panorama geral para o processo de crescimento populacional, temos
portanto, que investigar e estudar os autovalores e autovetores da matriz de Leslie.

Observando o polinbmio caracteristico temos que:

a-A a, a a1 a
b, -2 0 .. 0

P(A)=¢L—=MVi 0O b, —=A == 0 0]=0
0 00 by —A

Desenvolvendo o determinante acima (para maiores detalhes ver em: ANTON;
RORRES, 2001) obtemos:

A'—a,\"'—a,b,A"*—a,b,b,A" ' —...—a,b,b,...b, ;=0

Efetuando a divisdo por —)" , obtemos:

a, ab, a,b,b abb,..b
. }\ :_1+ 2 1+ 3¥1%2 . n“1%2
Denominando q(A) PR e +o..+ G

P( 2:=0 equivalea q(A)=1

n—1

, podemos observar que

Observando graficamente a fungdo q(A)

Figura 1: Grafico Esboco da fungdo q(2)
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Fonte: Proprio autor

1) q(A) é mondtona decrescente para A>0 , ou seja,
2
)\’; .
0<A <A, = q(A,)>qé
2) }\1?(1) q(A)=+00
3) lim q(A)=0

A - 400

Mais especificamente, existe e é Gnico A positivo , tal que q(A)=1 . Isto &, A
matriz de Leslie L tem apenas um Unico autovalor positivo para o qual gq(A)=1 .

Além disso, a multiplicidade deste A é 1.

Como, Lv=Av ,sendo v o autovetor associado ao A acima, podemos calcular v
em fungdode A e ovalordev sera:

b, b,b, b,b,b, b,b,b,...b,_,
)}\’ Az ) A3 P ] }\n_l

V=

Com isto, analisando as informagdes acima, podemos enunciar 0os seguintes

teoremas:

Teorema 1 (existéncia de um positivo): Dada uma matriz de Leslie L, esta possui
um Unico autovalor positivo 4, . Este autovalor tem multiplicidade 1 € um autovalor
associadoa Vv; cuja as entradas s&o todas positivas.

Teorema 2 (autovalores da Matriz de Leslie): Se A, é o Unico autovalor positivo

de uma matriz de Leslie Le A, é qualquer outro autovalor real ou complexo de L,

entao |MS A
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Teorema 3 (autovalor dominante): Dada a matriz de Leslie L, Se esta possuir
duas entradas sucessivas a;ea,,; da primeira linha ndo nulas, entdo o autovalor
positivo de L € dominante.

Como consequéncia dos calculos anteriores temos que:

) 400,00 0y (k)

Onde A é o autovalor dominante da matriz de Leslie L.

Estes ultimos teoremas tem vital importancia a respeito do comportamento ao
longo do tempo da distribuicdo das faixas etarias, porém, as suas demonstragdes
vao além do proposito e objetivo deste trabalho, para um maior aprofundamento
procurar em (ANTON; RORRES, 2001).

2.13 Aplicagcdoes na Biologia

Exemplo 1 (Montagem da matriz e utilizagdao do modelo)

Uma espécie de besouro alemao, o vollmar-wasserman (ou besouro VW, para
abreviar), vive no maximo trés anos. Dividimos as fémeas em trés faixas etarias de
um ano cada: jovens (zero a um ano), adolescentes (um a dois anos) e adultos (dois
a trés anos ). Os jovens ndo produzem ovos; cada adolescente produz uma média
de quatro fémeas; e cada adulto produz uma media de trés fémeas. A taxa de
sobrevivéncia para os jovens € de 50% (isto é, a probabilidade de um jovem vir a se
tornar adolescente é de 0,5), e a taxa de sobrevivéncia dos adolescentes é de 25%.
Suponha que comegamos a populagdo com 100 fémeas de VWs: 40 jovens, 40

adolescentes e 20 adultos. Qual sera a previsao da populagéo para daqui a 3 anos?

Exemplo 2 (Interpretagao e utilizagao do modelo)

1 1 3
Uma populagao com trés faixas etarias tem matriz de Leslie L=(0,7 0 0| seo
0 05 0
100
vetor da populaggo inicial 6 x°=[100| , O que é e quantovale x" x?ex® ?
100

Exemplo 3 (Utilizagao do modelo)
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Uma populagdo com quatro faixas etarias tem a matriz de Leslie

0 1 25 10
p=[05 0 00 e [10]
007 0 0 10
0 0 030 10

qual a situacéo da populagao apos 3 periodos?
Exemplo 4 (Comparacgao de hipéteses)

Uma espécie com 2 faixas etarias de um ano de duragdo cada tem uma
probabilidade de sobrevivéncia de 80% da faixa 1 para a 2. Evidéncias empiricas
mostram que, em média, cada fémea da a luz a 5 outras fémeas por ano. Desta

maneira duas formas possiveis para a matriz de Leslie s&o:

0 5 4 1
L= L=
: (0,8 o)e . (0,8 0)

10

10) qual seria a analise dos dois graficos relativos a

Se o vetor inicial é x(o):(

cada distribuigao nos primeiros 5 periodos?

Exemplo 5 (Reproducgao liquida)

A taxa de reproducao liquida de uma populagao € definida por:
r=a,+a,b,+a;b,b,+...+a,b,b,...b,_,
Onde os ¢a; s3o as taxas de nascimentos e os b, s&o as taxas de sobreviventes
para a populacao.
a) Explique porque r pode ser interpretado como o numero médio de filhas

nascidas de uma unica fémea ao longo de sua vida.
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b) Mostre que r=1 se, e somente se, A=1 (isso representa o crescimento

populacional zero)
Exemplo 6 (Significado do unico autovalor positivo)

Dado o exemplo anterior e assumindo que exista um Unico autovalor positivo A ,
mostre que r<1 se, e somente se, a populacao estiver decrescendo, e r>1 se,

e somente se, a populagao estiver crescendo.
Exemplo 7 (Colheita sustentavel)

Uma politica de colheita, ou ceifagem sustentavel € um procedimento que permite
que seja segregada uma determinada fragado da populagéo (representada pelo vetor
de distribuigao  x'¥ ) de modo que, passado um determinado periodo de tempo, a
populagao volte ao contingente do momento da colheita ( x ), sendo este periodo
de tempo, a extensdo de uma faixa etaria da populagdo, Se h ¢é a fracdo de cada
faixa etaria que foi retirada, entdo, matematicamente podemos expressar o
mecanismo da colheita do seguinte modo: iniciando com o vetor populacional x|
apds um periodo teremos Lx'¥ ; a colheita segregara hLx"' da populagdo, nos
dando:

Lx"—hr x"=(1—h)Lx"
Pela condicao imposta para a colheita sustentavel temos que:

(1—h)Lx(k)=x(k)
(Nota: ambientalistas tiveram que fazer uma colheita na populacdo de ledes-
marinhos quando a pesca predatdria reduziu o alimento disponivel a um ponto no

qual a populagao estava em risco de inani¢ao)

a) Se A é o unico autovalor positivo de uma matriz de Leslie L e h é a razdo

aplicada na colheita sustentavel, prove que

h=1-1/A
0 4
b) Determine a colheita sustentavel para a populagdo com matriz L=({0,5 0

3
0
0 05 0
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3 LIMITES E CONTINUIDADE

A ideia de limite ja surgiu com um imenso paradoxo € mesmo com isso, todos
os conceitos principais do calculo como Continuidade, Convergéncias, Divergéncias,
Derivadas e Integrais podem ser definidos fazendo uso de limites.

A matematica tem o limite como a definigdo mais fundamental do Calculo. De
fato, se tomarmos no nivel mais basico é o limite quem diferencia o calculo dos
demais ramos da matematica. Com isso, se formos tomar ordenadamente em nivel
de estrutura e desenvolvimento légico dentro do calculo o limite € aquele que deve
vir primeiro. No entanto, em uma analise historica, temos exatamente o oposto.
Durante muitos anos as ideias a respeito de limites eram bastante opacas e
confusas se mostrando extremamente vagas e fracamente fundamentadas, tomando
como base nocbes filosoficas sobre o infinito fazendo uso até de intuicbes
geométricas subjetivas. Nosso conceito atual em termos de limite tem base no
iluminismo Europeu do fim do século XVIII e inicio do século XIX.

O conceito de limite de uma fungdo €, a grosso modo, 0 que segrega a
matematica elementar da matematica superior. Seus fundamentos diferem da
algebra e da geometria.

Neste capitulo, iremos elucidar e analisar algumas das interseg¢des entre a as
esferas de conhecimento matematico e bioldgico através de exemplos praticos e
direcionados utilizando do conceito, da nocédo e da aplicacdo de limites, bem como
fazer uso do conhecimento a cerca de continuidade. Elencando e explanando
sempre que necessario alguns teoremas, definicbes e demonstragdes que irdo nos
dar base e respaldo para discutirmos e solucionarmos problemas de cunho

bioldgicos fazendo uso de instrumentos matematicos.
Exemplo 1: RETA NUMERICA

O primeiro exemplo de aproximagédo da biologia com a matematica vem de
uma padronizagao simples, porém necessaria: A organizacdo de elementos por

ordem numeérica de quantidade.

O valor de pH é um numero usado para medir a concentracdo de ions de

hidrogénio em uma solugdo. Acidos fortes produzem valores pequenos de pH, e
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bases fortes possuem valores elevados. Como poderiamos representar por ordem
de importancia, ou pela necessidade de fazer uso de uma determinada substancia
com carater mais basico ou acido supondo que fazemos uso das seguintes
substancias seguidas de seus respectivos pH’s: acido cloridrico: 0,0; suco de limao:
2,0; Limpador de forno: 13,0; bicarbonato de sédio: 9,0; agua destilada: 7,0; café:

5,0. (Fonte: Adaptado de Levine/Miller, Biology: Discovering Life, Second Edition.)
Exemplo 2: INTERVALO

O American Kennel Club formulou uma série de regras para julgar as
caracteristicas de diversas ragas de caes. No caso dos collies, as regras

estabelecem que o peso dos machos deve satisfazer a desigualdade

<1

w—>57,5
7,5

onde w € o0 peso médio em libras. Qual o intervalo de pesos dos animais avaliados?

Exemplo 3: INTERVALO

A utilizagcdo do entendimentos sobre maximos e minimos tem como uma das
principais aplicagcdes sabermos o campo de atuag¢do de um determinado estudo ou
objeto a ser pesquisado, para tratarmos disso, vamos utilizar como um exemplo os
batimentos cardiacos humanos.

Imagine que o valor maximo recomendavel dos batimentos cardiacos de uma

pessoa em boa saude esta relacionado a idade dessa pessoa através da equagao:

r=220—A

Onde r é o valor maximo dos batimentos cardiacos por minuto e A é a idade da
pessoa em anos. Alguns médicos recomendam que durante os exercicios fisicos as
pessoas devem aumentar os batimentos cardiacos até pelo menos 60% do maximo,

no caso de pessoas de vida sedentaria, e até 90% do maximo, no caso de atletas



38

em excelente forma fisica. Como determinar por exemplo o intervalo da quantidade

de batimentos maximos de uma pessoa qualquer com 20 anos?

Exemplo 4 (Fungao polinomial do 1° grau)

Na superficie do oceano, a pressédo da agua é igual a do ar acima da agua,
1,05 kg/ c¢m® . Abaixo da superficie, a pressédo da agua cresce 0,1kg/ ¢m® para
cada metro abaixo da superficie. Como expressar a pressao da agua como fungao
da profundidade abaixo da superficie do oceano? Qual a profundidade, por exemplo

a’ kg/ cm® ?

Exemplo 5 (Fungao polinomial do 1° grau)

Bidlogos notaram que a taxa de cricridos de uma certa espécie de grilo esta
relacionada com a temperatura de uma maneira que aparenta ser linear. Um grilo
cricrila 112 vezes por minutoa 20°C e 180 vezes por minutoa 29°C .

Qual seria a equagao linear notada pelos bidlogos que modela a temperatura T
como uma fungdo do numero de cricrilos por minuto? Qual e o que representa a
inclinacao do grafico? Se os grilos estao cricrilando 150 vezes por minuto, qual a

estimativa para a temperatura?

Exemplo 6 (Fungao polinomial do 2° grau)

Um modelo matematico para o numero de transplantes de rim realizados nos
EUA entre 1993 e 1997 é y=-495¢°+828,3t+8950 , onde y é o numero de
transplantes, e t € o numero de anos, com t=0 correspondendo ao ano de 1990.
(fonte: United Netwoeek for Organ Sharing)

Quantos transplantes de rim foram realizados nos EUA em 19907 E em
19977 De acordo com o modelo, que numero de transplantes é previsto para o ano
de 20127 Vocé acha essa previsdo razoavel? Que fatores afetariam a precisado do

modelo?
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Exemplo 7 (Limite)

O custo (em reais) para remover p% dos poluentes da agua de um lado é dado por

_25.000 p
100—p

,0<p< 100,

onde C é o custo, e p é a porcentagem de poluentes removidos.
Qual o custo para remover 50% dos poluentes? Qual a porcentagem de
poluentes que pode ser removida por R$ 100.000,00? O que acontece com o Custo

quando a porcentagem se aproxima cada vez mais de 1007?

Exemplo 8 (Limite)

A temperatura de um paciente depois de receber um antitérmico € dada por

T=36,8+——
t+1

Onde T é a temperatura em graus Celsius e t € o tempo em horas.
Para quais valores de horas a fungao é valida? Qual a temperatura de um paciente
no instante em que recebeu o antitérmico? Qual € a interpretagao bioldgica para T a

medida em que t se torna muito grande?
Exemplo 9 (Continuidade)
O tempo de Gestacdo dos coelhos é de apenas 26 a 30 dias. Por esse motivo, a

populagdo de um ninho de coelhos pode aumentar rapidamente. A tabela mostra a

populacdo N de um ninho de coelhos em funcédo do tempo t (em meses).

t

2

3

4

5

6

N

N(O

Q0| =

10

14

10

15

12

Em uma analise grafica, o que seria discutir a continuidade dessa funcéao?
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4 DERIVADAS

Todo o aparato de conhecimento no ramo e no processo de derivagédo é de
suma importancia tendo em vista as inUmeras areas de aplicacbes em diferentes
setores e manifestacbes das ciéncias. Para tanto, a visdo que temos agora é
resultado de um processo de desenvolvimento ao longo de 2500 anos, com as
contribuicbes de inumeros matematicos.

Neste capitulo temos como objeto de estudo a ligagdo da area da matematica
com a da biologia através das Derivadas. Temos, nas derivadas, um instrumento de
extrema importancia para as mais diversas areas e com as mais diversas finalidades
e utilizacbes, algumas das quais iremos fazer uso neste trabalho, entretanto nao
podemos de forma alguma generalizar e tomar em carater fechado as aplicagbes
das derivadas e dos limites. Sdo diversos os recursos que podem ser criados
tomando por base seus conceitos.

De forma introdutéria e um pouco resumida a derivada € a medida de
declividade de uma reta que tangencia cada ponto de uma fung¢ao, também pode ser
entendida como uma fungdo que retorna valores relativos de grande utilidade,
podendo também ser utilizada para encontrar o angulo da reta tangente ao ponto da
curva inicial. De forma geral, podemos extrair muitos elementos das derivadas, pois
elas fornecem diversos artificios para manipular os numeros em uma fung¢ao. Porém,
nao se pode delimitar o conceito de derivada apenas na reta tangente, ela é uma
magnifica e poderosa ferramenta para a resolugéo de problemas.

Iremos agora tratar do estudo da derivada bem como alguma de suas
propriedades e aplicag¢des, tendo como o foco de aplicagdo a area de biologia e de
como esse tema pode ser abordado.

A derivada como conhecemos hoje , deve-se a Cauchy que a apresentou por
volta de 1823, como razao infinitesimal. Newton e Leibniz, ja a tenha utilizaram, no
século XVII, os fundamentos deste conceito como método para relacionar problemas

de quadraturas de tangentes.
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4.1 Definigao e propriedades das derivadas
Para os gregos a definicdo de tangente a um ponto no circulo é uma reta que
passa por esse ponto e € perpendicular ao raio [1], no entanto, para uma curva

qualquer o conceito de tangente so ficou bem definido no século XVII.

Figura 3: Reta tangente ao circulo.

58 06 "4 62 0| 63 64 08 08 1
x |

Fonte: Préprio autor.

Definicdo: Tomando P e P, , pontos da curvay = f (x), uma fungdo dada, com
P=(x,f(x)) e P,=(x,,f(x,)) ,chamemosde r, a retasecante que contém P
e P, , se avaliarmos o deslocamento de P; na diregdo de P seguindo a curva
[2], de maneira intuitiva percebemos um limite r para reta secante, na medida que
P, - P(x, - x). Logo cabe-nos avaliar e definir quem sera esta reta limite. Para tal
fim, devemos encontrar o coeficiente angular da reta secante, avaliando os dois

pontos conhecidos de interse¢gao com a curva, e o coeficiente é dado por:

o _flx)=f(x)
m=tgoc =——.
Xl_X
Fazendo P,- P(x,-x) tem-se, geometricamente, que o coeficiente angular
m, da entdo reta secante se aproxima cada vez mais do coeficiente da reta limite.

Assim,
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lim m,=lim tgoc =lim M
pi—P p,—~P X, - X X1—X

Figura 4: Ponto de vista geométrico da derivada.
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Fonte: Préprio Autor.

O coeficiente angular da reta existir (que € o préprio limite) € chamado de derivada
da funcgao y=f(x) , se o limite existir e podendo ser reescrito tomando

x,=x+h | entdo:

oy df df(x) dy
f(x)’dx’ dx ’dx’y’

Dentre as notacbes para derivada estao:
Alguns dos principais teoremas no estudo da derivada s&o:
Tomando f e g fungdes derivdveis emrelagdo a x ek uma constante

temos algumas das principais regras de derivagao:

1. (f+g)'=f'+g’
2. (kf)'=kf',sendok constante .
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3. (f.9)'=f".g+f.g".
f\_f'.g9-f.g
g g’

Algumas das principais derivadas

n|y__ n—1
(x")'=n.x

(senx)'= cosx
(cosx)'=—senx
k'=0,ondek é constante. v

hwn =

Faz-se necessario considerar outros tipos de funcdo antes de elucidarmos
outros tipos de regras de derivagdo. S&o as chamadas fungdes compostas. Se
y=y(u) , por exemplo y=3u+l ,e u=u(x) ,porexemplo u=x> ,logo y
também ¢é fungdo de x e pode ser escrito como y=3x’+1 . De modo mais
geral, se y=f(u)eu=g(x) podemos obter uma nova funcdo aplicando uma
dentro da outra tomadas todas em uma unica variavel desde que os valores
tomados pela fungédo g estejam contidos no dominio de f. Dai, pode-se nomear
essa nova fungdo como funcdo composta e denotamos por
h(x)=f(g(x))=(f°g)(x), sendo definida sempre que os valores assumidos por
g(x) estejam no dominio de f.
Teorema 11 (Regra da cadeia): Sejam f(x)eg(x) duas fungbes derivaveis
de tal modo que h(x)=f(g(x)) esteja definida. Entdo h(x) é derivavel e

sera dada por:

_ = dh_df du
Escrevendo u=g(x) entdo = du dn’

Definicao 3.2. Seja f uma fungéo derivavel. Dizemos que se f’ é derivavel, entao a
sua derivada €é denominada derivada de segunda de f, e denotamos por
T | — rr 2
(F)=f"=f*.
Dizemos que se f” é derivavel entdo a sua derivada é denominada derivada

terceira de f, e denotamos por (f'')'=f'"'=f"
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De forma geral, temos que se a derivada de ordem (n-1) de f € uma fungéo
derivavel, sua derivada é dita enésima de f e é denotada por (") =f"",

Podemos entdo afirmar também que se " existe, entdo f é derivavel n
vezes.

Tendo em vista que o intuito principal deste capitulo é elucidar, explanar e
enfatizar a aproximacao do ramo de estudos matematicos a respeito das derivadas e
as ciéncias biologicas trazemos alguns exemplos de aplicacbes satisfatérias das

derivadas com o intuito de resolugédo de problemas de cunho biolégico.

PROBLEMA 1 (Crescimento do tumor). Suponha que um paciente foi
diagnosticado com um tumor e suponha que este tenha forma esférica. Deseja-se
saber se quando o raio do tumor for 0,5 cm e o raio estiver crescendo a uma taxa de
0,001 cm por dia, qual serd a taxa de aumento do volume do tumor naquele

instante?

PROBLEMA 2 (Velocidade do ar através da traqueia). Durante a tosse ha um
decréscimo no raio da traqueia de uma pessoa. Suponha que o raio da traqueia seja
R cm e que durante a tosse o raio seja r cm, onde R € uma constante e r uma

variavel. Pode-se mostrar que a velocidade do ar através da traqueia € uma fungao

de r e se V(r) cm/s for essa velocidade, entdo V(r)=kr’(R—r) onde k é uma

constante positiva e r esta em >

1 . . .
—R,Rl . Determine o raio da traqueia durante a

tosse, para que a velocidade do ar através da traqueia seja maxima.

PROBLEMA 3 (Dinamica populacional). Centenas de animais pertencendo a uma

espécie colocada em perigo estdo colocados em uma reserva de protegédo. Depois

t*+5t+25

de t anos a populacéo p desses animais na reserva e dada por  p=100. Y

Apos quantos anos a populagao sera maxima?
PROBLEMA 4 (Crescimento populacional). Certo lago pode suportar uma

populagdo maxima de 20.000 peixes. Se ha poucos peixes no lago, a taxa de

crescimento populacional sera proporcional ao produto da populagao existente pela
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diferenca entre a populacdo existente a partir de 20.000. Para que valor da
populagao a taxa de crescimento sera maxima ?

[NOTA: indique por f(x) a taxa de crescimento para uma populagdo de dimenséo x,
entdo f(x)=kx(20.000—x).

PROBLEMA 5 (Pressdao sanguinea). Suponha que a diminuicdo da presséao

sanguinea de uma pessoa dependa de uma determinada droga que ela devera

tomar. Assim, se x mg da droga forem tomados, a queda da pressao sanguinea sera
~ : ~ 1 .

uma funcdo de x. Seja f(x) esta fungéo e f(X):§x2(k—X) onde x esta em [0, k] e

k € uma constante positiva. Determine o valor de x que cause 0 maior decréscimo na

pressao sanguinea.

PROBLEMA 6 (Periodo fértil da mulher). Estudos sobre os melhores (ou piores)
periodos para se engravidar ja movimentam a humanidade a muito tempo, uma das
contribuicdes na biologia pela matematica esta ai, mais especificamente o uso da
derivada. Podemos encontrar os periodos mais férteis de uma mulher, fazendo uma
analise da flutuagcado da temperatura corporal no decorrer do seu ciclo menstrual. As
mulheres sao bastante influenciadas pelas atuagdes dos hormdnios, especialmente
se analisarmos seu ciclo ovulatério. Determinadas mulheres, inspecionam a variagao
da temperatura corporal basal para saber o periodo de um pico de fertilidade, com o
intuito de maximizar (ou minimizar) a probabilidade de uma possivel gravidez, no
entanto, este tipo de conduta ndo é aconselhavel. O pico de fertilidade esta

associado ao maior aumento da temperatura basal.

Figura 6: tabela temperatura no ciclo menstrual
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Fonte: Proprio Autor.
A figura acima representa o grafico da temperatura basal aferida no mesmo
horario de cada dia, durante o periodo de um ciclo de 28 dias de uma mulher. O
polinbmio que ajusta melhor ao grafico obtido através da interpolagdo de Lagrange

fazendo uso dos pontos fornecidos é dada por:

T(t)=—0,0002762t>+0,01175¢°—0,1121¢ +36,41

Onde T(t) representaatemperatura em graus Celsius e t o tempo, em dias.
Partindo do estudo da curva acima relacionada, podemos descobrir a maxima

e a minima temperatura, e dai, determinar o pico de fertilidade?

PROBLEMA 7 (Area do alvéolo da abelha). Utilizando estudos (ALANO, 2013)
sabemos que um alvéolo de abelha tem o formato de um poliedro de base
hexagonal, com faces laterais na forma de trapézios retangulos, ortogonais a base e
culminando por um apice triédrico.

Figura 7: Vista geométrica do alvéolo da abelha
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Fonte: ALANO, 2013

Analises mostram que a area de cada alvéolo aberto de abelha é dada por

o
Azslhzﬂ(ﬁ_mta)
2 \se

onde,AFé h, ;EGéle 0 ¢éoanguloemvformado por EV e VB
Tomando | e h, como valores dados, entdo esta area se encontra em fungéo de

0 , e tera menor valor quando T(6) for minimo paraum 6 variando entre 0 e
90° (0<H<90°) onde T(6) & dada por:

— = = 0
senf senf senf senf ’

T(B):(ﬁ cot(-))— V3 _cosB_x@—cosG>

pois no intervalo citado , senf>0e0<cosf<1 , ou seja, +/3—cosf>0 e portanto o

quociente é positivo.

Fazendo uso de uma calculadora, temos a possibilidade de calcular alguns valores

de T. Construindo a tabela:

6 T(B):( 3 —CotB)

senf

10 4,3032
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20 2,3167
30 1,7320
40 1,5028
50 1,4219
60 1,4226
70 1,4792
80 1,5824
90 1,7320

Observamos que o menor valor de T ocorre para um valor de 6 no intervalo entre
50°e60°

Para determinarmos o valor de 6 iremos utilizar os conceitos de derivada.

Problematica: Qual a area minima de um alvéolo de abelha, para que esta gaste o
minimo possivel de material dadole h, ?
PROBLEMA 8 (Farmacologia).
A reagao do organismo na administracdo de um medicamento € frequentemente
representada por uma fungao da forma

R(D):DZ(%—g)
onde D é a dose e C (uma constante) € a dose maxima que pode ser
administrada. A taxa de variagdo de R em relagdo a D ¢é chamada de

sensibilidade. Qual seria o valorde D para a maxima sensibilidade?
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5 INTEGRAIS

Adentraremos agora na segunda divisdo do calculo mais atualmente
divulgado e conhecido: O Calculo integral. Uma visdo mais historica e sistémica
sobre o que seria o calculo integral, bem como as elucidag¢des e explanagdes dos
seus teoremas nos renderia um outro tipo de texto que sairia do intuito inicial da
concepgao deste trabalho como um todo, pois aqui, muito nos interessa a
aplicabilidade desta ferramenta matematica em outro ramo: A Biologia. Porém, se
faz necessario, pelo menos de maneira simples, falarmos um pouco da historia das
Integrais.

Comete um grande erro quem pensa que o calculo de forma geral foi
concebido de uma maneira unica e linear ao longo dos anos. Este, é fruto de
diversas contribuicbes de inumeros matematicos ao longo da histéria. Muitos deles
de forma até imprecisa ou nao rigorosa, ja faziam uso dos conceitos de calculo para
a resolucdo de diversos problemas — por exemplo, Cavalieri, Barrow, Fermat e
Kepler. Que em seus respectivos tempos ndo dispunham (por ndo haver) de uma
sistematizagao, no sentido de descri¢gao estruturada de forma precisa e logica.

A juncado dos segmentos deste tipo de conhecimento utilizados até entéo,
aliada ao desenvolvimento e aprimoramento das técnicas foi dado por Newton e
Leibniz que originaram os conceitos e ideias mais fundamentais do calculo: as
Derivadas e as Integrais.

No capitulo anterior percebemos o tamanho da importancia da derivada e do
calculo diferencial e algumas das diversas aplicagdes que o mesmo tem dentro do
ramo da biologia. Neste capitulo trataremos de outro conceito de extrema
necessidade em diversas areas (inclusive a Biologia) e do funcionalismo dele como
uma ferramenta poderosa para resolugdo de problemas e compreensdo de

conceitos: a Integral.

5.1 Alguns fatos histéricos

Se formos analisar na histéria do calculo, os primeiros problemas que
surgiram que tem alguma relacdo com as integrais foram os problemas de
quadratura. Os gregos, ja enfrentavam problemas de medigdo de superficies a fim

de encontrar suas areas na antiguidade. Gedbmetras da antiguidade comegaram a
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estudar areas de figuras planas relacionando com a area de um quadrado, por ser
uma area simples de ser mensurada. Assim, tentavam encontrar um quadrado com
a area mais proxima a superficie estudada.

Nesse viés, a palavra quadratura se tornou um antigo termo que fazia mengao
ao procedimento de encontrar areas.

As quadraturas que mais fascinavam os gedmetras eram de figuras curvas,
como circulo, ou outras figuras originadas pela delimitacao de arcos. As Lunulas —
regides que lembram a lua em uma de suas fases (quarto-crescente) foram
analisadas por Hipdcrates de Chios, 440 a.C., que realizou as primeiras quadraturas.
Antifon, procurou encontrar, em 430 a.C., a quadratura do circulo utilizando uma
sequéncia infinita de poligonos regulares inscritos, sequéncia esta que nunca pode
ser finalizada entretanto, foi de suma importéncia e de uma genialidade enorme que
deu origem ao método da exaustdo. Arquimedes contribuiu enormemente por volta
de 225 a.C. quando teorizou a quadratura da parabola. Depois de Arquimedes, as
principais contribuicbes para o Calculo surgira, no final do século XVI. Kepler, em
seus estudos sobre os movimentos de planeta teve de encontrar areas de varias
regides elipticas e setores elipticos. Cavalieri, em sua obra, Geometria indivisibilibus
continuorum nova, desenvolveu as ideias de Kepler sobre quantidades infinitamente
pequenas. Cavalieri por sua vez teve seu trabalho geométrico “traduzido” para a
aritmética por Wallis, este desenvolvendo os principios de indugao e interpolagao,
entre outras diversas contribuigdes. Diversos outros matematicos tiveram suma
importancia para os conceitos e a maneira como podemos estudar e aprender o

Calculo integral hoje.

Exemplo 1:
Uma loja de plantas vende um certo tipo de arbusto depois de cria-lo durante 5 anos.
A taxa de crescimento do arbusto durante esses 5 anos pode ser modelada pela
funcao:

dh_ 17,6t

dt  \17,6¢%+1

Onde t é o tempo em anos e h a altura em centimetros. As mudas s&o plantadas
com 6cm dealtura (t=0)

Qual a fungao da altura? E qual a altura dos arbustos quando forem vendidos?
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Exemplo 2:
Uma vez que pingos de chuva crescem a medida que caem, sua area superficial
cresce e, portanto, a resisténcia a sua queda aumenta. Um pingo de chuva tem uma

velocidade inicial para baixo de 10 m/s e sua aceleragao para baixo é

9-0,9tse0<t<10
Oset>10

a=

Se o pingo de chuva estiver incialmente a 500 m acima do solo, quanto tempo ele

levaria para cair?

Exemplo 3:

Suponha que uma bola de neve derrete de maneira que seu volume decresce a uma
taxa proporcional a area da sua superficie. Se levar trés horas para a bola de neve
derreter para a metade do seu volume original, quanto demorara para que a bola de

neve derreta por completo?

Exemplo 4:

Um tanque para criacao de peixes tem a agua escoada pelo fundo a fim de irrigar
uma determinada plantacdo, a uma taxa de escoamento de q'(t)=200—4t litros
por minutos, onde 0<t<50 . Qual a quantidade de agua que foi reaproveita ao

final dos 10 primeiros minutos?

Exemplo 5:

Um modelo para a taxa de metabolismo basal, em kcal/h, de um homem jovem é:
R(t)=85-0,18cos(mt/12)

em que t ¢é o tempo em horas medido a partir de 5 horas da manha. Qual é o

metabolismo basal total deste homem em um periodo de 24 horas?

Exemplo 6:
A respiragao é ciclica, sendo um ciclo completo iniciado pela inalagao e finalizando
pela exalagdo, com duragdo de 5s. A taxa maxima do fluxo de ar para dentro dos

pulmdes é de cerca de 0,5 L/s. Isso explica em parte, por que a funcio:

f<t>=1sen(ﬁ)

2 5



52

Tem sido muito usada para modelar a taxa de fluxo de ar para dentro dos pulmdes.

Usando este modelo, qual o volume de ar inalado nos pulmdes no instante t?

Exemplo 7:
Suponha que em uma certa cidade a temperatura (em °C ) t horas depois das 9
horas pode ser aproximada pela fungao:

it
T(t)=20+6 — .
(t)=20+ sen(lz)

Qual a temperatura média durante o periodo entre 9h e 21h

Exemplo 8:
A velocidade v do sangue que circula em uma veia comraio R e comprimento

[ auma distancia r do eixo central é:

v<r>=4i,ﬂ<R2—r2>

Em que P ¢é a diferenca de pressado entre as extremidades da veiae n ¢é a
viscosidade do sangue. Encontre a velocidade média (em relagdo a r) no intervalo

0<r<R . Compare a velocidade média com a velocidade maxima.

Exemplo 9:

De acordo com o exemplo anterior, a lei do fluxo laminar estabelece que:

v<r>=4i,ﬂ<R2—r2>

Agora para determinar a taxa da circulacdo sanguinea, ou fluxo (volume por unidade

R
de tempo), calculamos a integral: F:f 2mrv(r)dr.
0

Mostre que:

4
F:nPR
8nl

A equacado resultante, denominada Lei de Poiseuille, mostra que o fluxo é

proporcional a quarta poténcia do raio do vaso sanguineo.
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Exemplo 10:

A pressao alta resulta da constricdo das artérias. Para manter uma taxa normal de
circulacao (fluxo), o coragdo tem que bombear mais forte, aumentando assim a
pressdo sanguinea. Use a Lei de Poiseuille para mostrar que se R, e P, sao
valores normais para o raio € a pressdao em uma artéria, e R e P , os valores
para a artéria constrita, entao, para o fluxo permanecer constante, P e R estdo

relacionados pela equacgao:

4

P

R,

R

P,

Deduza que se o raio de uma artéria é reduzido para trés quartos de seu valor

normal, entdo a pressao é mais que triplicada.
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6 FUNGOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

Mesmo tendo em vista que ndo é o objetivo principal deste trabalho a
definicdo e a conceituagao de nenhum dos conteudos em que este se destina a
estudar e tendo como foco primordial as aplicagbes na area da biologia, faz-se
necessario que a forma que iremos abordar para as resolucdes das problematicas
seja totalmente clara. Assim, iremos utilizar o conceito que entende o logaritmo
como sendo a funcédo inversa da fungdo exponencial, mesmo nado sendo este
conceito o unico. Podendo ser melhor observado em (Lima, 2010) onde acreditamos
ser a de melhor aplicagao no que condiz a este trabalho.

O intuito de explorar e entender fendbmenos naturais ja acompanha a
humanidade desde seus primérdios e a formulagdo, bem como disseminagao do
estudo a respeito dos instrumentos exponenciais e logaritmicos auxiliam
principalmente no que condiz a simplificagdo de calculos matematicos.

Com a intencado de explorar um pouco mais sobre outro ramo da matematica
que tem uma imensa interse¢do com a biologia, podendo as vezes, para alguns, ate
ser confundido como utilizag&do principal. Adentraremos agora ao estudo de fungdes
exponenciais e logaritmicas com o foco nas aplicabilidades das mesmas. Para isso,
fez-se necessario fazer um breve levantamento histérico para que se possa situar
definir e entender de que maneira esse conteudo adveio a nossa sociedade.

Tendo como ponto de partida a aritmética, as dificuldades para efetuar
calculos longos sempre existiu, e preocupados com isso, alguns matematicos
trabalharam com a finalidade de transformar os laboriosos calculos aritméticos em
calculos mais simplificados. Dividindo os calculos em grupos, O primeiro,
representado pela adigdo e subtragdo, o segundo representando pela multiplicagéo
e divisdo e um terceiro composto pela potenciacao e radiciacio.

Os logaritmos tem em uma de suas grandes funcionalidades transformar
calculos do grupo 3 em calculos do grupo 2 e os do grupo 2 nos do grupo 1,
facilitando assim, calculos que envolvam potenciacdo, radiciagdo, multiplicagdes e

divisoes.
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Exemplo 1:

(vunesp/97) Suponhamos que uma represa de area igual a 128km” tenha sido
infestada por uma vegetagdo aquatica. Suponhamos também que, por ocasido de
um estudo sobre o problema, a area tomada pela vegetacéo fosse de 8k m® e que
este estudo tivesse concluido que a taxa de aumento da area cumulativamente
infestada era de 50% ao ano. Nessas condigoes:

a) Qual seria a area infestada n anos depois do estudo, caso ndo se tomasse

nenhuma providéncia?

Exemplo 2:
(Portal Positivo — Adaptada) Em uma experiéncia de laboratorio, verifica-se que uma
populagdo de um certo microrganismo cresce segundo a relagao:

N(t)=x,(—=1+2"") ,onde N(t) é o numero de microrganismos t meses apds o
inicio da experiéncia e X, € o numero de microrganismos no inicio da experiéncia.
Quantos anos devem se passar para que se tenha uma populacdo 63 vezes a

populagao inicial de microrganismos?

Exemplo 3:
O pH do suco gastrico presente no estbmago humano varia no intervalo de 1 a 3. O

valor do pH esta relacionado com a concentragéo de ions de hidrogénio através da

+{
H[,
equacao 6 Quantas vezes a concentragdo de ions hidrogénio diminui
8
pH=—log,

quando o pH aumenta de 1 para 3?

Exemplo 4:
Um médico apods estudar o crescimento médio das criangas de uma determinada
cidade, com idades que variavam de 1 a 10 anos, obteve a férmula:

h(i):log%oqmﬂ , onde h é a altura (em metros) e i € a idade (em anos). Pela
formula obtida pelo médico, qual a variagdo em centimetros das alturas das

criangas?
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Exemplo 5:
O nivel de alcool presente no sangue de uma pessoa que ingeriu uma certa
quantidade de bebida alcodlica decresce de acordo com a relagao:

N(t)=t,x2" sendo t o tempo decorrido em horas a partir do momento ¢, , onde
o nivel foi constatado. Sabendo-se que o CTB ( Codigo de Transito Brasileiro)
estabelece 0,6 gramas por litro como limite maximo de alcool no sangue, para quem
dirige, e considerando-se log;,=0,3 , quanto tempo, no minimo, essa pessoa deve

aguardar, antes de dirigir?

Exemplo 6:
Em uma experiéncia realizada em laboratorio, o pesquisador observou que

decorrendo t horas, a populagdo P de uma certa bactéria crescia segundo a fungao
P(t)=25x2" . Nessa experiéncia, sabendo que log;=2,32 , quanto tempo levou

para a populagao atingir 625 bactérias?

Exemplo 7:
(UNEMAT-2009) Os bidlogos consideram que, ao chegar a 100 individuos, a
extingdo da espécie animal € inevitavel. A populacdo de uma determinada espécie
animal ameagada de extingdo diminui segundo uma fungdo exponencial do tipo
f(t)=k.a' , na qual k e a s&o numeros reais e f(t) indica o numero de
individuos dessa espécie no instante t (em anos). Atualmente (instante t=0) existem
1500 individuos da espécie e estima-se que, daqui a 10 anos, havera 750. Caso
nenhuma providéncia seja tomada, mantido tal decrescimento exponencial, daqui a
quantos anos sera atingido o nivel de populagdo que os bidlogos consideram

irreversivel para a extingao?

logn | 0,30 |047 |0,70 1

Exemplo 8:
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Sob condi¢des ideais, sabe-se que certa populacado de bactérias dobra a cada
