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RESUMO

O trabalho versa sobre o Teorema de Borsuk, com énfase na dimensdo 2. O teorema gira
em torno da pergunta: “Qual o menor niumero de partes que podemos dividir uma regido,
de modo a garantir que em cada parte, o diametro seja menor que o didmetro da regiao
inicial?”. Borsuk prova que o numero de divisdes necessarias no plano é menor ou igual
a 3, a fim de garantir regides com didmetros menores. Neste trabalho apresentamos uma
prova para o teorema acima. Ao criar o minicurso “Teorema de Borsuk no Plano” e aplicar
com alunos do terceiro ano do ensino médio do Colégio Jenny Gomes, prop0Os-se revisar
conceitos fundamentais de conhecimento prévio do aluno em Geometria Plana, diagnosti-
car deficiéncias basicas nesses conceitos, despertar a investigacdo e empenho na disciplina,
além de manipular um contetido ainda néo visto por eles, apresentando-lhes também o
cenario histérico do teorema. Os alunos inscreveram-se voluntariamente. Para coleta de
dados foram utilizados, um questiondrio socioeconémico, testes de cardter motivacional e
testes de conhecimentos, antes e apés o curso. O Teorema de Borsuk no plano faz uso so-
mente de geometria elementar e pode ser compreendido por alunos do ensino médio. Novos
conceitos como didmetro de um figura plana qualquer, retas de apoio e Lema de Pall serdo
apresentados. Verificou-se que a atividade é uma ferramenta eficaz contra o desinteresse e

dificuldade dos alunos em Geometria.

Palavras-chave: Teorema de Borsuk. Conhecimentos prévios. Geometria plana. Minicurso

Teorema de Borsuk no plano. Didmetro de figuras planas. Lema de Pall.



ABSTRACT

This paper deals with the Borsuk Theorem, focusing on dimension 2. The theorem revolves
around the question: "What is the smallest number of parts that a region can be divided
into, to ensure that in each part the diameter is less than the diameter of the initial re-
gion?"Borsuk proves that the required number of divisions in the plan is less than or equal
to 3, to ensure smaller diameter regions. In this paper we present a proof for the theorem
above. When creating the minicourse “Borsuk Theorem in the Plane” and applying it to
senior students from Jenny Gomes State School, it was proposed to review fundamental
concepts of students’ prior knowledge in Plane Geometry, determine core deficiencies in
these concepts and make students eager to acquire investigation and commitment around
the subject, besides handling a content yet-unseen by them, presenting also the historical
scenario of the theorem. Students enrolled willingly in the course. For data collection it was
used a socioeconomic questionnaire, motivational basis tests and knowledge tests, before
and after the course. The Borsuk theorem in the plan makes use only of elementary geome-
try and can be understood by high school students. New concepts such as diameter of a flat
figure, lines of support and Pall Lemma will be presented. It was found that the activity is

an effective tool against the disinterest and difficulty of students regarding Geometry.

Keywords:Borsuk Theorem. Previous knowledge. Plane Geometry. Borsuk Theorem in the

Plane minicourse. Diameter of plane figures. Pall Lemma.
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1 INTRODUCAO

A Matemdtica é vista muitas vezes como uma disciplina dificil, principalmente
no que se refere a Geometria. Um dos grandes desafios do professor de matematica sdo
bloqueios e preconceitos que muitos alunos tem, antes mesmo de conhecer sobre o assunto.

A fim de incentivar o interesse geométrico no aluno, a assimilacdo e o maior do-
minio de contetidos, o minicurso Teorema de Borsuk no Plano faz com que o aluno resgate,
durante as aulas realizadas, varios conceitos fundamentais de geometria plana, esqueci-
dos muitas vezes, e avance no sentido de investigar sobre um conhecimento nunca antes
manipulado. O publico alvo sdo alunos do ensino médio, que passam por uma revisido de
assuntos preliminares necessarios para uma melhor compreensdo de novos conceitos e o

proprio Teorema de Borsuk.

Sem estudar Geometria as pessoas nio desenvolvem o pensar geométrico ou
o raciocinio visual e, sem essa habilidade, elas dificilmente conseguirio re-
solver as situacOes de vida que forem geometrizadas; também nédo poderdo
se utilizar da Geometria como fator altamente facilitador para a compre-
ensdo e resolucdo de questdes de outras dreas de conhecimento humano.
Sem conhecer a Geometria a leitura interpretativa do mundo torna-se in-
completa, a comunicacdo das idéias fica reduzida e a visdo da Matemadtica
torna-se distorcida. (LORENZATO, 1995, p. 5).

Ao analisar dados estatistico de avaliacdes em nivel estadual, nacional e inter-
nacional (SPAECE, ENEM, SAEB, PISA...) juntamente com as matrizes de referéncia dessas
avaliacOes, percebemos a grande dificuldade que a maioria dos alunos de ensino basico tem
em Matemadtica, principalmente em problemas que envolvem Geometria.

Em matéria do jornal eletronico BBC em 10 de fevereiro 2016, podemos conferir
que segundo o PISA, a ultima pesquisa em 2013 coloca 67,1% dos alunos brasileiros entre 15
e 16 anos, abaixo do nivel 2 em matematica, com baixa performance na disciplina. Apenas
0,8% dos alunos brasileiros atingiram os niveis 5 e 6 na disciplina, que sdo os maiores niveis
e exigem analises complexas.

E objetivo do presente trabalho compreender historicamente dados da Conjec-
tura de Borsuk , entender sua demonstracdo no plano, apresentar ao aluno do ensino médio
de escola publica uma grande quantidade de elementos que estejam relacionados a conteu-
dos ja conhecidos por eles, de forma a conduzir o aluno a uma investigacdo, exploragdo
e interpretacdo da Geometria, além de fornecer um material didatico autoexplicativo que
possa ser utilizado por professores da educacdo bdsica, bem como por alunos do ensino
médio, visto que o tema faz uso somente de geometria elementar.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais, os resultados de desem-
penho em matemadtica nas ultimas décadas mostram um rendimento geral insatisfatério em
questoes classificadas como compreensdo de conceitos e resolucdo de problemas. O que

chama a atencdo é que o pior indice refere-se ao campo da geometria.
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De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais:

Também a importédncia de se levar em conta o “conhecimento prévio” dos
alunos na construcio de significados geralmente é desconsiderada. Na mai-
oria das vezes, subestimam-se os conceitos desenvolvidos no decorrer da
atividade pratica da crianca, de suas interagdes sociais imediatas, e parte-
se para o tratamento escolar, de forma esquematica, privando os alunos da
riqueza de contetido proveniente da experiéncia pessoal.

Para o reconhecimento das referidas concepcoes, como resultado principal dos
meus estudos foi realizado um minicurso intitulado por “ Teorema de Borsuk no Plano". Para
coleta de dados foi utilizado um questiondrio socioeconémico, além de um questiondario
motivacional e um teste , antes e ao fim do curso.

O teste ao inicio do curso tem objetivo de diagnosticar os conceitos prévios dos
alunos sobre geometria plana, além de estimular a investigacdo sobre o assunto ainda nao
visto, apresentando algumas perguntas chave do novo conteido. De acordo com Piaget, no

livro Problemas de Psicologia Genética (colecdo Os Pensadores):

Para que um novo instrumento légico se construa, é preciso sempre ins-
trumentos l6gicos preliminares; quer dizer que a construcdo de uma nova
nocao supora sempre substratos, subestruturas anteriores e isso por regres-
sOes indefinidas.

O teste ao fim do curso visa analisar os avancos em geometria plana. Os ques-
tiondrios motivacionais antes e ao fim do curso surgiram da preocupa¢do em motivar os
alunos, dando espaco para que pudessem se expressar. A principal bibliografia utilizada foi
"Division de Figuras en Partes Menores"de V.G. Boltianski e I.Ts. Gojberg. O trabalho foi
divido em 6 capitulos:

No segundo capitulo, intitulado Preliminar, definiremos diametros de figuras
planas fechadas e outros conceitos sobre as regides em analise.

O terceiro apresenta a origem do problema e dados histéricos sobre a investiga-
¢do da conjectura de Borsuk, durante anos, por varios matematicos.

No quarto capitulo apresentaremos o o Lema de Pall utilizado por Borsuk para a
prova de seu teorema na dimensdo 2 e finalizaremos a demonstracdo por meio de relacdes
basicas dos tridngulos retangulos.

O quinto capitulo versa apresentar os passos do Minicurso, aplicado com 18
alunos, do terceiro ano do ensino médio, no Colégio Jenny Gomes assim como os resultados
de Pré-Testes.

O Sexto capitulo ficou destinado em relatar exclusivamente os resultados obti-
dos, durante a realizacdo das atividades.

Finalmente, nas consideracoes finais apresentaremos avancos e dificuldades en-

contradas ao longo do trabalho, assim como uma proposta de possiveis trabalhos futuros.
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2 PRELIMINARES

2.1 Conceitos fundamentais.

Definicdo 2.1. Em um circulo S, temos por didmetro a corda que passa pelo centro da circun-
feréncia.
Definicao 2.2. Seja d o didmetro de uma regido plana. Chamaremos de p(M,N), a distdncia
euclidiana entre dois pontos M e N no plano. Além disso, dados M, N € S, ao circulo, vale
p(M,N) < d.

Veja a Figura 1:

Figura 1 — Diametro de uma figura

Fonte: Elaborada pelo autor

No entanto, existem A e B pertencentes a S de modo que p(A,B) = d. Estes
pontos estdo localizados na circunferéncia de S. Veja a Figura 1.

Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existe algum b € R
tal que x < b para todo x € X. Neste caso, diz-se que b é uma cota superior de X.
Analogamente, diz-se que o conjunto X C R é limitado inferiormente quando existe
a € R tal que a < x para todo x € X. O numero a chama-se entdo uma cota inferior
de X. Se X é limitado superior e inferiormente, diz-se que X é um conjunto limitado. Isto
significa que X esta contido em algum intervalo limitado [a,b] ou, equivalentemente, que
existe k > 0 tal que x € X = |x| < k.

Seja X C R limitado superiormente e ndo-vazio. Um numero b € R chama-se o
supremo do conjunto X quando é a menor das cotas superiores de X. Mais explicitamente,
b é p supremo de X quando cumpre as duas condicdes:

e Para todo x € X, tem-se x < b;
e Sec € R é tal que x < ¢ para todo x € X entdo b < c. Esta ultima admite a seguinte

reformulacéo:
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— Se ¢ < b entéo existe x € X com ¢ < Xx.
Dai, diz que nenhum numero real menor do que b pode ser cota superior de X. Es-
crevemos b = supX para indicar que b é o supremo do conjunto X.

Analogamente, se X C R é um conjunto nao-vazio, limitado inferiormente, um
numero real a chama-se o nfimo do conjunto X, e escreve-se a = inf X, quando é a maior
das cotas inferiores de X. Isto equivale as duas afirmacdes:

e Para todo x € X tem-se a < x;
e Se ¢ < x para todo x € X entdo ¢ < a. Esta ultima admite a seguinte reformulacao:
— Se a < c entdo existe x € X com x < c.
Dai, diz que nenhum numero real maior do que a pode ser cota inferior de X.

No caso em que ndo temos especificamente um circulo, em um caso mais geral,
uma figura F delimitada, fechada, plana e ndo vazia, podemos definir que didmetro é a
maior distdncia entre um par de pontos de F, e serd chamado o supremo das distancias
entre dois pontos quaisquer desse conjunto.

diam(F) =sup {p(M,N): M,N € F},

onde p(M,N) representa a distincia euclidiana de M e N. Com efeito, Matousek (1991, p.
59) define:
diam(F) =sup {||[M—N||: M,N € F},

onde ||[M—N||=p(M,N).
Observacao 2.3. Seja d o didmetro da figura F plana limitada e fechada, existem A, B € F
tais que p(A,B) =d.
Definicdo 2.4. Existe um conjunto que ndo possui elemento algum. A este conjunto dd-se o
nome vagio. Pode ser representado desta forma: ().
Definicdo 2.5. Uma figura plana é dita limitada se estiver inteiramente contida em um circulo
de raio fixo.
Qualquer triangulo e paralelogramo sdo exemplos de figuras limitadas. Na atual
definicao consideramos figuras planas fechadas.
Definicdo 2.6. Quando todos os pontos limites de uma figura F pertencerem a F, chamaremos
F de figura plana fechada.
Definicao 2.7. Os pontos limites da figura sdo os pontos localizados no bordo da figura.
Imagine um circulo S, em que diam(S) = d, sem os pontos da circunferéncia
que o limita. Néo existem A, B € S de modo que p(A,B) = d. Portanto trataremos de figuras
fechadas e chamaremos d de extremo superior do conjunto das distancias.
Definicao 2.8. Um conjunto € acotado quando se tem um limite superior e inferior.
Em uma figura F fechada temos 0 < p(M,N) < d, portanto temos um conjunto
de distancias acotadas.

Observacao 2.9. Se p(M,N) é uma fung¢do continua, cujos argumentos variam em um con-
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junto fechado e acotado, entdo alcangard obrigatoriamente seus valores de mdximo e minimo.
E facil observar que em uma semicircunferéncia, como na Figura 2, os extremos
A e B formam o diametro, ja que é uma corda que passa pelo centro.

Figura 2 — Semicircunferéncia

A B

Fonte: Elaborada pelo autor

Considere um circulo S em que diam(S) =d e F C S é uma regido limitada por um arco [
e uma corda de comprimento a. Sejam A, B, C € S, tal que p(A,B) =d e p(A,C) =a.

FiguraS—KE <AB e AC > AB

£ c cC
. =
A

Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 3 veremos em a) que AC <AB e que diam(F) = a. Ja na figura b)
AC > AB e neste caso diam(F) = d.
Proposicdo 2.10. Quando o arco | é menor que a semicircunferéncia, a medida do didmetro
serd a medida da corda que passa pelos extremos de |, quando [ for maior que a semicircunfe-

réncia o didmetro terd medida d, o proprio didmetro do circulo.

Demonstragdo. Sejam A,B,C,D pontos de uma circunferéncia S, onde diam(S) = d. Da-
dos A e B, pontos diametralmente opostos, temos p(A,B) = d. Sejam C e D pontos ndo
diametralmente opostos, logo p(C,D) < d. Chamaremos p(C,D) = a. Veja a Figura 4.

A corda CD, determina o arco | e dividird S em duas regides: H, e H,. Em H,
parte cinza da figura, temos que CD <AB eem H, temos CD > AB.

Imagine um ponto X sobre a circunferéncia em H, formando um tridngulo A(CXD).
E facil perceber que CD sempre serd o maior segmento de H, ji que sempre serd o maior
lado de qualquer tridngulo formado nessas condicoes. Logo diam(H;) = a.

Em H, € possivel encontrar C’ e D’ diametralmente opostos a C e D, respectiva-
mente, de modo que p(C,C") = p(D,D) =d. ]
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Figura 4 — diam(H,) = a e diam(H,) =d.

Fonte: Elaborada pelo autor

Proposicao 2.11. Em um poligono, o didmetro serd a maior distdncia entre seus vértices.

Demonstragdo. Considere um poligono F onde diam(F) = d. Sejam V e W os vértices de
F com maior distdncia. Por definicdo p(V,W) < d. Por outro lado, pela Observacao 2.3,
existem A, B € F tal que d = p(A,B). A e B ndo pertencem ao interior de F. Se B pertence a

fronteira de F, de modo andlogo devemos ter que A e B sdo vértices. Logo:

p(VVW)<d=p(AB)<p(V,W)..d=p(V,W)

]

O didmetro em um tridngulo é o comprimento de seu maior lado. Seja d o
comprimento do didmetro de uma figura F. Temos na elipse um par de pontos com essa

distancia, no quadrado dois pares, no tridngulo regular trés, e no circulo infinitos.

Figura 5 — Didmetro de figuras.

Fonte: Elaborada elo autor

2.2 Diametro dos poligonos regulares

Vamos representar por d o valor do didmetro de qualquer poligono
regular. No triangulo regular existem 3 pares de pontos onde p(M,N) = d. Sao seus
proprios lados que formam o didmetro. No quadrado 2 pares geram essa distancia, e
estes sdo os extremos das duas diagonais. Observe na Figura 6, que no pentagono exis-

tem 5 pares de pontos que formam o didmetro. Veja que os tridngulos sdo congruentes



24

Figura 6 — Poligonos regulares.

Fonte: Elaborada pelo autor

A(EAB) ~ A(ABC) ~ A(BCD) ~ A(CDE) ~ A(DEA) pelo caso lado, angulo, lado. De fato,
o Z(EAB) = 108° é o maior angulo do triangulo A(EAB) e BE é seu lado oposto, ou seja,
maior lado do tridngulo. Seguindo esta andlise AD = AC = BE = BD = CE = d sio as
maiores distancias realizadas nesse pentdgono, portanto sdo didmetros do mesmo.

No hex4gono, 0 A(AFD) ~ A(BAE) ~ A(CBF) ~ A(DCA) ~ A(EDB) ~ A(FEC)
e por congruéncia de tridngulos AD, BE e CF s#o as 3 diagonais que realizam o comprimento
d. Uma forma mais clara de chegar a este resultado é criar uma circunferéncia circunscrita
a este hexdgono, para visualizar que todas essas diagonais sdo diametro da figura.

Seguindo esta andlise com os demais poligonos regulares, veja outros poligonos
na Figura 7, é evidente uma certa regularidade que apresentamos na proposi¢ao:

Figura 7 — Respectivamente: decdgono, pentadecdgono e icosdgono

Fonte: Elaborada pelo autor

Proposicao 2.12. Seja n o numero de vértices de um poligono regular e d seu didmetro, com
n>3en€Z. Paran par existem 3 pares que realizam a distdncia d e para n impar, n pares
que realizam esta distdncia.

Demonstragdo. Nos poligonos regulares com um numero par de lados, cada vértice for-
mard a distincia d com seu vértice oposto. E s6 imaginar uma circunferéncia circunscrita a
este poligono, para perceber que cada vértice forma um par com o vértice diametralmente
oposto. Logo, para n par, 5 pares de vértices realizam a distdncia d. J4 para poligonos

regulares com um numero impar de lados, a cada vértice dois outros vértices realizam a



distancia d. Portanto, para n impar, n pares de vértices formam a distancia d.
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3 CONSTRUCAO DO PROBLEMA

3.1 Investigacao.

Ao dividir um circulo S em duas partes H, e H, por meio de uma linha, pelo
menos uma das regides ird conter no minimo um par de pontos que formem a distancia d,
ou seja, o didmetro d estara representado em uma dessas regides. Veja Figura 8.

Seja B uma ponto pertencente ao bordo de S. O comprimento d estara repre-
sentado em H,; ou H, ao tracar B’ diametralmente oposto a B, ji que B’ forma com B os
extremos de um diametro d.

Proposicao 3.1. Se um circulo S em que diam(S) = d estd representado pela unido de dois

subconjuntos fechados, pelo menos um destes terd didmetro d.

Figura 8 — Circulo dividido em duas regides H; e H,

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstragdo. Sejam H, e H, conjuntos fechados tais que H, U H, formam o circulo. Seja
K, C H, pontos na circunferéncia em H; e K, C H,, os pontos da circunferéncia em H,.
K, UK, formam a circunferéncia. Caso K, =, K; é a prépria circunferéncia e H; o préprio
circulo. Em vista disto, K; e K, ndo estdo vazios, e tem obrigatoriamente um ponto em
comum B, ja que a circunferéncia é continua, e portanto existe interseccdo entre K; e K,.

Dizer que B’ é diametralmente oposto a B e verificando que o mesmo estd em K;, sem perda
de generalidade, temos B, B’ € K; e H, contém pelo menos um par de pontos que realizam
a distancia d, deste modo H; também contém este par de pontos. O

Portanto, um circulo de didmetro d deve ser divido em no minimo trés partes, a

fim de que cada regido contenha um didmetro menor que d. Veja Figura 9.
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Figura 9 — Circulo dividido em 3 partes

Fonte: Elaborada pelo autor

Num tridngulo equildtero de diametro d, dividir em duas partes nao € suficiente
para obter regidoes com didmetros menores que d, ja que teremos dois vértices numa mesma
regiio. Num tridngulo equilatero a distincia entre esses vértices sera o préprio didmetro. E
necessario para o mesmo 3 divisoes.

O presente trabalho aborda figuras planas fechadas e sdo consideradas as linhas
de divisdes abertas e simples. Abertas porque ndo hd coincidéncia da origem da linha com
a sua extremidade e simples pois ndo hd cruzamento entre elas.

Se vocé interior somente pontos de R (figura a esquerda). Do ponto de vista
geométrico, uma regido simplesmente conexa é a que nao possui buracos. Uma regido que

ndo é simplesmente conexa é denominada multiplamente conexa (figura a direita).

Figura 10 — Divisdo que ndo satisfaz o Teorema de Borsuk.

Fonte: Elaborada pelo autor

Observacao 3.2. As linhas de divisdo se comportam de tal forma que uma das extremidades
dessas linhas devem sair de um dos pontos que estdo nos limites da figura, chamados bordo da
figura, e a outra extremidade chegard ou no bordo novamente ou em outra linha de divisdo de
modo que exista pelo menos um ponto de interseccdo entre todas as linhas de divisdes formadas.
Definicao 3.3. Chamaremos de a(F) o niimero minimo de partes que sdo necessdrias para
dividir uma figura em regides de didmetro menor. E o chamado ntimero de Borsuk.

Que valores a(F) pode assumir no plano? Na elipse e no paralelogramo a(F) =
2, no circulo e no triangulo equildtero a(F) = 3. KBorsuk conjecturou e resolveu o problema
dos valores que podem ter a(F) em 1933. Ver mais em capitulo 4.
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3.2 Dados histdricos da conjectura de Borsuk

Figura 11 — Karol Borsuk

Fonte: Aignerw e Ziegler, 2010, p. 95

De acordo com School of Mathematics and Statistics, Borsuk (1905- 1982) nas-
ceu na Polonia e sua carreira foi interrompida no inicio da Segunda Guerra Mundial. Depois
da invasao alema na Polonia em 1939, a vida 14 tornou-se extremamente dificil. Houve uma
estratégia pelos alemdes para por fim a vida intelectual da Polonia e na tentativa de alcan-
car este objetivo, enviaram muitos académicos para campos de concentracdo e outros foram
assassinados. Os poloneses organizaram uma universidade no subsolo, em Varsévia.

A importancia da educacdo clandestina consistiu também em manter o espirito
de resisténcia, bem como otimismo e confianca no futuro, que era tdo necessaria nas con-
dicdes de ocupacdo. As condicdes de vida de um cientista naquela época ndo eram boas e
durante a ocupacdo nazista, Borsuk tentou manter o funcionamento da Universidade clan-
destina de Varsdvia, no entanto, ele ndo foi capaz de fazer isso sem ser descoberto pelos
nazistas e foi preso. Borsuk escapou e foi capaz de sobreviver, permanecendo escondido
durante todo o resto da guerra.

No final da Segunda Guerra Mundial, todo o sistema educativo tinha sido des-
truido e por isso precisou ser totalmente reconstruido. Borsuk desempenhou um papel im-
portante nesta reconstrucao. Ele influenciou fortemente o desenvolvimento de toda a drea
da topologia de dimensao infinita.

De fato, para Cipra (1993, p 21), cientistas em todas as disciplinas sabem que
tirar conclusdes “6bvias", mesmo a partir de fatos bem fundamentados é um jogo perigoso,
a menos que essas conclusoes possam ser apoiadas por verificacdo experimental. Também
acontece em matemadtica e a demonstracdo toma o lugar de experimentac¢do laboratorial.
Exploracdes matemadticas sdo guiadas por intuicdo, mas sdo apenas confirmadas por provas.

Borsuk generaliza a observacdo completamente trivial que uma figura unidimen-
sional de didmetro d, isto é, um segmento de linha de certo comprimento, pode ser cortado
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em dois pedacos mais curtos. Considere um corpo F n-dimensional, um corpo F de n di-
mensoes. Borsuk conjecturou:
Conjectura 3.4. Para qualquer corpo F n-dimensional € verdade que a(F) < n+ 1.

A conjectura de Borsuk foi provada para a esfera e corpos lisos em geral, mas
muitos matematicos tentaram provar a veracidade ou falsidade dessa conjectura que ficou
em aberto por muito tempo. Oded Schramm mostrou que a(F) < (1,23)". 60 anos depois
Jeff Kahn e Gil Kalai produziram um contra-exemplo na dimenséo 946. Kahn e Kalai ndo s6
mostraram que em espacos de elevada dimensao é possivel construir um contra-exemplo,
como mostraram que a(F) cresce exponencialmente, quando a dimenséo tende para o in-
finito provando que a(F) > (1,2)¥". “It’s an example of an extremely short proof that was
quite difficult to find,"disse Kalai (Cipra, 1993, p. 22). “E um exemplo de uma prova extre-
mamente curta que foi bem dificil de encontrar.” (traducio do autor).

Alguns matemadticos tentaram reduzir a dimensao, foi quando Andrei M. Raigo-
rodskii e Bernulf Weif3bach , reduziram a mesma para 561, e logo para d = 560. Em 2003,
Aicke Hinrichs e Christian Richter reduziram para 298 (Aignerw e Ziegler, 2010, p.95 ).

De fato, alguns resultados em geometria de dimensao superior sdo dificeis de
provar mas para a dimensdo 2, Borsuk usou um lema de Julius Pall.

Segundo Gibbs , em 1914 o famoso matematico Henri Lebesgue enviou uma
carta a Pall , onde o desafiava a encontrar um conjunto convexo com menor area possivel,
de modo que cada conjunto de didmetro 1, se encaixasse dentro. Foi chamada de Cobertura
Universal.

De acordo com Journal of Computational Geometry, Vol 6, (2015), um subcon-
junto do plano tem didmetro 1 se a distancia entre quaisquer dois pontos neste conjunto é
no maximo 1 e existe pelo menos dois pontos que realizam a distancia 1. Poderiamos pensar
em um circulo de didametro 1 como uma cobertura universal mas um triangulo equildtero
com arestas de comprimento 1, por exemplo, tem didmetro 1, e o circulo dado nédo cobre
este tridngulo. Nota-se que este tridngulo néo se encaixa dentro de um circulo de didmetro
1. Veja Figura 12.

Figura 12 - Circulo e tridangulo de mesmo didmetro.

Fonte: Elaborada pelo autor

Mais precisamente, Lebesgue definiu uma cobertura universal um subconjunto
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convexo do plano, que pode cobrir uma versdo dessa regido apds as devidas reflexdes e / ou
giros de cada subconjunto do plano com didmetro 1. E o desafio era encontrar a cobertura
universal com o menor drea.

Pall trabalhou neste problema, e 6 anos mais tarde, 1920, publicou um artigo.
Ele encontrou uma cobertura universal: um hexdgono regular, em que se pode inscrever um
circulo de didmetro 1. Veja na Figura 13 que em c) encontramos um posicionamento para

um tridngulo regular de mesmo didmetro do hexdgono encontrado por Pall.

Figura 13 — Hexdgono e tridangulo de mesmo diametro.

___/
a) b) c)
Fonte: Elaborada pelo autor

Proposicdo 3.5. O hexdgono regular em que um circulo de didmetro 1 pode ser inscrito, tem
. 1
lados de comprimento 7

Demonstragdo. Podemos perceber na Figura 14, um tridngulo destacado em cinza e por lei

dos cossenos encontraremos o lado 1 deste hexagono.
1> = 1>+ 1*—2.1.1.cos(120°)

1=21%2+12

312

I
—_

Fonte: Elaborada pelo autor
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Com efeito, John , Bagdasaryan e Gibbs ( 2015, p. 1) afirmam que o desafio de
Lebesgue em encontrar uma cobertura universal com a menor drea possivel, foi abordada
por varios matematicos que trabalharam nele melhorando ligeiramente os resultados, os
mais notdveis entre eles sdo: Pall, Sprague e Hansen que criaram coberturas universais
cada vez menores.

No entanto, a ultima reducdo de Hansen foi microscépica. No que se segue,
com a ajuda de Greg Egan, um novo revestimento menor universal foi encontrado. Todos
os revestimentos aperfeicoados universais até agora tém sido construidos por eliminacdo
de pecas do hexdgono, encontrados por Pall, sendo entdo o hexdgono a cobertura universal
mais simples.

De fato, tornou-se o protdtipo de uma grande familia de problemas. No que se
refere ao presente trabalho, Borsuk utiliza o lema do matematico hingaro Pall, que inicial-

mente apresenta que o hexdgono de lado % cobre uma circunferéncia de diametro 1.

d

7 cobre um circulo de diametro d.

Proposicado 3.6. O hexdgono regular de lado

Demonstragdo. Ja sabemos que um hexdgono de lado % cobre um circulo de diametro 1.

Seja um circulo de diametro d inserido em um hexdgono. Imagine um triangulo formado
por trés vértices consecutivos desse hexdgono. Veja Figura 15. O maior lado do triangulo
representard o didmetro d da figura inserida, e x o comprimento do lado do hexagono.

Considere o tridngulo A(ABC), temos:
d? = x* + x?—2.x.x.cos(120°)

d? =2.x% + x?

3x? =d?
d

V3

E podemos concluir que todo circulo de didmetro d pode ser inserido em um

hexdgono regular onde a distancia entre seus lados paralelos é d. O lado desse hexdgono

serd de x = % e o didmetro D do hexagono serd j—%. ]

Figura 15 — Hexdgono de lado % .

Fonte: Elaborada pelo autor

A seguir veremos que uma regido plana de diametro d pode ser inserida em um



hexdgono regular , onde a distancia entre seus lados paralelos tem a distancia d.
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4 TEOREMA DE BORSUK NA DIMENSAO 2.

Teorema 4.1. Toda figura plana F onde diam(F) = d pode ser dividida em trés partes de
didmetro menor que d, ou seja a(F) < 3.

Comecaremos a demonstra¢do desse teorema pelo lema do matematico hiingaro
Pall. Veja Figura 16.
Lema 4.2. Toda figura plana de didmetro d pode ser colocada em um hexdgono regular de tal

forma que a distdncia entre seus lados lados paralelos seja igual a d.

Figura 16 — Distdncia entre lados paralelos igual a d

Fonte: Boltianski, V.G e Gojberg, I. Ts.,1973, p. 98

Para qualquer regido plana F tem-se um conjunto de retas de apoio.
Definicdo 4.3. Uma reta divide um plano em dois semiplanos. Uma reta de apoio de uma
figura F se trata de uma reta que tem, pelo menos, um ponto em comum com F e F se dispoe
integralmente em um dos seus semiplanos.
Definicao 4.4. Nomeia-se por l,, a primeira reta de apoio tragada em uma regido que depen-

derd da primeira reta 1, inicialmente escolhida de modo que I[NF =0 .

Figura 17 - [; e L, sdos retas de apoio de F

Fonte: Boltianski e Gojberg,1973, p.98

Seja F uma figura plana em que diam(F) = d. Deve-se tragcar uma reta [ que
ndo se intersecte com F, ou seja, [ N F = (). Aproxima-se gradualmente [ de F, mantendo

a reta paralela até a eminéncia do contato com a figura. O primeiro contato com a figura
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acontecerd em um ou mais pontos. Caso seja apenas um ponto de interseccdo, podemos
chamar a nova reta formada [; de tangente de F.

Ao tracar uma reta w perpendicular a [, pode-se relacionar os pontos da reta [
com os da reta w, criando desta forma um plano cartesiano, eixo de coordenadas com [ e
w.

Proposicao 4.5. Denotamos por y(A) a ordenada de qualquer ponto A € F. Temos para
A €F, |y(A)—yA)| < p(AA).

Demonstracdo. Caso Ae A’ € j, sendo j uma reta tal que j//w , ou seja Z(w,j) = 0 tem-
se que |y(A)—y(A)| = p(A4") . Pode-se ver na Figura 18 que em a) os segmentos AA’ e
m sdo congruentes e que em b) quando o segmento que une A e A’ localiza-se em
uma reta v com Z(w,v) = A tal que 0° < A < 180°, temos |y(A)—y(A")| < p(AA’). Traca-se
uma perpendicular a w passando por A. Neste caso escolhemos A por ser um ponto mais
distante de wnNr que A’ . Caso A’ estivesse a uma maior distincia da intersec¢fo, passariamos
a perpendicular pelo mesmo. De fato em ambos os casos, existe um ponto B na interseccao
dessa perpendicular com j. Teremos portanto Z(AB,BA’) = 90°, e assim sera formado um
tridngulo retdngulo com vértices A, A’ e B . Dai AA’ serd o maior lado, j4 que se opde
ao angulo de 90°. Temos também m congruente ao cateto do triangulo formado,
localizado na reta j. Dai |y(A)—y(A)| < p(AA). O

Figura 18 — |y (A)—y(A)| < p(AA)

2 (a) (a) ¢ (a) ()

Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela Observacdo 2.9, seja F uma regido plana de diametro d. Uma funcao conti-
nua, definida para um conjunto fechado e acotado F, alcanga seus valores de mdximo e de
minimo.

Pode-se dizer que Y A€ F e y(A) € w ,existem M, e M, tais que, y(M;) < y(A) <

y(M,). Encontraremos M, e M, através de retas [; e l,, respectivamente. Veja Figura 19.
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Figura 19 - p(1,,l,) < p(M,,M,) <d

Fonte: Boltianski, V.G e Gojberg, I. Ts.,1973, p. 12

Pode-se imaginar que [ e [, serdo retas paralelas a [ de primeiro e tltimo contato com a
figura ao deslizar [ sobre o plano, paralela a si mesma aproximando-se e passando por F.

No primeiro contato de [ com F, teremos [; e M; € [; N F . Mantendo a direcao
de [ até o ultimo contato com F marcaremos [, e M, € [, NF. Dessa forma garantiremos
que F estard por completo entre [, e [,. Essas retas sdo chamadas de retas de apoio de F
e a distincia entre elas ndo sera maior que d, visto que diam(F) = d. Temos entdo que
p () < p(M;,M,) < d.

Figura 20 - [, l,, m;, m,, p; e p, sdo retas de apoio.

fa

Fonte: Boltianski e Gojberg, 1973, p. 13

O préximo passo ap6s a construcdo de l; e [, é tracararetam commNF =0 e
Z(l,m)=60°. Em seguida, construir m, e m,, retas de apoio de F, com m//m,//m,.
Sabemos que um paralelogramo é um poligono que possui quatro lados paralelos

dois a dois e que os segmentos paralelos possuem medidas congruentes, logo as quatros retas
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Ly, l,, my, m, formardo um paralelogramo P de vértices A,B,C,D e nenhuma parte de F ficard
fora do mesmo, ou seja P O F. Considere o paralelogramo P como sendo um paralelogramo
ABCD,onde m;Nl,=A, myNnly;=B,myNl;=Cem,Nl,=D
Em seguida formaremos a reta p de modo que Z(l,p) = 120°. Aproximaremos
p de F a fim de encontrarmos p, e p,, retas de apoio, assim como foi feito com [ e m.
Chamaremos de M e N, em p, e p, respectivamente os pontos das retas formados
pelos pés da perpendicular da diagonal AC. Veja Figura 20. Esta figura serd constantemente
retomada durante o trabalho.
Definicéio 4.6. Definiremos a magnitude de F como sendo o comprimento .# =AM — CN.
Observacao 4.7. Seja R o conjunto de retas de apoio de F em um ponto qualquer do bordo da
figura. Neste ponto poderd haver retas de apoio. Caso existam, haverd uma reta de apoio ou
infinitas.
Figura 21 — Nenhuma, uma ou infinitas retas de apoio passam por um
ponto.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe na figura 21, que pelo ponto H passa apenas uma reta de apoio. Note
que qualquer outra reta neste ponto cortaria a regido em duas regioes. No ponto K infinitas
retas de apoio podem ser tracadas, ja no ponto E qualquer reta cortaria F em duas regioes,
logo ndo existem retas de apoio que passem por este ponto.

Voltando a Figura 20, observe que a reta [; elegida inicialmente, determina a
posicdo das outras retas.

Proposicio 4.8. A escolha da reta 1, pode ser feita de forma que fosse vdlido AM = CN

Demonstracdo. Considere, sem perda de generalidade, que AM # CN de tal forma que
AM < CN. Sabendo que a magnitude é .# = AM —CN, podemos perceber que a magnitude
é negativa ja que .# =AM —CN.

Ao fixar a figura F e variar [; em outras direcoes em torno da figura (l; carrega
com ela a propriedade de ser reta de apoio de F ), observa-se que AM = CN para alguma
posicdo de [,. Vejamos:

Por F passa-se [, e marca-se o ponto A de tal forma que A C [, N F. Em seguida,

traga-se [; em um ponto B, percorrendo a figura no sentido hordrio, e por A passaremos
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uma reta f de tal forma que [7//f, desse modo € possivel ver a variacdo da direcdo da reta

por toda a figura. Veja a Figura 22.

Figura 22 — Em c temos Z(1,,l;) = 180°.

1 fa
1 ,[1'

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe na figura 20 que para um [ = I, veremos Z(I,f) = £(1;,1}) = £(1,,1,) =
180°. A figura ainda sera o mesmo paralelogramo mas os pontos D, A, M mudarao de lugar

com B,C,N, respectivamente, e neste caso AM > CN o que vale dizer:

AM —CN >0,

0 que representa a magnitude. Entdo:

M =AM —CN > 0,

magnitude positiva.
De fato se .# percorreu de um valor negativo até um valor positivo, em algum

momento ./ = 0. Observe que isso se d4 através de um processo continuo e neste caso:

AM = CN
O

Suponha [] de modo que Z(l,l}) = a;. Veja a Figura 23. Observe que todas
as outras retas girardo no sentido hordrio este mesmo angulo em relagéo a [;, e os pontos
de encontro das retas de apoio também mudario de lugar. A’ pode se aproximar o quanto
se desejar de A se a for suficientemente pequeno, provando por exemplo, que o ponto A

depende de [;.
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Figura 23 - Z([},I}) = o4

1 h 2 I2

AN

mz2

/ A
/ AN

m1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em todo quadrildtero, a soma dos angulos internos é 360° e dngulos opostos
possuem medidas congruentes. Ja foi dado que Z(I,m) = 60°, sem perda de generalidade
teremos Z(1,,m,) = Z(l,,m;) = £(I,m) = 60°, dai vem que Z(l;,m;) = £(l,,m,) = 120°.

Dando continuidade ao problema, quando tracamos p tal que p N F = § de
modo Z(l;,p) = 120° e posteriormente p, e p, retas de apoio de F e p//p,//p,, tivemos a
possibilidade de encontrar, portanto, um hexdgono.

Quando AM = CN encontraremos um hexdgono centrossimétrico e o ponto de
simetria central do hexdgono serd o mesmo do paralelogramo. Veja na Figura 24 exemplos

de hexdgonos centrossimétricos.

Figura 24 — a)Hex4gono centrossimétrico ndo regular b)Hexdgono
centrossimétrico regular.

=]

a) b)
Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 4.9. Um hexdgono serd centrossimétrico quando existir um ponto central de simetria

Z, de modo que ao passar qualquer reta r por esse ponto, esta tocard o bordo do hexdgono em
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dois pontos, A e B, de modo que a distdncia entre estes pontos e o centro sejam equidistantes.
p(A,Z) = p(B,Z). Veja Figura 25.

No hexagono centrossimétrico os lados paralelos tém o mesmo comprimento, ja
que VX, ponto do bordo de F, teremos Y também no bordo de F com X, Y, Z colineares,
de modo que p(X,Z) = p(Y,Z). Existem 3 retas que passam por Z e tocam os vértices do
hexagono criando 6 tridngulos congruentes, dois a dois. Cada triangulo é reflexdo de outro

pelo ponto Z.

Figura 25 - p(A,Z) = p(B,Z), com A, Z, B colineares.

A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao girar o hexdgono centrossimétrico 180° pelo ponto Z de simetria encontrare-
mos 0 mesmo hexdgono porém mudardo as posicoes dos seus vértices. O mesmo se aplica
ao paralelogramo. A simetria central é equivalente a uma rotacdo de 180° sobre o centro

de simetria. Veja a figura 26:

Figura 26 — Hexdgono antes e depois do giro de 180° em torno de Z.

A B & E

D
E B A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na figura 27, percebemos que pelo préprio modelo de construcdo, os angulos
internos deste hexdgono serdo de 120°. Existem vdrias formas de chegar nesse resultado.

Sabemos de inicio que ZBIJ = 120°, pois Z(l;,p,) = 120°, além disso conhece-
mos os angulos internos do paralelogramo formado pelas retas [;, [,, m; e m, e podemos
dizer que ZIBH = ZKDJ = 120°. Dai vem que ZCIJ = 60° pois ZBIJ e ZCBIJ sao
suplementares. Temos também que ZICJ = ZHAK = 60°.

Sabemos que a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°, o que resta
dizer que no AICJ resulta que ZCJI = 60°, que é suplementar com ZIJD. Logo ZIJD =
120°.

Existe também um paralelogramo formado pelas retas [, l,, p; € p,. Dai vem

que 4ZBI1J = ZHKD, pois os angulos opostos nos paralelogramos sdo iguais.
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Sabe-se que a soma dos angulos internos de um hexdgono é 720°, para concluir
basta verificar que ZBIJ + Z1JD + ZJDK + ZHKD + ZHBI = 600°, o que resta dizer que
/ZBHK =120°.

Figura 27 — Hexdgono centrossimétrico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos perceber que os lados paralelos deste hexdgono estdo a uma distancia
menor ou igual a d, ja que p(l3,l;) < d, p(m;,m,) <d e p(p;,p,) < d e seus lados estdo
sobre estas retas. Para tornar este hexdgono regular, bastaria entdo manter a figura fixa
e deslocarmos essas retas mantendo suas direcOes até que a distancia seja exatamente d.
Teremos, portanto, um hexdgono centrossimétrico regular.

Vejamos o caso em que a regido F é um quadrado e diam(F) = d . Seja em a)
1,//BF. Observe que teremos um hexdgono centrossimétrico nesse caso, ja que AM = CN.
Podemos escolher [; de tal forma que Z(I;,l;) = 30° por exemplo, como em b), e neste caso
também teremos um hexdgono centrossimétrico. Por congruéncia podemos verificar que

AM = CN, tanto em a) como em c). Veja Figura 28.



Figura 28 — Insercdo do quadrado em um hexdgono.
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o] [
]

A’

ﬂ M EIZ ¥ fa

Fonte: Elaborada pelo autor.

b)

c) A

Seja um tridngulo regular uma nova regido F, com diam(F) = d, que neste caso

¢ a medida do lado do tridngulo.

Figura 29 — Construcdo em um tridngulo regular.

b

o

Fonte: Elaborada pelo autor.

3

§ 23

'w

Na Figura 29, em primeiro caso escolhemos [; formando um angulo de 90° com

um dos lados do tridngulo. Encontraremos em a) um hexdgono centrossimétrico regular.

Por semelhanca podemos verificar que AM = CN.
Agora observe o que acontecerd em b), ao criar [; de tal forma que Z(I;,I;) = 30°.

Como resultado teremos em c) uma figura de magnitude .# maéxima, e neste caso nio

conseguiremos sequer visualizar um hexagono.
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Ja sabemos, pelo Lema 4.2, que toda figura plana de didmetro d pode ser colo-
cada em um hexagono regular de tal forma que a distancia entre seus lados lados paralelos
seja igual a d. Podemos portanto demonstrar o teorema 4.1 que diz que toda figura plana
F onde diam(F) = d pode ser dividida em trés partes de didmetro menor que d, ou seja
a(F) < 3.

Demonstragdo. Basta mostrar que o hexdgono regular pode ser dividido em trés partes e o

didmetro de cada uma dessas regidoes ndo serd maior que d.

Sejam P, Q e R pontos médios de trés lados ndo consecutivos do hexdgono e seja
O o centro do mesmo. Prolongando a reta que passa por O e por um desses trés pontos, P
por exemplo, marquemos L na intersec¢do da reta com o lado paralelo oposto ao lado do
hexdgono que contém P. Tracando os segmentos PO, RO e QO dividiremos o hexdgono em
trés regides: H,, H, e Hy. Ou ainda melhor, dividiremos este hexdgono em 3 pentdgonos

iguais. Veja a figura 30:

Figura 30 — Hexdgono regular com comprimento de lados paralelos
igual a d.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como ja mostramos anteriormente, a proposi¢do 2.11 diz que em todo poligono
regular o didmetro serd a maijor distincia entre seus vértices. E facil perceber que PQ é o
diametro de H,, ja que é a maior diagonal do pentdgono. Temos o A(PQL) com ZPQL = 90°
e 0 A(OQL) equilatero. Veja Figura 31:

Figura 31 — A(PQL) e A(OQL) .

P
d ol
4 di2
a L Ls
dr2 di2

Fonte: Elaborada pelo autor.
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d>=PQ +(§)2

—2 d?
PQ =d*——
Q 4
—»o 3d?
PQ =—
Q 4

Fica claro que toda figura plana de diametro d pode ser dividida em trés partes,
onde o didmetro de cada regido ndo sera maior que %5 ~ 0,8660d. [

Observe o circulo S interno ao hexagono onde diam(S) = d. Na suposta divisdo,
o didmetro de cada regido é exatamente %g’ mas note que nao seria possivel uma divisao
onde cada uma das partes fosse menor que esse valor, pois teriamos que ter ]56 <120°,PR <
120° e ﬁ@ < 120° e estes ndo cobririam uma circunferéncia.

Figura 32 - Circulo inscrito num hexdgono regular .

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 ATIVIDADES PROPOSTA: MINI-CURSO TEOREMA DE BORSUK NA DIMENSAO 2.

5.1 Justificativa

A Matematica é vista muitas vezes como sendo uma disciplina dificil, principal-
mente no que se refere a Geometria, criando muitas vezes no aluno uma aversdo a matéria.

A atividade versa néo so6 diagnosticar deficiéncias bésicas iniciais, como resgatar
varios conceitos fundamentais de geometria plana, a fim sanar dificuldades, acompanhando
a investigacdo do aluno, até adquirir os novos conceitos interligados ao Teorema de Borsuk.

Conceitos como segmentos de reta, angulos, classificacdo dos tridngulos quanto
aos lados e angulos, congruéncia de tridngulos, relacdo de Pitdgoras e relacGes trigonomé-
tricas no tridngulo retangulo, estudo dos quadrilateros, diferenca entre regides concavas e
convexas, poligonos, circunferéncia e seus elementos devem fazer parte do conhecimento
prévio de alunos do ensino médio, participantes da pesquisa. Conceitos novos como, dia-
metro de figuras planas e lema de Pall serdo abordados, a fim do entendimento do Teorema
de Borsuk no plano.

Este minicurso € a seccdo prdtica do meu trabalho de conclusdo de Curso do

Mestrado Profissional em Matematica.

5.2 Objetivos
5.2.1 Objetivo Geral
Apresentar os conceitos matematicos necessarios para se apresentar o Teorema
de Borsuk.
5.2.2 Objetivos Especificos

1. Avaliar o grau de interesse e motivacdo dos alunos antes, durante e ao fim do curso.
2. Despertar o interesse e suprir algumas dificuldades em Geometria pelos alunos do
Colégio Jenny Gomes.

3. Fazer uma reflexdo sobre o método apresentado no presente trabalho.

5.3 Metodologia de aplicacao
5.3.1 Contexto

O trabalho foi realizado em uma instituicdo de ensino estadual de nivel fun-
damental e médio, chamada Colégio Jenny Gomes, localizada no bairro Aeroporto, sem

numero no municipio de Fortaleza, estado do Ceara.
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A escola funciona atualmente no periodo diurno, em regime regular, tendo ao
todo 1098 alunos, 58 professores e 15 funcionarios em geral. Um dado relevante é que 187

alunos compdem 6 salas de terceiro ano do ensino médio.

5.3.2 Instrumentos e métodos de Coletas de dados

A pesquisa é do tipo tedrico metodoldgica. Para o auxilio nos estudos utilizamos
como instrumentos de coletas de dados, um pré-teste de carater motivacional, intitulado
Questionario Motivacional I e outro de cardter avaliativo do conhecimento prévio na disci-
plina, chamado Pré-Teste. Além do mais, um questiondrio socieconémico foi realizado, a
fim de obter mais informagdes sobre os participantes. No tltimo dia de aula serdo realiza-
dos o Questionario Motivacional II e o Teste Final. As anotacdes dos dados foram feitas de
forma manual.

Neste sessdo, serdo apresentados os graficos quantitativos do Pré-Teste e do Teste
Final e em seguida, serdo feitas suas respectivas andlises qualitativas.

O Pré-Teste foi aplicado a um grupo composto por 18 alunos do 3° ano do ensino
médio. O Pré-Teste consta de doze perguntas, sendo oito objetivas e quatro subjetivas.

Os Questionario Motivacional I e o Pré-Teste foram aplicados antes do inicio
das aulas. As perguntas feitas referem-se aos conhecimentos e vivéncias dos alunos. Os
objetivos desses questiondrios sdo de analisar as expectativas dos alunos, quanto as aulas
de Geometria, e seus resultados na prova de conhecimentos, a fim de favorecer uma maior
simpatia pelas aulas e, consequentemente, um maior aprendizado.

Alguma fotos do minicurso a seguir: Figura 33,34 e 35.

Figura 33 — Alunos em sala video, realizando os questionarios
iniciais. Primeiro dia de curso.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 34 — Alunos em aula. Segundo dia de curso.
- b

!
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 35 — Alunos deixando a sala de aula, depois do Teste Final.
Terceiro dia de curso.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.3 Participantes

Um total inicial de 70 alunos do 3° ano do ensino médio se inscreveram para

participar desta pesquisa, com idades de 15 a 19 anos. Os alunos se escreveram no curso de

forma voluntdria entre 5 turmas as quais leciono. Dos 70 alunos apenas 18 frequentaram

todos os dias do curso , existindo uma rotatividade em média de 24 alunos por aula. Todos

os responsdveis assinaram um termo de consentimento livre e esclarecido. (Apéndice H)

5.3.4 Dados coletados do questiondrio sociecondmico

De acordo com os dados coletados no questiondrio socioeconomico dos 18 alunos

encontramos os dados a seguir:

A maioria sdo mulheres entre os alunos pesquisados, conforme a tabela 1. Com
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61,1% de mulheres e 38,9% de homens.

Tabela 1: Sexo

Sexo | Frequéncia | Porcentagem
Feminino | 11 61,1%
Masculino | 7 38,9%

Fonte: Dados da pesquisa.

Com relacdo as idades temos alunos com 17 anos em sua maioria.

Quanto ao nivel de escolaridade da mae, ilustrado na Tabela 2, é possivel obser-
var que: 7 (39%) cursaram o ensino médio e 6 (33%) cursaram da 6* a 9* série do ensino
fundamental,

Tabela 2: Escolaridade da mée

Nivel de Escolaridade | Frequéncia | Porcentagem

Da 1% a 5% série do ensino fundamental | 1 6%
Da 6% a 92 série do ensino fundamental | 6 33%
Ensino médio incompleto. | 2 11%

Ensino médio completo. | 7 39%

Ensino superior incompleto. | 0 0%

Ensino superior completo. | 0 0%

Nao sei | 2 11%

Fonte: Dados da pesquisa.

No que diz respeito aos pais, como se pode ver na Tabela 3: 5 (28%) comple-
taram o ensino médio, mas 5 (28%) ndo tem conhecimento sobre o histérico escolar do

pai.

Tabela 3: Escolaridade do pai

Nivel de Escolaridade | Frequéncia | Porcentagem

Da 1% a 5% série do ensino fundamental | 3 17%
Da 6% a 9? série do ensino fundamental | 3 17%
Ensino médio incompleto. | O 0%

Ensino médio completo. | 5 28%

Ensino superior incompleto. | 2 11%

Ensino superior completo. | 0 0%

Nao sei | 5 28%

Fonte: Dados da pesquisa.

Quanto a renda familiar, apontam na Tabela 4 que 7 (39%) possuem até 1 salario

minimo e que 7 (39%) tem de 1 a 2 salarios minimos.



Tabela 4: Renda familiar

Renda | Frequéncia | Porcentagem

Até 1 salario minimo. | 7 39%

De 1 a 2 salarios minimos . | 7 39%
De 2 a 5 salarios minimos. | 3 17%
Mais de 5 salarios minimos. | 1 6%
N3io sei informar | 0 0%

Fonte: Dados da pesquisa.
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No que se refere ao niimero de pessoas que residem na mesma casa ou aparta-

mento, inclusive com o aluno, os resultados seguem de acordo com a Tabela 5: 5 (28%) das

residéncias contém 4 moradores e em 4 (22%) sdo residéncias de 2 moradores.

Tabela 5: N° de pessoas que moram na mesma casa.

N° de moradores | Frequéncia | Porcentagem
214 22%

313 17%

415 28%

513 17%

Mais de 5 | 2 11%

Fonte: Dados da pesquisa.

A Tabela 6 apresenta que a maioria dos alunos, 8 (44%), estudaram parte em

escola publica e parte em escola particular.

Tabela 6: Tipo de escola na qual estudou.

N° de moradores | Frequéncia | Porcentagem

Somente em escola publica. | 5 28%

Parte em escola publica e parte em escola particular. | 8 44%
Somente em escola particular. | 5 28%

Fonte: Dados da pesquisa.

Na Tabela 7, podemos ver que a pesquisa também se preocupou em saber qual

o numero de alunos que ja ficaram de recuperagdo e ja reprovaram alguma disciplina. No

total 12, (67%) alunos ja ficaram de recuperacdo em alguma disciplina e 6 (33%) dos alu-

nos ficaram de recuperacdo em Matematica, ou seja dos que ja ficaram de recuperacéo,

50% ficaram em Matematica. No que se refere a reprovacdo em alguma matéria, 4 (22%)

dos alunos ficaram reprovados, o que coincide com o numero de alunos reprovados em

Matemadtica. Ou seja, 100% dos alunos que reprovaram alguma disciplina, reprovaram em

Matematica.
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Tabela 7: N° de alunos na recuperacio e reprovados.

Recuperacéo e reprovacdo | Frequéncia | Porcentagem
Recuperacéo em alguma matéria | 12 67%

Recuperacgdo em Matemadtica | 6 33%
Reprovado em alguma matéria | 4 22%
Reprovado em Matemadtica | 4 22%

Fonte: Dados da pesquisa.

5.3.5 Dados coletados do Questionario Motivacional I

Foi perguntado ao aluno quantas horas ele se dedicava aos estudos. De acordo

com a Tabela 9, a maioria dos alunos (44%) estudam entre uma e duas horas por dia.

Tabela 8: N° de horas por dia de estudo.

N° h/d de estudo | Frequéncia | Porcentagem

Somente no hordrio da aula | 3 17%
Menos de 1 hora | 4 22%

Entre 1 e duas horas | 8 44%

Entre duas e quatro horas. | 2 11%
Mais de quatro horas | 1 6%

Fonte: Dados da pesquisa.
Em relacio a auto-avaliacdo, 10 (56%) dos alunos acreditam que sio alunos com

notas entre 6 e 8. Nenhum aluno se considera abaixo de 6, 7 (39%), se auto avaliaram com

6 e somente 1 (6%) acredita estar entre o 8 e 0 10.

Tabela 9: Auto-Avaliacdo

Nota | Frequéncia | Porcentagem

Menos de 6 | O 0%
6|7 39%

Entre 6e 8 | 10 56%
Entre 8e 10 | 1 6%

Fonte: Dados da pesquisa.

Foi perguntado aos alunos se eles se achavam diferentes em relacdo aos colegas
quando o assunto € estudo e 7 (39%) acreditam que seus colegas ndo parecem se importar
tanto, 9 (50%) acreditam que todos estdo muito preocupados com os estudos e apenas 2
(11%) percebem os colegas mais preocupados. 10 (56%) dos alunos se interessam mais
pelo estudo em grupo enquanto 8 (44%) preferem estudar sozinhos.

Com relagdo a importancia da Matemadtica na vida do aluno a maioria, num total
de 11 (61%), deu nota entre 8 e 10.
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Tabela 10: Importancia da Matemadtica

Nota | Frequéncia | Porcentagem

Menos de 6 | O 0%
61 6%

Entre6e 8 | 11 61%
Entre 8e 10 | 6 33%

Fonte: Dados da pesquisa.

Foi perguntado aos alunos sobre o grau de motivacdo em participar do mini-

curso. 13 (72%) garantiram estar muito motivados.

Tabela 11: Grau de motivagéo

Grau de Motivacado | Frequéncia | Porcentagem
Desmotivado | O 0%
Indiferente | O 0%
Motivado | 5 28%

Muito motivado | 13 72%

Fonte: Dados da pesquisa.

Uma pergunta muito importante foi quanto a questdo de conhecer ou nio Ge-
ometria. Afirmam ter conhecimento em Geometria 15 (83%) dos alunos contra 3 (17%)
que nio se lembram do que este conceito representa e ndo conseguem comentar ou fazer

alguma referéncia sobre o assunto.

Tabela 12: Conhecimento em Geometria

Frequéncia | Porcentagem
Sim | 15 83%
Néo | 3 17%

Fonte: Dados da pesquisa.

A maioria dos alunos afirmaram gostar de Matematica. Tanto os 11 (61%) que
afirmaram gostar de Matematica, assim como os 7 (39%) que relataram nédo gostar da ma-
téria, acreditam que podem melhorar sua afinidade com a disciplina.

Melhorar nos estudos, aprender mais Geometria, se dedicar e se concentrar nas
aulas, além de revisar conhecimentos, diminuir dificuldades e se preparar para o ENEM séo

alguns dos objetivos e expectativas relatadas pelos alunos do minicurso.

5.4 Procedimentos: Sequéncia didatica

O trabalho foi realizado em 3 dias no turno da manha em um total de 6 horas

de aula. Ao inicio de todas as aulas foram passados videos motivacionais (Veja 6.3.1.).
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5.4.1 Cronograma

Tabela 13: Cronograma
9/4 | AULA 1 PRE-TESTES, QUESTIONARIO SOCIECONOMICO
10/4 | AULA 2 | REVISAO DOS CONCEITOS JA VISTO EM ANOS ANTERIORES
12/4 | AULA3 NOVOS CONCEITOS, TEOREMA DE BORSUK E POS-TESTES
Fonte: Dados da pesquisa.

AULA 1: Os participantes foram convidados a responder, anonimamente, um
questiondrio socioecondémico (Apéncide A), de forma individual, com 11 perguntas em um
tempo aproximado de vinte minutos, juntamente com o Questiondrio Motivacional I (Apén-
dice B), com 11 questdes. Avaliamos também por meio de um Pré-Teste (Apéndice C) o
conhecimento prévio dos alunos em conceitos fundamentais de Geometria, indispensaveis
para a AULA 3 (Nocoes primitivas de geometria plana, segmentos de reta, angulos, clas-
sificacdo dos tridngulos quanto aos lados e angulos, congruéncia de tridngulos, relacdo de
Pitagoras e relacdes trigonométricas no tridngulo retangulo, estudo dos quadrilateros, di-
ferenca entre regides concavas e convexas, poligonos , circunferéncia e seus elementos...).
Esse teste tem 12 questdes e foi dado um tempo de 20 minutos para sua resolucao.

Os alunos foram informados da importancia de revisar alguns assuntos antes das aulas a
fim de se prepararem para abordagem de um conteido novo. Um material de apoio foi
entregue (Apéndice D), a fim de dar inicio, na segunda aula, a revisdo dos conceitos basicos

ja conhecidos por alguns.

AULA 2: Ministramos uma aula tedrica com apoio do Apéndice D e fizemos uma
revisdo sobre o assunto. Com o propdsito de superar as dificuldades iniciais encontradas no
Pré-Teste corrigimos algumas questdes do mesmo. A aula durou 2 horas e os alunos levaram
para casa o material de apoio da préxima aula (Apéndice E).

AULA 3: Na terceira e ultima aula, os alunos finalmente conheceram conceitos
novos como didmetro de uma figura qualquer, reta de apoio, hexagono centrossimétrico
e chegaram ao numero de Borsuk no plano para figuras fechadas. Por duas horas foram
trabalhados estes conceitos. Para o Lema de Pall foi utilizado um software (GEOGEBRA)
para que os alunos visualizassem com clareza as retas de apoio em uma figura e entendessem
o processo de construcdo. Veja Figura 36 e 37.

Além disso, observaram o hexdgono centrossimétrico e visualizaram que o com-
primento entre seus lados paralelos é o préprio didmetro da figura. Foi dado um intervalo
de 20 minutos e no retorno os alunos realizaram o Questionario Motivacional II (Apéndice
F ) e um Teste Final (Apéndice G) sobre os conhecimentos vistos no curso. Todo o material

das aulas foi elaborado pelo autor da pesquisa.
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Figura 36 — Lema de Pall animado no Geogebra,1.

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda Entrar
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Figura 37 — Lema de Pall animado no Geogebra,2.
Arquivo Editar Exibir OpcBes Femamentas Janela Ajuda Entrar.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

6 RESULTADOS DO PRE TESTE, TESTE FINAL E QUESTIONARIO MOTIVACIONAL II .

Esta sessdo se refere as andlises dos testes de conhecimento geométricos no ini-
cio e fim do curso, além do Questiondrio Motivacional. Os resultados do Pré-teste e Teste
final serdo descritos a partir de graficos quantitativos, seguidos de suas respectivas analises
qualitativas.

6.1 Resultados do Pré-Teste

O Pré-Teste (Apéndice C) possui 12 perguntas, sendo 8 objetivas e 4 subjetivas.
Este apresentou a seguinte quantidade de acertos nas questoes. Veja Grafico 1.

Primeira questdo: Temos que 10 (56%) dos alunos acertaram essa questiao. Sao
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Gréfico 1 — Quantidade de acertos por questdo no Pré-Teste.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

conhecimentos basicos sobre reta, angulos e segmentos.

Segunda questdo: A questdo fazia referéncia aos poligonos regulares e exigia

somente a nomenclatura dos mesmo. 15 (83%) dos alunos acertaram essa questao.

Terceira questdo: Apenas 4 (22%) foram capazes de calcular a soma dos dngu-

los internos e externos de um heptdgono. Muitos desconhecem as férmulas para os calculos.

Quarta questdo: Apesar de a maioria ndo conhecer as formulas da soma dos
angulos internos, a soma dos angulos internos de triangulos e quadrilateros ja sdo de co-

nhecimento prévio de 11 (61%) dos alunos.

Quinta questdo: Ao trabalhar com conceitos de quadrilateros, circulo e circun-
feréncia apenas 1 (6%) aluno foi capaz de julgar todas as alternativas de forma exata. E
valido analisar que a alternativa b e ¢ ndo foram marcadas por nenhum aluno, concluindo
que todos acreditam e tem em mente a nocao de diametro na circunferéncia, ja que as alter-

nativas a, b, e e julgam que o didmetro na circunferéncia é a corda que passa pelo seu centro.

Sexta questdo: 4 (22%) compreendem a relacido de congruéncia de tridngulos.

Sétima questdo: 18 (100%) dos alunos foram capazes de reconhecer posigoes

relativas de retas: concorrentes, perpendiculares, paralelas e coincidentes.

Oitava questao: 2 (11%) dos nossos participantes acertaram a questao referente
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as relacoes trigonométricas no tridangulo retdngulo. Ponto muito importante para demons-

tracéo posterior de consequéncias do Teorema de Borsuk.

Nona questdo: Procura definir o didmetro em um quadrado. Alguns dos seg-
mentos tracados pelos alunos,no quadrado, estdo representados a seguir:

Veja Figura 38.

Figura 38 — Respostas de alunos, questdo 9, Pré-Teste.

:

I/

a) b) c) d)
Fonte: Elaborada pelo autor.

A questdo 9 procura fazer o aluno investigar um conceito ainda ndo visto por
ele. Em geral os alunos ndo conseguem definir o conceito de didametro para o quadrado,
mas 4 (22%) conseguiram relacionar a maior distancia num quadrado com sua diagonal.
Podemos ver na Figura 38 em a). Em b), ¢) e d) vemos trés tipos de figuras apresentadas
por 6 (33%) alunos que se preocupam apenas em passar o didmetro pelo centro da figura,
esquecendo que estes segmentos ndo sdo o de maior comprimento. Por fim, 8 (44%) alunos
ndo desenharam nenhum segmento.

Décima questdo: Alguns dos segmentos tracados pelos alunos, na questdo 10

estdo representados a seguir, na Figura 39.

Figura 39 — Respostas de alunos , questao 10, Pré-Teste

-
",

9

a)
Fonte: Elaborada pelo autor.

A questdo 10 versa ampliar o conceito de didmetro de um poligono para uma
figura plana fechada qualquer. Apenas 2 (11%) alunos conseguiram compreender e criar
intuitivamente um didmetro para a figura em a). Veja Figura 39. Ainda criando uma ligagédo
entre o “centro” da regido com o didmetro, 5 (28%) criaram segmentos como nas op¢ao b)
e ¢). Desta vez 11 (61%) ndo desenharam nenhum segmento, haja vista que o nivel de

dificuldade ¢ maior.
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Gréfico 2 — Quantidade de acertos por aluno no Pré-Teste.

Acertos no Pré-teste por aluno

W 1 questdo

W ? questdes
W 3 questdes
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W 5 questies
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Fonte: Elaborado pelo autor.

As questoes 11 e 12 trabalharam conceitos que envolvem o a(F). Nenhum dos
alunos foi capaz de resolver. Coube a estes esperar até a préxima aula para saber do que se
tratava ou pesquisar em casa na internet ou no material que lhes foi fornecido. (Apéndice
E)

Em relacdo a quantidade de acertos por aluno, temos que o aluno que fez mais
questoes, acertou 4 (39%) e o que fez menos acertou uma (6%), como podemos ver no
Griéfico 2. E possivel observar que nenhum aluno acertou mais que 6 questdes. Ou seja,

nenhum aluno fez mais que 50% da prova.

6.2 Resultados do Teste Final

O Teste Final (Apéndice G) possui 13 perguntas, sendo 9 objetivas e 4 subjetivas.

Esse apresentou a seguinte quantidade de acertos nas questoes: Veja Grafico 3.

Questdo 1: Ao definir o didmetro de um poligono regular, podemos verificar que
13 (72%) alunos acertaram, passando a corda pela diagonal da figura, entendendo portanto
o didmetro em um poligono regular.

Vale ressaltar também que 5 (28%) alunos conseguiram definir o didmetro no
poligono regular enquanto 8 (44%) mostraram ter alguma nocdo, mas se equivocaram ao
falar de centro. 5 (28%) deixaram a defini¢do do conceito em branco. Algumas das respostas
dadas pelos alunos estdo representados na Figura 40.

Observe que em a) o aluno definiu e criou o segmento corretamente, ja em b) o
aluno ainda acredita que o diametro tem relacdo com o centro. Encontramos também alunos

que definiram corretamente mas tracaram o diametro passando pelo centro. Além do mais,
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Gréfico 3 — Quantidade de acertos por questdo no Teste Final
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 40 — Respostas de alunos , questéo 1, Teste Final
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Fonte: Elaborada pelo autor.

alguns alunos nédo conseguiram definir, mas conseguiram tragar o segmento corretamente.

Questdo 2: Procura-se nesta questdo sair do didmetro de poligonos regulares e
criar o didmetro em figuras planas quaisquer. Podemos verificar que 13 (72%) alunos acer-
taram a alternativa correta.

Questdo 3: Nesta questdo dividi-se o circulo em duas regides por meio de uma
corda e 14 (78%) dos alunos foram capazes de entender qual corda representaria o didme-

tro de cada regido.

Questdo 4: 15 (83%) dos alunos conseguiram compreender quantos pares de

pontos realizam a distancia no circulo, no quadrado e no triangulo regular.
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Questdo 5: Trabalhou o niimero de pares de pontos que formam o didAmetro em

um poligono regular. 10 (56%) acertaram essa questao.

Questdo 6: A fim de verificar se o aluno consegue apresentar uma forma de di-

vidir o circulo segundo o Teorema de Borsuk, 13 (72%) representaram a forma correta.

Questdo 7: A questdo visa analisar o a(F) na elipse, no quadrado e no tridngulo

regular. 12 (67%) souberam resolver esta questio.

A fim de trabalhar com relagdes trigonométricas no triangulo retangulo envol-
vendo didmetro de figuras, as questdes 8 e 9, por exigirem mais célculo, tiveram 9 (50%) e
5 (28%) de acertos, respectivamente. Um decréscimo de resultados em relacdo as questoes
anteriores. Esta dificuldade em trabalhar com as funcdes trigonométricas no triangulo re-
tangulo ja haviam sido constatadas no Pré-Teste onde apenas 2 alunos haviam acertado.

Questdo 10: Resgata para o aluno o Lema de Pall, utilizado por Borsuk para
mostrar seu teorema na dimensao 2. 17 (94%) dos alunos mostraram conhecer o hexagono
de Pall. Podemos concluir que o uso da demonstracdo do software GEOGEBRA contribuiu
para a fixacdo desse conteudo, baseado que alguns afirmaram visualizar o lema somente

apos a verificacao do software.

Questdo 11: Nas questoes 11 e 12 do Pré-Teste pedimos que o aluno dividisse um
circulo no menor nimero de regides, de forma que o didmetro de cada regido fosse menor
que d, porém nenhum aluno acertou. O mesmo foi feito na questdo 11 do Teste Final, para
um tridngulo regular. 14 (78%) dos alunos conseguiram realizar uma divisdo seguindo o
Teorema de Borsuk.

Algumas das respostas dadas pelos alunos estdo representados na Figura 42.
Observe que em a) o aluno ndo compreendeu ainda o didmetro do triangulo equildtero
e ndo conseguiu fazer a divisdo. Novamente ele associa ao centro. J4 em b) temos um

resultado positivo feito pela maioria dos participantes da pesquisa.

Figura 41 — Respostas de alunos , questdo 11, Teste Final

a) b) A

Fonte: Dados da pesquisa.
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Gréfico 4 — Quantidade de acertos por aluno no Teste Final

Acertos no Teste Final por aluno.

M Menos que 4 questdes De 4 até 7 questdes MDed a 13 questdes

Fonte: Elaborado pelo autor.

Questdo 12: Esta questdo apresentou-se com um maior nivel de dificuldade ja
que foi pedido ao aluno demonstrar que toda figura plana de diametro d pode ser dividida
em trés partes, onde o didmetro de cada regido ndo serd maior que dz—‘/g. Apenas 1 (6%)
acertou, 13 (72%) tentaram fazer a questdo sem sucesso e apenas 4 (22%) nio tentaram
fazer a questdo. E importante salientar que a maioria dos alunos procurou investigar a
solucdo do problema, mesmo sem obter o resultado esperado, foi valido.

Questdo 13: Foi pedido que explicassem o porqué de nao poder dividir o circulo
representado em trés partes, de modo que cada parte tenha um didmetro menor que %.
Apenas 1 (6%) apresentou a resposta correta. O mesmo aluno que respondeu corretamente
a questdo 12 conseguiu realizar a questao 13.

Em relacdo a quantidade de acertos por aluno, o aluno que fez mais questdes,
acertou 12 (6%) e o que fez menos acertou 4 questdes (17%). Como podemos ver no Grafico
4, houve um avanco consideravel ja 11 (61%) alunos acertaram entre 8 e 12 questdes no
Teste Final tendo em vista que nenhum aluno realizou mais da metade da prova no Pré-Teste.

Veja Grafico 2.

6.3 Resultado do Questionario Motivacional II

Foi perguntado aos alunos qual o grau de atencdo durante as aulas. 12 (67%)
afirmaram estar atentos enquanto 6 (33%) confessaram estar parcialmente atentos. Ver
Tabela 14.

Foi perguntado ao aluno se ele estudou o conteudo, durante esse periodo do
minicurso. 6 (33%) afirmaram ter estudado e 12 (67%) confessaram que ndo estudaram.

12 (67%) deram nota de 8 a 10 para o curso enquanto 6 (33%) atribuiram nota entre 6 e 8.
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Tabela 14: Grau de Atencdo durante o curso

Frequéncia | Porcentagem
Néo | 12 67%
Sim | 6 33%

Fonte: Dados da pesquisa.

Veja na Tabela 15 sobre o grau de dificuldade que afirmaram ter:

Tabela 15: Grau de dificuldade quanto ao curso

Frequéncia | Porcentagem

Pouca | 13 72%

Nio teve dificuldade | O 0%
Muita dificuldade | 5 28%

Fonte: Dados da pesquisa.

5 (28%), dos 6 (6%) alunos que afirmaram estudar o contetido em casa, relata-

ram que tiveram pouca dificuldade durante o curso.

Vale ressaltar que embora 15 alunos (83%) tenham afirmado acessar a internet

com frequéncia, somente 5 (17%) pesquisaram sobre o assunto.

18 alunos (100%) acreditam que esclareceram alguns conceitos fundamentais
de Geometria e relataram que o curso atendeu a suas expectativas.

Uma sugestdo dos alunos em geral foi que o curso tivesse mais horas, a fim de
detalhar e aprofundar o assunto, além de resolver mais exercicios. Sugeriram também uma

aula em Geometria Espacial.

6.3.1 Acoes Motivacionais

Séo vdrios os motivos que levam um aluno a se distanciar dos estudos. A motiva-
cdo pode ser trabalhada, para que jovens sintam-se entusiasmados em estudar e participar
das aulas. A motivacdo é de fundamental importancia no que se refere ao processo de
aprendizagem em sala de aula. Os videos apresentados ao inicio das aulas do minicurso
“ Teorema de Borsuk” procuraram despertar o interesse dos alunos, motivando-os para as
aulas.

Para o primeiro dia de aula foi apresentado o video “Aprender a Aprender”, em
torno de 8 minutos. O video mostra a impaciéncia do aluno mas também sua curiosidade
em seguir os ensinamentos do seu mestre. O mestre tem uma aparéncia rude mas um olhar
cativante. Além do mais, existe uma energia (em forma de luz) no video, que reforca a

relacdo entre o mestre e o aluno. Os personagens nao falam, apenas demonstram sensagoes
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e praticam acdes, o que abre um grande leque de interpretacdes, promovendo uma boa
discussdo. Veja Figura 42.

Figura 42 — Alunos assistindo o video "Aprendendo a Aprender".

Fonte: Elaborada pelo autor.

A prépria pessoa do professor pode ser uma fonte de motivacdo importan-
tissima. O tipo de relacdo que estabelecemos com os alunos pode gerar uma
confianca e um aumento da atencéo que sdo condicdes indispensdveis para
a aprendizagem. (Fita , 2003)

Alguns de nossos alunos adquirem uma aversdo aos estudos, pois em certo mo-
mento tiraram notas baixas e portanto passam a duvidar de suas capacidades.

O video, do segundo dia de aula, refere-se a um resumo do filme “Maos Talen-
tosas”, cerca de 7 minutos. Este fala da histéria de Benjamin Carson, um garoto pobre, que
tirava notas baixas na escola e sofria insultos constantes de seus colegas, por este motivo.
Sua mae foi uma grande incentivadora a fim de que ele estudasse e melhorasse suas no-
tas. Benjamin Carson tornou-se um neuro-cirurgido famoso quando realizou a separacgdo

de gémeos siameses, unidos pela cabeca, na década de 80.

Alunos desmotivados estudam muito pouco ou nada e, consequentemente,
aprendem muito pouco. Em tltima instancia, ai se configura uma situagéo
educacional que impede a formacdo de individuos mais competentes para
exercerem a cidadania e realizarem-se como pessoas, além de se capacita-
rem a aprender pela vida afora. (Bzuneck, 2001)

O video da ultima aula, trata-se do resumo do filme “Como estrelas na Terra”,
cerca de 12 minutos. A histdria aborda sobre um garoto que sofre de dislexia e tira varias
notas baixas. Com a possibilidade de sair da escola, em que estudava, o menino sente-se
deprimido e desmotivado a estudar, deixando inclusive de pintar, atividade que gostava de
praticar. Um professor, ao decorrer do filme revela apresentar o mesmo problema que o
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garoto, identifica o problema do aluno e ajuda-o. Ele volta a pintar e ganha um prémio da
escola.

Acreditamos que os videos, assim como as reflexdes proporcionadas, foram efi-
cazes como ferramenta de interacao entre os membros do minicurso durante as discussoes,
criando um ambiente em que os alunos sentiram que faziam parte e que poderiam colaborar.

No primeiro e no ultimo dia de curso, um cartaz foi fixado na entrada das salas

para que os alunos pudessem de forma voluntaria expressar seus sentimentos. As diferencas
sdo bastante notdveis.

Figura 43 — Cartaz do primeiro dia de aula.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 44 — Cartaz do ultimo dia de aula.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 43 observa-se que poucos alunos sentiram-se a vontade para escrever
no mesmo. Alguns sentiram-se confiantes mas alguns ainda tinham receio quanto ao curso.
Na Figura 44, ultimo dia de curso, nota-se a maior participacdo de alunos, mo-

tivados, principalmente com as questdes da greve dos professores, momento em que foi
realizado o minicurso. Ver mais em 6.4.
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6.4 Problemas encontrados.

A atividade foi realizada em periodo de greve dos professores do estado do Ceara
e diante disto alguns alunos desistiram do curso.

Inicialmente, o curso teria 2 horas a mais de aula, a fim de resolver mais exer-
cicios, aprofundar o assunto e mostrar detalhadamente o Lema de Pall. Entretanto, nao foi
possivel em virtude de inumeras ocupacdes de escolas estaduais, realizadas pelos alunos da
rede publica estadual, no periodo de greve.

O Colégio Jenny Gomes funciona em um espaco cedido pela Base Aérea de For-
taleza, portanto ndo pertence ao estado e uma possivel ocupagdo traria transtorno para a
Base Aérea de Fortaleza, ja que esta realiza inimeros concursos aos fins de semana entre
outras atividades no espaco da escola. A fim de evitar possiveis conflitos, reduzimos as aulas

para que o curso nao fosse um pretexto para alunos entrarem na escola e ocuparem.
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7 CONCLUSAO

Conhecimentos prévios dos alunos devem ser detectados pelos professores du-
rante o processo de ensino. Deve-se planejar questionarios ou outros métodos com esse
objetivo. Com isso, garantimos que os alunos reflitam o que ja sabem e relacionem o conhe-
cimento antigo a um novo conceito, por meio da investigacdo, a fim de seguir no aprendi-
zado.

"Para que uma aprendizagem significativa possa acontecer, é necessario in-
vestir em acOes que potencializem a disponibilidade do aluno para a apren-
dizagem, o que se traduz, por exemplo, no empenho em estabelecer rela-
¢Oes entre seus conhecimentos prévios sobre um assunto e o que estd apren-
dendo sobre ele."(PCN, 1998)

Professores de Matematica, frequentemente, deparam-se diante de contetdos
de Geometria interessantes, mas logo desanimam ao perceber que a motivacdo dos alunos
é de longe parecida com a deles, visto que estes carregam consigo muitas duvidas basicas
em geometria, que se tornam entraves para um novo conceito.

Ao inicio do minicurso Teorema de Borsuk, 72% dos alunos afirmaram estar
motivados a participar do curso. Ao fim, 100% dos alunos revelaram satisfacdo com o
mesmo. Embora apenas 28% tenham revelado estudar em casa sobre o conteudo, 72%
afirmaram apresentar pouca dificuldade em entender os conceitos do Teorema de Borsuk.

A greve dos professores do estado ocasionou a grande desisténcia dos alunos na
participacdo do minicurso e implicou na reducio de aula, devido a possiveis ocupacdes na
escola. Caso o curso tivesse se estendido em mais duas horas, seria possivel avancar em
conceitos como relacoes métricas no triangulo retangulo, usada na prova de Borsuk, ja que
apenas dois alunos acertaram no Pré -Teste a questdo relativa a este assunto. No Teste-Final,
5 alunos acertaram duas questdes relativas ao mesmo assunto. Mostrando uma dificuldade
prévia dos alunos em relagédo a este conceito que persistiu em pelo menos 50% dos alunos.
No geral, 0% realizou mais da metade do Pré-Teste, enquanto no Teste Final 61% alunos
acertaram entre 8 e 12 questdes, mostrando um grande avango.

O Teorema de Borsuk, assim como seus elementos envolvidos, Lema de Pall e
Lebesgue sdo partes interessantes da Matemadtica que ainda podem ser muito exploradas.

O minicurso estimulou o conhecimento prévio do aluno antes de abordar novos
conceitos, possibilitando-o uma melhor investigacao.

O principal referencial teérico deste trabalho foi o livro "Division de Figuras en
Partes Menores"de V.G. Boltianski e I.Ts. Gojberg.

Alguns trabalhos futuros podem ser discutidos como: Utilizacdo do Geogebra
para o passa-a-passo do lema de Pall, investigar para que valores do plano a(F)=2 e a(F)=3
e fazer um estudo do Teorema de Borsuk na terceira dimenséo, tanto para resgatar elemen-
tos principais da Geometria Espacial, como para explorar algo desconhecido pelos alunos

do ensino médio, com elaboracées de seqiiéncias didaticas significativas para os mesmos.
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APENDICE A - QUESTIONARIO SOCIOECONOMICO

UNIVERSIDADE FEDERAL FEDERAL DO CEARA - UFC PROGRAMA DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM MATEMATICA. DEPARTAMENTO DE CIENCIAS

Responda as perguntas abaixo com sinceridade de acordo com suas ideias e vivéncias.

1. Qual o seu sexo? (A) Feminino. (B) Masculino.

2. Qual a sua idade? (A) 15 anos. (B) 16 anos. (C) 17 anos. (D) 18 anos. (E) 19 anos.
(F) Mais de 19 anos.

3. Quantas pessoas moram em sua casa? (Contando com seus pais, irmaos ou outras
pessoas que moram em uma mesma casa). (A) Duas pessoas. (B) Trés. (C) Quatro.
(D) Cinco. (E) Mais de cinco.

4. Até quando seu pai estudou? (A) Da 1* a 5 série do ensino fundamental. (B) Da 6*
a 9% série do ensino fundamental. (C) Ensino médio incompleto. (D) Ensino médio
completo. (E) Ensino superior incompleto. (F) Ensino superior completo. (G) Nao

sei.

5. Até quando sua mae estudou? (A) Da 1? a 5% série do ensino fundamental. (B) Da 62
a 9% série do ensino fundamental. (C) Ensino médio incompleto. (D) Ensino médio
completo. (E) Ensino superior incompleto. (F) Ensino superior completo. (G) Nao
sei.

6. Somando a sua renda com a renda das pessoas que moram com Vocé, quanto é,
aproximadamente, a renda familiar? (Considere a renda de todos que moram na sua
casa.) (A) Até 1 saldario minimo. (B) De 1 a 2 salarios minimos . (C) De2 a5

salarios minimos. (D) Mais de 5 saldrios minimos. (E) N&o sei informar.

7. Em que tipo de escola vocé cursou o ensino fundamental? (A) Somente em escola
publica. (B) Parte em escola publica e parte em escola particular. (C) Somente em

escola particular. (D) Outro.



8. Vocé j4 ficou de recuperacdo? (A)Sim (B)Nao

9. Vocé ja ficou de recuperacdo em Matematica? (A)Sim (B)Nao

10. Vocé ja reprovou alguma disciplina? (A)Sim (B)Nao

11. Vocé ja reprovou a disciplina de Matematica? (A)Sim (B)Nao

67
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APENDICE B - QUESTIONARIO MOTIVACIONAL I

UNIVERSIDADE FEDERAL FEDERAL DO CEARA - UFC PROGRAMA DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM MATEMATICA. DEPARTAMENTO DE CIENCIAS
Responda as perguntas abaixo com sinceridade de acordo com suas ideias e vivéncias.

1. Quantas horas por dia vocé se dedica aos estudos além das horas em sala de aula?
(A) Somente no horario da aula.(B) Menos de uma hora. (C)Entre uma e duas

horas. (D)Entre duas e quatro horas. (E)Mais de quatro horas.

2. Que nota vocé se daria como estudante? (A)Menos que 6. (B) Nota 6. (C)Nota entre
6 e 8. (D)Nota entre 8 e 10.

3. Falando sobre estudar, vocé se acha diferente nisso dos demais colegas?
(A) Sim. Meus colegas parecem ndo se importar muito com os estudos. (B) Nao.
Assim como meus colegas ndo estou muito preocupado com os estudos. (C)
Néo.Estamos em geral muito preocupados com nossos estudos. (D) Sim.Vejo meus

colegas mais preocupados que eu.

4. Vocé se interessa mais quando estuda sozinho ou em grupo? (A) Sozinho. (B)Em

grupo.

5. Vocé acredita que a Matemadtica € importante para sua vida? Dé uma nota para o

grau de importancia.

(A)Menos que 5. (B) Nota 6. (C)Nota entre 6 e 8. (D)Nota entre 8 e 10.

6. Voce sabe o que é Geometria? ()Sim ( )Nao

7. Indique o grau de motivacdo em participar deste mini-curso?

(A)Desmotivado. (B) Indiferente. (C)Motivado. (D)Muito motivado.



10.

11.

69

. Vocé gosta de Matemadtica?.Explique:

. Vocé acredita que pode mudar seu ponto de vista em relagdo a esta disciplina?

Explique:

O que vocé entende por Geometria? Faca uma referéncia de algo que vocé ja aprendeu.

Quais sdo suas expectativas com relacdo ao curso? O que vocé espera com essa

experiéncia?
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APENDICE C- PRE-TESTE

1. Marque a alternativa correta:

(a) Ponto, reta e plano sdo conceitos primitivos. Eles possuem definicdo.
(b) A reta tem origem mas ndo tem extremidade.
(¢) Angulos complementares sio 4ngulos cuja soma resulta em 90°.
(d) Angulos opostos pelo vértice sdo suplementares.
(e) Segmentos congruentes ndo tem o mesmo tamanho.
2. Alguns poligonos convexos sdo: hexdgono, decdgono e o pentadecdgono. Esses
poligonos apresentam lados respectivamente:

(@) 6, 12, 5; (b)5, 12, 5; (c)6, 10, 15; (d)12, 10, 15 ; (e)16, 10, 15.
3. A moeda de 25 centavos é um poligono regular de 7 lados chamado de heptdgono. A
soma do seus dngulos internos e externos sdo respectivamente em graus:

Figura 45 — Questdo 3, Pré-Teste.

Fonte: Elaborada pelo autor.

(2)900 e 60 (b)1080 e 51 (c)1260 e 60 (d)900 e 360 (e)360 e 51

4. O valor de x e y em graus nas figuras abaixo valem respectivamente:

Figura 46 — Questdo 4, Pré-Teste.

Fonte: Elaborada pelo autor.

(a) 38 € 130; (b)26 e 105; (d)70 e 55 (e)26 e 75.
5. Julgue os itens em V ou F:

e Paralelogramos sdo quadrilateros que possuem lados opostos paralelos;
e Todo quadrado é losango e todo quadrado é retangulo;

e E chamado de circulo a regido da circunferéncia juntamente com sua regidao
interna.
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e Didmetro é a corda que passa pelo centro da circunferéncia.

(a)VVVV; (b)FFFF; (c)VFVV (d)VVFF; (e)FVVV.

6. Os casos de semelhanca nos triangulos acima sdo respectivamente:

Figura 47 — Questdo 6, Pré-Teste.

E
= " s DMEY

Fonte: Elaborada pelo autor.

(a)LLL e LAD; (b)LAL e LLL; (c)ALA e LLL; (d)LAL e ALA; (e)LAL E LAA,.

7. As retas a seguir sdo respectivamente:

Figura 48 — Questdo 7, Pré-Teste.

&

Fonte: Elaborada pelo autor.

(a) Concorrentes, paralelas, perpendiculares;
(b) Perpendiculares, paralelas, coincidentes;

(c) Concorrentes, perpendiculares, coincidentes;
(d) Concorrentes, perpendiculares, paralelas;

(e) Perpendiculares, paralelas, coincidentes.
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8. O valor de x abaixo é:

Figura 49 — Questdo 8, Pré-Teste.

A 20 C

Fonte: Elaborada pelo autor.

(a) 15; (b)10; ()304/3; (d)5v/3; (€)10v/3
9. Conhecendo o diametro de uma circunferéncia S como a maior corda que passa pela

circunferéncia. Como poderiamos definir o didmetro de um quadrado? Vocé pode

usar a figura para mostrar o segmento que faz o papel de didmetro.

Figura 50 — Questdo 9, Pré-Teste.

Fonte: Elaborada pelo autor.

10. Como poderiamos definir o didmetro de uma figura plana fechada qualquer?

Represente na figura:

Figura 51 — Questdo 10, Pré-Teste.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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11. Indique uma forma de dividir uma circunferéncia de modo que cada regido

apresente um didmetro menor que o didmetro da circunferéncia.

Figura 52 — Questdo 11, Pré-Teste.

Fonte: Elaborada pelo autor.

12. Em quantas regides vocé dividiu a circunferéncia na questdo 11? Vocé acredita que
poderia ter dividido em menos regides? Qual o menor nimero de regides que vocé
poderia dividir esta circunferéncia de modo a obter em cada regido um didmetro

menor que d?
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APENDICE D - REVISAO

ALGUNS CONCEITOS FUNDAMENTAIS:

1. Conceitos Primitivos: Ponto, Reta e Plano. Sdo aceitos sem definicdo. Quando as

Figura 53 — Ponto, Reta e Plano.

Fonte: Elaborada pelo autor

retas se cruzam, possuem um ponto em comum. Estas sdo chamadas de retas
concorrentes. Quando ndo possuem ponto em comum sdo classificadas como
paralelas.

2. Segmento de reta: Tem inicio e fim. Uma parte de uma reta. Temos por segmentos
congruentes , segmentos de mesmo comprimento.

3. Semirreta: Tem origem mas ndo tem extremidade.

Figura 54 — Reta, segmento de reta, semirreta, respectivamente.

Fonte: Elaborada pelo autor

4. Angulos sdo formados pela unido de dois segmentos de reta, a partir de um ponto
comum, chamado de vértice do angulo. Normalmente sdo representados por letras

gregas. Classificamos:

e Angulo reto a = 90°
e Angulo agudo 0° < a < 90°
e Angulo obtuso 90° < a < 180°

Figura 55 — Angulos reto, agudo, obtuso, respectivamente.

\
1
L

Fonte: Elaborada pelo autor

e Angulos complementares: Sio dois 4ngulos que somados totalizam 90°. Um ¢é

complemento do outro.
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e Angulos suplementares: Sdo dois 4ngulos que somados sio totalizam 180°. Um
¢é suplemento do outro.
5. Angulos opostos pelo vértice: Sdo aqueles cujos lados de um sdo semirretas opostas
dos lados do outro. Possuem a mesma medida.

Figura 56 — Angulos opostos pelo vértice.

Fonte: Elaborada pelo autor

6. Poligono: E uma figura plana formada por trés ou mais segmentos chamados lados.
Cada lado tem intersec¢do ( vértice) com somente outros dois lados préximos.

7. Poligono convexo: E um poligono construido de modo que os prolongamentos dos
lados nunca ficardo no interior da figura original. Ao tracar um segmento por dois
pontos no interior de um poligono nenhuma parte do segmento ficara fora do
poligono.

8. Poligono ndo convexo: Um poligono € dito ndo convexo se por dois pontos do

poligono, passarmos um segmento e parte desse segmento ficar fora do poligono.

Figura 57 — Poligonos convexos e ndo convexo.

Fonte: Elaborada pelo autor

Temos alguns poligonos convexos na tabela abaixo:

Tabela 16: Poligonos convexos

Poligono | N° de lados Poligono | N° de lados
triangulo | 3 eneagono 9
quadrildtero | 4 decdgono 10
pentdgono | 5 undecdgono 11
hexdgono | 6 dodecagono 12
heptdgono | 7 pentadecdgono 15
octéogono | 8 icosdgono 20

Fonte: Dados da pesquisa.

9. Poligono regular: Todos os seus lados tem o mesmo comprimento. Seus angulos sdo
iguais, sejam eles internos ou externos. Pode ser inscrito em uma circunferéncia.
10. Numero de diagonais de um poligono: Segmento que une dois vértices ndo

consecutivos sdo chamados de diagonais e podem ser representados pela férmula:
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_ n(n—=3)
d =103

poligono.

, onde d representa o nimero de diagonais e n o nimero de lados do

11. Soma dos angulos internos (S;) e Soma dos angulos externos (S,) de um poligono:
S, =(n—2).180° e S, = 360°.

Considere a; = valor de um angulo interno e a, = valor de um angulo externo.
Quando o poligono é regular todos os lados e angulos sdo congruentes.Temos:

_ S _ 360°
a;=-,ea ==,

12. Triangulo: E um poligono que possui trés lados, trés vértices e trés angulos internos.

Podemos classificar quanto aos lados e quanto aos angulos. Quanto aos lados:

e Triangulo equildtero: Os trés lados possuem a mesma medida.
e Triangulo isdsceles: Dois de seus lados tem a mesma medida.

e Triangulo escaleno. Os trés lados possuem medidas diferentes.

Figura 58 — Triangulo equilatero, isdsceles, escaleno,
respectivamente.

i

Fonte: Elaborada pelo autor

Quanto aos angulos internos:

e Tridngulo acutangulo: Todos angulos internos sdo agudos.
e Tridngulo retangulo: Um dos seus angulos é reto.
e Tridngulo obtusangulo: Um de seus angulos é obtuso e dois sdo agudos.

Figura 59 — Tridngulo acutangulo, retangulo, obtusangulo,

respectivamente.
?&m;-

13. Congruéncia de tridngulos: Dois tridngulos sdo congruentes se coincidem ao serem

Fonte: Elaborada pelo autor

sobrepostos. Seus lados e seus dngulos sdo congruentes, dois a dois. Os seguintes

casos sao:

e LAL: Dois lados congruentes e o angulo formado por eles congruentes.
e LLL: Trés lados congruentes.

e ALA: Dois angulos congruentes e o lado compreendido entre eles congruentes.
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e LAA,: Um lado congruente, um angulo adjacente e seu angulo oposto também
congruentes. Ver Figura 60.

Figura 60 — Casos de congruéncia de triangulos.

LAL LLL ALA LAAo

Fonte: Elaborada pelo autor

14. O tridngulo retangulo e o Teorema de Pitdgoras: O triangulo retangulo é formado
por dois catetos e uma hipotenusa. A hipotenusa é o maior segmento do tridngulo e
¢é oposto ao angulo reto. Podemos definir o Teorema de Pitdgoras da seguinte forma:
A soma dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa. O que significa
dizer que : a® = b% +c%.

Figura 61 — Triangulo retangulo.

Fonte: Elaborada pelo autor

15. Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo: Considere a figura 61.

e a é hipotenusa do triangulo.

e b é o cateto oposto de a

c é cateto adjacente de a

Seno(sen) de um angulo é razdo entre o cateto oposto e a hipotenusa.

Cosseno(cos) de um angulo é a razdo entre o cateto adjacente e a hipotenusa.

Tangente(tg) de um angulo é a razdo entre o cateto oposto e o cateto adjacente.

1 _ b — ¢ _b A o o o .~
Ou seja, sena = ¢ , cosa = ; e tga = <. Os dngulos 30°, 45° e 60° sdo

chamados notaveis por frequentemente aparecerem em calculos, portanto
devemos conhecé-los. Veja a Tabela 17:

Vale ressaltar que num triangulo qualquer que seja, ao maior angulo se opde o maior
lado.

16. Quadrilateros: Sdo poligonos de 4 lados. A soma dos angulos internos desses
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Tabela 17: Angulos Notaveis

30° | 45° | 60°
sen |3 | 2|2
cos | 9 | F | 3
tg ,/Tg 1|43

Fonte: Dados da pesquisa.

poligonos é igual a 360°. Os quadrildteros notdveis sdo: trapézios, paralelogramos,
retangulos, losangos e quadrados.

17. Trapézios : Um quadrildtero plano convexo com dois, e somente dois lados

18.

19.
20.
21.

22.

23.

24.

25.

paralelos. Classificamos como:

e Trapézio retangulo e este tem um angulo reto.
e Trapézio isdsceles, e estes lados sdo congruentes.

e Trapézio escaleno, e estes lados ndo sdo congruentes.

Figura 62 — Trapézio retdngulo, isosceles e escaleno, respectivamente.

a) b) c)
Fonte: Elaborada pelo autor

Paralelogramos: Quadrildteros planos convexos que possuem lados opostos
paralelos, dois a dois. Nos paralelogramos dois angulos opostos quaisquer sao
congruentes.

Retangulo: Possui quatro angulos congruentes.

Losango: Possui quatro lados congruentes.

Quadrado: Possui quatro lados e quatros angulos iguais.

Podemos perceber que retangulos e losangos sdo paralelogramos e que todo

quadrado é retdngulo e também ¢é losango.

Circunferéncia: Dados um ponto O de um plano e uma distancia r, chamamos de
circunferéncia de centro O e raio r o conjunto dos pontos do plano que distam r de O.

Circulo: Circulo € a regido da circunferéncia juntamente com sua regido interna.

Os seguintes conceitos a seguir fazem referéncia as circunferéncias. Veja a figura 51.
Raio: E um segmento de reta com uma extremidade no centro da circunferéncia e a
outra extremidade num ponto qualquer da circunferéncia.

Corda: Corda de uma circunferéncia é um segmento de reta cujas extremidades
pertencem a circunferéncia.
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Figura 63 — Paralelogramo, Retangulo, Losango, Quadrado,
respectivamente.

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 64 — Circunferéncia e Circulo, respectivamente.

O

Fonte: Elaborada pelo autor

26. Diametro: E uma corda que passa pelo centro da circunferéncia. Observamos que o

didmetro é a maior corda da circunferéncia. Vale ainda dizer que uma reta secante

Figura 65 — Elementos da Circunferéncia.

Reta Secante

Reta Tangente
Diametro g

Corda "'

Fonte: Elaborada pelo autor

de uma curva é qualquer reta que cruze dois ou mais dos seus pontos e uma reta
tangente compartilha de um tnico ponto com a curva. Ver Figura 65.

27. Arco da Circunferéncia: Consideramos um a circunferéncia F de centro O com A e B
dois pontos de F que néo sejam extremidades de um didmetro. Nessas condi¢oes

temos:

e Arco menor AB : E a reunifo dos conjuntos dos pontos A,B e de todos os pontos
de F que estdo no interior do angulo AB.
e Arco maior AB : E a reunifio dos conjuntos dos pontos A,B e de todos os pontos
de F que estdo no exterior do angulo AB.
28. Semicircunferéncia: A semicircunferéncia AB é a reunifo dos conjuntos dos pontos
A, B e de todos os pontos de F que estdo num mesmo semiplano determinados pela
reta r que passa pelos pontos A e B.
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APENDICE E -TEOREMA DE BORSUK

1. Estudo de Didmetros diam(F):
Ja é claro o que é o didmetro de uma circunferéncia! Como definir o diametro de
qualquer figura plana F fechada?
Podemos definir que diametro é a maior distancia entre o conjunto de todos os pares

de pontos de F.

e Figuras planas fechadas sdo regioes onde todos os pontos limites pertencem a
figura.

e Os pontos limites da figura sdo os pontos localizados no bordo da figura, ou
seja, no contorno da mesma. Os pontos limites de um circulo por exemplo sdo

0s pontos que pertencem a circunferéncia.

Qual o didmetro de um quadrado? Qual o didmetro de um tridngulo equildtero?
E facil observar que em uma semicircunferéncia temos que os extremos A e B

formam o didmetro ja que é uma corda que passa pelo centro.

Figura 66 — Semicircunferéncia.

L * .

A B

Fonte: Elaborada pelo autor

Na figura 67 quais pontos realizam a maior distancia entre todos os pontos

presentes?

Figura 67 — Pontos

Fonte: Elaborada pelo autor

O didmetro de um conjunto é o maior distancia entre quaisquer dois pontos do

conjunto. Ver Figura 68.
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Figura 68 — Diametro

Diametro

Fonte: Elaborada pelo autor

2. Em um poligono regular o diametro é a maior distancia entre seus vértices. Vamos
provar?

Sejam A, C,D pontos pertencentes a um poligono qualquer F de modo que B seja um
de seus vértices e A nfio seja vértice. Por A passa um segmento CD. Veja que AB nio

poderd ser didmetro:

Figura 69 — Poligono qualquer.

a)

Fonte: Elaborada pelo autor

A soma do ZBAC com ZBAD, forma 180°. Seja ZBAC > ZBAD . Ora, se
/BAC = ZBAD entdo ZBAC = 90° e no tridngulo BAC sabemos que ao maior lado se
opde o maior angulo, verificamos que BC > AB e AB portanto nio pode ser

didmetro. O mesmo acontece para ZBAC > ZBAD.

Particularmente no tridngulo seu diametro sera a distancia de seu maior lado.
Chamando por d o didmetro temos na elipse um par de pontos com essa distancia, no
quadrado dois pares realizam a distancia, no tridngulo regular 3, no circulo infinitos.

3. Divisdo de Figuras em partes menores: a(F), Teorema de Borsuk.

Ao dividir uma figura, consideramos que as linhas de divisdo se comportam de tal
forma que uma das extremidades dessas linhas devem sair de um dos pontos que
estdo no bordo da figura, e a outra extremidade ird interseccionar o bordo
novamente ou outra linha de divisdo. Neste tltimo caso deve existir pelo menos um

ponto de intersec¢do entre todas as linhas de divisdes formadas.

Chamaremos de a(F) o nimero minimo de partes que sdo necessarias para dividir

uma figura em regides de didmetro menor. E o chamado nimero de Borsuk. Na
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elipse e no paralelogramo a(F) = 2, no circulo e no tridngulo equilatero a(F) = 3.

Borsuk conjecturou o seguinte: Para qualquer corpo F n-dimensional é verdade que
a(F)<n+1.

Concluimos que no plano a(F) < 3.

Figura 70 — Karol Borsuk

Fonte: Aignerw, Martin e Ziegler,Giinter M., 2010, p. 95

Karol Borsuk (1905 - 1982) nasceu na Polonia e sua carreira foi interrompida no
inicio da Segunda Guerra Mundial. Muitos matemadticos tentaram resolver sua
conjectura que que foi refutada para algumas dimensdes. Na matemadtica provar que
algo estd errado é tdo importante como mostrar que esta certo.

Borsuk utilizou o lema de Pall para a provar a veracidade de sua conjectura na
segunda dimensao.

Pall diz que toda figura plana de didmetro d pode ser inserida em um hexdgono
regular onde a distancia de seus lados paralelos tem comprimento d.

Sabendo desse lema basta entdo provar que o hexdgono regular pode ser dividido

em trés partes onde o didmetro de cada uma dessas regioes ndo seja maior que d.

Figura 71 — Hexdgono regular.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sejam P, Q e R pontos médios de trés lados ndo consecutivos do hexdgono e seja O o
centro do mesmo. Vamos prolongar a reta que passa por O e por um desses trés
pontos, P por exemplo. Marquemos L na interseccdo da reta com o lado paralelo
oposto ao lado do hexdgono que contém P.

Tracando os segmentos PO,RO e QO dividiremos o hexdgono em trés regides: H,, H,

e H,, ou ainda melhor, dividiremos este hexdgono em 3 pentdgonos iguais.
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Como jd mostramos anteriormente em todo poligono o didmetro € a maior distancia
entre seus vértices. E facil perceber que PQ é o didmetro de H,.
Veja no A(PQL) que < PQL = 90° e observe o A(OQL) equilatero.

Figura 72 — A(PQL) e A(OQL) .
FI

dre di2

a2 i2
Fonte: Elaborada pelo autor.

#=Pq" + ()

— d?
PQ =d*——
Q 4
—2 3d?
PQ ="
Q 4

Fica claro que toda figura plana de diametro d pode ser dividida em trés partes onde
o didmetro de cada regido ndo sera maior que %5 ~ 0,8660d.

Observe o circulo interno S ao hexdgono onde diam(S) = d. Na suposta divisdo o

didmetro de cada regido é exatamente de/§ mas note que ndo é possivel uma divisao

onde cada uma das partes fosse menor que esse valor pois teriamos que ter

Iga < 120°, PR < 120° e }/35 < 120° e estes ndo cobririam uma circunferéncia.

Figura 73 — Circulo inscrito num hexdgono regular .

Fonte: Elaborada pelo autor.
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APENDICE F - QUESTIONARIO MOTIVACIONAL II

UNIVERSIDADE FEDERAL FEDERAL DO CEARA - UFC PROGRAMA DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM MATEMATICA. DEPARTAMENTO DE CIENCIAS

Responda as perguntas abaixo com sinceridade de acordo com suas ideias e vivéncias.

10.

11.

. Vocé esteve atento durante as aulas? (a)Sim; (b)Parcialmente; (c)Nao.
. Vocé gostou do conteudo? Dé uma nota:

(A)Menos que 5. (B) Nota 6. (C)Nota entre 6 e 8. (D)Nota entre 8 e 10.
Vocé estudou em casa o conteudo visto em sala? (A)Sim (B)N4éo;

Qual o grau de dificuldade que vocé acredita que teve?

(a)Pouca; (b)Nao tive dificuldade; (c)Muita dificuldade.

. Vocé pesquisou por esse assunto na internet? (a)Sim (b)Nao;

Com que frequéncia vocé acessa a internet? (a)Sempre; (b)As vezes; (c)Raramente

. Vocé acredita que esclareceu alguns conceitos fundamentais de Geometria?

Explique:

. Vocé se sentiu motivado a continuar estudando Geometria?

O curso atendeu suas expectativas?

Vocé tem alguma sugestdo para um proximo curso de Matemadtica?

O que poderia ser melhor neste curso?

Obrigada pela colaboragéo!
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APENDICE G - TESTE FINAL

1. Como poderiamos definir o didmetro de um poligono regular? Indique um segmento

que representa o diametro do poligono abaixo :

Figura 74 — Questdo 1, Teste Final

Fonte: Elaborada pelo autor.

2. Qual segmento melhor representa os didmetro das figuras a seguir:

Figura 75 — Questdo 2, Teste Final

Fonte: Elaborada pelo autor.

(@)hes;(b)rel;(c)fep;(d)gep; (e)ges.
3. A seguir o circulo S com diam(S) = d esté dividido em duas regides H; e H, por
meio de uma corda a. Qual comprimento representa o didmetro de H; e H, ,

respectivamente?

Figura 76 — Questdo 3, Teste Final

Fonte: Elaborada pelo autor.

(@) HH=aeH,=a; (b)H =aeH,=d;(c)H,=deH,=d;(d)H =de
H,=a;(e) HH=aeH,=0.
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4. Quantos pares de pontos realizam a maior distancia no circulo, quadrado e triangulo

equildtero, respectivamente?

Figura 77 — Questao 4, Teste Final

Fonte: Elaborada pelo autor.

(a) 1, 2, 3; (b) infinitos, 2, 3; (c) 2, 4, 1; (d) 1, 4, 3; (e) infinitos, 4, 3.
5. Os poligonos regulares apresentam uma relacdo quanto a quantidade de pares de
pontos que realizam a distancia d. Considere poligonos de didmetro d. Sabe-se que
n é o numero de lados do poligono.
Quando n ¢ par tem-se que 3 pares realizam a distancia d e se n for impar temos n
pares de pontos que realizam a distancia d. Sabendo-se disso quantos pares realizam

a distancia d em um octégono, undecagono e icosagono, respectivamente?
(a) 2,11, 5;
(b) 8,11, 20;
(© 4,10, 11;
@ 4,11, 10;

(e) 6,8, 10.
6. Indique a alternativa que apresenta uma divisdo de um circulo S com diam(S) =d

de modo que todas as partes tenham o didmetro menor que o didmetro inicial:

Figura 78 — Questdo 6, Teste Final

(a) (b) (c) (d) (e)

Fonte: Elaborada pelo autor.

7. Qual o menor nimero de partes que podemos dividir respectivamente uma elipse,
um quadrado e um tridangulo equildtero de modo que estas regides tenham o

diametro menor que d? Trata-se de encontrar o a(F).

(@2,2,3;,1)1,1,3;(1,2,3; (d2,1,2; (e) 3,1,2;
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Figura 79 — Questdo 7, Teste Final

Fonte: Elaborada pelo autor.

8. Encontre o valor em cm dos didmetros respectivamente do quadrado e do triangulo

sabendo que seus lados valem 1cm.

Figura 80 — Questdo 8, Teste Final

1cm

Fonte: Elaborada pelo autor.

(a) 1el.
(b) v2el.
© v2eL
(d) 4e3.
(e) 2e3.

9. Qual o valor, em relacéo a d, do lado do hexdgono que circunscreve um circulo de

didmetro d? Veja a figura:

Figura 81 — Questdo 9, Teste Final

Fonte: Elaborada pelo autor.

@ d; ) ;5 (@ §; @ & (@ .

10. Borsuk utilizou o Teorema de Pall que diz que toda figura plana pode ser inserida em
um:
(A)Quadrado; (B)Pentdgono regular; (C)Hexdgono regular; (D)Octégono regular;
(E)Circulo.
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11. Mostre, com o menor ntimero de regides possiveis, uma forma de dividir este
tridangulo equilatero de didmetro d de modo que em cada regido o didmetro seja

menor que d:

Figura 82 — Questdo 11, Teste Final
B

Fonte: Elaborada pelo autor.

12. Toda figura plana de diametro d pode ser dividida em trés partes onde o diametro de
cada regido ndo serd maior que %g. Seja d a distancia entre os lados paralelos desse

hexdgono, demonstre como chegar nesse resultado.

Figura 83 — Questdo 12, Teste Final

Fonte: Elaborada pelo autor.

13. Porque nao posso dividir um circulo em trés partes de modo que cada parte tenha

um didmetro menor que %g?

Figura 84 — Questao 13, Teste Final

Fonte: Elaborada pelo autor.
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MINICURSO TEOREMA DE BORSUK NO PLANO

UNIVERSIDADE FEDERAL FEDERAL DO CEARA - UFC PROGRAMA DE MESTRADO
PROFISSIONAL EM MATEMATICA. DEPARTAMENTO DE CIENCIAS.
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