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RESUMO

A presente pesquisa tem como objetivo principal utilizar as relagdes fuzzy para diagnosticar
pacientes infectados com o virus transmitido pelo mosquito Aedes aegypti, os quais podem ser
diagnosticados com dengue, chikungunya ou zika. Para isso utilizamos equacdes relacionais
fuzzy para propor um modelo de diagnostico médico. A ideia basica é relacionar os sintomas
ou sinais de pacientes com essas trés doencas. Inicialmente, estudamos conceitos basicos da

Teoria dos Conjuntos Fuzzy, por meio de defini¢des, teoremas e exemplos.

Palavras-chave: Conjuntos Fuzzy, Logica Fuzzy, Relacdes Fuzzy, Diagnostico Médico, Aedes

aegypti, Dengue, Chikungunya, Zika.



ABSTRACT

This research aims to use the fuzzy relations to diagnose patients infected with the virus
transmitted by the mosquito Aedes aegypti, which can be diagnosed with dengue,
chikungunya or zika. For this we use fuzzy relational equations to propose a model of medical
diagnosis. The basic idea is to relate the symptoms or signs of patients with these three
diseases. First we studied basic concepts of Fuzzy Sets Theory through definitions, theorems

and examples.

Keywords: Fuzzy sets, Fuzzy Logic, Fuzzy Relations, Medical Diagnosis, Aedes aegypti,
Dengue, Chikungunya, Zika.
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INTRODUCAO

Conforme evidencia Lakatos & Marconi [15]:

"... a caracteristica da pesquisa documental é que a fonte de coleta de dados esté
restrita a documentos, escritos ou ndo, constituindo e que se denomina de fontes primarias.
Estas podem ser feitas no momento em que o fato ou fendémeno ocorre, ou depois".

Em outras palavras, o trabalho bibliografico ndo é mera repeticdo do que ja foi dito ou
descrito sobre o assunto, mas propicia um novo enfoque ou abordagem chegando a
conclusBes inovadoras. Para isso, articula-se em estudos bibliogréaficos para construgéo
teorica desse trabalho.

Esta pesquisa pretende mostrar o qudo importante pode ser a Ldgica Fuzzy, também
conhecida como Légica Difusa, para a Biomedicina enfatizando o processo incerto de
diagnosticar varias doencas. Aqui, o foco sdo pacientes infectados pelo virus de uma ou mais
doencas (dengue, chikungunya ou zika) transmitidas pelo vetor Aedes aegypti, o "famoso"
mosquito da dengue. Para tanto, as relacdes fuzzy sao relativamente faceis de se entender e de
se usar na préatica, além de que o conhecimento matematico ndo € tdo complexo como parece
a primeira vista. Assim, utilizando-se de dados coletados em tabelas e representando-o0s em
matrizes, estes valores sdo convertidos em graus de pertinéncia. No entanto, € proposto um
modelo matematico para o diagndstico médico utilizando-se de equacdes relacionais fuzzy.

Com o grande volume de informagdes provenientes de novas tecnologias médicas
utilizadas pelos clinicos, o processo de classificar diferentes tipos de sintomas através de um
unico nome e determinar o tratamento adequado se mostra um pouco complicado e muitas
vezes, portanto, uma doenga pode se manifestar em estigios diferentes em pacientes
diferentes, além de que um sintoma pode se manifestar em estagios diferentes em pacientes
distintos. Entretanto, o conhecimento médico em relacdo ao sintoma-doenca pode gerar
duvidas, incertezas e imprecisdes no processo de diagndstico, enquanto que o conhecimento
relativo ao estado do paciente constitui outra. Uma alternativa para incluir essas incertezas no
diagndstico médico foi um modelo que utiliza a Logica Fuzzy [16] [19] [26].

O termo Logica (do grego Aoytkn = logiké = 16gos) pode ser definida como a ciéncia
do raciocinio, e foi estudada por varias civilizagdes na Antiguidade. Porém, foi Aristételes
guem apresentou de maneira mais elaborada os primeiros textos de Idgica, originando assim a
I6gica aristotélica. Sua teoria baseava-se na ideia de que um elemento pertencia a um

determinado conjunto se tivesse alguma caracteristica em comum, e caso ndo tivesse nenhum
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dos atributos, este elemento estaria numa outra categoria. Esta foi a base para o célculo de
predicados em que as sentencas sdo binarias, isto €, ou sdo verdadeiras ou sdo falsas, nao
podendo ser ao mesmo tempo parcialmente verdadeira e parcialmente falsa. O emprego da
I6gica de Aristételes levava a uma linha de raciocinio légico baseado em premissas e
conclusdes, identificado como silogismo de Aristoteles [11] [16] [17] [18] [36].

Ja a Logica Difusa viola as suposicdes aristotélicas. O conceito de dualidade,
estabelecendo que algo pode coexistir com o seu oposto, faz a logica difusa parecer natural e
inevitavel. De fato, presenciamos muitas experiéncias humanas onde as situa¢cdes ndo podem
simplesmente ser classificadas como verdadeiras ou falsas, sim ou ndo, branco ou preto, baixo
ou alto, etc. Por exemplo, um sim ou um ndo, ndo seria uma resposta completa para perguntas
do tipo "A taxa de glicose no seu sangue esta alta ou baixa?. Na verdade, entre a certeza de
ser (sim) e a certeza de ndo ser (ndo), existem infinitos graus de incerteza. Porém, para esta
imperfeicdo intrinseca a informacéo representada numa linguagem natural, pode ser tratada
matematicamente pelos graus de pertinéncia na Logica Fuzzy.

Contudo, a Logica Difusa, com base na Teoria dos Conjuntos tem se mostrado muito
adequada para tratar "imperfei¢cbes” da informacdo e de forma mais objetiva e preliminar
podemos definir essa logica como sendo uma ferramenta capaz de capturar informacdes
vagas, em geral descritas em uma linguagem natural e converté-las para um formato
numeérico, de facil manipulacdo pelos computadores da atualidade. Pode ser também definida
como a légica que suporta os modos de raciocinio que sdo aproximados, ao invés de exatos,
baseada na Teoria dos Conjuntos Fuzzy diferindo dos sistemas ldgicos tradicionais. Nesta
I6gica, o raciocinio exato corresponde a um caso limite do raciocinio aproximado,
interpretado assim, como um processo de composicao difusa. [11] [16].

A logica em questdo, foi introduzida em 1965 por Lotfi A. Zadeh (Universidade da
Califérnia em Berkeley) e combina légica multivalorada, teoria probabilistica, inteligéncia
artificial para que possa representar 0 pensamento humano, ou seja, ligar a linguistica e a
inteligéncia humana como os usados em controladores fuzzy. A Zadeh é atribuido o
reconhecimento como grande colaborador do controle moderno. Em meados da década de 60,
observou que os recursos tecnolégicos disponiveis eram incapazes de automatizar as
atividades relacionadas a problemas de natureza industrial, biolégica ou quimica que
compreendessem situacbes ambiguas, ndo passiveis de processamento através da ldgica
computacional fundamentada na ldgica booleana. Procurando entdo solucionar esses

problemas o Prof. Zadeh publicou em 1965 um artigo resumindo os conceitos dos conjuntos
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fuzzy, revolucionando o assunto com a criacdo de sistemas fuzzy, onde o valor verdade de
uma proposicdo pode ser um subconjunto nebuloso de qualquer conjunto parcialmente
ordenado, ao contrério dos sistemas logicos binarios, em que o valor verdade s6 pode assumir
dois valores: verdadeiro (V) ou falso (F). Uma das vantagens do uso da Logica Fuzzy em
sistemas dedutiveis é a possibilidade de gerar uma saida logica a partir de um conjunto de
entradas com informacdes vagas, ambiguas e imprecisas. Neste aspecto, os sistemas fuzzy
auxiliam para que as decisdes tomadas pela maquina se aproximem cada vez mais das
decisdes humanas [2] [7] [11] [16] [38].

Essa dissertacdo estéd dividida em quatro capitulos, como se segue: o capitulo 1 traz
definicbes e conceitos basicos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, necessarios para o
desenvolvimento deste trabalho, assim como teoremas, exemplos e ilustracdes; no capitulo 2,
estuda-se as relacbes fuzzy; o capitulo 3 aborda nocbes basicas da Légica Fuzzy e equacBes
relacionais fuzzy; no capitulo 4 estd o0 modelo matematico para diagnostico médico por meio
de equac0es relacionais fuzzy para dengue, chikungunya e zika; as consideracdes finais sdo

feitas no capitulo 5.
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CAPITULO 1. CONJUNTOS FUZZY

"E no entanto, ver-se-a4 bem que

néo se pode chegar a saber o que
cada coisa realmente é".
(Demdcrito de Abdera - Séc. V a.C).

" Do que se pode ter certeza?" [6].

"Cogito, ergo sum", é a resposta de Descartes para 0s questionamentos da certeza.
Sua resposta esta na raiz de toda especulagdo filoséfica racional, muito questionada até hoje.
Na época de Demdcrito, os pensadores ndo eram menos exercitados por tais dilemas
epistemoldgicos, e a tendéncia dominante entre os pré-socraticos, principalmente entre os
sofistas, era a de vagar pelo lado do relativismo, e até mesmo do ceticismo. Contudo, a
auséncia da certeza, ou seja, a incerteza, € algo que carregamos desde primoérdios da
humanidade e, no entanto, ndo é agora que sera extinta. Pelo contrario, esta sendo cada vez
mais estudada, e introduzida na Matematica, principalmente em noc¢bes bésicas da Logica
Fuzzy ou Ldgica Difusa. Ja a terminologia conjunto € um conceito fundamental em todos os
ramos da Matematica, e ndo sendo diferente, também serve como base para os estudos sobre a
Ldgica Difusa.

Quando nos deparamos com situacfes cotidianas do tipo "vocé tem que melhorar sua
alimentacdo, estd muito gordo” ou "hoje estd um calor escaldante”, percebemos que nem
sempre representam o que queremos expressar. De certo modo, essas expressdes representam
uma subjetividade, no sentido de que ndo sabemos definir precisamente, o que exatamente é
fazer calor ou ser gordo, pois depende de uma série de variantes. Para tanto, quando
trabalhamos com conjuntos fuzzy, tal imprecisdo é associada a uma funcéo a qual chamamos
de funcdo de pertinéncia e, deste modo, conseguimos definir o quanto é fazer "muito calor” ou
ser "muito gordo™.

Um conjunto classico, ou crisp em inglés, fica bem definido, pois conseguimos
identificar claramente se um elemento pertence ou ndo a um determinado conjunto. Seja A, 0
conjunto das pessoas obesas com 89 kg ou mais, para uma estatura média de 1,70 m, ou seja,
um individuo de 1,70 m de altura é considerado obeso se tiver 89 kg ou mais. Assim, uma
pessoa de 88,9 kg ndo pertenceria ao conjunto A? Seria considerado magro? Nao, e é nesse
contexto que surge a ideia de conjuntos fuzzy e fungédo de pertinéncia que vamos definir mais

adiante.
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Nos conjuntos classicos (crisp), a funcdo caracteristica que determina se um elemento
pertence ou ndo no conjunto, tem contra-dominio {0,1}. Se um elemento esta no conjunto, ele
tem caracteristica 1, caso contrario tem caracteristica 0. Por exemplo, um cachorro tem
caracteristica 1 no conjunto dos mamiferos, enquanto que um peixe tem caracteristica 0 neste
mesmo conjunto. J& nos conjuntos fuzzy, a funcdo é chamada de fungédo de pertinéncia e seu
contra-dominio se estende ao intervalo [0,1] [3]. Podemos definir, por exemplo, uma funcgéo

@ para o conjunto A, tal que ¢(88,9) = 0,97, isto é, uma pessoa de 1,70 m de altura e 88,9 kg

tem grau de pertinéncia 0,97 para obesidade, e deste modo, todas as pessoas poderiam ser
consideradas obesas, mas com grau de pertinéncia entre 0 e 1.

A teoria da Logica Fuzzy enfrentou forte resisténcia por parte da comunidade
cientifica inicialmente, em especial pelos grupos de pesquisadores estatisticos norte-
americanos. Entretanto, com o passar dos tempos esse preconceito foi superado e muitos
pesquisadores vislumbraram as possibilidades que esta teoria oferecia e trabalhos comecaram
a surgir em todo o mundo, particularmente no Japédo, onde a Ldgica Fuzzy desenvolveu-se
rapidamente [26].

Ja na primeira década (1965 - 1975), os tedricos se esforcaram para estender seus
fundamentos introduzindo novos conceitos e desenvolvendo outras abordagens dessa teoria,
como as relacdes fuzzy, as variaveis linguisticas, os processos de decisdo fuzzy, as medidas
fuzzy, sistemas topoldgicos, algebra com nimeros fuzzy, etc.. Em 1972, sob a coordenacéo do
professor Toshiro Terano, formou-se no Japdo o primeiro grupo de pesquisas em sistemas
fuzzy, e em 1974 foi apresentado o primeiro controlador fuzzy criado por E. Mamdani, no
Reino Unido. Em 1976, temos a primeira aplicacdo industrial da Légica Fuzzy, desenvolvida
pelo Circle Cement e SIRA, na Dinamarca, onde um controlador fuzzy incorporava o
conhecimento e a experiéncia dos operarios para controlar os fornos das fabricas. Em 1977,
Didie Dubois aplicou os conjuntos fuzzy em um estudo sobre condigdes de trafego e no
mMesmo ano surgiu o primeiro sistema especialista fuzzy [26] [30] [37].

Em 1985 foi desenvolvido o primeiro chip fuzzy por Masaki Togai e Hiroyuke
Watanabe, no laboratorio Bell (EUA). Em 1987 foi inaugurado no Japdo, no sistema do metrd
de Sendai, o primeiro trem controlado por meio da Logica Fuzzy. Foi também neste ano que a
Yamaha desenvolveu a Yamaha-50, um helicoptero ndo tripulado totalmente controlado por
um controlador fuzzy. Em 1988 comecou a operar no Yamaichi Fuzzy Fund, o primeiro
sistema de comeércio financeiro fuzzy. Mas foi em 1990 que esta teoria atingiu sua

popularidade com o lancamento da primeira maquina de lavar roupas, pela Matsushita
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Electric Industrial Co, a qual funcionava por um controlador fuzzy, marcando assim o inicio
do desenvolvimento de produtos de consumo [26] [30].

Atualmente, é possivel encontrar principalmente no Japdo, varios eletrodomésticos
cujo sistema é baseado em controles fuzzy (televisdo, camera fotografica, panela de
cozimento de arroz, videos, etc.) e existem varias empresas que possuem laboratorios de
pesquisas em Légica Fuzzy para desenvolvimento de seus produtos (Siemens, Daimler-Benz,
Klockner-Moeller, SGS-Thomson, General Motors, Motorola, Hewlett-Pckard, etc) [ 27].

Dessa forma nota-se o qudo rapido se deu o desenvolvimento da Teoria dos Conjuntos
Fuzzy e o quéo abrangente tem sido suas aplicacdes. E notavel cada vez mais o interesse por
essa teoria por profissionais e pesquisadores das mais diversas areas, dada a sua capacidade de
explorar variaveis linguisticas, da possibilidade de desenvolver raciocinios mais proximos do

ser humano, da sua diversidade de operages e de sua potencialidade em aplicagdes.

1.1. Histdria da Logica

Ao longo dos tempos, varios questionamentos a respeito de incertezas tém sido
preocupaces de fildsofos e de pesquisadores, pois € um tema que tem gerado muitos debates
e controveérsias desde a Grécia Antiga, quando os gregos colocaram explicitamente a questao
"Transformacdo ou Permanéncia?”, referindo-se as duas dimensGes do pensamento,
separadas e até opostas. Os filésofos pré-socraticos, por volta de séc. VI a.C., nas cidades
gregas da Asia Menor, procuravam desenvolver formas de explicacdo da realidade natural, do
mundo que os cercava, independentemente do apelo a divindades e a forgas sobrenaturais [2]
[17]. Em outras palavras, observavam a natureza e questionavam sobre a origem de tudo,
quais os fundamentos de sua existéncia e procuravam fazer afirmagdes com base em seus
pensamentos sobre 0 universo na tentativa de explicar as coisas que nele existem.

Dois dos mais importantes fildsofos pré-socraticos, Parménides de Eleia e Heréaclito de
Efeso, que foram praticamente contemporaneos (VI - V a.C.), num segundo momento da
filosofia pré-socratica e com pensamento menos naturalista, representaram correntes de
pensamentos rivais na filosofia grega. O principio fundamental da filosofia de Heraclito é o
"panta hei", isto €, tudo corre e 0 elemento que escolheu para explicar a origem do universo
foi o fogo: "Este mundo, 0 mesmo de todos os seres, nenhum deus, nenhum homem o fez, mas
era, é e sera um fogo sempre vivo, acendendo-se em medidas e apagando-se em medidas".
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Afirmava que ninguém banha-se no mesmo rio duas vezes: "Nos mesmos rios, entramos e nao
entramos, somos e ndo somos" e Crétilo, seu discipulo elevou o pensamento de seu mestre
dizendo que ndo podemos nos banhar nem mesmo uma vez no rio, pois as coisas estdo sempre
mudando, e o rio ndo é mais 0 mesmo, assim como nos também ndo somos mais 0s Mmesmos.
Contrapondo-se a Heraclito, Parménides dizia "a Unica coisa que existe é o ser - que € 0
mesmo que pensar”. O ser é imutavel e imdvel, uno e continuo, idéntico a si mesmo, Zendo,
seu seguidor, justifica a tese do mestre negando a compreensao do movimento dada na época,
com o famoso paradoxo da tartaruga e Aquiles, ou seja, 0 movimento ndo pode ser tomado
como mais basico, como primitivo e como definidor do real [2] [17] [18] [21].

E dificil de analisar estas controvérsias entre 0s monistas e mobilistas. Do ponto de
vista de Heréaclito, em que os opostos sdo complementares e vé no conflito e no movimento os
principios bésicos do real, a concepcdo de Parménides é insustentavel, e para os monistas de
eleastas, que busca aquilo que € Unico, permanente, estavel, perfeito e eterno, a posicdo dos
mobilistas € absurda. Uma curiosidade é que a maioria dos filésofos pré-socréaticos, exceto
Heréclito, acreditavam nesse algo eterno e imutavel que sustentavam todas as coisas (arché),
ou seja, um elemento primordial. Tales pensava que era a agua; Anaximedes, o ar; Pitdgoras
achava que eram 0s numeros; Demacrito acreditava que eram 0s atomos e o vazio, enfim, a
certeza e a incerteza foram amplamente debatidas pelos filésofos gregos [2] [18].

Os sofistas, que eram 0s sabios contemporaneos e opositores de Socrates ficaram
conhecidos por ensinar a arte retérica, uma técnica de argumentacdo que € a arte de falar bem,
mostrar eloquéncia diante de um puablico para ganhar sua causa. Essa arte era a postura que
os sofistas tinham diante do conhecimento, simplificado num total ceticismo em relacdo a
qualquer tipo de conhecimento absoluto e objetivo, pois ndo interessa saber como as coisas
sdo, tudo é relativo e depende da interpretacdo de cada um a respeito delas. Os principais e
mais conhecidos sofistas da época foram Protagoras de Abdera (490 - 421 a.C.), Gorgias de
Leontinos (487 - 380 a.C.), Hipias de Elis, Licrofon, Prédicos, que foi inclusive, mestre de
Socrates e Trasimaco, dentre outros de que nao temos conhecimentos dos nomes. Protagoras,
juntamente com Gorgias ensinavam a seus alunos como transformar argumentos fracos em
fortes [2] [18].

A ldgica surgiu como ciéncia na Antiguidade. Entre os gregos, diversas escolas
trabalharam esse tema, mas o termo logica foi cunhado por Aristoteles, que apresentou de
maneira mais elaborada os primeiros textos sobre este tema desenvolvendo um conjunto de

leis que regem o pensamento. Socrates, Platdo e Aristételes, trés dos maiores filosofos que
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viveram na Greécia, apresentaram uma contribuicdo continuada que deu grande impulso para a
futura sistematizacdo destes principios [8] [36].

Sécrates confrontava os sofistas de sua época, e a questdo principal era formulada pela
pergunta "O que é?" (Ti Estin) [2]. Infelizmente ndo deixou nada por escrito. Platdo, que
inicialmente compartilhou as ideias de Heraclito e de Parménides, promovendo uma sintese
sobre os mesmos, foi discipulo de Sécrates pelo menos nos dltimos dez anos de vida do
filésofo e apresentou didlogos que tinham o intuito de fazer a defesa do mestre baseados no
método socratico. Provavelmente comegou a escrever seus dialogos devido ao impacto de sua
morte, de seus ensinamentos e da situacdo politica em que Atenas se encontrava naguela
época. Posteriormente, apos ter tido contato com os pitagéricos e eleatas, Platdo se afasta dos
pensamentos de Sdcrates e comeca a desenvolver sua propria doutrina, formulando a teoria
das formas ou ideias [18] [36].

Ja para Aristoteles, que foi discipulo da Academia de Platdo por 19 anos, ndo existe o
mundo das ideias e as esséncias estdo contidos nas préoprias coisas. O conhecimento universal
esta vinculado a sua Ldgica e ao Silogismo. Apds a morte de seu mestre, Aristdteles rompe
com seus ensinamentos e elabora seu préprio sistema filosofico a partir de uma critica ao
pensamento de Platdo, sobretudo a teoria das ideias [18].

Platdo e Aristoteles defendiam respectivamente que a dialética e o silogismo fossem
empregados em busca da verdade, ja os sofistas adotaram a retérica, que é a arte de convencer
em busca do melhor e ndo em busca da verdade, pois esta ndo existe de maneira absoluta [2].

Goérgias, considerado um dos maiores oradores e principais mestres da retorica de sua
época foi um cético que viveu na Silicia e negou a verdade absoluta em seu famoso tratado
Da Natureza ou Do-ndo Ser, ou seja, a impossibilidade do conhecimento em um sentido
estavel e definitivo: "nada existe, ainda que algo existisse ndo se poderia conhecer e, ainda
gue se pudesse conhecer algo, ndo se poderia comunicar esse algo a outrém" . Gérgias da
grande importancia ao logos enquanto discurso argumentativo, e em seu Elogio a Helena faz
a famosa afirmacéo: "O logos é um grande senhor". De cetra maneira, 0 logos pode ser visto
COmMO enganoso, pois ndo se pode ter acesso a natureza das coisas, porem tudo de que se
dispde é o discurso. O logos, contudo, pode ser persuasivo, e Gorgias chega a sustentar que
mais importante do que o verdadeiro é o que pode ser provado ou defendido [9] [18].

A breve sintese de alguns pensadores matematicos e filosofos colocados até aqui tem
como objetivo, justificar a dificuldade de dialogar a respeito de certeza ou incerteza. Se

procurdssemos num dicionario os sinénimos de incerteza, encontrariamos termos como
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imprecisdo, hesitacdo, subjetividade, aleatoriedade, duvida, confusdo, imprevisibilidade,
indecisdo, ambiguidade, indefinicdo, dubiez, etc.

A incerteza proveniente da aleatoriedade de eventos esti bastante desenvolvida e
atualmente se destaca na Matematica. A Fisica Quantica, por exemplo, tem se utilizado das
teorias estocasticas e o fisico W. Heisemberg (1927) em "Principio da Incerteza" relaciona a
posicao e a velocidade de uma particula, onde afirma que néo se pode conhecer com certeza, e
ao mesmo tempo, a posicao e a velocidade de uma particula subatémica [2].

Resolver problemas faz parte do cotidiano da vida das pessoas. No entanto, ao
utilizarem determinado conhecimento, se valem de formas distintas de interpretacdo e
posterior resolucdo dos mesmos. Os conhecimentos subjetivos, que representam informacdes
linguisticas, usualmente sdo muito dificeis de quantificar utilizando matemética convencional
e geralmente sdo ignorados por engenheiros de projetos, mas frequentemente sdo utilizados
para avaliar seus projetos, pois 0 mundo em que vivemos ndo é constituido apenas por fatos
absolutamente verdadeiros ou falsos. Para descrever certos fenémenos relacionados em nosso
cotidiano, temos utilizado graus que representam qualidades ou verdades parciais ou ainda
padrées do melhor (na linguagem sofista) [2]. Esse é o caso, por exemplo, dos conceitos de
obeso, alto, fumante, presa, bonito, fome, rapido, etc.

E, no entanto, neste tipo de incerteza que a LAgica Fuzzy tem dado suas principais
contribuicdes. Relacionando, respectivamente em "grupo” de pessoas obesas, altas, fumantes,
bonitas, famintas e rapidas. Existem exemplos tipicos de "conjuntos" cujas fronteiras podem
ser definidas por meios de propriedades subjetivas ou atributos imprecisos, isto &, sdo
consideradas incertas, pois quando falamos em uma pessoa obesa, por exemplo, temos
inimeras colocac@es, ou seja, um individuo com 150 kg é mais obeso que outro com 90 kg.
Mesmo definindo que os dois sdo obesos, eles ndo ttm o mesmo grau de obesidade. Séo
valores incertos. Se dissermos a outrem que dois individuos sdo obesos, ndo havera uma
distingdo de peso, pode ser que tenham o mesmo peso ou haja uma enorme diferenca entre
ambos, mas ndo um valor fixo e exato para obesidade.

Fixando no mesmo exemplo das pessoas obesas, uma proposta para formalizar
matematicamente tal conjunto poderia ter pelo menos duas abordagens [2]: uma classica,
distinguindo a partir de que medida de peso um individuo é considerado obeso. E uma
segunda abordagem, menos convencional, é dado de maneira que todos os individuos sejam
considerados obesos com maior ou menor intensidade, ou seja, com um grau de pertinéncia.

Neste caso, um individuo com maior massa corporal terd maior grau de pertinéncia para a
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classe dos obesos e desta forma, podemos dizer que todos os individuos pertencem a esta
classe, com mais ou menos intensidade.

Foi a partir de desafios como esse, onde é incerta a propriedade que define o conjunto,
que surgiu a Teoria dos Conjuntos Fuzzy, que vem se destacando cada vez mais em nosso
cotidiano, tanto do ponto de vista tedrico como nas aplicaces em diversas areas do estudo.

A palavra "fuzzy" é de origem inglesa, e significa incerto, difuso, nebuloso, vago,
impreciso, subjetivo, enfim, significa algo que ndo esta claro. A maioria dos paises tem usado
a palavra fuzzy sem traduzi-la para sua lingua patria, com algumas exce¢des como Franga que
traduziu para nebule e alguns paises latinos que usam a palavra borroso, no lugar de fuzzy [2].

A Logica Difusa é a forma de l6gica multivalorada onde os valores logicos das
variaveis podem ser qualquer nimero pertencente ao conjunto dos reais, entre 0 e 1, onde 0 é
totalmente Falso, e 1 significa completamente Verdadeiro, diferentemente da Idgica booleana,
em que os valores logicos das variaveis podem ser apenas 0 e 1. Além disso, quando as
variaveis linguisticas sdo usadas, esses graus podem ser manipulados por funcdes especificas.

Dentro deste conceito, surge em 1965 o termo Ldgica Fuzzy, introduzido pelo
matematico Lotfi Asker Zadeh [38], professor no Departamento de Engenharia Elétrica e
Ciéncias da Computacdo da Universidade da California, em Berkeley [29] com a proposta da
Teoria dos Conjuntos Fuzzy, quando ele trabalhava com problemas de classificacdes de
conjuntos que ndo possuiam fronteiras bem definidas (a transicdo entre conjuntos é suave, e
ndo abrupta) [26]. Sua principal intencéo era dar um tratamento matematico a certos termos
linguisticos subjetivos. Esse seria 0 primeiro passo no sentido de se programar e armazenar
conceitos vagos em computadores, tornando possivel a producdo de célculos com
informagdes imprecisas. A ideia de Zadeh foi flexibilizar a pertinéncia de elementos aos
conjuntos, criando a nogdo de grau de pertinéncia, ou seja, um elemento poderia pertencer
parcialmente a um dado conjunto. Para modelar matematicamente esse tal "conjunto”, Zadeh
propds o conceito de conjunto fuzzy a partir de uma funcdo de pertinéncia que indica o quanto
um elemento faz parte do conjunto [29].

As implementacdes da ldgica difusa permitem que estados indeterminados possam ser
tratados por dispositivos de controle, o que permite avaliar termos linguisticos, como por
exemplo, temperatura (quente, médio, morno), velocidade (muito rapido, rapido, médio, lento,

muito lento), sentimento de felicidade (radiante, feliz, apatico, triste), etc.
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1.2. Conceitos Basicos da Teoria Classica de Conjuntos

De maneira semelhante aos termos ponto e reta da Geometria, 0s termos conjunto e
elemento da Teoria Classica de Conjuntos ndo tem definicdo, ou seja, sdo considerados
nogdes primitivas [23]. Conjuntos podem ser caracterizados como uma cole¢do de objetos
distinguiveis que compartilham de algumas caracteristicas em comum, as quais qualificam a
pertencer ou ndo ao conjunto. Os objetos que formam o conjunto sdo denominados elementos
do conjunto.

Geralmente os conjuntos sdo denotados por letras mailsculas e seus elementos por
letras minGsculas. A letra U denota o conjunto universo, que nada mais € que um conjunto
gue contém todos os outros conjuntos, considerados de certo problema [3]. Assim, todos os
conjuntos trabalhados num problema podem ser considerados subconjuntos de um conjunto
maior, o Conjunto Universo.

A nocdo de pertinéncia de elemento a conjunto também é considerada primitiva, ou
seja, sem definicdo. Para indicar que determinado objeto x é elemento de um conjunto A,

escrevemos X € A, e para indicar que x ndo € elemento de A, escrevemos X ¢ A.

Definicéo 1.1: Seja U o conjunto universo, entdo todo subconjunto A de U define uma funcéo

X ., chamada funcgéo caracteristica, tal que:

1 sexeA
0 sex ¢ A

XA(X) :{
A funcdo caracteristica discrimina quais elementos de U sdo elementos do conjunto A

e quais ndo séo, ou seja, para cada xeU, se x é elemento de A, nota-se X ,(x)=1, e sex

ndo é elemento de A nota-se X ,(X) =0.

A representacdo de conjuntos por meio de sua fungdo caracteristica € muito

importante, dado que pode ser generalizada para conjuntos fuzzy.

Exemplo 1.1: Considere 0 conjunto dos nimeros reais ndo negativos (R*) e seja A, o
conjunto dos nimeros reais entre 2 e 5, inclusive. A fungéo caracteristica do conjunto A €:

1, se2<x<5
0, caso contrario.

X A(X) = {
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A Figura 1.1 abaixo representa essa situacdo graficamente:

Figura 1.1: Representacdo grafica da funcéo caracteristica do conjunto dos numeros reais entre 2 e 5.

Xalz)

Fonte: Adaptado de [23]

A seguir sdo revisados algumas definicdes, proposicdes e teoremas da teoria classica
de conjuntos, pois sdo base para os estudos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy. Foram utilizadas

basicamente as referencias [23] e [29].

Definicdo 1.2: Dois conjuntos A e B sdo iguais (A = B), se e somente se, tiverem 0S mesmos

elementos. Simbolicamente, tem-se A= B se,e somentese,Vx(x € A<> xe B). Se A e B ndo

sao iguais nota-se A= B.

Definicdo 1.3: O conjunto vazio ndo tem elementos e é denotado por @ ou {}.

Definicdo 1.4: Uma familia ou colecdo de conjuntos é um conjunto cujos elementos sao

conjuntos, e sdo notadas com letras maiusculas em italico.

Defini¢do 1.5: Se A e B sd@o conjuntos, dizemos que A esta contido em B (A< B), se e
somente se, cada elemento de A for também elemento de B. Se A < B, entéo A é subconjunto
de B e, se existir um elemento x, tal que xe Be x ¢ A, entdo A € um subconjunto proprio de
B (Ac B). Se Ac B nio se verifica, entdo escreve-se A B. E interessante notar que B
inclui A (B> A)éomesmo que Ac B. Todo conjunto é subconjunto de si proprio e todo

conjunto é subconjunto do conjunto universo.

Proposicdo 1.1: Seja U o conjunto universo e, A e B subconjuntos de U. Entdo sdo validas as
afirmacdes:
28



i) A c Bse,esomentese, X, < Xg;
i) X, g =max{X,, Xz}

iii) X g =min{X,, X };
iv) Se X/A¢é o conjuntocomplemetar de Aem X,entdo X, ,, =1-X,.

Proposi¢do 1.2: Seja U um conjunto universo e {A} uma familia de subconjuntos de U.

iel
Entéo séo validas as afirmacdes:

) XU, A=sup Xy,

i) X N, A =inf_ X

Proposigdo 1.3: Sejam X e Y conjuntos universos e Xx Y, o produto cartesiano de X por Y. Se

Ac X e BcY, entao:

XA><B (X’ y) = min{XA(x), XB (Y)},

para todo par ordenado (x,y) e XxY.

Teorema 1.1: O conjunto vazio estda contido em qualquer outro conjunto. Para qualquer

conjunto A, @ A.

Teorema 1.2: Os conjuntos A e B sdo iguais, se e somente se, se, Ac Be Bc A.

Definicdo 1.6: Dado um conjunto A, a familia de todos seus subconjuntos € chamada de

conjunto poténcia de A e é notada por P(A).

Teorema 1.3: Seja A um conjunto finito com n elementos,entdo P(A) tem 2" elementos.

Definigdo 1.7: Dados dois conjuntos A e B, temos:

1) Unido, definido por A UB={x\xe Aou xe B}, onde "ou" tem significado inclusivo, ou

seja, umas das seguintes situacdes deve ser satisfeita: xe Ae xgB, xg Ae xeB, xeA
e xeB;

i) Interseccéo, definido por AN B ={x\xec Ae xe B};

iii) Disjuntos, definidos por AnB=3.
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Definicdo 1.8: Dado uma familia de conjuntos A, tal que A={A A, A .}, em que
A, = A, se s; =s;. Os elementos do conjunto A podem ser identificados pelos elementos do

conjunto 1 ={s,,s,,S;,...}, e escreve-se:

A={A, liel}.

Os elementos de | sdo chamados de indices, o conjunto | de conjunto indice, A de

conjunto indexado.

Definicdo 1.9: Seja | um conjunto indice. Entdo genericamente, temos:

1) Unido, definida por UAi ={a\ae A, para pelomenosumi e I};

iel

ii) Interseccédo, definida por ﬂAi ={a\ae A, paratodoi e I}.

iel

Definicdo 1.10: Uma parti¢éo p(A) de um conjunto A (p(A)={A \iel}) , é uma familia de

subconjuntos distintos e ndo vazios de A, tal que UA =A e ANnA; =0, para todo

iel

i,jeI(i= j). Osconjuntos A, sdo chamados de blocos da parti¢éo.

Definicdo 1.11: Dados dois conjuntos A e X. O conjunto diferenga X - A € 0 conjunto que
contém todos os elementos de X que ndo sdo elementos de A. Também € conhecido por
complemento relativo, notado por X-A={x\xe X e x ¢ A}.

O complemento absoluto de um conjunto A, notado por A' é o conjunto U - A. Neste

caso, temos X-A= X nA'. O complemento absoluto é sempre involutivo, isto é, A"=A.

Teorema 1.4: Dados dois conjuntos, A um conjunto qualquer e U o conjunto universo, entdo
AUA=Ue AnA=0.

Defini¢do 1.12: Dados dois conjuntos A e B, a diferenca simétrica, notada por A + B é o

conjunto definido por A + B = (A-B)u(B-A).
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Teorema 1.5: Sejam A, B e C subconjuntos do conjunto universo U, entdo as seguintes

igualdades, descritas na Tabela 1.1 se verificam:

Tabela 1.1: Propriedades das operacdes de complemento, unido e intersec¢ao de conjuntos.

Involucéo A'=A

Comutativa AUB=BUA
AnB=BnA

Associativa (AuB)uC=Au(BUC)

(AnB)NnC=AnNn(BNC)

Distributiva ANn(BuUC)=(AnB)U(ANC)
AuBNnC)=(AuB)n(AuC)

Idempoténcia AUA=A
AnA=A
Absorc¢ao AU(ANB)=A

An(AuB)=A

Absorcdo porUe @ AuU=U

AN@=0
Identidade Av@d =A
AnU=A
Contradicao ANnA=0
Meio Excluido AUA=U
De Morgan (AnB)'=AUB'
(AuB)=ANB
Fonte: [13].

1.3. Subconjuntos Fuzzy

Para obter a formalizacdo matematica de um conjunto fuzzy, Zadeh baseou-se no fato

de que qualquer conjunto cladssico AcU pode ser caracterizado por uma funcdo
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caracteristica X ,. Desta forma, X, € uma funcéo cujo dominio ¢ U e sua imagem esta
contida no conjunto {0,1}. Nos conjuntos classicos, sabemos dizer com exatiddo se um
determinado elemento pertence ou ndo a um conjunto, isto é, dado um conjunto A e um
elemento x, dizemos que X< A ou x¢ A. Por exemplo, seja A, o conjunto dos numeros
pares. Portanto sabemos que 10 A e 11¢ A. Mas, existe casos em que ndo sabemos dizer
exatamente se um elemento pertence a um determinado conjunto ou ndo, isto é, a pertinéncia

entre elementos e conjuntos ndo é precisa.

Exemplo 1.2: Considere o conjunto dos numeros reais proximos de 5, ou seja, A =

{x € R:x é proximo de 5}.

Questionando se 0 numero 6 € 0 nimero 100 pertencem ao conjunto A, a resposta
seria incerta, pois ndo sabemos dizer até que ponto podemos dizer objetivamente quando um
namero esta proximo de 5. Uma afirmacédo "plausivel” seria que 6 esta mais préximo de 5 do
gue 100. Se compararmos, por exemplo, com o ndmero 1.000.000, o0 numero 100 esta bem
préximo de 5.

Permitindo uma espécie de "relaxamento” no conjunto imagem da funcdo
caracteristica de um conjunto foi que Zadeh formulou matematicamente um subconjunto
fuzzy [38]. E, assim como um conjunto classico fica determinado pela sua funcédo

caracteristica, um conjunto fuzzy fica determinado pela sua funcdo de pertinéncia.

Definicéo 1.14: Seja U o conjunto universo classico. Um subconjunto fuzzy F de U (F cU)
é caracterizada por uma funcdo ¢ :U —[01] pré fixada , chamada fungdo grau de

pertinéncia do subconjunto fuzzy F.

O valor ¢ (x) €[0,1] indica o grau de pertinéncia com que o elemento x de U esta no
conjunto fuzzy F, sendo ¢ (X) =0 e ¢ (x) =1 indicando, respectivamente, a ndo pertinéncia

e a pertinéncia completa do elemento x ao conjunto fuzzy F. Formalmente, a definicdo de
subconjunto fuzzy foi obtida simplesmente ampliando-se o contra-dominio da fungéo
caracteristica, que é o conjunto {0,1}, para o intervalo [0,1]. Assim, podemos dizer que um

conjunto classico € um caso particular de um conjunto fuzzy [2].
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Um subconjunto fuzzy F é composto por elementos x de um conjunto classico U com
um valor de pertinéncia a F, dado por ¢, (X) . Assim, pode-se dizer que um subconjunto fuzzy

F de U é dado por um conjunto classico de pares ordenados:
F ={(x ¢ (x))/ x €U}.

O subconjunto classico de U definido por
suppF ={xeU : o (x) > 0}.
é denominada suporte de F e é fundamental sua participacdo na interrelacdo entre as teorias de
conjuntos classica e fuzzy [2].
Diferentemente do subconjunto fuzzy, o suporte de um subconjunto crisp sempre

coincide com o prdprio conjunto. A Figura 1.2 ilustra esse fato.

Figura 1.2: llustracdo de Subconjuntos Fuzzy e Crisp

er 1F--

suppF suppF=F

) u U
(a) subconjunto fuzzy (a) subconjunto crisp

Fonte: Adaptado de [2].
Veja agora, um exemplo de conjuntos fuzzy.

Exemplo 1.3: Utilizando-se do mesmo Exemplo 1.2, podemos definir ¢4(x): R — [0,1], que

associa x € R a um valor proximo ao ponto 5, como:

1-|x-5| sex e[4,6]

(pA(X)Z{O se x¢[4,6]’

cuja representacdo gréafica € apresentada na Figura 1.3:
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Figura 1.3: Representacdo grafica da funcdo de pertinéncia dos nimeros reais proximos de 5

valr)

os

Dessa forma, ¢,(4,5)=0,5 e ¢,(6,5) =0. Verifica-se, portanto, que x = 4,5 é um
elemento de A com grau de pertinéncia 0,5 e x = 6,5 possui grau de pertinéncia 0 para o
mesmo conjunto A, ou seja, ndo € um ponto proximo de 5 neste caso.

Observa-se aqui que a funcdo de pertinéncia ndo é (nica, ou seja, tem-se uma
subjetividade do termo "proximo de " e pode-se, entdo, definir uma funcdo de pertinéncia
mais conveniente. Suponha, por exemplo, que é suficiente estar no intervalo [4,5; 5,5] para
gue um ndmero seja proximo de 5 com grau de pertinéncia 1 e é definida assim, uma nova

func&o de pertinéncia para A, representada por 6, (X) [3]:

0 sex<4

2x—8 sed<x<45
0 (X)=11 se45<x<55,

—-2x+12 se55<x<6

0 sex>6

cujo grafico é ilustrado na Figura 1.4.

Figura 1.4: Representacao grafica da funcdo de pertinéncia dos nimeros reais proximos de 5

Salx)

o8
oo

04

Com o exemplo 1.3, percebe-se que a funcdo de pertinéncia pode ser elaborada de
acordo com o termo subjetivo do problema em questdo, ou seja, de como se quer avaliar o
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termo "proximo”. A subjetividade estd exatamente na escolha do raio da "vizinhanca".
Especificamente neste caso, todos os valores desta vizinhanca estdo proximos de 5 com o
mesmo grau de pertinéncia que é 1.

Do ponto de vista da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, qualquer uma das fungdes de
pertinéncia usada no exemplo 1.3 pode representar 0 nosso conjunto fuzzy A. Porém cada
uma destas func¢des produzem conjuntos fuzzy distintos.

Funcgdes de pertinéncia fuzzy apresentam os aspectos fundamentais de todas as ac¢oes
tedricas de sistema fuzzy. Uma funcdo de pertinéncia ¢ uma funcdo numérica grafica ou
tabulada que atribui valores de pertinéncia fuzzy para valores de uma variavel em seu conjunto
universo. Deve-se lembrar que o universo de uma variavel representa o intervalo numérico de

todos os possiveis valores reais que uma varidvel especifica pode assumir [29].

1.4. Operagdes com Subconjuntos Fuzzy

Nesta secdo, estende-se as operacdes basicas de conjuntos classicos a conjuntos fuzzy,

como unido, intersec¢do e complementacao.
Sejam A e B, dois subconjuntos fuzzy de U, com funcgBes de pertinéncia ¢, e ¢;,
respectivamente. Diz-se que A é subconjunto fuzzy de B (A< B), se ¢,(X) < ¢z (X) para

todo xeU.

Definicdo 1.15: Dados dois conjuntos A e B, tem-se:
i) Unido entre A e B, notada por AuUB € o0 subconjunto fuzzy de U cuja funcdo de
pertinéncia é dada por:

DruB) (X)= TE%X{¢A(X)’(PB ()}

Esta definicdo é uma extensdo do caso classico de conjuntos, pois para quaisquer

conjuntos crisp A e B, tem-se:
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X, (%) 1 sexeAuB
X) =
AB 0 sexg AUB

B 1 sexeAouxeB
|0 sexgAexeB

= max{X , (), X (9}

ii) Interseccdo entre A e B, notada por AnB é o subconjunto fuzzy de U cuja funcéo de
pertinéncia é dada por:

P(anB) (x) = rl]eiun{§0A (%), 05 (X)}-

De maneira similar, essa definicdo também é uma extensdo da definicdo de conjuntos
classicos. Para quaisquer conjuntos fuzzy A e B, tem-se:

min{X ,(x), Xy ()}=1 X,(x) =1 € X5 (x) =1

= XeAe xeB
= XxeANnB,xeU,

e:
miUn{XA(x),XB(x)}=O<:> X (X)=00u Xz(x)=0
< Xxg AouxeB
< Xxe AnB,xeU.
Logo:

. 1 sexeAnB
mlun{XA(x),XB(x)}: xeU

0 sexg AnB’

iii) Complementar de A, é o subconjunto fuzzy A' (ou A) de U, cuja funcdo de pertinéncia é
dada por:
Pn(X) =1-@x(x), xeU.

Veja graficamente na Figura 1.5 os casos apresentados na Defini¢do 1.15
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Figura 1.5: Operag¢Ges com subconjuntos fuzzy: (a) unido; (b) interseccéo; (c) complemento.

walz) on(z)

(a) " (b) : ()

Exemplo 1.4: Suponha que o conjunto universo U seja composto pelos pacientes de
uma clinica, identificados pelos nimeros 1, 2, 3, 4 e 5. Sejam A e B 0s subconjuntos fuzzy que
representam os pacientes com febre e mialgia, respectivamente. A Tabela 1.2 ilustra as
operacdes de unido, interseccdo e complemento:

Tabela 1.2: Unido, intersecgdo e complementar dos conjuntos A e B.

0,8 0,7

1,0 1,0 1,0 1,0 0,0 |00 1,0

0,5 0,3 0,5 0,3 05 |05 0,5

0,5 0,5 0,5 0,5 05 |05 0,5

1,0 0,3 1,0 0,3 0,0 |00 1,0
Fonte: Adaptado de [2].

Os valores indicados nas colunas, exceto os da primeira, significam os graus com que
cada paciente pertence aos conjuntos fuzzy A, B,AuB, AnB, A, AnA" e AUA,
respectivamente, onde A e B séo supostamente dados para exemplificar a Defini¢do 1.15.

Na coluna A A', o valor 0,2 indica que o paciente 1 esta tanto no grupo dos febris
como dos ndo febris, o que é um fato absurdo na teoria classica de conjuntos na qual temos a

lei do terceiro excluido, ou seja, ANA=@.
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Definicdo 1.16: Dados A e B, dois subconjuntos fuzzy de U, diz-se que A e B sdo iguais se

suas funcdes de pertinéncia coincidem, isto é, @, (X) = @5 (X),VXx €U .

Proposicado 1.4: As operacdes entre subconjuntos fuzzy satisfazem as seguintes propriedades:
i)AUB=BUA

i) AnB=BNnA

i) Au(BuC)=(AuB)uC

V) An(BNC)=(AnB)nC

V)AUA=A

Vi) AnA=A

vi) Au(BNnC)=(AuB)n(AuC)

Viii) An(BuC)=(AnB)U(ANC)

XiXx)y An@=@0e Aud=A

X) AnU =Ae AuU =U

xi) (AuB)'=AnB'e(AnB)'=A'UB' (leis De Morgan)

A demonstracdo de cada propriedade é uma aplicacdo direta das propriedades de
maximo e minimo entre fungdes, ou seja:
1
rMKﬂ@w@H:ﬂﬂw+wmﬂﬂ@—wd]

minfp(x), y(x)]= %[co(X) 90+ o)~y

onde, o(x)e wy(x) sdo fungdes com imagem em R [2].

Aqui, serd demonstrado que as 11 propriedades acima sdo validas para subconjuntos
fuzzy A, B e C de U:

Piney (¥) = Max{p, (x), 05 ()}
= max{p, (x), 0, ()}
= Pgun (X), VX eU

L AUB=BUA
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ii) Anélogo a (i).

iii)
Pasuc) (x) = TeaL-JX{CDA(X)’(DBuc ()}
= nQEaL-JX{(/’A (), max{ps (X), ¢ (X)}}-
Por outro lado:
PaByoc (x) = TEaL'JX{(DAuB (), 0. ()}
= max{max{@, (x), g (x)}, ¢c (X)}-
Considerando o0s seguintes casos:
1) @a(X) 2 @5 (X) = @ (X)
2) 9a(X) 2 9 (X) 2 95 (X)
3) 05 (¥) = 0, (X) 2 0 (X)
4) 95 (X) 2 ¢ (X) 2 @, (X)
5) @ (X) 2 @A (X) 2 g (X)
6) @c (X) 2 g (X) 2 A (X)
Para o caso (1), tem-se:
Pa(Buc) (x) = rDEaL'JX{¢A(X)I¢BuC ()}
= max{p, (x), max{p, (),¢c (O}
= TSX{¢A(X)1¢B(X)}
= @a(X),
e:

Piasrc (X) = Max{g, 5 (), oc ()}
= max{max{g, (x), s (X)}, ¢c ()}
= max{p, (x),¢c (X)}
= @a(X).

E, deste modo segue a igualdade.
~Au(BuC)=(AuB)uC.
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Para os demais casos, a analise ¢ feita de maneira andloga.

o
iv) Analogo a (iii).
v)
Pan () = MaX{p, (,0,(9}
= (%)
SJAUA=A
u

vi) Analogo a (v).

vii)
Pacerc)(X) = nQEaL-JX{¢A(X)1¢BmC ()}
= max{p, (x), min{gg (x), @c (X) 1}

Por outro lado:
DauB)~(ALC)) (X) = rlliun{(PAuB (X),@nc (X)}
= min{max{g, (x), g (X)} max{g, (x), pc (x)}3-

Considere novamente os casos Vvistos em (iii), observe que a propriedade também é
valida para (1), os demais seguem de modo analogo.

Assim, para o caso (1), tem-se:
Pacierc) (X) = MX{P, (X), @ (X)}
= max{p, (X), Mk, (), (03}
= max{p, (), 0c ()}
= @a(X),

40



Pamriaccy (X) = Min{p, g (X), 05 c (0}
= mir{max{g, (x), g (X)},max{p, (), ¢c (X) }}
= Mi{p, (x), @ ()}
= Pa(X).

E assim segue a igualdade.
~AUBNC)=(AuB)N(AUC).

|
viii) Analogo a (vii).
XiX)
Pao (X) = MM, (X), 95 (X)}
= min{y, (x),0}
=0=g,(X).
LAND=0.
E:
Pap(X) = nx]e%x{goA(X)’ P (X)}
=max{p, ()0}
= @a(X).
LAUG=A
|

X) Anélogo a xix.
Xi)

Neste item, temos uma das leis De Morgan.

Seja ¢, afuncao de pertinéncia associada ao subconjunto A. Entdo:
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Paoe = Max[l—g, (u)1- @y (U)]
— [0 0, 0) + @, (@) +loa ()~ 05 )]
S R CAORTA DR NORA®)

:1_%[¢A(u))+¢8 (U) —[@a () — g (U)]
=1- Teiun[gDA (u), g (u)]

=1-¢, ()
= ®(a~BYy (u).

- AUB'=(ANB).

1.5. O Conceito de a-nivel

O conjunto de todos os elementos que pertencem a um conjunto fuzzy A, com pelo

menos grau o € chamado de a-nivel, e denotado por [A]”.

Definicdo 1.16: Dado um subconjunto fuzzy A de U, e a<[0,1], o a-nivel de A é o
subconjunto cléssico de U, definido por:

[A]” ={xeU :9,(X) > a}, parad < a <1.

Assim, o conjunto [A]” consiste nos elementos de U cujo grau de pertinéncia é maior
ou igual a a, sendo que o maior nivel é a = 1, e determina um conjunto de U ao qual pertence
completamente a A. E facil verificar que [A]” 1 [A]” e B > « . De fato:

Sea < S8, entdo x € [A]? = @.(x) > B > «a, paratodo x € U.

Logo x € [A]%. E, portanto, [A]”1 [AJ.
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Veja na Figura 1.6, a ilustragdo grafica dos conjuntos de a-niveis. Note ainda que estes
conjuntos de a-niveis Sdo conjuntos crisp:
Figura 1.6: Ilustragdo dos Conjuntos de a-nivel.

09

os

B oz
06
08 -
aa _[(A]
a 03
02
[(A]®
0.1
% 0.1 02 03 04 0s 06 07 08 05 1

Fonte: [19]

A defini¢do de a-nivel é muito importante, pois fornece uma maneira diferente de se
considerar um conjunto fuzzy. Quando a funcao de pertinéncia determina completamente um
conjunto fuzzy, seus valores pertencem ao intervalo [0,1], entdo o conjunto fuzzy A pode ser
descrito pela unido de todos os conjuntos a-niveis: A =U, A,, a € [0,1]. Em outras palavras,
cada conjunto fuzzy pode ser representado pela agregagdo de seus conjuntos de a-niveis, isto
é, todo conjunto fuzzy pode ser decomposto em uma familia de a-niveis. Os problemas
formulados na estrutura dos conjuntos fuzzy podem ser resolvidos utilizando técnicas néo-
fuzzy, aproveitando o formalismo cléssico e resultados disponiveis. Os Varios conceitos
importantes na andlise difusa, como diferenciabilidade e integrabilidade sdo construidos a
partir dos conceitos de a-niveis, desenvolvidos por Dubois & Prade, Kaleva, Ralescu,
Seikkala, dentre outros [26] [19].

Definicéo 1.17: Seja A um subconjunto fuzzy de U. o a-nivel zero é definido como o fecho do

suporte de A, ou seja, [A]° = suppA.

Defini¢do 1.18: Um subconjunto fuzzy (A ¢,) de A é dito normal se todos os seus a-niveis

forem nao vazios, isto é, [A]' = @ .
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Exemplo 1.5: Seja U =ReA c R, um subconjunto fuzzy com a seguinte funcdo de

pertinéncia:

logo:

logo:

Xx—4 ,se4<x<5
P,(X)=<6-%x ,5e5<x<6
0 , Caso contrario

Para O < a <1, tem-se:

[Al” ={xeU:9,(x) 2 a},

Pa(X)=2a>0=¢,(X) >0= x<[4,5]ou x €]5,6].

Para x €[4,5] , tem-se:

oa(X)=X-4>2a=>x24+a.

Para x €]5,6], tem-se:

Pa(X)=6-X2a=06-a =X,

4d+a<x<b-a=xel[d+a,6—-a]

Portanto:

[A]” =[4+a6—a], para O<a<l

Para o = 0, tem-Se:

[AI° =suppA,  onde suppA={x<U;gp,(x)>0}=]4,6[

Logo:
[AI’ = suppA =]4,6[=[4,6].
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Observe na Figura 1.7, a ilustracdo gréfica dos o-niveis [A]” e [A]° #U .

Figura 1.7: Ilustragdo dos a-niveis [A]* e [A]° #U

4

41 F

No exemplo acima, temos [A]° #U , o que mostra que nem sempre temos [A]° =U
Veremos agora um exemplo em que [A]° =U .

Exemplo 1.6: Sejam U = [0,1] e AcU subconjunto fuzzy cuja funcéo de pertinéncia
é dada por ¢, (x) =4(x—x?) [2].

Sendo [A]” ={x€[01]: ¢, (X) > a}, 0<a <1, tem-se:

4(x—x2)2oc:>x—x222:>x2

Portanto:

e, no entanto:

_ng
4
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Logo:
[A]” :{%(1—\/ —a),%(1+\/1—a)}, Va e[0]].

E, para a =0, tem-se:

4(Xx—%x)>0=>x—x2>0= x(1—x)>0.
Assim, tem-sequex>0el-x>0oux<0el-x<0.Mas, como x [0,], ocorre a
primeira condicdo, ou seja, x> 0e x < 1.
Logo:

suppA =[0]].

Assim:

[Al’ = suppA=J0[=[0] =U .
Observa-se na Figura 1.8, a ilustragdo grafica dos a-niveis [A]” e [A]° =U .

Figura 1.8: Ilustragdo dos a-niveis [A]* e [A]° =U

Teorema 1.6: Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U. Uma condi¢ao necesséria e suficiente

para que A =B é que [A]“ =[B]*,Va €[0]].

Veja na Figura 1.9, uma ilustracdo grafica dos intervalos encaixantes determinados

pelos a-niveis e B-niveis e em seguida a demonstracdo do Teorema .
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Figura 1.9: Intervalos encaixantes determinados pelos a-niveis e g-niveis

Demonstracéo [2]:

Supde-se que A = B, entdo:

[A]” ={xeU :¢p,(X) > a}={xeU :p,(x) > a}=[Al.

Por outro lado, se [A]” =[B]”, para todo « <[0]1], supbe-se 4 # B. Entdo:
X eU\ @, (X) # @z (X), isto é, @, (X) > @z (X) ou @, (X) <@gz (X) .

Sem perda de generalidade, suponha ¢, (X) > @5 (X) . Entéo, tome o =@, (X) .

Se xe[A]”™, e como @, (X) > @y (X) =, entdo x &[B]”**. Assim existe um a-
nivel @,(x), tal que [A]”" =#[B]”™, que contradiz a hipétese [A]* =[B]*,Va €[0,]. E,
de maneira analoga, chega-se a uma contradi¢do se admitir ¢, (X) < @3 (X) .

. A=B

Uma consequéncia deste teorema é a existéncia de uma relacdo entre a funcéo de

pertinéncia de um subconjunto fuzzy e as fungdes caracteristicas de seus a-niveis, ou seja:

) . o _[1 sexe[Al
‘PA(X)_Q[%,)l(]mm[a’ e (¥ onde X, (X) = 0 sexe[Al”

Proposicdo 1.5: Sejam A e B subconjuntos fuzzy. Usando a defini¢do de o-nivel, pode-se
elencar as seguintes propriedades:

i) [AUB]” =[A]” V[B]",

i) [AnB]* =[A]” n[B]“.

Demonstracao:

i) Se xe[AUB]“, entdo @, x(X) >0 .
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Como @, 5 (X) = rDE%X{CDA (X), 5 (X)}, entao:

Pa(X), s& 9, (X) > @5 (X)

Daus (x) = {% (x), se @, (X) <@g (X)

Logo, @,(X)=a ou @ (X) 2.
Portanto, x e [A]” U[B]”.

Por outro lado, e xe[AUB]“, entdo xe[A]” ou xe[B]”. Logo ¢,(X)>a ou
p.(X) 2.

Desse modo m%x{gpA(x),(pB (X)}= «, e portanto, @, 5(X) > a = xe[AUB]”.

~[AUB]* =[A]* U[B]".

i) Demonstracdo analoga a anterior.

Lembrando que o suporte de um conjunto fuzzy A é o conjunto classico:
suppA={xeU : p,(x) >0},
e, se 0 suporte de A for finito (supp A={X,,X,,.., X,}) com n elementos, ¢ comum usarmos

para descrever tal conjunto, a seguinte notagao:

A= (X)X + @ (X)X + o+ 0, (X)X, =Z¢A(Xi)/xi .

i=1

E, caso contrario, quando o conjunto fuzzy A, tem suporte enumeravel:

A= (X)X + @ (X)X + o+ 0, (X)X, =Z¢A(Xi)/xi .
i=1
Vale notar que o simbolo / ndo indica divisdo, e sim a associacdo de elemento com seu
respectivo grau de pertinéncia @,(x;). O simbolo + néo significa adi¢do, bem como z ndo

significa somatério. E apenas uma forma de conectar os elementos de U — A com seus

respectivos graus.
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Exemplo 1.7: Seja A o subconjunto fuzzy dos reais representados por:

A:Z‘PA(Xi)/Xi =0,3/1+09/2+082/3+01/5+1/7+0,5/10
i=1

Como ¢, (1) =0,7, p,(2)=01, ..., 9, (10) =0,5, entdo denota-se A’ por:

A=>1-p,(x)1/x =07/1+01/2+018/3+0,9/5+0/7+0,5/10

i=1

Neste caso, 0 0,15-nivel de A e A", por exemplo, sdo dados respectivamente por:

[AI"® ={1,2,3,7,10} e [A]**® ={L,3,5,10}.

1.6. O Principio de Extensdo de Zadeh

O Principio de Extenséo permite mapear conjuntos fuzzy de um dominio em conjuntos
fuzzy de outro dominio a partir de uma funcéo classica e surgiu da necessidade de se aplicar
uma funcao classica a argumentos imprecisos. Neste sentido, se tem uma funcédo f e precise
aplica-la a argumentos fuzzy, entdo deve-se recorrer ao principio de extensdo [26].

O argumento fuzzy descreve a distribuicdo de possibilidades do argumento da funcéo f
e, no entanto, para cada valor que a variavel da funcdo pode assumir, o funcional produz sua
possivel imagem fornecendo também a distribuicdo de possibilidades dessa imagem. Vale
ressaltar que, dependendo da funcdo, pode ocorrer que diferentes valores de entrada sejam
mapeados no mesmo valor de saida, como ocorre com fungbes nédo injetoras e neste caso, é
preciso determinar a possibilidade de cada um dos valores de saida através da combinacdo dos
graus de pertinéncia de todos os valores de entrada que mapeiam o mesmo valores de saida,
que pode ser feito usando o operador sup. A Figura 1.10 € uma ilustracdo gréfica de
mapeamento de uma distribuicdo de possibilidades para uma funcdo monotonica, em que A e
B sdo conjuntos fuzzy.

O Principio de Extensdo de Zadeh para uma funcdo f :X — Z, tem por objetivo

indicar como deve ser a imagem de um subconjunto fuzzy A de X por meio de f, esperando

que esta imagem seja um novo subconjunto fuzzy de Z.
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Definigdo 1.18: Sejam A um subconjunto fuzzy de X e f uma funcéo , tal que f: X —->Z.A

extensdo de Zadeh de f € a funcéo f que, aplicada a A fornece o subconjunto fuzzy f(A) de

Z, cuja funcéo de pertinéncia é:

sup p,(x) se f*(2)=@
i@ =110 :
0 se f(2)=0

onde f'(z) ={x;f(x)= z} denomina-se a pré-imagem de z.

Observa-se que se f for bijecdo de X em Z, entdo a funcdo de pertinéncia de f(A) é

dado por (Df(A)(Z) = rﬁ%>)<goA(x) , jaque dado z € Z, existe um Unico x € X com f(x) = z.

Logo f™*(z2)=@.

No entanto, a unicidade deste elemento garante que maxe, (x) = @, (f *(2)) e, deste
f2)

modo tem-se:

Pim (D =0u(F (D).

Para 0 caso em que f é bijetora, veja na Figura 1.10, uma ilustracdo gréfica para a

obtenco da .extensdo f def.
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Figura 1.10: Imagem de um subconjunto fuzzy a partir do principio de extensdo para uma funcéo f

monotonica.

A
Y

Y

Fonte: Adaptado de [19]

Se f for injetora, tem-se que z = f(x) pertence ao subconjunto fuzzy f(A), com o
mesmo grau o com que X pertence a A, o que pode ndo ocorrer se f ndo for injetora. De fato:

Xe[Al” © @, (X) 2 a,a €][0,1].

Assim:
o @) 2za=p;, ()2
—ze[f(A].

Seja f : X — Z uma funcdo injetora e A um subconjunto fuzzy de X, enumeravel, e

dado por A:Zgo,\(xi)/xi , entdo, o Principio de Extensdo garante que f(A) ¢ um
i=1

subconjunto fuzzy de Z, dado por:

f(m) = f(im(xi)/xi}ﬁmxi)/ F(x,).

Este principio estende o conceito de uma funcéo aplicada a um subconjunto cléssico
de X, isto é, f : X —Z e Ac X um subconjunto classico. A funcédo de pertinéncia de A ¢

sua funcdo caracteristica.
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Portanto, a extensdo de Zadeh de f aplicada a A, é o subconjunto f(A) de Z, cuja

funcdo caracteristica é dada por:

q)f(A) (Z) :{er(%)iz} XA(X) =

= X (2),Vz.

1 seze f(A)
{0 sez ¢ f(A)

Deste modo, paratodo z € Z tem-se que Pt (2) =X n(2) & f(A) = f(A), sendo:

f(A) ={f(a);ae A}

E, consequentemente:

[F (AT =[f (AT = f(A) = f ([A]).

Este resultado ndo sé vale para conjuntos crisp, como também é valido para conjuntos

fuzzy.

Teorema 1.8: Sejam f : X — Z uma fun¢éo continua e A um subconjunto fuzzy de X. Entao
paratodo « <[0,1], tem-se:
[F (A = F(TAT).
Demonstracéo [35]:
Seja z e f([A]”), entdo 3x, € X\ f(X,) =12, e ¢,(X,)=. Como X, pertence ao
conjunto das imagens inversas de z, entao:

Pt (2) = MAX P, (X) 2 9, (%) =

Logo, Z € [f(A)]“.
Por outro lado, seja X € [f(A)]“ , isto é, Do (X) = a . Assim:

frX)2@ e[A’N T (X)=@.

Portanto:

i ()= MaX ,(2)=  max ¢,(2).
zef 7 (x) zef 7 (X)N[A]
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Fyef ()N[AP\  max ]0¢>A(Z)=(/>A(y)[34]-

zef H(x)N[A

Logo, ¢,(y) >« e portanto, como f(y) = x, segue que x € f([A]*).

Este resultado, no entanto, nos diz que os a-niveis de um conjunto fuzzy obtidos pelo

Principio de Extensdao de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-niveis pela fungdo crisp
(vide Figura 1.11).

Exemplo 1.8: No Exemplo 1.6 é observado que os a-niveis de A sdo dados por:
[A]* = [% (l—\/l—a),%(1+ Vl—a)},‘v’a €[0,],

onde,

4(x—x?) sexe[0,]

(”A(X):{o sexe[0,1]

No entanto, a extensdo de Zadeh pela fungdo f dada por f (x) = x2,vx > 0¢é:

f ([A]°) {f(%a—\/l—_a)} f(%(l—k\/g)ﬂ
- H% (1—\/—_04)]2,(% 1+ ﬂ)ﬂ
:E(l—ﬂ)z,%(uﬂ)z}

flAr.

Deste modo, os niveis 0, 0.75 e 1 de [f(A)]* sdo dados respectivamente por [0,1],
[0.0625,0.5625] e [0.25,0.25].
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Figura 1.11: Subconjunto f(A) do Exemplo 1.8.

¥

Pia)

— 1/2

o A

By

Fonte: Adaptado de [2]

Definicdo 1.19: Sejam f : X xY — Z e, A e B subconjuntos fuzzy de X e Y, respectivamente.

A extensdo f de f, aplicada a A e B é o subconjunto fuzzy f(A, B) de Z, cuja funcdo de
pertinéncia é dada por:
maxmin[e,(x),os(y)] se f*(2)= Q@

Pipny @ =17 '
0 sef ™ (2)=0

onde f(z)={(x.y): f(x,y)=1z}.

Exemplo 1.9: Seja f: R X R — R, a funcdo dada por f(x,y) = x2 + y. Sejam ainda A = 0,4/3
0,5/4 +1/5+0,5/6 + 0,2/7 e B=0,2/6 + 0,5/7 + 1/8 + 0,5/9 + 0,2/10 dois conjunto finitos.

Determinar f(A, B) e os graus de pertinénciade z=10ez=25em f(A, B).

Tem-se entdo:
Paraz =10:

Para os conjunto A e B dados, ndo existe solucdo para f(x,y), tal que x2 +y = 10.
Portanto f(A, B)= f *(10) =@ e consequentemente Ping10)=0.

Paraz = 25:
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Neste caso, tem-se que f(xy) = X2 + y = 25, para x = 4 e y = 9. Portanto f (A, B) =
f *(25) =[4,5].
Assim:
Pinn (29) =, max minfea(4).¢5 (O)]
max [p,(4), 95 (9)]
X2+y=25)
max [0,5;0,5]

X2+y=25

=0,5.

Exemplo 1.10 [4]: Sejam f(x)=x2-6x+11,x>0 e A um conjunto fuzzy com suporte

enumeravel. Deseja-se determinar um numero fuzzy préximo de 4.

a) Determinacdo da fungéo de pertinéncia:

f (préximoded) = 0,3/2+0,6/3+1/4+0,6/5+0,3/6

b) Determinacdo da imagem de A, via principio de extensao:

f (proximode4) = 0,3/ f (2) + 0,6/ f (3) +1/ f (4) + 0,6/ f (5) + 0,3/ f (6)
~0,3/3+0,6/2+1/3+0,6/6+0,3/11
=0,6/2+max(0,321)/3+0,6/6+03/11
~0,6/2+1/3+0,6/6+0,3/11

A Figura 1.12 ilustra o processo grafico para obtencdo da extensdo f def. A imagem

de A por f pode ser deduzida do conhecimento das imagens de X; por f. O grau de pertinéncia

de y;, = f(x;) emf(A) é o mesmo de x; emA.
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A

Figura 1.12: Obtenc&o da extensdo f def.

1 v 03

,.
-
-
w
DD =t

Fonte: [4].

No entanto, as caracteristicas descritas aqui

importantes do principio de extenséo [26]:

introduzem os dois conceitos mais

e A possibilidade de um valor de entrada é propagado diretamente para a possibilidade

de sua imagem.

e Quando a combinacdo de multiplas entradas

mapeia 0 mesmo valor de saida, a

possibilidade da saida é obtida pela combinacdo das possibilidades dessas entradas

através do operador sup.
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CAPITULO 2. RELACOES FUZZY

"Nada existe e, se existisse, n0s ndo o
conheceriamos e, se pudéssemos conhecer, ndo
saberiamos explicar essa existéncia para ninguém".

(Gérgias de Leontini - Séc. V a.C).

Gorgias é tradicionalmente classificado como um retor, e mais educadamente, como
um sofista. No entanto, um cético que nega a verdade absoluta: "nada existe, mesmo que
existisse, nés ndo conheceriamos e ainda mesmo que se pudéssemos conhecer, nao
saberiamos explicar a ninguém sua existéncia". Sem davida foi um grande sofista da época e,
de acordo com seus pensamentos, 0 Ser que existe é apenas um ser flutuante e empirico, ou
seja, nosso conhecimento € empirico e a comunicacdo deve ser influenciada pela retérica, que
por sua vez, ndo se fundamenta em verdades absolutas.

Ha filésofos como Aristoteles, por exemplo, que estudaram o empirismo e defendem
gue por meio desses estudos € gque surgiram a teoria do conhecimento. No entanto, estudos de
associacOes, relacbes ou interacGes entre os elementos de diversas classes é de grande
interesse na andlise e compreensao de muitos fenémenos do mundo real. Matematicamente, o
conceito de relacdo é formalizado a partir da teoria de conjuntos [28]. Deste modo, pode-se
dizer que uma relacdo sera fuzzy quando opta-se pela Teoria dos Conjuntos Fuzzy, e sera
classica quando opta-se pela Teoria Classica de Conjuntos para conceituar a relacdo em

estudo, o modelo adotado depende do fenémeno estudado.

2.1. Relagdes Fuzzy

Assim como os conjuntos fuzzy, as relagOes fuzzy sdo uma generalizagdo das relagdes
classicas. Uma relacdo classica descreve a inter-relacdo entre dois ou mais objetos, ou seja,
uma relacdo binaria entre dois objetos, ternaria entre trés objetos, n-aria entre n objetos. Por
exemplo, a relacdo entre uma mae e seu filho pode ser representada por uma relacdo binaria:
(mae, filho).

Uma relacgéo classica segue a funcao caracteristica classica. Sendo assim, uma relacao
de amizade entre duas pessoas, por exemplo, designadas como "amigos" considera-se nas

relacbes humanas que, ou alguém é seu amigo ou ndo o €, o que é uma simplificacdo da
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realidade. Por outro lado, uma relacéo de "amizade" fuzzy entre duas pessoas pode considerar
0 grau de amizade entre ambos, isto €, dois ou mais individuos podem se relacionar com
diferentes graus de amizade, desde 0 (ndo sdo amigos) até 1 (certamente amigos) [26].
Portanto, na Teoria Classica de Conjuntos, uma relagdo indica se existe ou nao
associacdo entre os objetos em andlise, enquanto que numa relacdo fuzzy, além de indicar se

ha ou nao tal associacdo, indica também o grau dessa relacéo.

Definicao 2.1: Uma relagdo fuzzy R sobre U, xU, x...xU, é qualquer subconjunto fuzzy de

U, xU, x...xU e definida por uma funcéo de pertinéncia ¢; :U, xU, x...xU_, —[0]].

Assim, uma relacdo binaria entre duas variaveis, xe X e yeY, por exemplo, pode

ser representada como uma funcdo que mapeia um par ordenado (x,y) em X xY para 0
quando a relagdo ndo se aplica, ou para 1, caso contrario, ou seja, R: X X Y — {0,1}. J4, uma

relacdo fuzzy entre duas variaveis, xe X e yeY &, entdo, definida como uma fungdo que
mapeia 0s pares ordenados em X xY para 0 seu grau na relacéo, ou seja, , R: X XY — [0,1].

Uma relagcdo fuzzy sobre n objetos X;,X,,..,X,, com dominios X, , X,,.., X,
respectivamente, € definida por uma funcdo que mapeia 0 ponto X, X,,..X, em
X, X,y X, para um nmero no intervalo [0,1], isto é, R: X X Y — [0,1]. Este mapeamento

equivale a uma funcdo de pertinéncia de um conjunto fuzzy multidimensional [26]. Se os
valores de x e y forem discretos podemos entdo expressar uma relagcdo fuzzy em forma

matricial, 0 que serd visto mais adiante, neste capitulo.

Definigdo 2.2: O produto cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy A, A,,..., A, de U, U, U,

respectivamente, é a relagdo fuzzy A x A,x,...,xA,, cuja funcdo de pertinéncia é dada por:
Ppxppx.x, (Xy) Xp 00 X, ) = P (%) A Pp, (X)) A A P, (%),

onde A representa 0 minimo.

E interessante notar que, se A,A,,.., A, forem conjunto classicos, entdo o produto
cartesiano classico A x A,x,...,xA,  pode ser obtido pela Definigdo 2.2, substituindo as

funcgdes de pertinéncia pelas respectivas fungdes caracteristicas dos conjuntos A, A, ..., A, .
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Veja um exemplo, onde deseja-se expressar uma relacdo fuzzy de um sistema
diagnostico em termos dos sintomas e das doencas. Para estabelecer o grau de relacdo entre

cada sintoma com cada doenga, pode-se consultar um especialista.

Exemplo 2.1 [19]: Considere a Tabela 2.1, que relaciona o conjunto dos sintomas
{s,,s,,s;} ={cefaléia febre tosse}
e 0 conjunto das doencas ,

{d,,d,,d,,d,,d.}={Endocardit, Pneumonig Coqueluche Tuberculog, Gripecomum}

Tabela 2.1: Relagdo dos sintomas com as doengas.
S\d dl d2 d3 d4 d5
S, 0,0 0,0 0,3 0,0 0,8
S, 0,9 1,0 0,3 1,0 0,2
S, 0,2 0,4 0,7 1,0 0,1

Fonte: [19]

Tem-se aqui uma matriz de relacdo fuzzy, onde as colunas séo as doengas, as linhas
s8o0 0s sintomas e 0s valores sdo 0 grau com que 0s sintomas se relacionam com as doengas.
Assim, o grau de relacéo entre cefaleia (s;) e Endocardite(d, ) é zero, ou seja, de acordo com
a matriz de relacbes propostas ndo existe correlacdo direta entre cefaleia e Endocardite. No
entanto, a relagdo entre tosse (S;) e gripe comum (d,) é um, segundo os dados desta mesma
matriz relacional. Se alguém sugerir que a relacdo entre sintomas e doencas depende da idade,
0 que seria razoavel para um grande nimero de patologias [19], poderia agregar entdo, mais a
informacdo idade , e consequentemente, precisaria considerar mais uma dimensao na matriz
de relagdes resultando, portanto, numa relagédo fuzzy ternéria (idade, sintomas, doencas).

Para indicar o quanto um individuo tem gripe comum, é tomado um grau de

pertinéncia aos conjuntos dos sintomas cefaleia, febre e tosse, de acordo com a tabela. Por

exemplo, seja um paciente que apresenta um valor x de cefaleia, sendo entdo @ (x)=08;
uma temperatura y cuja pertinéncia ao conjunto febre € ¢, (y) =0,2 e um valor z de tosse que
faz com que ¢, (z) =0,1. Assim, o diagndstico para este paciente para a doenca gripe comum
é dado por:

qodS:gripe(X, y,2) = @, X) A @, (Y) A @, (2)=08A0,2A01=01
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Isto significa que o paciente dado neste exemplo (ficticio) esta no subconjunto fuzzy
dos febris com cefaléia e tosse tendo grau de pertinéncia 0,1, ou seja, € seu grau de
diagndstico para gripe comum.

Este numero pode dar suporte para a partir dai, o especialista tomar decisdo quanto ao
trabalho a ser adotado. Do ponto de vista tedrico, o produto cartesiano classico também
poderia ser adotado para o diagndstico, mas neste caso, seria indicado gripe comum com grau
1 ou ndo gripe com grau O.

No Capitulo 4 é apresentado um estudo mais detalhado a respeito de diagndstico

médico (tema deste trabalho).

2.2. Formas de Representacdes e Propriedades das Relacdes Binarias

Nesta secdo é destacado algumas representacées e propriedades das relagdes binarias e
fuzzy binérias.

Sejam X ={X;, X,,... X,y € Y ={y,;, ¥,,... ¥, } e arelacdo fuzzy R sobre X xY com
funcdo de pertinéncia dada por ¢ (X;,y;)=r; paral<i<nel<j<m.

Umas das formas mais comuns de se representar uma relagéo fuzzy binariaem X xY ,

quando X e Y sdo finitos, séo a tabular e a matricial. Veja tais representacdes:

Ry, Y, Yr r, 1, I,
X | I My y Iy I,
R =
X, [Ty T o Iy ou :
_rml rm2 rmn
Xm rml rm2 rmn

Definigcdo 2.3: Seja R uma relagdo fuzzy binéria definida em X xY . A relacéo fuzzy binaria

inversa (R™), definida em Y x X tem funcio de pertinéncia goR_l 'Y x X —[0,1] dada por

(PRil(y’ X) =@ (X, Y).

De acordo com essa definicdo, a forma matricial da relagio R™ ¢ dada por:
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e Ty Mt
R — h, Iy m2
L hn o oo T

E importante ressaltar que a matriz de R coincide com a transposta de R, ja que

(pR_l(y, X) =@ (X,y), e por esse motivo, muitos textos de Ldgica Fuzzy adotam o termo

relagdo transposta no lugar de inversa [28].

Exemplo 2.2: [2]: Suponha um determinado ecossistema U, no qual interagem as populagdes
de &guias (a), cobras (c), insetos (i), lebres (I) e sapos (s). Um estudo interessante sobre estes
individuos é a relacdo do tipo presa-predador.

Se desejar estudar a relacdo entre dois individuos deste ecossistema, esta relacdo pode
ser modelada matematicamente por uma relagdo binaria R, com ¢@.(X,y)=0 se y nédo e
predador de x e @,(X,y)#0 se y e predador de x, onde x e y representam individuos do
conjunto U.

Entdo, sera discutido dois casos: emprego da relacdo classica (a) e emprego da relagdo
fuzzy (b):
a) Caso queira indicar apenas quem é predador e quem é presa na relacdo deste conjunto U,
pode-se entdo optar pela teoria classica e R sera uma relagdo binaria classica. Entéo:

1 sey for predadorde x;

X, Y) = X;(X,y) =
e (X ¥) = Xa (%) {O se y ndo for predadorde x.

Veja representacdo grafica na Figura 2.1, onde os animais sdo colocados em ordem

alfabética em um par de eixos.
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Figura 2.1: Representacdo da relacdo classica entre os predadores e suas presas.

preidider
s ® L ]
1
12 ®
c ® L ®
v, ° °® °® °
a < ) i l presa
Fonte: [2]

Os pontos destacados na Figura 2.1 indicam os pares que fazem parte da relacdo R,

que por sua vez, revela claramente quem é predador de quem.

b) Caso haja interesse em saber, por exemplo, o grau de interesse de um predador por alguma
presa na comunidade U, entdo uma boa alternativa é que R seja uma relacdo fuzzy. Entdo,
neste caso, ¢y (X,Yy) indica o grau com que y tem preferéncia por x. Se por acaso ndo houver
diferenca nos graus de predacéo dentro de cada espécie , uma possibilidade para ¢y (X,y), de
acordo com um especialista, esta ilustrado na Figura 2.2, onde o eixo vertical representa 0s

varios graus de pertinéncia ¢, (X, ).

Figura 2.2: Relagdo fuzzy e os varios graus de preferéncia.
1

PR

presa ’ s

Fonte: [2]

Agora, esses dados serdo representados em forma de matriz:
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predador

a c & 4 3
pal0 0 0 0 0
rc|ll1 02 0 0 0
e i[o1 0 03 0 1
S 71 08 0 0 0
®slo2 1 0 0l

e.
0 0 0 0 0]

1 02 0 0 0
R={01 0 03 0 1

1 08 0 0 0

02 1 0 0 01

Portanto, se R € a relagdo fuzzy entdo a representacio matricial de sua inversa R™ é
dada pela sua transposta:

0 1 01 1 0,2]
0 02 0 08 1
RT=[0 0 03 0 O
0 0 0 0 O
0 0 1 0 01]

A matriz inversa R~ indica que x é predado por y, enquanto que em R temos que y é
predado por Xx.

Exemplo 2.3 [Adaptado de 15]: Sejam X = {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16} e Y = {12, 13, 14, 15}
conjuntos e R uma relacdo binaria fuzzy em X xY representada por "x € muito menor que y",

onde R é dado pela seguinte fungéo de pertinéncia:

1—5, sex<y
R(X,y)=7 ¥
0 , casocontrério.
Deste modo, R é representado pela seguinte matriz:
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(016 0,23 0,28 033]
0,08 015 021 026
0 0077 014 02
0 0 007 013
0 0 0 006
0o 0 0 0|

Por outro lado, relagdo R™ ¢, por definico, representada pela seguinte matriz:

-1

10,28

016 008 0 0 0

0,23 015 0,077 O 0
0,21 014 007 O

033 026 02 013 0,06

2.3. Composicao entre Relacdes Fuzzy Binarias

A composicdo entre relacdes é de extrema importancia para as aplicacdes do objeto de

estudo desta pesquisa, 0 que serd explorado mais adiante, onde aparecem as principais

aplicacdes em diagnostico médico. Nesta se¢do sera apresentado apenas a composicao mais

tradicional em Logica Fuzzy.

Definicdo 2.4: Considere R e S duas relagbes fuzzy binarias em UxV e VxW,

respectivamente. A composi¢do RoS é uma relacdo fuzzy binaria em U xW cuja funcéo de

pertinéncia é:

Pres (X, 2) = maxmin(eq (X, ), 05 (¥, 2))

Quando o0s conjuntos

V=V, vy, V. 3, W =[W,W,,...

rll r12

r r
R _ ?1 2.2
_rml rm2

U, V e W sado finitos,

W},

r1n

r2 n

mn

mxn

ou seja,
Sll S12 Slp
S21 S22 82 p
Snl Sn2 Snp

U =[u,U,,...u,};

—nxp
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a forma matricial da relacdo RoS, dada pela relagdo [max-min], é obtida como uma

multiplicacdo de matrizes, substituindo-se o produto pelo minimo e a soma pelo méaximo. De

fato, de acordo com a Definicéo 2.4, tem-se:

onde t; é dado por:

t; = max{min(@y (u;, Vi), @5 (Vi,, W;))] = maximin(r,, s)]

t11 1:12
t21 t22
tml tm2

1p

2p

mp

Exemplo 2.4 [23]: Considere os conjuntos X = {1, 2, 3,4}, Y ={a,b,c}eZ={x,y}eas

relacdes fuzzy R: X xY = [01] e S:Y xZ —[0,1], dados pelas matrizes:

0,5
0,4
10
0,0

0,3
0,9
0,0
0,3

0,0
01
0,3
0,7

e

0,6 0,0
S=/108 0,7
0,2 0,0

Veja na Figura 2.3, uma representacdo de mapeamento, com as relacBes fuzzy

R:XxY —>[0]], S:YxZ —[01] eacomposicdo ReS: X xZ —[0]].

Figura 2.3: Representagdo da relacdo fuzzy usando mapeamento

Fonte: [23]
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Pode-se determinar entdo, a relagdo composta RoS:X xZ —[01], usando a
composicado [max-min], de acordo com a Definicéo 2.4.

Vale ressaltar que as linhas e colunas de R estdo associadas aos elementos de X e Y,
respectivamente, de acordo com sua posicdo na descricdo dos conjuntos, ou seja, a primeira
linha de R traz os graus de pertinéncia dos pares <1,a>, <1,b> e <1,c> ao conceito que a
relacdo R apresenta e de modo anélogo para S e RoS. Os elementos dos conjuntos X e Y
estdo dispostos no gréfico e a presenca de um par deles na relacdo é representada por um arco

rotulado com o valor de pertinéncia do par ao conceito que a relagéo apresenta (Figura 2.4).

Figura 2.4: Representacdo da relacéo fuzzy usando mapeamento.

Fonte: Adaptado de [23]

As relacOes fuzzy R, S e RoS, em um conjunto universo, podem ser representadas
por um digrafo, cujos "n6s" sdo os elementos do universo e 0s arcos representam a presenca
do par que os une na relagcdo, com um grau de pertinéncia igual ao rétulo do arco. Note ainda
que sdo omitidos 0s arcos correspondentes aos pares nos quais o grau de pertinéncia é 0. Por
exemplo, o par <1,c> na relacio R:XxY —[0]1] é omitido na representacdo de
mapeamento, e na matriz R € indicado por 0,0. O mesmo raciocinio segue para as outras
relagdes neste caso.

Calculando entdo arelagdo RoS: X xZ —[0,1], tem-se:

max{min{0.5,0.6}, min{0.3,0.8}, min{0.0,0.2}} max{min{0.5,0.0}, min{0.3,0.7}, min{0.0,0.0}}
max{min{0.4,0.6}, min{0.9,0.8}, min{0.1,0.2}} max{min{0.4,0.0}, min{0.9,0.7}, min{0.1,0.0} }

RoS =
max{min{1.0,0.6}, mir{0.0,0.8}, min{0.3,0.2}} max{min{01.0,0.0}, min{0.0,0.7}, min{0.3,0.0}}
max{min{0.0,0.6}, min{0.3,0.8}, min{0.7,0.2}} max{min{0.0,0.0}, min{0.3,0.7}, min{0.7,0.0}}
max{0.5,0.3,0.0y max{0.0,0.3,0.0}| |05 0.3

RoS < max{0.4,0.8,0.t max{0.0,0.7,0.0| |08 0.7

max{0.6,0.0,0.2} max{0.0,0.0,0.0+| 0.6 0.0
max{0.0,0.3,0.2} max{0.0,0.30.0}| |03 0.3
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Portanto, a relacdo composta RoS: X xZ —[0,1] € dado pela matriz:

05 03
|08 07
106 00

03 03

RoS

e a representacao por meio de mapeamento, usando digrafo esta ilustrada na Figura 2.5.

Figura 2.5: Representacdo da relacéo fuzzy usando mapeamento com respectivos digrafos.

Fonte: Adaptado de [23]

Veja na Defini¢do 2.5, a Regra de Composicdo de Inferéncia:

Definicdo 2.5: Sejam U e V, dois conjuntos, F(U) e F(V) as classes dos subconjuntos fuzzy de
U eV, respectivamente.

Seja R uma relacao binaria sobre U xV , entdo:

i) A relacdo R define um funcional de F(U) em F(V) que a cada elemento A< F(U) faz

corresponder o elemento B € F(V) cuja funcéo de pertinéncia é dado por:
@ (y) = qu(A)(y) = rge%x[min((pR(x, ¥),0a(X)],

composicgdo esta, € denominada composicéo de inferéncia.

ii) A relacdo R também define um funcional de F(V) em F(U), fazendo corresponder cada

B e F(V) emumelemento Aec F(U), dado pela fungéo de pertinéncia:
OA(X) = g1, (x) = maXmin(g, . (¥, ), 25 ()],

que € a imagem inversa de B por R.
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Da Definicédo 2.5 segue que:
max[min(g; (x, ), 2, ()] = maxgmin(p, (), o (%, Y)1,

e portanto, B =R(A) = AoR.

De modo analogo,

max{min(e, . (¥, X). ¢ (¥)]=maximin(; (), ¢, (¥, ))1

Logo:
A=R'(B)=BoR™

Definicdo 2.6: Seja R, uma relacéo binaria classica sobre U. Assim, para quaisquer X, Y, € z
de U, arelacdo R é:

i) Reflexiva, se X, (X, x) =1;

i) Simétrica, se X,(X,y)=1= X;(y,X)=1;

i) transitiva, se X (X, y) = Xiz(y,2) =1= X;(X,2) =1;

iv) anti-simetrica, se X (X, y) = Xz(y,X)=1=x=Y.

As defini¢es acima retratam exatamente cada uma das definigdes usadas em teoria de
conjuntos. A opcao feita pelo uso da funcédo caracteristica foi apenas "um meio" para facilitar

o0 entendimento nos casos fuzzy.

Definigdo 2.7: Seja R, uma relagéo fuzzy binaria sobre U, cuja fungéo de pertinéncia é ¢, .
Assim, para quaisquer x, y, e z de U, a relagéo fuzzy R é:

i) Reflexiva, se @y (X,X) =1;

i) Simétrica, se @5 (X,Y) =@ (Y, X);

iii) transitiva, se @5 (X, 2) > @, (X, Y) A@s(y,2), onde A=minimo;

iv) anti-simétrica, se gz (X,y) >0e @, (y,X)>0=>x=Yy.

A relacdo reflexiva é aquela em que todo individuo tem relagdo maxima consigo

mesmo.
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Ja a relacdo simétrica é caracterizada pela reciprocidade, ou seja, se X e y S0 0S
individuos de U, entdo se relacionam com mesma intensidade, com mesmo grau de
pertinéncia, tanto x com y, quanto y com X.

A transitiva indica que a relagdo entre dois individuos quaisquer ndo deve ser,
simultaneamente, menor que a relagcdo de cada um destes dois com os demais.

A anti-simétrica é aquela que ndo admite qualquer reciprocidade entre individuos
distintos.

E chamado de relacio de equivaléncia fuzzy, as relagdes que satisfazem apenas as trés

primeiras condic0es, (i), (ii) e (iii).

Exemplo 2.5: [14]: Seja X , o conjunto de todas as disciplinas de um curso e R uma relagéo
X x X que representa "é pré-requisito para" . Verifica-se entdo que ndo é uma relacdo
reflexiva, pois uma disciplina nunca é pré-requisito dela mesma, portanto, ¢, (x,x) =0.
Também ndo pode ser simétrica, pois se uma disciplina x é pré-requisito para uma
disciplina y, entdo y néo pode ser pre-requisito para x, € assim g (X, y) # @5 (Y, X) .
No entanto, R é uma relacdo transitiva, uma vez que se x € pré-requisito para y (

P (X, y)=1) e y é pré-requisito para z (@;(Y,z) =1), consequentemente x € pré-requisito

paraz ¢ (X,2) 2 @g (%, Y) A (Y, 2) .

Exemplo 2.6: [14] Seja X o conjunto de todas as cidades de um pais, e R uma relagdo fuzzy
X x X aqual representa a relacdo "proximo".

Pode-se considerar que uma cidade é muito proxima dela mesma, isto é, @;(X,X) =1,
e portanto, R € reflexiva.

Também é simétrica, pois se x é proxima de y, entdo y também é proxima de x com
mesmo grau de pertinéncia (@g (X, ¥) = @z (Y, X)).

No entanto a relacdo néo é transitiva, pois podemos nos deparar com situacées em que
uma cidade x esta proxima de y com grau de pertinéncia 0,7 e a cidade y estd proxima da
cidade z com grau 0,8, mas a cidade x pode estar proxima da cidade z com grau de pertinéncia
0,5.
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Exemplo 2.7: [14] Seja X = {1, 2, ..., 10}. O produto cartesiano X xY contém 100 pares:
(1,2), (1,2), (1,3), ..., (10,10). Seja ainda R(X,X) = {(x,y)/ x e y ttm 0 mesmo resto quando
dividido por 3}.

Verificamos que R é uma relacdo de equivaléncia fuzzy, pois é reflexiva (x deixa o
mesmo resto que x na divisdo por 3), simétrica (Se X e y possuem 0 mesmo resto na divisao
por 3, entdo y e x também possuem 0 mesmo resto na divisdo por 3) e transitiva (se x e y
possuem 0 mesmo resto na divisao por 3 e y e z também, entdo x e z possuem 0 mesmo resto
na divisao por 3). As trés classes de equivaléncia definidas por esta equacao séo:

A=A =A=A,={1,4,7,10}
A =A =A ={2,5,8}
A=A, = A ={3,6,9}

2.4. Equac0es Relacionais Fuzzy

Considere 0s conjuntos universos finitos:
U={uyuy, ....un}, V=1{v1,0 ..,vp} e W = {wy,wy, .., wp}.
As equacdes relacionais procuram determinar a forma matricial de uma relacdo fuzzy
binaria, a partir de duas outras conhecidas.
Aqui, as equag0es relacionais fuzzy tém a forma
RxX=TouX*xR=T,
onde R e T sdo as formas matriciais das relacdes fuzzy binarias dadas, o simbolo "+" € a
composicdo entre relagbes fuzzy (ndo necessariamente max-min) e X a forma matricial de
uma relacdo fuzzy incdgnita a ser encontrada.
Assim, portanto, resolver a equacédo
R+xX =T
significa encontrar a forma matricial de uma relagdo fuzzy binaria X, em V x W, supondo
conhecidas as formas matriciais Re T em U x V e U x W, respectivamente.
Para as Equacdes Relacionais Fuzzy com a composi¢cdo max-min, vamos estudar o
caso em que a operagdo "+" é a composicdo max-min e a equacao é dada por
RoX =T,
Supde que os universos envolvidos sejam finitos, de modo que as relagbes fuzzy

tenham representacOes matriciais
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R =[ry], X = [xp] e T = [ry],
onde 1;; = (U, V), Xji = Px(Vj, W) € tix = @7 (U, Wi).
Como a composicao dada aqui € a max-min, resolver a equagdo R o X = T significa
encontrar x;, € [0,1] tais que

max[min(r;, X; )]=t,,

1<j<n
paracada 1<i<mel<k<p.
Portanto, para investigar a solucdo de 7', devemos verificar se tal sistema de equacdes
tem solucéo.

De max[mm( i Xl =t , tem-se

max[min(r;, X; )] =t, = maxr >t ,

1<j<n =
para todo i e todo k. Dai, segue imediatamente que se existir uma linha i de modo que

maxt; < maxt;,
1<j<n 1<k<p

entdo ndo haverd X que resolva a equacéo, o que nos leva ao seguinte resultado:

Proposicdo 2.1: Se a desigualdade maxr; < maxt, for verificada, entdo a equagdo

<]<n 1<k<p

relacional fuzzy R o« X’ = T ndo tera solucéo.

Exemplo 2.7 [2]: Considere a equacdo relacional
0,7 06] |x 04 08
RoX =T o M Tl .
02 03| [Xy X, 03 0,2

Para achar X deve-se resolver o sistema de quatro equacoes

max[min(0,7; x,,), min (0,6; x,,)] = 0,4
max|[min(0,2; x;,), min (0,3; x,)] = 0,3
max[min(0,7; x,,), min (0,6; x,,)] = 0,8
max|[min(0,2; x;,), min (0,3; x,,)] = 0,2

Verifica-se, portanto, que o sistema acima néo tem solucéo, pois
max|[min(0,7; x,,), min (0,6; x,,)] < max [0,7;0,6] = 0,7 < 0,8 = max ty,,

e, de acordo com a Proposicdo 2.1, essa equagdo nao tem solucao.
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Observa-se que as duas primeiras equacdes do sistema dado contém apenas as incognitas
X11 € X321, €NQuanto que as duas ultimas tem como incdgnitas as variaveis x;, € x,,. Assim,

conclui-se que a equacdo relacional
0,7 06| |x;,| |04
02 03| |x,| |03

0,4
xl = .
0,3
Além de X, a equacdo relacional possui outras solugcdes, como por exemplo,

01 0,4
XZ = e X3: .
0,4 0,4

tem uma solucdo, que é

Dentre os elementos que fazem parte de qualquer solucdo de uma equacdo dada, o maior

deles, neste caso X3, isto &, com X;; maiores possiveis, séo chamadas de maximais. Portanto,

a solucdo maximal é a relacdo formada por elementos com maior grau de pertinéncia a

solucdo da equacéo dada.
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CAPITULO 3. LOGICA FUZZY - CONCEITOS BASICOS

"...0 conhecimento demonstrativo tem que proceder de

premissas que sejam verdadeiras, primérias, imediatas,

melhor conhecidas e anteriores a conclusao e que sejam causa desta "'
(Aristoteles - Séc. 1V a.C, em Organon).

Para Aristoteles, a razdo da verdade é o conhecimento, sem preocupacdes praticas. Ja
para os sofistas, a pratica esta ligada ao conhecimento, substituindo o padrdo de verdadeiro ou
falso pelo de melhor ou pior.

O termo "Logica Fuzzy" é utilizado de duas formas: a primeira, para representar e
manipular informagdes imprecisas com o propdsito de tomar decisées, dando lugar ao uso da
teoria de conjuntos fuzzy. A segunda refere-se a extensdo da logica classica, objetivo deste
capitulo.

Fazendo um breve historico, a ldégica surgiu como ciéncia na Antiguidade,
principalmente entre os gregos, que produziram diversos trabalhos sobre I6gica. Foi, porém,
Aristoteles quem apresentou de maneira mais elaborada os primeiros textos de ldgica e
explicitou alguns principios, que desde entdo, passaram a caracterizar o que chamamos de
l6gica aristotélica [8]. Aristoteles, desenvolveu sua teoria a partir dos trabalhos de Pitégoras,
que acreditava na precisao matematica do Universo e que tudo poderia ser definido através de
uma relacdo matematica. Os estudos sobre a teoria do silogismo, 0s quais buscavam uma
melhor compreensédo da verdade, foi introduzida por Aristételes em "Analiticos Anteriores”, 0
terceiro livro de Organon e, através das leituras dos trabalhos de Platdo, discipulo de Socrates,
é que Aristoteles percebe a existéncia de leis que regem o pensamento no proposito da busca
do conhecimento e da verdade, sem dar "lado™ as interpretacdes. Um exemplo de verdade é
dado pelo método de investigacdo de Socrates:

"Todo homem é mortal
Socrates € homem
Logo, Sécrates é mortal”

O silogismo acima é tipico da Ldgica que possibilita o verdadeiro conhecimento
defendido por Aristoteles.

Somente no seculo X VI, a logica aristotélica apareceu novamente, quando Leibniz cria

a logica simbolica a qual Boole, no século XIX desenvolve uma algebra. Neste mesmo
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periodo Gotlob Frege (professor universitdrio de Matematica), fundou a logica
contemporanea. No século XX, esta ferramenta passa a ser utilizada em controle de circuitos e
posteriormente em linguagem computacionais. Ainda no século XX, a légica foi objeto de
estudos para renomados matematicos como Peano, Whitehead, Russel e Godel, dentre outros.
Também neste periodo surge a logica multivalorada, que é a extensdo da logica de dois
valores (logica aristotélica) para l6gica com varios valores. Dentre estas, destacamos a de
Lukasiewics, que certo modo, € considerada a precursora da Logica Fuzzy, e porém, sO na
década de 1960 é que surge o primeiro trabalho que da origem a Logica Fuzzy [2].

A Ldgica Fuzzy é, de certa forma, uma l6gica com suas proprias metodologias. N&o
lida com questdes ambiguas. As incertezas por ela tratadas sdo do tipo monoténicas, isto €, o
seu uso possibilita conclusGes imprecisas a partir de proposi¢cdes imprecisas, como € tipico na
linguagem natural. Esta area é usualmente conhecida como raciocinio aproximado. A seguinte
afirmacdo € um exemplo de raciocinio aproximado [31]:

"Selos antigos sdo usualmente colecionaveis;
Selos colecionaveis sdo caros;

Conclusao: Portanto, selos antigos s&o usualmente caros."

A conclusdo (Ultima sentenca) € uma inferéncia dedutiva obtida a partir das
premissas. Alguns dos predicados ndo sdo termos precisos, a saber: antigos, usualmente e
caros, e por este motivo, a logica classica ndo trata estes termos. Porém, o proposito da Logica
Fuzzy é dar sentido formal para estas inferéncias, baseando-se em termos linguisticos
imprecisos, tais como: obeso, jovem, baixo, alto, verdadeiro, falso, parecido, feliz, entre
outros. De certa forma, a Logica Fuzzy é uma aplicacdo da Teoria de Conjuntos Fuzzy.
Utiliza-se dos conceitos e métodos desenvolvidos na Teoria de Conjuntos Fuzzy para
formular a teoria do raciocinio aproximado, necessaria para estabelecer a conexd@o entre os
graus de pertinéncia de um conjunto fuzzy e os graus de verdade nas proposicoes fuzzy.

Na proxima secdo serdo relacionados alguns conceitos da logica tradicional que

servirdo de base para o desenvolvimento da Logica Fuzzy.

3.1. Um pouco de logica

Para a l6gica, um conectivo l6gico ou operador légico, é um simbolo ou palavra usado
para formar novas proposi¢des (tanto na linguagem formal quanto na linguagem natural) a
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partir de outras, de um modo gramaticalmente valido, de maneira que o sentido da proposi¢éo
formada dependa apenas das proposicdes originais .

Os primeiros passos em légica matemética sdo realizados com o estudo de trés
conectivos basicos ("e", "ou", "ndo") e dois conectivos logicos (“implica”, "equivaléncia™),

destacado na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Conectivos Logicos

Conectivo Simbolo | Operagéo
nao — negacao
A conjuncao
ou v disjuncao
se...,entao = implicagéo
se, e somente,.. & equivalénda

Estes conectivos sdo usados na modelagem matematica em sentencas do tipo [2]:
"Se aestiem A e b estdem B,
entdo c estd em C ou d ndo estd em D"
Os valores logicos para cada conectivo sdo analisados por meio de tabelas verdades.
No entanto, o valor l6gico de uma sentenca € obtido por meio da composicdo das tabelas
verdades dos conectivos presentes na sentenca. Para a I6gica classica, a sentenca s6 pode ser
verdadeira (V) ou falsa (F). Se for verdadeira, a sentenca assume valor légico 1, e se for falsa
assume valor logico 0. Além disso, para as proposi¢cdes contemplamos 0s principios
aristotélicos[8]:
i) Principio da identidade: toda proposicéo é idéntica a si mesma;
i) Principio da né@o contradi¢do: uma proposi¢cdo ndo pode ser verdadeira e falsa a0 mesmo
tempo;
iii) Principio do terceiro excluido: toda proposicao é verdadeira ou falsa, ndo havendo outra
possibilidade.
Veja entdo a tabela verdade de cada um desses conectivos, bem como suas operacoes

binarias, com exce¢do da negacdo [1]:

1. Conjuncéo: conectivo "e", denotado por A .
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Chama-se conjuncéo de duas proposicdes p e g, a proposicéo representada por "p e q"
cujo valor légico é a verdade (V) quando as proposices p e q sdo ambas verdadeiras e a
falsidade (F) nos demais casos.

O valor légico da conjuncdo de duas proposicdes é portanto definida na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Tabela verdade do conectivo e.

P q pAq
V V| V
V F F
F Vv F
F F F

2. Disjuncéo: conectivo ""ou'", denotado por v .

Chama-se disjuncdo de duas proposicdes p e g, a proposi¢édo representada por "p ou q"
cujo valor légico € a verdade (V) quando ao menos uma das proposicoes p e g € verdadeira e a
falsidade (F) quando as proposi¢des p e g sao ambas falsas.

O valor légico da disjuncdo de duas proposicdes é portanto definida na Tabela 3.3.

Tabela 3.3: Tabela verdade do conectivo ou.

P q pPva
V V| V
V F Vv
F vV Y%
F F F

3. Negacéo: conectivo "'ndo"",denotado por —.
Chama-se negacdo de uma proposicdo p, a proposicdo representada por "néo p" cujo
valor logico é a verdade (V) quando p € falsa e a falsidade (F) quando p é verdadeira.

O valor légico da negagdo de duas proposicdes é portanto definida na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Tabela verdade do conectivo nao

p —P
v F
F v
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4. Implicacao: conectivo "se..., entdo", denotado por = .

Chama-se implicacéo ou proposicdo condicional uma proposicéo representada por "'se
p entdo ", cujo valor légico € a falsidade (F) no caso em que p é verdadeira e g é falsa e a
verdade (V) nos demais casos.

O valor légico da implicagdo de duas proposicdes € portanto definida na Tabela 3.5.

Tabela 3.5: Tabela verdade do conectivo se p entdo q.

p a | P=4
V V| V
V F F
F V Vv
F F Y%

Na logica classica, sentengas verdadeiras tem valor l6gico 1, enquanto sentencas falsas
tem valor légico 0. Pensando na extensdo para o caso fuzzy, usaremos as notacoes [2] [7]:
A =minimo, para a conjungao"e";
v =maximo, para a conjungdo"ou";
—, para negacao
=, para implicacgao.
Sejam p e g duas proposicdes. As Tabelas 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9 representam as tabelas

verdades para 0s conectivos apresentados.

Tabela 3.6: Tabela verdade do conectivo A.

p a | PrA
11 1
10 0
0 1 0
0 0 0
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Tabela 3.7: Tabela verdade do conectivo v .

p a | PVd
11 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Tabela 3.8: Tabela verdade de —.
—p
0
0 1

Tabela 3.9: Tabela verdade de = .

P a | P=A
11 1
10 0
0 1 1
0 0 1

Nota-se que em cada tabela verdade, p e q assumem apenas os valores 0 ou 1, e no
entanto, a logica classica é, as vezes chamada de "l6gica a dois valores" [2].

Cada um dos conectivos légicos apresentados acima podem ser vistos como operador
matematico, cujos valores coincidem com os das respectivas tabelas verdades, fato esse que
justifica as notagcOes A para o e e v para 0 ou. Exceto a negacdo, os demais conectivos séo

operacdes binérias.

e Conectivoe: A

A {03 x{0.13 — {03
(p.9) > A(p.@) = pAq=min{p,q}.
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Assim,

A(L1)=1A1=1;
A(1,0)=1A0=0;
~(0,1)=0A1=0;
~(0,00=0A0=0.

e Conectivo ou: v

v {03x{03 - {01}
(p,q) = v(p,a) = pvq=max{p,a}.

Portanto,
v(1,1)=1v1=1;
v(1,00=1v0=1,;
v(0,1)=0v1=1,
v(0,0)=0v0=0.

¢ Negacdo, também considerada uma operacgdo unéria: —

{0} —> {01}
p - —|p,
onde:

—-1=0e -0=1e =p=1-p.

e Implicacdo: =

=:{0,}x{0,} —>{0,1}
(p,a) »>=(p,a)=(p= Q).
A partir dos conectivos apresentados aqui, € possivel obter pelo menos trés formulas
basicas que reproduzem a tabela verdade da implicagé&o:
i) (p=0q)=(-p)va;
i) (p=0q)=(=p)v(pA0q);
i (p=>q)=max{xe{0,}: pAx<qg};
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Demonstracao:

i) (pP=a)=(=p)vq

(1)
1=1)=(1)vi=0vi=1
.(1,0)
1=0)=(1)v0=0v0=0
*(0.1)
0=1)=(-0)vi=1vi=1
¢(0,0)
0=0)=(-0v0=1v0=1

ii) (p=0)=(=p)v(pArQ)
.(1,1)
l=D)=(-)v(@Al)=0vi=1
¢ (1,0)
1=0=(-)v@a0=0v0=0
*(01)
0=1)=(-0v(O0A)=1v0=1
*(0,0)
0=0=(-0)v(OA0)=1v0=1

i) (p=q)=max{xe{0}: pAx<q}
(1)

A= =max{xe{0,}:1Ax<1}=1
.(1,0)
1l=0)=max{xe{0}:1Ax<0}=0
.(0,1)

0= =max{xe{0}:0Ax<}=1
¢ (0,0)
0=0)=max{xe{01}:0Ax<0}=1

Como trata-se de conjuntos classicos, 0s conectivos acima assumem apenas o0s valores

0 ou 1. Para o caso dos conjuntos fuzzy, o intuito é atribuir um valor que indique o quanto

uma sentenca to tipo "a estd em A" é verdadeira. Para tanto, estende-se 0s conceitos vistos até
aqui por meio das operagdes t-norma e t-conorma.
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3.2. Sobre conectivos béasicos da Ldgica Fuzzy

Dados dois conjuntos A e B definidos em U, pode-se expressar a interseccao desses
conjuntos como um outro conjunto, por exemplo, X = AnB, e da mesma forma, pode-se
expressar a unido como um conjunto Y = AuUB.

Na Teoria dos Conjuntos Fuzzy, a interseccdo € implementada por uma familia de
operadores denominados t-normas, e a unido é implementada por uma familia de operadores
denominados t-conormas ou s-normas. Esses operadores tém origem nos estudos de Espacos
Meétricos Estatisticos, suas denominagdes advém da generalizacdo da propriedade triangular
para tais espacos [20].

Conforme Menger, as t-normas sdao funcdes que surgem naturalmente no estudo das
desigualdades triangulares para espagos métrico probabilisticos. Menger foi o primeiro a usar
a denominagdo norma triangular, chamada t-norma. Schewizer afirmou a importancia de se
ter um grande repertorio de t-normas e estabeleceu uma caracterizagdo que permite construi-la
a vontade. Klir faz uma revisao dos operadores de interseccdo e unido difusa colocando as t-
normas e t-conormas como func¢des qualificadas para efetiva-las,e dessa forma, as t-normas
sdo aplicadas sobre graus de pertinéncia a conjuntos difusos [24].

Em outras palavras, uma t-norma, ou norma triangular, € uma operacdo binéaria
geralmente utilizada para representar o operador ldgico de conjuncdo ou a operagdo

interseccdo entre conjuntos.

Definicéo 3.1: O operador A:[01]x[01] — [0,1], dado por A:(x,y)=xAy é uma t-norma,
se satisfaz as seguintes condicdes:

i) Elemento neutro: A(L, x) =1Ax =X ;

i) Comutativa: A(X,y) = XAy = yAX = A(Y,X);

iii) Associativa: xA(yAz) = (XAy)Az;

Iv) Monotonicidade: sex <uey <v,entdoxAy < UAV.

Observe a Figura 3.1, uma representacao grafica de t-normas triangulares.
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Figura 3.1: llustracdo grafica de t-normas triangulares

b) t-norma triangular do produto algébrico

Fonte: [7]

Exemplo 3.1 [2]: Considere o0s operadores:

A (X, y) =min{X, y}=XAY;

A, (X, y) = Xy,
Ay(X,y) =max{0,x+y—1};
X sey=1

A, (X, y)=4y sex=1
0 casocontraria

E facil verificar que estes operadores reproduzem a tabela verdade de A .

Demonstracéo [35]

- D, € uma t-norma.

De fato,

AL, X)=1AXx=min{l, x} = X, poisx<1;

A(X,y) = xAy=min{x, y}=min{y,x} =y A x = A(Y,X) ;

i)
XA(YAZ) = X A (Y A Z) = mindXx, min{y, 2}}.

Por outro lado, tem-se:
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(XAY)AZ = (X A Y) A Z = min{min{X, y}, 2} .

Analise agora, apenas um caso, demais seguem de maneira analoga.

Suponha x <y <z. Entdo:

XA(YAZ) = X A (Y A Z) = mindx, mir{y, 2}} = min{X, Y} = X,

(XAY)AZ = (X A Y) A 2 =min{min{X, Y}, 2} = min{Xx, 2} = X .

Portanto, segue a associatividade:
XA(YAZ) = min{x, mir{y, z}} = x = min{min{X, v}, 2} = (XAy)Az

iv)
Para 0 caso "sex<uey<v,entdoxAy <uAv", deve-se analisar as seguintes

possibilidades:

ex<yeu<yv

AX, Y)=XAy=mir{X, y}=x<u=mir{u,v}=uAv=A(U,V).

ex<yev<u

AX, Y)=XAy=mir{X, y}=x<v=mir{u,v}=u Av=A(U,V).

ey<Xxeu<yv

A Y) =xAy=min{X,y}=y<x<u=min{u,v}=u v =A(u,v}

ey<xev<u

A Y)=XAy=mir{X, y}=y<x<v=min{u,v}=uAv=A(u,v).

Portanto, tem-se que:

sex<uey<v,entdoxAy <UAv.
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- D, €uma t-norma.
De fato,
a)A,[Lx)=1x=x;
b) A, (X, y) =Xy = y.x=A,(Y,X);
C) XA, (YA,z) = XA, (Y, z) = x.(y.2)(X.y).Z = (XA, Y)A,z;
d) Sejamuev,taisquex<uey<v,assim:
XA,y =XY<UY<SUV=UA,V.

- A, éuma t-norma.

- D, € uma t-norma.
De fato,
a)A,(L,x) =max{01+x-1}=x.
b) A;(X,y) =max{0,x+y -1} =max{0, y + x -1 =A,(y, X).
c) Verifica-se que XA;(YyA,z) =max{0, x+max{0,y+z -1} -1}.
Por outro lado, (XA,Y)A,z =max{0,max{0,x+y—-1}+z-1}.

Analise 0s seguintes casos:

Se0>x+y-1e0>y+z-1,entdo:

XA;(yA,;z) =max{0,x-1}=0
(xA;¥)A,z =max{0,z-1}=0.

Se0<x+y-1e0<y+z-1,entdo:

XA;(yA;z) =max{0,x+z+y—-2}=0
(XA,Y)A,z =max{0,x+y—-2}=0.

Se0<x+y-1e0<y+z-1,entdo:

XA;(yA;z) =max{0,x -1} =0
(xA;y)A;z =max{0,x+y+z-2}=0.

ComoO>y+z-1entdo x>x+y+z-1=0>x-1>x+y+z-2.
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Logo max{0,x+y+z—2}=0.

Se0>y+z-1e 0<y+z-1,segue de maneira andloga ao caso anterior.
d) Sejamuev, taisque x<u e y <v.Assim,
Se 0> x+y-1, entdo:

Ay (X y) =max{0,x+y -1 =0<max{O,u+v-1}=A,(u,v).

Se 0<x+y-1,entdo O<u+v—1. Assim:
A (X, y) =max{0, x+y-LG=x+y-1<u+v-1=max{0,u+v-1}=A,(u,v).

. A;€ uma t-norma.

- D, éuma t-norma.
De fato,
a) Por definicdo tem-se que A, (1, X) = X
X sey=1

b)A,(x.y)=1y sex=1  =A,(y.X).
0 casocontrario

c) Para mostrar que XA, (yA,z) =(xA,Y)A,z, deve-se analisar os seguintes casos:

)x=ley=1
i) x=1lez=1;
ii)y=1lez=1

V) x=1ley=lez=l,
v)y=lex=lez=l,
vi)z=1lex=ley=1l,
vi)xzley=lez=1l.

Sera mostrado apenas 0s casos (i), (iv) e (vii), pois 0s demais decorrem de maneira
analoga:
i)
Sex=1ey=1,entdo:

XA, (YA Z) =X\, z=1.

Por outro lado:

(xAY)A,z=1Az2=1.
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iv)Sex=1, y=1le z=1,entdo:
XA, (yA,z) =xA,0=0.
Por outro lado:

(XA,¥)A,z=yA,z=0.

vii)Se x#1, y=1e z=1, entdo:

XA, (yA,2) =xA,0=0.
Por outro lado:

(xA,y)A,z=0A,z=0.

d) Sejamuevtaisque x<u e y<v.
Se x =1, entdo u = 1. Portanto:

A (X Y)=y<v=A4A,(Uu,v).

Sey =1, entdo v = 1. Portanto:

A, (X y)=xsu=A,,v).

Caso contrario, tem-se que:
A, (X Y)=0<A,(u,v).

. A, éuma t-norma.

Proposi¢do 3.1: Seja uma A t-norma qualquer, entdo para todo x<[0,1], tem-se que
A(x,0) =0.
Demonstracéao:
Como foi visto na Defini¢do 3.1. em (i), (ii) e (iv), segue que :
A(X, YY) < A(X1) = X.
Da mesma forma, tem-se que:
A y)<AQY) =Y.
Logo:
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A(X, ¥) =XA Yy <min{X, y}
= A(X,0) = x A0 <min{x,0}=0.

Assim, como A(x,0) [0,1] segue que A(x,0)=0.

|
Proposicédo 3.2: Seja A uma t-norma qualquer, entdo A, <A<A,.
Demonstracao:
Como foi visto na Proposic¢do 3.1, A(X,y) <min{x, y}=A,(x,Y). Entéo:
Sex=1entdo A,Ly)=y=AQ1Y).
Sey=1,entdo A,(X1) =x=A(X1).
Caso contrario, A,(X,y) =0=A(X,0) <A(X, ).
Logo, A, <A, eportanto, A, <A<A,.
|

A discussdo da unido de conjuntos fuzzy se aproxima bastante da intersec¢do dos

mesmos. Porém, a unido é indicada pelo operador max a qual é chamada de t-conorma.

Defini¢do 3.2: O operador V(x,y) = xVy é uma t-conorma se satifaz as seguintes condicoes:
i) Elemento neutro: V(10x) = OVX = X;

i) Comutativa: V(x,y) = xVy = yVx =V(y,X);

iii) Associativa: xV(yVz) = (xVy)Vz;

iv) Monotonicidade: sex<uey <v,entdoxVy <uVv.

Observe a Figura 3.2, uma representacao grafica de t-conormas triangulares.
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Figura 3.2: llustracdo gréfica de t-conormas triangulares

- A P 0 0
a) t-conorma triangular do maximo (uniio) b) t-conorma triangular do produto (soma algébrica)

Fonte: [7].

Exemplo 3.2: Os operadores abaixo sdo exemplos de t-conorma que reproduz a tabela

verdade do conectivo v .
Vi(x,y) =max{X,y}=xvy;
V, (X, y) =min{l, X + y};
Vo(X,¥) =X+y—Xy.
Demonstracao:

-V, € uma t-conorma.

De fato,

V(0,x) =1v x =max{0, x} = X, poisx >0;

V(X y)=xvy=max{x, y}=max{y,x}=yvx=V(y,X);

iii)
Se x<y<z,entdo:

xV(yVz) =xv (yvz)=max{x,max{y,z}}=xVz=xvz=1z.

Por outro lado:

(xVy)Vz = (xv y)vz=max{max{x,y},z}=yVz=yvz=1z.

As outras situagBes seguem de maneira andloga. Portanto segue a associatividade.
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iv)

Para 0 caso "sex<uey<v,entdoxVy<uvv", deve-se analisar as

possibilidades:

ex<yeuc<yv

xVy=xvy=max{X,y}=y<v=max{u,v}=uvv=uVv.

ex<yev<u

xVy=xvy=max{x,y}=y<v<u=max{u,v}=uvv=uVv.

ey<Xeu<yv

xVy =xvy=max{x,y}=x<u<v=max{u,v}=uvVv=uVv.

ey<Xxev<u

xVy =xvy=max{x, y}=x<u=max{u,v}=uvv=uVv.

Portanto, tem-se que:

sex<uey<v,entdoxVy < uvv.

-V, €uma t-conorma.
De fato,
a) V,(0,x) =minfl, x+ 0} =min{L, X} = X;
b) V, (0, x) =minfL, x + y}=min{L, y + x} =V, (Y, X);
C) XV, (YV,z) =min{l, x+ min{L, y + z}}.

Analise 0s seguintes casos:

Sel<y+zel<x+y,entdo:

XV, (yV,z) =xV,1=min{l, x +1} =1
(xV,y)V,z=1V,z=min{l1+ 2} =1.

Sel>y+zel>x+y,entdo:

seguintes
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XV,(YyV,2) =xV,(y+2z) =min{l, x+ y + 2}
(XV,y)V,z=(X+Yy)V,z=min{l, x+ y + z}.

Sel<y+zel>x+y,entdo:

XV,(yV,z) =xV,1=min{l, x +1} =1
(XV,y)V,z=(X+Yy)V,z=min{l, X+ y + z}.

Como 1<y+z,entdo 1<y+z<x+y+z,logo (xV,y)V,z=1.
Ocasoemque 1>y+z 1< x+y €éanalogo ao anterior. Portanto segue o resultado.
d) Sejamuevtaisque x<u e y<v.

Sel<x+y entdo 1<u+v. Logo:

V, (X y) =min{l, X+ y}=1=min{Lu +v}=V,(u,v).

sendo assim, verdadeira a igualdade.

Se 1> x+y,entdo:

V(X y)=min{l, X+ y}=X+y<u+V.

Logo:

X+y<u+vex+y<l.

Assim:

V,(%y)=x+y<mn{Lu+v}=V,(u,v).

.V, é uma t-conorma.

-V, €umat-conorma.
De fato,
a)V4(0,y)=0+y-0y=y;
) Vo (X, y) =X+ Yy =Xy =y +X=xy= V4(y,X);
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c) XVs(yV3Z) = Xvs(y +2-y2)
=X+(y+z-yz)—-x(y+z-Yy2)
=X+Y+2Z—YyZ—Xy—XZ+ XYz
Logo XxV,(yV,;z) =(XxV,y)V,z.
d) Sejamuev, taisque x<u ey<v.Como 0<x e 0<v<1.Entdo:

0<1-x<1e0<1-v<l

Portanto:
y<v=yl-x)<v(l-x)
= y—Xy<V-—VX
= X+ Y—Xy<X+V-VX

Por outro lado:
X<u=x(1-v)<u(l-v)
= X—-xv<u-—uv
=V+X—XV<V+U-—UV.

Logo, X+y—Xy<X+V—-vx<u+v—uv eassim V,(X,y)<V,(u,v).

.V, é uma t-conorma.

|
Proposic¢édo 3.3: Para toda t-conorma V , tem-se V(x,1) =1.
Demonstragéao:
Por (i), (ii) e (iv) da Definicdo 3.2, tem-se:
V(X y)=2V(x,0)=xv0=x.
Do mesmo modo:
V(x,y)=2V(0,y)=0vy=y.
Logo, V(x,Yy) = max{x, y} e assim V(x,1) > max{x,I} = xv1=1.
Como V(x,1) [0,1] segue que V(x,1) =1.
|
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Proposicao 3.4: Seja V uma t-conorma qualquer, entdo V, <V <V,.
Demonstracéo:

Como foi visto que V(X,y) > max{X, y}=V,(X,y), basta verificar que V<V,.
Entéo:
Sex=0,tem-se V,(X,y)=y=V(0,y)=V(X,Y);
Sey=0,tem-se V,(X,y) =x=V(x,0) =V(X,Y);
Sex#0ey=0:

V,(Xy)=1=V(x,1) > V(X,Y).

LV, SV<LV,.

Os conectivos "e" e "ou™ sdo modelados, respectivamente, por t-normas e t-conormas

como foi visto até aqui. A seguir, serd estendido os conceitos de negacéo e de implicagéo.

Defini¢do 3.3: Uma implicacdo 7 :[0,1] —[01] é uma negacdo se satisfaz as seguintes
condigdes:

i) Fronteira:n7(0)=1en(1)=0;

if) Involucao: n(n(x)) = x;

iii) Monotoniddade: 7 é decrescente.

Exemplo 3.3: As aplicacdes abaixo reproduzem a tabela verdade da negacdo —:

1-x
X)=1-Xx e X)=—"F-.
771() 17, (X) 1+ x

De fato, para 7,, temos:
a)n,(0)=1-0=1en (1) =1-1=0;

b) 72, (73, (¥)) = 17,1 - x) =1-(1-X) = X;

c)Sex<y,entdo n,(x) =1-x>1-y=n,(y).

Para 77,:

1-0 1-1
a O)=——=1en,()=——=0.
) 17,(0) 140 7,1 1+1
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1+ x-1+X
C 14x Ll x—14x 2x

b)772(772(x)):772[ ) ( j I+ X+1-X 14+x+1-x 2

1+x

y
S < entao X) = 2—_
c)Sex<y, n,(x) = Tex 1ty n,(y).

Proposi¢cdo 3.5: As operagdes A=A, V=v e —=n(x)=1-x satisfazem as Leis de De
Morgan, ou seja, para todo (x,y) de [0,1]x[0,1], tem-se:

) n(xv y)=n(x) ~n(y);

i) n(xAy)=n(x)vn(y).
Demonstracéo:

i)Como x<y,entdo 1-y<1-x,e:

n(xvy)=n(max{xy}) =n(y)=1-y
= minfl-x,1-y}=min{n(x),n(y)}=n(x) An(y).

i) Como x<y,entdo 1-y<1-x,e:

n(xAy)=n(min{xy}) = n(x) =1-x
= max{l-x1-y} = max{n(x),7(y)} = n(x) v n(y).

Para 0 caso em que x >y, 0 resultado segue de maneira analoga.

Pode-se dizer que a t-norma A e a t-conorma V sdo duais em relagdo a uma negagao

n se satisfazem a uma das Leis de De Morgan.

Exemplo 3.4 [2]: Observe que no sistema abaixo, as t-normas e t-conormas sdo duais em
relacdo a negacao 7(x) =1-x.

XAy = max{x +y —1,0}

XVy=min{x+y}

Se x+y—-1<0,entdo 2—x—y>1. Assim:
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n(xAY)=n(x8y) = 7(0)=1-0=1= min{2 - x~ y}
= min{(L-X) + (L~ Y) 2} = (1= X)V(A-y) = n(X)V ().

Por outro lado, se x+y—1> 0, o resultado segue de maneira analoga.

Defini¢do 3.4: Um operador =:[0,1]x[0,1] —[0,1] é uma implicagdo fuzzy se satisfaz as
seguintes condic¢oes:
i) reproduz a tabela da implicacéo cléssica;
ii) é decrescente na primeira variavel, isto é, para cada x [0,1], tem-se:
(a=b)< (b= x),sea=b;
iii) é crescente na segunda variavel, isto ¢, para cada x [0,1], tem-se:

(x=a)=>(x=Db),sea>b;

No entanto, a classe das implicacdes fuzzy consiste de todas as aplicagdes do
quadrado [0,1]x[0,1] — [0,1] em [0,1], cuja restricdo ao veértice coincide com os valores da
implicacdo classica; sdo decrescente em relacdo as abscissas e crescente em relacdo as
ordenadas. Diz-se ainda que uma implicacdo fuzzy é uma S-implicacdo se ela for da forma
(x = y) = n(x)Vy, para alguma negacdo 7 e t-conorma V, é uma R-implicagdo se ela for da

forma (x = y) = sup{z €[0,1]: xAz < y}, para alguma t-norma A.

Exemplo 3.5: Seja a implicacdo de Gddel dada abaixo, verifica-se que é uma implicacdo

fuzzy.
1 sex<y
g(x,y)=(x:>y)={ :
y sex>y
1 sel<1
a)l=1= =1
1 sel>1
1 sel<0
1=0= =0
0 sel>0
1 se0<1
0=1= =1
1 se0>1
1 se0<0
0=0= =1.
0 se0>0
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b) Suponha a <b. Ento:

1 sea<x
X=a= :
X sea> X

{1 seb<x
b= x= .
X seb>x

Sea<x,entdo (a=x)=1> (b= x).
Se a> x,entdo b>a > x, eassim (a= x) = x= (b= x).

L(@a=x)z2(b=x).

c) Suponha a<b. Assim:

1 sex<a
X=>a= :
a sex>a

1 sex<h
X=b= )
{b sex>b

Se x<a,entdo x<a<bh.Assim (x=a)=1=(x=Dh).
Se x>a,entdo (x=>a)=a<b<(x=Dh).

L(x=a)<(x=Dh).
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CAPITULO 4. DENGUE, CHIKUNGUNYA OU ZIKA?

"Bem mais sensato do que o homem é o animal que,

em sua necessidade, sabe quanto necessita.

O homem, ao contrario, quanto necessita ndo o sabe".
(Demacrito de Abdera - Séc. V a.C)

Para Demdcrito é impossivel o ndo ser. O ser € pleno e 0 ndo ser € 0 vazio. As coisas
reais sdo originadas por um infinito ndmero de corpos que Sdo invisiveis por terem um
volume extremamente pequeno. Sdo os denominados atomos que em grego significa ndo
divisivel, pois caso contrario se dissolveria no vazio. Se hoje existimos, € porque um dia teve
origem o tomo.

Seré que os individuos de uma espécie concordam com Demdcrito, de que 0s animais
sdo tdo ou mais sabios do que o homem, pois conhecem a medida de suas necessidades,
enquanto que o homem as ignora? Ou sera que buscam o maximo de rendimento com o
minimo de esforco? Talvez a diferenca entre os dois seja a questdo de adaptacdo e
necessidade.

Seré feito agora, um breve histérico sobre 0 mosquito Aedes Aegypti e as doencas
dengue, chikungunya e zika, transmitidas por ele. Logo em seguida sera apresentado um
modelo matematico para diagnéstico médico por meio de relacdes fuzzy para tais doencas.

4.1. Aedes Aegypti

O mosquito Aedes Aegypti (Diptera: Culicidae) é originario do Egito (Africa) e vem
se espalhando pelas regides tropicais e subtropicais do planeta desde o século XVI, o periodo
das grandes navegacdes. Admite-se que o vetor foi introduzido no Novo Mundo no periodo
colonial, por meio de navios que traficavam escravos. Cientificamente, este mosquito foi
descrito pela primeira vez em 1762 como Culex Aegypti, cujo nome definitivo, Aedes Aegypti
foi estabelecido somente em 1818, ap06s a descri¢do do Aedes. [12].

O Aedes aegypti apresenta duas fases evolutivas: fase larvaria ou imatura (fase
aquatica) e fase adulta ou alada (fase aérea) e € uma espéecie holometabdlica (metamorfose

completa) que passa por quatro estagios distintos: ovo, larva, pupa e adulto (Figura 4.1). O
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estagio de larva acontece em quatro estagios (1° ao 4°), sendo o de pupa o ultimo do ciclo
aquatico do inseto. Sua proliferacéo é sinantropica em vilas e cidades onde existam alteracdes

antropicas do meio ambiente [10]

Figura 4.1: Fase evolutiva do Aedes Aegypti.

———p o T R T T
Ovo % £
Larva de 1° S & o
estédio o B, LA
Larva de 2° ,'%'i 3
estédio ) Y] "
Larva de 3° -
estédio

Larvade 4o "3
estadio

Fonte: [27]

Este inseto é também conhecido como mosquito da dengue ou mosquito rajado, pois
possui cor escura sendo rajado de branco nas patas e corpo. E pouco menor gque um
pernilongo comum e 0 mosquito adulto vive de 30 a 35 dias, em média.

A fémea do mosquito Aedes Aegypti, principal responsavel pela transmissdo da
dengue, possui atividade hematofagica diurna, principalmente ao amanhecer e pouco antes do
crepusculo, entretanto pode picar homens e animais domeésticos a qualquer hora do dia, em
casos raros a noite, caso o hospedeiro aproxime de seu abrigo. E muito habilidosa em escapar
de ser morta por sua vitima durante o repasto sanguineo, pois a qualquer movimento,
abandona o hospedeiro, podendo voltar depois de algum tempo, ou procurar outra vitima
disseminando seu virus. E adaptada ao ambiente urbano e, portanto, é sinantropica e
antropofilica, ou seja, se instala nos povoamentos humanos beneficiando-se das condi¢Ges
ecologicas criada pelas atividades humanas e necessita de sangue preferencialmente humano
para maturacdo de seus ovos que séo postos de 4 a 6 vezes durante sua vida, sendo cerca de
100 ovos em cada vez, em locais com agua limpa e parada [10] [27].

A transmisséo ocorre quando a fémea do mosquito Aedes aegypti pica um individuo ja
infectado pelo virus e logo em seguida pica outra pessoa. Observe na Figura 4.2 0 modo de

transmissdo do virus do Aedes.
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Figura 4.2: Modo de transmissdo do virus.

MOSQUITO AO PICAR MOSQUITO AO PICAR
ADQUIRE VIRUS TRANSMITE VIRUS

J +— PERIODO—+ | +—PERIODO —»
DE INCUBAGAO | DE INCUBAGAQ

EXTRINSECO | INTRINSECO |
VIREMIA VIREMIA
0 5 %8 12 16 2 24 28
K j DIAS
DOENGA DOENGA
SER HUMANO 1 SER HUMANO 2
Fonte: [27]

Um ovo do Aedes aegypti pode sobreviver por até 450 dias, mesmo que o local onde
foi depositado fique seco. Caso este local receba agua novamente, o ovo volta a ficar ativo
podendo se transformar em larva, posteriormente em pupa e atingir a fase adulta depois de
dois ou trés dias, aproximadamente. Quando ndo encontra recipientes apropriados, a fémea do
Aedes aegypti, em casos excepcionais, pode voar a grandes distancias em busca de outros
locais para depositar seus ovos.

Em 1957, o vetor foi considerado eliminado no Brasil, porém reintroduzido em 1967,e
novamente erradicado em 1973. Acredita-se que em 1976 tenha ocorrido a reintroducdo da
espécie. A crescente expansdo da infestacdo de Aedes Aegypti no Brasil é um agravante no
que diz respeito ao controle populacional e consequentemente da incidéncia da dengue. Além
disso, o controle vetorial tem sido dificultado, pois 0 mosquito comecou apresentar grande
capacidade de adaptacdo a diferentes condicdes ambientais consideradas ndo comuns para a
especie. Por exemplo, foi detectado a presenca de larvas em recipientes com agua poluida e
ainda o registro da espéecie em locais de altitude elevada (fator limitante para o vetor) onde
ocorreram inclusive, algumas epidemias como no México em 1988, em Taxco, a 1.735 m
(primeira epidemia notificada em altitudes maiores que 1.700 m) e em Tlayacapan, 1.630 m
(Herrera, 1992) [27].

Dentre as doencas transmitidas pelo mosquito Aedes Aegypti, vamos destacar a

dengue, chikungunya e zika, base deste trabalho:

» Dengue:
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A dengue é uma doenca virotica grave transmitida pelo mosquito Aedes Aegypti o qual
se espalha por meio de areas tropicais e subtropicais. O individuo contrai o virus da dengue
apos ser picado por um mosquito infeccioso, sendo que o periodo de incubagdo varia de 3 a
14 dias com média de 5 a 6 dias. E uma doengca febril aguda que possui um virus como seu
agente etiologico e sdo conhecidos quatro sorotipos causadores da doenca: DENV-1, DENV-
2, DENV-3 e DENV-4. Recentemente foi identificado na Malésia o quinto sorotipo da
dengue, 0 DENV-5. Essa doenca ameaca a salde publica de milhdes de pessoas que residem
em &reas urbanas, suburbanas e rurais [10] [25] [27] [33].

Segundo relatos da Organizacdo Pan-Americana de Salde (OPAS), a primeira
epidemia de dengue ocorreu no continente americano no inicio do século XI1X, no Peru, com
surtos no Caribe, Estados Unidos, Coldmbia e Venezuela. No Brasil, os primeiros relatos de
dengue datam do final do século XIX, em Curitiba (PR) e inicio do século XX, em Niteroi
(RJ). Atualmente o mosquito € encontrado em todos os estados do Brasil. Segundo dados do
Ministério da Saude, a primeira ocorréncia do virus no pais, documentada clinica e
laboratorialmente, aconteceu em 1981-1982, em Boa Vista (RR), causada pelos virus DENV-
1 e DENV-4. Em 1986, houve epidemias no Rio de Janeiro e em algumas capitais do
Nordeste. Desde entdo, a dengue vem ocorrendo no pais de forma continuada [12].

Os sinais e sintomas da dengue classica, geralmente sdo caracterizados por febre alta
de inicio subito variando entre 39° a 40°C, com dores de cabeca, dores musculares,
prostracdo, artralgia, falta de apetite, astenia, dor nos olhos, nauseas, vOmitos e manchas
vermelhas na pele, podendo ser acompanhado ou ndo de prurido. Além disso, o paciente pode
apresentar vomitos e diarreia entre o segundo e o sexto dia da infeccdo. Em um periodo de 3 a
7 dias a temperatura comega a normalizar e os sintomas regridem, no entanto permanece um
quadro de astenia por algumas semanas [25].

A dengue hemorrégica pode ocorrer ap6s uma reinfecgdo do virus, ocasionando
sintomas mais graves se comparada a dengue classica. Este tipo de dengue se inicia com 0s
mesmos sinais e sintomas da dengue classica, porém acompanhados de sinais hemorragicos,
sendo os mais observados: petéquias, equimoses, hemorragia das mucosas, hematémese ou
melena. A hemorragia gastrintestinal acontece nos casos mais graves juntamente com
gengivorragia e epistaxe. O tratamento inadequado pode levar o paciente ao 6bito em até 24
horas.

As técnicas utilizadas para a detec¢do do virus da dengue podem ser inibicdo de

hemaglutinacdo (IH), teste de neutralizacdo (TN), PCR e ensaio imunoenzimatico (ELISA),
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que detecta anticorpos IgM especificos contra dengue, e s6 podem ser realizados a partir do
sexto dia da doenga, quando 0s anticorpos comecam a surgir, o que ndo € bom para um
diagndstico que necessita de urgéncia na confirmacdo do virus. Entre os exames laboratoriais,
0 hemograma é o mais indicado, onde sdo encontrados alteraces como leucopenia,
neutropenia e trombocitopenia. Para diagnostico da dengue hemorragica utiliza-se o

hematécrito.

» Chikungunya:

A chikungunya ou febre de chikungunya (CHIKV) é uma doenca causada pelo virus
da familia Togaviridae do género Alphavirus, transmitida pela picada de fémeas do mosquito
Aedes Aegypti e 0 Aedes Albopictus infectados. O nome da doenga vem da lingua makonde,
um dos idiomas oficiais da Tanzania, onde foi documentada a primeira epidemia da doenga
em 1953. O termo provém da raiz verbal kungunyala e significa "tornar-se dobrado ou
contorcido"”, em referéncia a aparéncia curvada dos pacientes devido as intensas dores
articulares e musculares, caracteristicas da doenca. Em Angola (Africa) a doenca ¢é
popularmente conhecida por catolotolo, palavra proveniente do quimbundo katolotolu,
derivacdo do verbo kutolojoka (“ficar alquebrado™) [25].

Atualmente é encontrada em regibes tropicais e subtropicais da Africa, no sul e
sudeste da Asia e em ilhas do Oceano indico. No Brasil, a transmissdo da chikungunya foi
detectada em setembro de 2014, na cidade de Oiapoque (Amapa), atingindo posteriormente
outros estados como Distrito Federal, Bahia, Mato Grosso do Sul, Roraima e Goiés [25].

A chikungunya é caracterizada por dores articulares de forte intensidade e as vezes
debilitante, febre acima de 38,5°C, dor de cabega e dores musculares. O quadro mais
importante e relatado na maioria dos casos clinicos é a artralgia simétrica, observadas nos
tornozelos, dedos dos pés, cotovelos, punhos, dedos das maos e joelhos. A duracdo desses
sintomas é de aproximadamente 10 dias, mas pode estender-se por meses apds o quadro febril
da doenca. Ha casos documentados onde a artralgia persiste por anos, podendo em 12% dos
casos desenvolver problemas articulares cronicos. O periodo de incubacdo da doenga no
homem é em média de 3 a 7 dias, podendo estender até 12 dias. Apds o periodo de incubagdo
iniciam-se as fases da doenca que sdo: fase aguda ou febril, fase subaguda e a fase cronica
[25].

Na fase aguda o paciente apresenta febre de inicio abrupto, poliartralgia, dor nas

costas, dor de cabeca, cansaco, calafrios, dor nos olhos, naduseas, vomitos, diarreia, dor
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abdominal e inchago que estd associado a tenossinovite. Durante essa fase ocorre o
aparecimento de exantemas, geralmente entre o segundo e o0 quinto dia, atingindo o tronco e
as extremidades, podendo ser generalizado ou localizado nas regiGes palmo-plantar. Dentre
outras manifestacbes cutdneas sdo diagnosticadas as dermatites esfoliativa, lesoes
vesicobolhosas, hiperpigmentacao, fotossensibilidade, eritema nodoso e Ulceras orais. Na fase
subaguda, a febre para e a artralgia se destaca com maior persisténcia ou agravamento na
regido distal incluindo punhos e tornozelos, acompanhado de inchago de propor¢des variaveis.
Aparece ainda nessa fase da doenca, a astenia, prurido generalizado e exantema
maculopapular, cansaco e sintomas depressivo [25].

Para acompanhamento da doenca, o médico solicita 0 hemograma, um exame
laboratorial, além de outros testes bioquimicos como as transaminases, creatinina e eletrolitos

nos casos mais graves [5] [25].

» Zika:

O virus Zika (ZIKV) é um arbovirus do género Flavivirus, pertencente a familia
Flaviviridae, cujo vetor € o mosquito Aedes Aegypti. Foi identificado pela primeira vez em 20
de abril de 1947 na floresta Zika (por isso 0 nome Zika), localizada na Uganda (Africa), em
um macaco do género Rhesus quando um grupo de cientistas pesquisavam sobre a febre
amarela. Em seres humanos o virus foi descoberto em 1952 na Uganda e Tanzénia, em 1968
foi confirmado em amostras bioldgicas de humanos na Nigéria. Apesar do virus existir por
varios anos, somente no inicio do ano de 2015 foram registrados os primeiros casos de
infeccdo no Brasil. Os primeiros casos surgiram na Bahia e em Sao Paulo, logo em seguida a
infecgcdo pelo o ZIKV foi confirmada no Rio Grande do Norte, Alagoas, Maranh&o, Para e
Rio de Janeiro [25].

O periodo de incubacdo do ZIKV pode variar de 3 a 12 dias apds a picada do
mosquito. O ZIKV pode causar manifestacfes clinicas, que incluem artralgia, edema de
extremidades, febre moderada que varia entre 37,8 °C e 38 °C, erupcdes pruriginosas
maculopapular com frequéncia, dores de cabega, dor retro-orbitaria, conjuntivite ndo
purulenta, vertigem, mialgia e disturbio digestivo e estes sintomas podem durar por cerca de 4
a 7 dias. Dados recentes constataram que recém-nascidos de maes que contrairam o virus da
ZIKV durante a gestacao estdo sob risco de terem microcefalia (malformacao congénita) que
cresceram exponencialmente no Brasil em 2015, ano em que também cresceu o nimero de
infectados pelo virus ZIKV [25].
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Em Novembro de 2015, o virus ZIKV foi encontrado em um recém-nascido no estado
do Ceara, que apresentou microcefalia. Desde Dezembro de 2015 ja existia a suspeita de que
a infeccdo pelo ZIKV ultrapassa a placenta e ocasiona microcefalia e danos cerebrais. Em
Janeiro de 2016, um bebé em Oahu (E.U.A) nasceu com microcefalia, primeiro caso de dano
cerebral causado pelo virus ZIKV nos Estados Unidos. Em 20 de Janeiro de 2016, cientistas
do estado do Parand, (Brasil), descobriram que o virus € capaz de penetrar a placenta durante
a gravidez. Restos do material genético do virus ZIKV foi encontrado numa amostra de tecido
da placenta de uma mulher que abortou devido a microcefalia [32].

Para o diagnostico da infeccao pelo virus zika, especialistas da satde solicitam exames
laboratoriais para identificacdo do RNA viral no sangue do paciente. A reacdo da cadeia de
polimerase da transcriptase reversa (RT-PCR) é a técnica de referéncia para o diagndéstico do
ZIKV, tanto na fase de incubacgdo quanto na fase de laténcia do virus, sendo ideal realizar o
exame no 4° dia do aparecimento dos sintomas. Os testes de ELISA ou imunofluorescéncia
sdo amplamente utilizados para a confirmacdo do diagnostico do ZIKV, no entanto, devido a
baixa concentracdo de anticorpos IgM e IgG na fase de incubacdo, torna-se mais dificil a
identificacdo do virus no paciente [25].

E notavel (observe a Figura 4.3) que geralmente os sintomas entre as doencas dengue,
chikungunya e zika sdo muito parecidos, 0 que muitas vezes confunde até mesmo um

especialista. Diante destas dificuldades, é proposto na préxima se¢do, um modelo matematico.

Figura 4.3: Principais sintomas entre Dengue, Chikungunya e Zika

ZIKA* DENGUE CHIKUNGUNYA
. .
‘ NG
8375 d39° d 38,5°
™= " Lingoaese
Fonte: [34]
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4.2. O modelo matematico

O diagnostico de doencas envolve varios niveis de imprecisdo e incerteza,

particularmente nos estudos em epidemiologia. Uma Unica doenca pode se manifestar de

formas distintas em diferentes pacientes. Também, um Unico sintoma pode ser indicativo de

varias doencas distintas, assim como a presenca de outras doengas em um mesmo individuo

pode alterar completamente o padrdo sintomatico esperado. Estes efeitos costumam ser

geradores de muitas incertezas e imprecisdes afetando, porém, as interpretacdes dos exames e

o diagndstico.

Para um diagndstico médico, a ideia basica é relacionar os sintomas e sinais de

pacientes com as possiveis doencas, de acordo com o0s conhecimentos de um especialista.

Esses dados irdo compor a base de conhecimento que serdo expressos por meio de relagdes

fuzzy. Vérios autores tém utilizado esta abordagem em problemas de epidemiologia [13].

Esta aplicagdo pode ser resumida no sistema de entradas e saidas:

Entrada
(Sintomas) :>

Base de
Conhecimento

—=>

Saida
(Diagndstica)

Considere 0s seguintes conjuntos universais:

U = conjunto dos pacientes;
V = conjunto dos sintomas;

W = conjunto das doencas.

Sejam:

s, = febre

s, = mialgia/artralgia

S, = edema das extremidades
s, = exantema maculopapular

S; = dor retroorbital

S, = hiperemia conjuntival

s, = linfadenopatia

S = hepatomegalia

S, = leucopenia/trombocitopenia

S, = hemorragia
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d,= dengue d, = chicungunya d,=zika

Com o auxilio de uma especialista (enfermeira padrdo), que colaborou de forma

andnima, foi construida a Tabela 4.1 com os dados de cinco pacientes P,, P,, P,, P, e P,

com os respectivos sintomas S,, S,, S;, S, S5, Sg, S7. Sg, Sy € Sy, OU Seja, para cada

sintoma foi atribuido um grau de pertinéncia (valor entre 0 e 1) relativo aos cinco pacientes.

Tabela 4.1: Matriz da Relacéo R: pacientes e respectivos sintomas

P\s S S, S3 Sy S5 S6 S7 Sg S S10
P, 0,9 0,5 0 0,1 0,2 0,1 0,3 0,2 0,4 0
P, 0,7 1 0 0,2 0,3 0,3 0,5 0,5 0,2 0
P, 0,6 0,5 0,2 0,9 0,1 0,8 0,3 0 0 0,4
P, 0,3 0,1 0,4 0,8 0,9 0,2 0,1 0,1 0,4 0,1
P; 1 0,8 0 0,4 0,8 0 0 0 0,8 0

Na Tabela 4.1 as colunas sdo os sintomas apresentados por cada paciente e as linhas

s8o 0s pacientes.

Para prosseguir com o trabalho, faz-se necessario ter o conhecimento dos graus com
que cada doenca se relaciona com os sintomas, e para isso foi coletado informacdes de [5],
conforme a Tabela 4.2. Na sequéncia faz-se a conversdo destes simbolos para os valores

pertencentes ao intervalo [0,1], isto é, cada simbolo "+" equivale a 0,25, cujos valores estdo

indicados na Tabela 4.3.
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Tabela 4.2: Sinais e sintomas em comum entre dengue, chikungunya e zika.

Sinais e sintomas Dengue Chikungunya Zika
Febre ++++ +++ +++
Mialgia/artralgia +++ ++++ ++
Edema das extremidades ausente ausente ++
Exantema maculopapular ++ ++ +++
Dor retroorbital ++ + ++
Hiperemia conjuntival ausente + +++
Linfadenopatia ++ ++ +
Hepatomegalia ausente +++ ausente
Leucopenia/trombocitopeni +++ +++ ausente
a
Hemorragia + ausente ausente
Fonte: [5]

Tabela 4.3: Matriz da Relagdo S: sintomas e diagndsticos
s\d d1 d, d3
S, 1 0,75 | 0,75
5, 0,75 |1 0,5
S, 0 0 0,5
S, 0,5 0,5 0,75
Se 0,5 0,25 |05
Se 0 0,25 |0,75
S, 0,5 0,5 0,25

s, |0 [075 |0
s, |075 [075 |0
s, |025 [0 |0

Na Tabela 4.3, cada elemento da relacdo S indica o0 grau com que cada sintoma esta
relacionada com as doencas especificadas. Por exemplo, o valor S,, = 0,25 indica que numa
escala entre 0 e 1, o sintoma S, = linfadenopatia esta relacionado com a doenga d, = zika

com grau 0,25.
Esses dados, irdo compor a base de conhecimento que serdo expressos por meio de

equac0es relacionais fuzzy.
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A ideia é obter uma relacdo fuzzy T, de modo que RoS=T, onde R e S s&o,
respectivamente, as representacdes matriciais das relagcdes fuzzy dos sintomas caracteristico
de cada paciente e do grau com que cada sintoma esté relacionado com cada doenca, dadas
emU x VeV x W, respectivamente.

A base de conhecimento é composta pelas relagbes fuzzy R e S, cujas matrizes sdo
representadas nas Tabelas 4.1 e 4.3, respectivamente:

A partir da relacdo fuzzy S ¢é possivel obter o diagndstico médico de cada paciente, ou
seja, como o modelo matematico que adotamos para diagnosticar foi Ro S , entdo para obter

0 grau da doenca para cada paciente, de acordo com a formula,
t; = r]gg%([min(¢R (U, Vi) @5 (Vi W) = mig)n([min(nk’skj ),

em que R é a matriz com os sintomas, basta calcularmos R™ - S .
Na equacdo acima, substitui-se 0 minimo pelo produto e 0 maximo pela soma, obtendo

assim a forma matricial de T:

_tn t, tlp |
t t t
T—RoS= 21 2.2 2p |
_tml t, ... tmp_mxp

como multiplicacdo das matrizes associadas a R e S, a composic¢ao [max-min].

Assim:
09 07 06 03 171[ 1 075 0,75]
05 1 05 01 08[[075 1 05
0 0 02 04 O 0 0 05
01 02 09 08 04|05 05 075
R.g |02 03 01 09 0805 025 05| _
01 03 08 02 O 0 025 0,75
03 05 03 01 0|05 05 025
02 05 0 01 O 0 075 0
04 02 0 04 08|]075 075 0
0O 0 04 01 0][025 0 0 |

Vejaagora o célculode t;;, 1=12,34,5 e j=12,3 damatriz T:
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ol

t,= Jrg:';ll)(()[min{0,9;1}, min{0,5;0,75}, min{0;0}min{0,1,0,5}, min{0,2;0,5}, min{0,1,0},
min{0,3;0,5}, min{0,2;0}, min{0,4;0,75}, min{0;0,25}]

t,= ngf)[o’g;o"r’;o'();o’]"o’2;0’0;0’3;0’0;0'4;0’0] =09

ol

t,= ]rgk%[min{O,Q;O,?S}, mir{0,5;1}, min{0;0}min{0,1,0,5}, mir{0,2;0,25}, min{0,1,0,25},
min{0,3;0,5}, min{0,2;0,75}, mir{0,4;0,75}, min{0;0}]

t,, = max[0,75;0,5;0,0;0,1,0,2;0,1;,0,3;0,2;0,4;0,0] = 0,75

1<k<10

ot13

ty = max(min{0,9:0,75}, min{0 50,5}, min{0;0,S}min{0.10,75}, min{0,2,0.5}, min{0 10,75},
min{0,3;0,25}, mir{0,2;0}, mir{0,4;0}, min{0;0}]

t,; = max[0,75,0,5,0,00,10,2,0,75,0,25:0,0;0,0,0,0] = 0,75

ol,

t,, = max[min{0,7:13, min{1;0,75}, min{0;03min0,2:0,5}, min{0,3,0,5}, min{0,3,0},
mir{0,5;0,5}, min{0,5;0}, min{0,2;0,75}, mir{0;0,25}]

t,, = max[0,7,;0,75;0,0;0,2;0,3;0,0;0,5;0,0;0,2;0,0] = 0,75

21 1<k<10

oty

t,, = ]rérlgfé[min{OJ;O,?S}, min{L;1}, min{0;0}min{0,2;0,5}, min{0,3;0,25}, min{0,3;0,25},
min{0,5;0,5}, min{0,5;0,75}, min{0,2;0,75}, min{0;0}]

t,, = max[0,7;1,0;0,0;0,2;0,25,0,25,0,5;0,5;0,2;0,0] =10

1<k<10
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* )

t,, = El%[min{O,?;O,?S}, min{1;0,5}, mir{0;0,5}min{0,2;0,75}, min{0,3;0,5}, min{0,3;0,75},
min{0,5;0,25}, mir{0,5;0}, min{0,2;0}, min{0;0}]

t,, = max[0,7;0,5;0,0;0,2;0,3;0,3;0,25,0,0;0,0;0,0] = 0,7

B <10

ot

t,, = ]rgk%[min{o,G;l}, mir{0,5;0,75}, min{0,2;0}min{0,9;0,5}, min{0,1;0,5}, mir{0,8;0},
min{0,3;0,5}, mir{0;0}, min{0;0,75}, min{0,4,0,25}]

t;, = max[0,6;0,5;0,0;0,5;0,1;0,0;0,3;0,0;0,0;0,25] = 0,6

1<k<10

oty
t, = ﬂafé[min{O,&O,YS}, min{0,5;1}, min{0,2;03mir{0,9;0,5}, min{0,1,0,25}, min{0,8;0,25},

min{0,3;0,5}, min{0;0,75}, mir{0;0,75}, min{0,4;0}]
t,, = max[0,6;0,5;0,0;0,5;0,1,0,25;0,3;0,0;0,0;0,0] = 0,6

1<k<10

oty

ty = erkaé[min{0,6;0,75}, min{0,5;0,5}, min{0,2;0,5}min{0,9;0,75}, min{0,1;0,5}, min{0,8;0,75},
mir{0,3;0,25}, min{0;0}, min{0;0}, min0,4;0}]
t,, = max[0,6;0,5;0,2;0,75;0,1,0,75;0,25;0,0;0,0;0,0] = 0,75

1<k<10

oty

t, = 1mka1>§)[min{0,3;1}, mir{0,1,0,75}, min{0,4;0}min{0,8;0,5}, min{0,9;0,5}, min{0,2;0},
min{0,1,0,5}, min{0,1;,0}, min{0,4;0,75}, min{0,1,0,25}]
t, = ng(()[O,B;O,J;0,0;0,5;0,5;0,0;0,1;0,0;0,4;0,1] =0,5

ol
t, = ]rg(%[min{O,S;O,B}, min{0,1,1}, min{0,4;0}min{0,8;0,5}, min{0,9;0,25}, min{0,2;0,25},

min{0,1,0,5}, min{0,1,0,75}, min{0,4;0,75}, min{0,1,0}]
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t,, = max[0,3;0,1;,0,0;0,5;0,25;0,2;0,1,0,1,0,4;,0,1] = 0,5

1<k<10

oty

t, = Jrﬂ(aﬁ()[min{o,3;0,75}, min{0,1,0,5}, min{0,4;0,5}min{0,8;0,75}, min{0,9;0,5}, min{0,2;0,75},

min{0,1,0,25}, min{0,1,0}, mir{0,4;0}, min{0,1,0}]
t, = ma£[0,3;0,10,4;0,75;0,5;0,2;0,1;0,0;0,0;0,0] =0,75

oty

t, = mafé[min{l;l}, min{0,8;0,75}, min{0;0}min{0,4;0,5}, mir{0,8;0,5}, min{0;0},
mir{0;0,5}, min{0;0}, min{0,8;0,75}, min{0;0,25}]
t, = ]rg(%[l,o;0,75;0,0;0,4;0,5;0,0;0,0;0,0;0,75;0,0] =10

ot

t, = 1<mk§1>é[min{1;0,75}, min{0,8;1}, min{0;0}min{0,4;0,5}, min{0,8;0,25}, min{0;0,25},

min{0;0,5}, min{0;0,75}, min{0,8,0,75}, mir{0;0}]
t, = Q@fé[0,75;0,8;0,0;0,4;0,25;0,0;0,0;0,0;0,75;0,0] =08

oty

t, = ]@%[min{l;o,%}, min{0,8;0,5}, min{0;0,5}mir{0,4;0,75}, min{0,8;0,5}, min{0;0,75},

min{0;0,25}, min{0;0}, min{0,8;0}, min{0;0}]
t, = jr_nka1>(<)[0,75;0,5;0,0;0,4;0,5;0,0;0,0;0,0;0,0;0,0] =0,75

Portanto, de acordo com os resultados acima é construido a matriz T, abaixo:

(0.9 0.75 0.75]
075 10 07
T=|06 06 0.75
05 05 0.75
1.0 08 075
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Assim R" oS =T indica o diagnéstico de cada paciente, ou seja, a matriz resultante
T, representada na Tabela 4.4, é formada pelos graus de cada uma das doencas apresentadas
pelos pacientes, pois R é uma relacdo em U X V (pacientes x sintomas), S é uma relacdo em
V x W (sintomas x doencas) e, consequentemente, a composicao resulta em uma relacéo

U x W (pacientes x doencas).

Tabela 4.4: Matriz da Relacdo T: padrao de diagndsticos

P\d d, d, d,
P, 0,9 075 |0,75
P, 075 |1 0,7
P, 06 0,6 0,75
P, 05 05 0,75
P, 1.0 0.8 0.75

Na Tabela 4.4, as linhas séo os pacientes considerados e as colunas sdo as doengas, ou

seja, os diagnosticos de cada paciente. Nota-se ainda, que o paciente P,, pela teoria aplicada
tem maior possibilidade de estar com dengue (d,), pois possui grau de pertinéncia 0,9,
enquanto que chikungunya e zika apresentam 0,75 grau de pertinéncia. O paciente P, pode
estar com chikungunya (d,) com grau de pertinéncia 1. J& P, e P,, ambos com grau de

pertinéncia 0,75 tem maior possibilidade de ser diagnosticado com zika. O paciente P, tem

grande chance de ser diagnosticado com dengue, pois possui grau 1 de pertinéncia.

Observa-se que os resultados do diagnostico foram muito préximos um do outro, uma
vez que as doencas pesquisadas possuem sintomas parecidos muito de uma forma geral. Fato
este que, segundo a especialista, condizem com as situacdes presenciadas em sua rotina de
trabalho.

Com os resultados do modelo fuzzy disponiveis na Tabela 4.4 e apresentados a
enfermeira padrdo, a mesma mostrou-se muito satisfeita com os resultados da pesquisa, pois
conhecia os diagnosticos dos cinco pacientes, e 0 modelo aqui proposto apresentou um acerto

de 100% em relacéo aos diagnosticos dos pacientes.
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E notavel ainda que a resposta da composicdo também é um conjunto fuzzy, pois
fornece a distribuicdo de possibilidades do paciente no conjunto de doencas dado que ele
apresenta uma certa distribuicdo de possibilidades no conjunto de sintomas. Outra
propriedade importante da relagdo fuzzy é que a medida que se obtém diagnésticos de novos
pacientes, estes podem ser incluidos na base de conhecimentos aumentando assim a
capacidade de se obter mais diagnosticos por meio de relagcdes fuzzy, tal como faz 0 médico
[2] [13] [19].

Nesta pesquisa, 0s homes da especialista da area da salde e dos pacientes foram

omitidos por motivos éticos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Um dos objetivo desse trabalho foi propor uma estratégia de aplicacdo da Logica
Fuzzy em problemas de Biomedicina. Neste tipo de modelagem é comum encontrar incertezas
nas variaveis, como por exemplo, para diagnosticar alguma doenca observam-se os sinais ou
sintomas apresentados pelo paciente. A “intensidade” destes sintomas ou sinais indicard o
procedimento médico a ser adotado. O termo “intensidade” ¢ subjetivo e, portanto,
naturalmente tratado por meio da Teoria dos Conjuntos Fuzzy. Neste caso, mais
especificamente, é utilizado relacbes fuzzy para propor um modelo matematico para
diagnosticar doengas transmitidas pelo mosquito Aedes Aegypti, ou seja, dengue, chikungunya
e zika, sendo essencial a contribui¢do de pelo menos um especialista.

O Aedes aegypti, uma espécie de mosquito da familia Culicidae, proveniente da
Africa, atualmente distribuido por quase todo o mundo, se instala especialmente em regides
tropicais e subtropicais sendo o principal vetor das doencas mencionadas no titulo deste
trabalho. Doencas essas, compartilham alguns sinais clinicos entre si, que podem levar a erros
de diagnoésticos. O paciente pode se confundir ao contrair uma das doencas devido aos
sintomas que sdo parecidos. O procedimento inicial de tratamento para as trés doencas é o
mesmo, muitas vezes ndo sendo possivel diagnosticar de imediato, e portanto, as medidas séo
tomadas para os cuidados de dengue, como destacam especialistas da area médica.

Pontos como esses foram cruciais na motivacao para desenvolvimento deste trabalho
recorrendo a Ldgica Fuzzy. Logica essa, que representa uma forma inovadora de "manuseio”
de informac@es imprecisas, fornecendo um método de traduzir expressdes verbais, imprecisas
e qualitativas, comuns na comunica¢cdo humana, em valores numericos, aos quais € chamada
de grau ou funcdo de pertinéncia. A funcdo de pertinéncia de um subconjunto fuzzy indica
com que grau um conceito especifico € membro de um conjunto. Sdo func¢Bes que mapeiam o
valor que poderia ser um membro do subconjunto para outro valor entre 0 e 1, sendo que 0
grau 0 indica que o valor ndo pertence ao conjunto enquanto que o grau 1 indica que o valor
pertence completamente ao conjunto.

No cotidiano das pessoas sdo presenciados muitos casos em que ndo se tem total
certeza sobre as coisas ou fatos, pois "esta no DNA" do ser humano tomar decisdes
considerando a verdade parcial como algo concreto, existente e, no entanto, a Logica Fuzzy

suporta os modos de raciocinio que sdo aproximados ao invés de exatos e constitui a base para
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0 desenvolvimento de métodos e algoritmos de modelagem e controle de processos,
permitindo a reducdo da complexidade, solucionando assim, problemas intrataveis na logica
cléssica.

Neste estudo, foram revisados os conceitos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, onde o
valor verdade de uma proposi¢cdo pode ser um subconjunto fuzzy de qualquer conjunto,
diferentemente dos sistemas logicos binarios onde o valor verdade assume apenas dois
valores: falso (0) ou verdadeiro (1). Baseando-se nessa Teoria, esse estudo foi de extrema
importancia para compreender que a Logica Fuzzy é construida a partir dos conceitos pré-
estabelecidos na ldgica classica. As funcbes de pertinéncia dos subconjuntos fuzzy podem ser
utilizadas para definir as opera¢des basicas de intersec¢cdo, unido e complemento fuzzy, sendo
representadas pelo minimo, maximo e complemento das relativas fungdes caracteristicas. Ja
as proposicdes fuzzy podem ser combinadas utilizando-se de diferentes operadores, gerando
assim novas proposices fuzzy, incluindo os conectivos légicos "e" e "ou", bem como o
operador de implicacdo "se, entdo". As proposicdes fuzzy resultantes dessas combinacdes
podem ser descritas em termos de relagdes fuzzy, as quais o valor desta relacdo em funcao dos
conjuntos fuzzy de cada operando pode ser realizados de diferentes maneiras. Por fim, na
Teoria dos Conjuntos Fuzzy, as normas triangulares sdo de extrema importancia para fornecer
os modelos genéricos para as operacOes de interseccdo e unido, obedecendo as propriedades
de comutatividade, associatividade, monotonicidade e elemento neutro. Existem, portanto,
muitas formas de estender 0s conectivos proposicionais classicos para o conjunto U.

Valendo-se dos conceitos de Légica Fuzzy, aplicadas de maneira correta ou da melhor
maneira possivel, sdo essenciais para que resolvamos os problemas de indecisdo para
diagnosticar os pacientes aos quais contrairam dengue (d,), chikungunya (d,) ou zika (ds).,
uma vez que permite incorporar ao modelo incertezas inerentes ao problema. Com a ajuda de
um especialista foi elaborado uma tabela com cinco pacientes anénimos (P, , P,, P, P, e Pz ),
e 0s graus de pertinéncia relativos a dez sintomas, 0s quais representados por sy, S, ..., S1o,
que sdo respectivamente febre, mialgia/artralgia, edema das extremidades, exantema
maculopapular, dor retroorbital, hiperemia conjuntival, linfadenopatia, hepatomegalia,
leucopenia/trombocitopenia e hemorragia, caracteristicos dessas doencas. Porém, para
prosseguir com a pesquisa, fez-se necessario um embasamento tedrico para esclarecimento
dos graus de pertinéncia com que cada doenca se relaciona com 0s respectivos sintomas
(Tabela 4.2), os quais foram coletados do boletim epidemioldgico [5]. Tendo em maos esses

dados, os mesmos foram convertidos em graus de pertinéncia.
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Por meio de equacdes relacionais fuzzy, foi proposto um modelo matematico para o
diagnostico de cada paciente, ou seja, a possibilidade de cada doenca apresentada pelos
pacientes. Conforme depoimento de uma especialista (enfermeira padrdo da cidade de
Sorocaba/SP), os resultados condizem com diagnosticos estabelecidos em sua rotina de
trabalho. Destaca ainda a coeréncia da proximidade dos valores dos graus de pertinéncia nos
resultados de diagndsticos aqui propostos, devido a semelhanca de alguns sintomas presentes
nas trés doengas estipuladas na pesquisa.

Portanto, a Logica Fuzzy mostrou-se uma ferramenta matemaética adequada e de
grande importancia para abordar problemas de Biomedicina, particularmente em
Epidemiologia. Ela apresenta uma estrutura util e de aplicabilidade real e efetiva. Por
exemplo, para um paciente que apresente os sintomas febre, mialgia/artralgia, examtema
maculopapular, dor retroorbital e linfadenopatia, com certeza acarretard duvidas para o
diagnostico, pois sdo sintomas caracteristicos das trés doencas. E neste caso, analisando 0s
graus com que cada sintoma se manifesta, pode-se por meio das relagdes fuzzy chegar ao
melhor resultado possivel, de forma satisfatoria.

Ressalta-se ainda que este trabalho de pesquisa aumentou a motivacgao pelos estudos
de Logica Fuzzy. Para trabalhos futuros pretende-se aprofundar os estudos em Equacdes

Relacionais Fuzzy, Sistemas Baseados em Regras Fuzzy e Modelagem em Biomatematica.
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