Astituto de

Viatematica e
statistica

Universidade Federal Fluminense |

Programa de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional
Coordenacdo do PROFMAT

Victor Emmanuel Dias Gomes

Solugao Geral das

Sequéncias Recorrentes

Orientador: Mitchael Alfonso Plaza Martelo

NITEROQI
Maio/2016



Victor Emmanuel Dias Gomes

Solucao Geral das Sequéncias Recorrentes

Dissertagao apresentada por Victor
Emmanuel Dias Gomes ao Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - Universidade Federal
Fluminense, como requisito parcial para a
obtencao do Grau de Mestre.

Orientador: Mitchael Alfonso Plaza Martelo

Niteréi
2016



G633 Gomes, Victor Emmanuel Dias

Solucdo geral das sequéncias recorrentes / Victor Emmanuel Dias
Gomes. — Niteroi,. RJ : [s.n.], 2016.
91f.

Orientador: Mitchael Alfonso Plaza Martelo.

Dissertacdo (Mestrado em Matematica) - Universidade Federal
Fluminense, 2016.

1. Matematica discreta. 2. Recorréncia (Matematica). 3.
Fibonacci. 4. Indug¢ao matematica. I. Titulo.

CDD 51535




Victor Emmanuel Dias Gomes

Solucao Geral das Sequéncias Recorrentes

Dissertagao apresentada por Victor
Emmanuel Dias Gomes ao Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - Universidade Federal
Fluminense, como requisito parcial para a
obtencao do Grau de Mestre.

Linha de Pesquisa: Matematica discreta.

Aprovada em:17/09/2016

Banca Examinadora

Prof. Mitchael Alfonso Plaza Martelo - Orientador
Doutor - Universidade Federal Fluminense

Prof. Begona Alarcon Cotillas - Membro
Doutor - Universidade Federal Fluminense

Prof. Carlos Gustavo Tamm de Araijo Moreira - Membro
Doutor - Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada

Prof. Hernan Maycol Falla Luza - Membro
Doutor - Universidade Federal Fluminense

NITEROI
2016



DEDICATORIAS

Dedico este trabalho ao meu amado filho Leonidas.



AGRADECIMENTOS

Ao meu filho Leonidas que apesar de seu pouco tempo de vida, me ensinou o que é o
amor.

A minha esposa Monahr, por todo apoio, companheirismo, e paciéncia durantte a re-
alizacao deste trabalho.

Aos meus pais, pela vida, incentivo e apoio que sempre me deram.

Ao meu professor orientador Mitchael, pela paciéncia, dedicacao e todo conhecimento
que me foi transmitido, por ser para mim um exemplo de professor com seu grande co-
nhecimento e humildade maior ainda.

A todos os professores do PROFMAT.

Aos meus colegas de turma, pelas trocas de experiéncia e conhecimento e pelos mo-
mentos de confraternizagao.

Aos colegas de trabalho, por todo apoio e incentivo.
A CAPES pelo apoio financeiro.

Enfim, a todos que contribuiram de forma direta ou indireta para que o objetivo fosse
conquistado.

vi



Lista de Figuras

4.1 Quadradodeladon. . . . . . . ... 58
4.2 Quadradodelado 1. . . . . . . . . .. ... 59
4.3 Retangulo de dimensao 1 x 2. . . . . . . . . .. ... 59
4.4 Retangulo de dimensao 2 x 3. . . . . . . .. ... 59
4.5 Retangulo de dimensao 3 x 5. . . . . . . . ... ... 60
4.6 Retangulo de dimensao 3 x 5. . . . . . . ... Lo 60
4.7 Um quarto de circunferéncia. . . . . . . . . . .. ... L. 63
4.8 Espiral de Fibonacci. . . . . . . .. ... o 63
4.9 Concha do Nautilo. . . . . . . . . . ... ... ... 63
5.1 Torrede Handi. . . . . . . . . . . . . . 64
5.2 Solugao com 1 disco. . . . . . . .. 65
5.3 Solugao com 2 diSCOS. . . . . . . ... 66
5.4 Solucdo com 3 diSCOS. . . . . . . ... 66
5.5 Solugdo com m discos. . . . . . ... 67
5.6 Arrumacao com 1 domind. . . . . .. ..o 68
5.7 Arrumacgoes com 2 dominds. . . . . .. ... 68
5.8 Arrumagoes com 3 dominds. . . . . ... .. 69
5.9 Arrumacgoes com 4 dominds. . . . . . ... 69
5.10 Arrumacoes com 4 dominds sem seus "fins”. . . . . ... ... 69

vil



Lista de Tabelas

3.1 Reproducao dos coelhos. . . . . . . ..o 31

4.1 Razoes entre as dimensoes dos retangulos. . . . . . . . ... 61

viil



RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo central o estudo das sequéncias recorrentes.
Expomos aqui definigoes, classificacao, uma breve revisao sobre progressoes aritméticas
e geométricas e progressoes aritméticas de ordem superior. Além disso, serda provado a
forma das solugoes gerais das recorréncias lineares com coeficientes constantes de ordens 1
e 2, e também a forma da solugao do caso mais geral que sao as de ordem k£ homogéneas,
em seguida serao vistos alguns casos de recorréncias nao lineares. Serao abordados ao
longo do texto alguns exemplos classicos que recaem no tema, como a sequéncia de Fi-
bonacci, além de aplicacoes que envolvem progressao aritmética de ordem superior e a
relacao entre os numeros de Fibonacci e a razao aurea. Por fim, sao propostas duas ati-
vidades para serem aplicadas no ensino médio.

Palavras Chaves: Recorréncia, Matematica Discreta, Fibonacci, Indu¢ao Matematica.
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ABSTRACT

This work has as the main objective the study of recurring sequences. We exposed
here definitions, classifications, a brief review of arithmetic and geometric progressions
and arithmetic progressions of higher order. Furthermore, it will be proved the form of
general solutions of linear recurrence with constant coefficients of orders 1 and 2, and also
the form of the solution in the general case of the homogeneous order k, then will be seen
some cases of non-linear recurrences. Some classic examples, which come to the subject,
will be addressed in the text as the Fibonacci sequence plus explanations involving arith-
metic progressions of higher order and the relationship between the Fibonacci numbers
and the golden ratio. Finally, two activities will be proposed to be implemented in high
school.

Keys words: Recurrence, Discrete Mathematics, Fibonacci, Mathematical Induction.



Sumario

1 Introducao

2 O Ensino da Recorréncia

2.1 Andlise de Livros . . . . . . . . .
2.1.1 Teoria e Problemas de Matematica Discreta . . . . . . .. .. ...
2.1.2 Introduction to Combinatorial Mathematics . . . . . . ... .. ..
2.1.3 A Matematica do Ensino Médio - Volume 2 . . . . . . . .. .. ..
2.1.4  Colecao Elementos da Matematica - Volume 3 . . . . . . . . .. ..
2.1.5  Sequéncias Recorrentes . . . . . . . . .. ... L.

3 Fundamentacao Tedrica

3.1 Sequéncia . . . . . ...
3.2 Progressoes . . . ..o
3.2.1 Aritmética . . . . ...
3.2.2 Geométrica . . . . . . ...
3.3 Recorréncia . . . . . . .
3.4 Classificacao das Recorréncias . . . . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.4.1 Linearidade . . . . . . . . . . . .. ...
3.4.2 Homogeneas e Nao Homogéneas . . . . . . ... ... ... .. ...
3.4.3 Ordem . . . . . . . .
3.5 Recorréncia Linear de Primeira Ordem . . . . . . . . ... ... ... ...
3.6 Recorréncia Linear de Segunda Ordem . . . . . . . .. .. ... .. ... ..
3.7 Recorréncia Linear de Ordem K . . . . . . . . ... ... ... .. .....
3.8 Recorréncia Nao Linear . . . . . . . . . . . . .. ...

4 Aplicagoes

4.1 De volta a P.A. de Ordem Superior . . . . . . . . ... ... ... .....
4.2 Revisitando a Sequéncia de Fibonacci . . . . . . . .. ...

4.2.1 Retangulo Aureo . ...

4.2.2 A Conchado Nautilo . . . .. ... ... ... ... ... ......

5 Atividades

5.1 Atividade 1: A torrede Handi . . . . . . . . . ... ... ... ... ..
5.2 Atividade 2: Dominds . . . . . . . . ...
5.3 Relato da Experiéncia em Sala de Aula . . . . . . . ... ... ... ... ..

6 Apéndice
6.1 O Método Da Indugao . . . . . . . . . . ...
6.1.1 Principio da Indugao Finita . . . . . . ... ... ... ... ...

X1

53
23
57
S7
62

64
64
67
69



6.1.2 Principio da Indugao Completa . . . . . . . .. ... ... ... ..

6.2 EDO’s de ordem k

6.3 Outra Demonstracao para o Teorema 3.7.11 . . . . . . . .. ... ... ..

Referéncias Bibliograficas

x1i



Capitulo 1

Introducao

A elaboracao deste trabalho foi motivada pela escassez de materiais que abordam topicos
de sequéncias recorrentes. Dos poucos encontrados, alguns sao muitos superficiais apre-
sentando apenas os casos iniciais, outros sem demonstracoes ou explicacoes apresentando
apenas as férmulas, e ainda hé aqueles mais avangados que tratam apenas dos casos mais
gerais e utilizam linguagem técnica de dificil entendimento. De forma geral, sao incom-
pletos no sentido de que nao tratam do assunto como um todo, ou seja, dos casos mais
simples até generaliza-los. Assim, o propdsito final desta dissertacao é de se tornar um
material que possa servir de referéncia para alunos, professores ou qualquer pessoa que
esteja interessada no tema, uma vez que este é construido de forma gradativa, desde as
definicoes iniciais, passando pelos casos mais simples até os mais gerais, incluindo as res-
pectivas deducgoes e demonstracoes, com a constante preocupacao de utilizar o minimo de
técnicas matematicas e usar linguagem simples afim de facilitar o entendimento.

O capitulo 2 é iniciado com uma pesquisa sobre o que as leis educacionais nacionais
dizem sobre a obrigatoriedade ou nao, do ensino das recorréncias nos dois niveis de ensino.
Apos isto, o texto segue com uma breve andlise de alguns materiais em relacao a como é
e o que é abordado do tema, afim de mostrar a realidade dos recursos disponiveis e assim
justificar a construcao deste.

No capitulo 3, serd vista toda a teoria iniciando a partir da definicao de sequéncia, e
antes de entrar nas sequéncias recorrentes de fato, sera feita uma revisao sobre progressao
aritmética (P.A.) e progressdao geométrica (P.G.) que na maioria das vezes é o primeiro
contato com o tema pois sao vistas no ensino bésico mas nao levam este titulo, além
de ser uma excelente forma de introduzir o assunto e familiarizar-se com as notagoes.
Apbs esse estudo inicial a teoria é construida de forma encadeada, com uma sequéncia
de definicoes, teoremas, lemas e exemplos, de modo a levar o leitor ao entendimento de
como chegar na solucao geral, dos casos mais simples que sao as recorréncias lineares
homogéneas de primeira ordem, até os casos mais gerais que seriam as recorréncias line-
ares homogeneas com coeficientes constantes de ordem k. Nesta parte do texto, pode-se
encontrar o resultado mais importante do trabalho, o teorema 3.7.11, que utiliza basica-
mente indugao matematica e nos fornece a possibilidade de chegarmos na solucao geral
destas recorréncias de ordem k. E para terminar o capitulo foram feitos alguns exemplos
de sequéncias recorrentes nao lineares.

No capitulo 4 encontram-se algumas aplicagoes, como nas progressoes aritméticas de



ordem superior, na relacao entre a sequéncia recursiva de Fibonacci e a razao aurea, e
o retangulo dureo com a concha do Nautilo. Ja no capitulo 5 sao apresentadas duas
sugestoes de atividades para serem aplicadas no ensino médio com suas respectivas me-
todologias e o relato da experiéncia obtida com a aplicagao destas.

Por fim, ha um topico no apéndice sobre indugao matematica pois esta foi amplamente
utilizada ao longo do trabalho e para que nao haja a necessidade de procurar informacoes
sobre o assunto em outros textos. Ha também outros dois topicos, um com uma demons-
tracao alternativa para o Teorema 3.7.11, e o0 outro com uma aplicacao deste teorema que
seria a prova da independéncia linear das solugoes de uma equacao diferencial ordindria
de ordem k. Note que esta aplicacao esta no apéndice pois uma das preocupacoes na
elaboragao deste trabalho é que conseguisse atingir grande variedade de leitores, e caso
estivesse fora poderia desencorajar o estudo daqueles que nao conhecem o assunto.



Capitulo 2

O Ensino da Recorréncia

No Brasil o estudo das sequéncias recorrentes pode aparecer no ensino médio e no en-
sino superior. A Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB), assim como os
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), nao s@o especificos sobre a indicagdo ou obri-
gatoriedade do ensino deste contetdo.

Analisando os PCN do ensino médio, podemos perceber que além de salientarem a
importancia da matematica como ciéncia e ferramenta necessaria para o entendimento
e desenvolvimento da tecnologia, apontam como uma das finalidades desta ciéncia, o
estabelecimento de conexoes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas e o
conhecimento de outras areas do curriculo deste nivel de ensino. Além disso, o documento
diz que a elaboracao do curriculo deve contemplar os contetidos de maior contextualizagao
e interdisciplinaridade, ou seja, que possam, potencialmente, permitir conexoes entre di-
versos conceitos matematicos e entre diferentes formas de pensamento matemaético, ou
ainda, a relevancia cultural do tema em relagdo as suas aplicagoes dentro ou fora da
matematica. Esses conteuidos também devem contemplar a Base Nacional Comum, que
por sua vez, recomenda a abordagem de sequéncias numéricas para apenas fazer uma
associacao com funcoes . No caso progressoes aritmética e geométrica com fungoes afim
e exponencial, respectivamente. Desta forma, a matematica do ensino médio fica sem o
devido estudo sobre sequéncias pois aparece de forma muito sutil, deixando de explorar
seu potencial, aplicabilidade e conexoes.

No ensino superior, mais especificamente na graduagao em matematica tanto na li-
cenciatura quanto no bacharelado, segundo o parecer CNE/CES nimero 1.302, de 6 de
novembro de 2001, sugere uma organizacao de um curriculo comum que deve ser se-
guido pelas instituicoes de ensino superior, e contemplam contetidos onde o estudo das
sequéncias recorrentes nao € obrigatério. Assim, fica a cargo de cada instituicao oferecer
ou nao disciplinas que abordem o tema, a exemplo, o autor do presente trabalho nao foi
apresentado ao referido assunto em sua graduagao.

Tendo em vista a andlise feita sobre o ensino da recorréncia e também sua importancia,
inevitavelmente obriga aos interessados em aprender mais sobre o assunto a ter que recor-
rer a materiais extra curriculares. Contudo, como ja mencionado, ao procurar por estes
materiais deparam-se com a escassez destes, e os poucos livros e artigos que sao encon-
trados ou sao muito sucintos e incompletos ou de dificil compreensao aos menos educados
matematicamente. Assim a busca por um entendimeno maior sobre o assunto se torna



mais dificil e passa a depender de terceiros, que também nao é simples de encontrar, para
elucidar duvidas que certamente irao aparecer.

A seguir sera feito uma breve descricao de alguns livros e um artigo que foram utilizados
como referéncia, para mostrar a situacao exposta e justisficar o propdsito do presente
trabalho.

2.1 Analise de Livros

Nesta se¢ao iremos analisar alguns livros e um artigo que tratam deste assunto e como
o abordam. Serao utilizados termos técnicos para realizar tal analise, e para aqueles que
estao iniciando o estudo sobre o assunto podem encontra-los no Capitulo 3.

2.1.1 Teoria e Problemas de Matematica Discreta

Ver [10], este livro da cole¢ao Schaum aborda o assunto em seu apéndice. Introduz
de forma intuitiva com alguns exemplos, e comenta que as progressoes aritmética e
geométrica, que ja conhecidas pela maioria, se nao todos os leitores, podem ser defi-
nidas recursivamente.

Ao definir as recorréncias, trata apenas das lineares com coeficientes constantes, se-
guindo com varios exemplos. Porém nao expoe solugao.

Ao adentrar na secao de solucoes, comeca definindo recorréncia linear homogénea de
segunda ordem e associa imediatamente a equacao caracteristica. Enuncia dois teore-
mas de como obter a solucao geral deste tipo de recorréncia, o caso em que as raizes
da equacao caracteristica sao iguais e o caso em que sao diferentes, porém nao os prova
e nem fornece explicagoes sobre o motivo das solucoes possuirem tal forma, e segue a
secao com exemplos. Ainda comenta o caso em que as raizes sao complexas dizendo que
o teorema também vale, mas que nao seria abordado pois esta além dos objetivos do livro.

Para encerrar o apéndice, define uma recorréncia na forma mais geral, de ordem k, e
também sem maiores explicagoes associa a equacao caracteristica. Faz duas observacgoes,
também sem provala-las. A primeira diz que a combinacao linear de duas solugoes também
é solucao em recorréncia homogéneas, e a segunda trata da forma das solugoes quando
uma raiz possui multiplicidade maior que 1, e finaliza afirmando que a combinacao linear
desta também é solucao . E com mais exemplos, o livro encerra o assunto.

De forma geral, o texto trata muito superficialmente do assunto deixando a desejar
para aqueles que buscam um melhor entendimento sobre o assunto, porém sua lingua-
gem ¢é de facil entendimento. Isso se explica pois o livro nao é voltado para o curso de
matematica, mas para as engenharias e computacao, e tem por finalidade nutrir a neces-
sidade de alguns pré requisitos para outros tépicos.



2.1.2 Introduction to Combinatorial Mathematics

Ver [9], este livro introduz o assunto com exemplos, simples, mas que induz o leitor ao
entendimento do que sao sequéncias construidas recursivamente.

Define recorréncia linear com coeficientes constantes de qualquer ordem e as chama de
equagao em diferenca. Explica o que seria uma recorréncia homogénea e prova que a soma
das solugoes da parte homogéna com uma solugao particular também é solucao . Além
disso, demonstra, no apéndice do capitulo, que esta solucao é unicamente determinada
pelas condicoes iniciais.

Sugere sem maiores explicacoes a forma da solucao de uma recorréncia linear ho-
mogenea, a, = Aaf, chamando «; de raiz caracteristica. A partir dai, deduz a equacao
caracteristica. Afirma, dizendo ser de fécil verificagdo, que se as raizes caracteristicas
forem distintas, entao a combinacao linear das solugoes também ¢é solucao .

Para o caso em que as raizes possuem multiplicidade maior que um, assim como o
anterior, nao fornece explicagoes sobre a forma da solugao, apenas a apresenta e prova a
afirmacao.

Comenta o caso em que as raizes caracteristicas sao complexas. Explica que em funcao
do conjugado aparecem em pares, e sugere escrevé-las na forma trigonométrica para entao
explicitar a forma da solucao.

O texto também aborda recorréncias nao lineares, e apresenta técnicas para resolver
algumas classes deste tipo de recorréncia. Encerra o capitulo definindo e resolvendo exem-
plos de recorréncia com dois indices.

Fazendo uma analise geral sobre como o livro apresenta o assunto, percebe-se que
o autor preferiu uma abordagem geral, assim nao recorrendo a casos mais simples que
facilitariam o entendimento do leitor. Ou seja, caso uma pessoa menos educada mate-
maticamente tivesse interesse sobre o assunto, este texto seria de dificil compreenssao.
Porém o texto aborda muitos apectos relativos a recorréncia, tornando-o assim um dos
mais completos, mesmo sendo omitidos algumas demonstracoes e explicacoes.

2.1.3 A Matematica do Ensino Médio - Volume 2

Ver [8], o texto comega definindo o que seriam sequéncias definidas recursivamente e passa
uma sec¢ao inteira com exemplos.

Define recorréncia linear de primeira ordem, e resolve diversos exemplos de forma intui-
tiva. Enuncia e prova um teorema que auxilia na solucao de alguns casos de recorréncias
deste tipo.

Ao definir recorréncia linear de segunda ordem, se concentra primeiramente nas ho-
mogéneas e ja estabelece, sem explicacoes, a equacao caracteristica associada. Para tratar
das solucoes é fornecida a forma da solucao geral para os casos em que as raizes possuem
multiplicidade dois e um, também sem explicacoes, mas prova as afirmacgoes e que sao



unicamente determinadas pelas condigoes iniciais. Comenta também, o caso em que as
raizes da equagao caracteristica sao complexas, e fornece a solugao geral para este caso.

Para encerrar o assunto trata das recorréncias lineares de segunda ordem nao ho-
mogénea, onde enuncia e prova um teorema que garante a solucao destas.

Para primeira leitura sobre o assunto este livro seria um dos mais indicados, pois a
abordagem é gradativa e a linguagem é de facil compreensao, sendo acessivel nao somente
para estudantes de nivel superior, mas também para os discentes de nivel médio. Em
contrapartida, caso o leitor queira aprofundar um pouco mais sobre o assunto apenas este
livro ja nao serd suficiente, pois nao hé, por exemplo, topicos que tratem de recorréncia
de ordens maiores que dois.

2.1.4 Colecao Elementos da Matematica - Volume 3

Ver [5], é iniciado o assunto de forma direta, sem exemplos e classificando-as quanto a
linearidade e grau.

Ainda de forma bastante direta define as recorréncias lineares de primeira ordem, fa-
zendo analogia com progressoes aritmética e geométrica, além de enunciar e provar um
teorema que trata da solucao geral destas.

Em seguida, ao falar sobre recorréncia linear de segunda ordem, comeca com as ho-
mogéneas e prova a solucao geral sem o auxilio da equagao caracteristica associada, e por
nao utiliza-la nao houve a necessidade de falar sobre o caso em que suas raizes possuem
multiplicidade, apenas nos coeficientes que neste texto é sempre constatnte. Apds um
exemplo, comenta sobre a existéncia e mostra a utilizacao da equacao caracteristica para
encontrar a solucao geral.

Posteriormente mostra como chegar na solucao geral de uma recorréncia linear de se-
gunda ordem nao homogénea.

E por fim é tratado das recorréncais nao lineares e faz diversos exemplos.

Como este livro é destinado para alunos do ensino médio que desejam se preparar para
fazer concursos, a abordagem tedrica é sucinta e sem muita preocupacao com a formali-
dade nas demonstracoes, dando uma maior énfase nos exmplos e nos exercicios. Sendo
assim o assunto é tratado de forma reduzida e com isso muitos topicos importantes foram
omitidos deixando a desejar neste quesito, o que é justificado pelo seu fim. Assim, este
texto seria apenas para aqueles que necessitam apenas de noc¢oes mais bésicas sobre o
assunto.

2.1.5 Sequéncias Recorrentes

Ver [11], este artigo comega definindo recorréncias lineares de ordem k, e mostrando al-
guns exemplos que recaem ou poderiam ser encarados como uma recorréncia, mas sem



pretencoes de explicitar férmulas ou técnicas para obtencao do termo geral. Termina a
parte inicial do texto afirmando, sem demonstrar, que o conjunto solucao se trata de um
espago vetorial.

Na secao seguinte, comecga com o exemplo da sequéncia de Fibonacci, e induz, afim de
obter o do termo geral da sequéncia, a idéia de uma progressao geométrica que satisfaca
a recorréncia. F assim chega na equagao caraceristica associada a recorréncia, mas nao
atribui este nome, e determina o termo geral. E segue provando mais alguns resultados e
fornece um exemplo de uma recorréncia nao linear.

Em seguida, mostra como associar a equagcao caracteristica para recorréncias lineares
homogéneas com coeficientes constantes de ordem k, e prova de duas maneiras diferentes
a forma do seu termo geral. Termina o artigo resolvendo diversos exemplos.

De todos os textos utilizados como fonte de pesquisa deste trabalho, estas notas fo-
ram o material mais completo pois aborda a solucao geral incluindo o caso das raizes
complexas com multiplicidade maior que um da equacao caracteristica. Porém, por este
texto se tratar de uma adaptacao de um mini-curso minstrado pelo autor na Il Bienal
da SBM, ele aborda o assunto de maneira bem direta admitindo que o leitor ja possua
algum conhecimeno prévio sobre o assunto, familiaridade com os simbolos e notagoes ma-
temdticas, que é largamente utilizado, e bastante habilidade em operar com estes pois
h& omissoes de etapas nas demonstracoes e resolucoes dos exemplos. Além disso, nao
mostra os casos iniciais, como por exemplo, recorréncia linear de primeira ordem, que
facilitariam o entendimento do leitor. Por isso, este texto se torna pouco recomendavel
para aqueles que querem iniciar o estudo sobre o assunto, porém ideal para aqueles que
querem aprofundéa-lo.



Capitulo 3

Fundamentacao Tedrica

O pensamento recursivo é um artificio matematico muito utilizado, até mesmo intuiti-
vamente por aqueles menos educados matematicamente, que pode definir entres outras
coisas, as sequencias.

Mas antes de comecar o estudo vamos entender mais sobre sequéncia.

3.1 Sequéncia

Utilizaremos a definigdo que pode ser encontrada em [1].

Definicao 3.1.1 : Uma sequéncia de numeros reais ¢ uma funcao x : N — R, que asso-
cia a cada niumero natural n um numero real x,, chamado n-ésimo termo da sequéncia.
Onde N € o conjunto dos nimeros naturais, e R o conjunto dos nimeros reais.

Escreve-se (1, xa, ..., Ty, . ..) ou (Z,)nen, Ou simplesmente (z,,) , para indicar a sequéncia
cujo n-ésimo termo é x,,.

E importante ter em mente que a sequéncia nao é o mesmo que o conjunto formado
pelos seus termos, por exemplo, a sequéncia (1,1,...,1,...) nao é o mesmo que o conjunto
{1}. Ou entao, as sequéncias (0,1,0,1,...) e (0,0,1,0,0,1,...) sao diferentes mas o conjunto
dos seus termos é o mesmo, igual a {0, 1}.

Observacao :

e Uma sequéncia ¢ dita infinita quando todo termo desta possui um sucessor, ou seja,
possui infinitos termos.

e Uma sequéncia é dita finita, se esta nao é infinita, ou seja, hd um termo que nao
possui sucessor e este sera o ultimo da sequéncia. Portanto, ha uma quantidade
finita de termos.

Exemplo 1 : (1,2,3,4,6,12) € a sequéncia, finita, dos divisores inteiros positivos de 12
dispostos em ordem crescente.

Exemplo 2 : (2,3,5,7,11,...) é a sequéncia, infinita, dos nimeros primos positivos.

Exemplo 3 : (2,4,6,8,...,2z,...) € a sequéncia , infinita, dos mailtiplos inteiros posi-
tivos de 2.



3.2 Progressoes

O estudo das sequéncias aparece timidamente no ensino médio travestidos de progressoes
aritméticas e geométricas. Entao iremos fazer uma revisao sobre o assunto.

3.2.1 Aritmética

A seguir vamos usar a defini¢do de progressao aritmética segundo [3] e [2].

Defini¢ao 3.2.1 : Chama-se de progressao aritmética (P.A.) uma sequéncia definida
por:

(yp = Qp_1+7,Yn EN,n>2er eR. Onde r é chamado de razao.

Equivalentemente, poderiamos definir da sequinte forma:

F toda sequéncia em que a diferenca entre um termo e seu antecessor é constante. FEsta
constante recebe o nome de razao ().

Assim, uma P.A. é uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, é a soma
do anterior com uma constante r dada.

Exemplo 4 :
e (1,3,5,7,9,...), em que a; =1 e r = 2. Note que esta P.A.€ infinita.
o (4, %, 1—??,3, %), emquea, =4 er = —%. Note que esta P.A.€ finita.

e (0,—2,—4,-6,—8,...), em que a1 =0 e r = —2. Note que esta P.A.¢é infinita.

Termo Geral

Em uma P.A. para avancar dois termos, a partir de um dado termo, basta somar 2
razoes. Para avancar 3 termos basta somar 3 razoes, e assim sucessivamente. Entao,
se dado a; e quisermos descobrir o a, basta somar n — 1 razoes, logo, temos que a, =
a;+(n—1)-r, onde ay é o primeiro termo, r é a razao e a,, é o n-ésimo termo da sequéncia.

Mas esta férmula foi apenas deduzida intuitivamente, e portanto devemos prova-la.

Teorema 3.2.1 : Numa P.A. se a1 € o primeiro termo e r € a razao, entao o n-€simo
termo € dado por:

ap,=a+(n—-1)-r.
Prova: Pelo principio da inducgao finita;
1. Para n=1, temos: a1 =a; + (1 —1).r

2. Vamos admitir a validade da férmula para algum n € N: a,, =a; + (n—1) - r



Agora provaremos a validade do resultado paran + 1 :

Apt1 = Ap+7T
= (mq+n—-1)-r)+r
= a+[n=1)+1]r
= art[(n+1)-1]-r

Entao pelo principio da inducéo finita, a, =a; + (n — 1) -r,Vn € N.

U

Exemplo 5 : Em uma progressao aritmética o terceiro termo € 4, e a razao ¢ —3. De-
termine o nono termo.

Solugao : Temos que a3z = ay + 2r, pela férmula do termo geral, e como a3 =4, r = —3
temos que 4 = a; + 2.(—3), de onde a; = 10, assim

ag = ay+ 8r
= 10—24
= —14

Portanto o nono termo é —14.

Note que esta notagao sugere que temos sempre que recorrer ao primeiro termo, e isso
nao ¢ verdade. Podemos ser mais diretos e para isto basta utilizar a ideia de somar razoes.

Entao para descobrirmos o n-ésimo termo a partir de um p-ésimo dado, basta somar
a este termos n — p razoes. Dali,

a, =ap+ (n—p).r
Refazendo o exemplo 5:
g = a3+(9—3)-7“

= 4+6-(-3)
—14

Este tipo de notagao, como vimos, reduz a quantidade de contas.
Soma dos n Primeiros Termos de uma P.A.

Para chegarmos na férmula que fornece a soma dos n primeiros termos de uma pro-
gressao aritmética, utilizaremos dois teoremas preliminares.
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n(n+1)

Teorema 3.2.2 : A soma dos n primeiros niumeros naturais € 5 . Ou seja,
. 1
Zk:1+2+3+---+n:@
k=1
Prova: Pelo principio da inducao finita.
1-(1+1
1. Para n=1, temos: 1 = %
: . n(n+ 1)
2. Suponha verdadeira a formula para para algumn € N: 14+243+---4+n = —
Agora provaremos a validade do resultado para n + 1:
n(n+1
1+2434+---+n+(n+1) = %—i—(n-l—l)

_ onn+1)+2n+1)

B 2

 (n+1D)(n+2)

= 5 .

1
Entao pelo principio da inducao finita, 1 +2+3+---4+n = @, Vn € N.
O
n(n—1)

Teorema 3.2.3 : Em toda P.A. tem-se : S, = naj +

dos n primeiros termos da P.A.

5 -r, onde S, € a soma

Prova: Temos

a; = a1
a, = a;—+r
as = ap+2r

a, = a+((n—1)-r,

somando ambos os membros, tem-se

amtaytazt--ta, = aitar+-ta+Hr+2r+ 4+ (n—1)r)

= nay+(14+2+---+(n-1))-r

-1
Pelo teorema 3.2.2, temos 1 +2+--- 4+ (n—1) = w, entao:

a1+ ay + as + - - - + ap, = nag + ——= - 1,

Portanto,
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n(a; + ay)

Teorema 3.2.4 : Em uma P.A. tem-se: S,, = 5

Prova: Pelo teorema 3.2.3,

S, = nap + @ -
2na; +n(n —1)r
2
n[2a; + (n — 1)r]
2
nla; +a; + (n — 1)r]

Decorre do Teorema 3.2.1

Exemplo 6 : Determinar a soma dos n primeiros niumeros impares.

1+2n—1
Temos,1+3+5+---—|—(2n—1):w:n2.

P.A. de Ordem Superior

Antes de definir progressao aritmética de ordem superior, iremos precisar de uma de-
finigao preliminar.

Definicao 3.2.2 : O operador diferenca para sequéncias, denotado por A, € definido por
Aay, = Qpy1 — ap.
Aa,, € conhecido como primeira diferenca. E assim temos que
A?a, = A(Aay)
= A(aps1 — an)

= ACL,H_:[ — ACLn

= Qp42 — 2an+1 + Qn,
¢ conhecido como segunda diferenga, e no caso mais geral

AFa, = A(AFa,)
= A(Ak_Qa,n+1—Ak_2an)

k—1 k—1
= A" a1 — A" a,
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que € conhecida como diferenca de ordem k.

Observamos pela defini¢ao 3.2.2, que o operador diferenca, A, é munido da propriedade
da distributiva. Ou seja,

A(APa, + A%,) = AP a, + AT,
onde p,q € N e (a,)nen € (bn)nen 880 sequéncias dadas.

Uma outra forma de definir que a sequéncia (a,),eny é uma progressao aritmética,
seria se Aa,, for constante.

Definicao 3.2.3 : Uma progressao aritmética de ordem k € uma sequéncia tal que a di-
ferenca entre seus termos € uma progressao aritmética de ordem k — 1.

Para ilustrar melhor a defini¢ao acima, dizemos que uma P.A. é de segunda ordem se
a diferenca de cada termo com seu anterior formar uma nova progressao aritmética com
razao nao nula.

Exemplo 7 : A sequéncia a, = (1,3,6,10,15,21,...) é uma P.A. de sequnda ordem,
pois (Aay) = (any1 — an) = (2,3,4,5,6,...), € uma P.A. de razao 1.

Exemplo 8 : (Profmat - Exame de Qualifica¢ao 2012- Adaptada) Considere a sequéncia
definida por:

a1:1
a2:1+2
a3:2+3—|—4

as=4+5+6+7

Vemos, entao, que

(an) = (1,3,9,22,45,81,--)
(Aa,) = (2,6,13,23,--+)
(A%a,) = (4,7,10,13,---)

Como (A%a,) € uma P.A. de razao 3, entao (a,) € uma P.A. de terceira ordem.

3.2.2 Geométrica

A seguir vamos usar a definigao de progressao geométrica segundo [3] e [2].

Defini¢ao 3.2.4 : Chama-se de progressio geométrica (P.G.) uma sequéncia definida
por:
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Gy = Gp_1-q, Vn € Nyn > 2 e g € R. Onde q ¢ chamado de razao.

Equivalentemente, poderiamos definir da sequinte forma:

E toda sequéncia na qual € constante o quociente entre um termo e seu antecessor.
Esta constante recebe o nome de razdo (q).

Assim, uma P.G. é uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, é o produto
do anterior com uma constante ¢ dada.

Exemplo 9 :

o (1,2,4,8,16,...), em que a; =1 eq=2

L), emquea;=1er=2%

1 1
°<1=§’ 7277810 " 3

Rellt

o (2,-4,8,-16,32,...), em que ay =2 er = —2

Termo Geral

Em uma P.G., para avancar dois termos a partir de um dado termo, basta multiplicar
por 2 razoes. Para avancar 3 termos basta multiplicar por 3 razoes, e assim sucessiva-
mente. Entao, se dado a; quisermos descobrir o a,,, basta multiplica-lo por n — 1 razoes,
logo, temos que a, = a; - ¢" ', onde a; é o primeiro termo, ¢ é a razao e a, é o n-ésimo
termo da sequéncia.

Mas esta férmula foi apenas deduzida intuitivamente, e portanto devemos prova-la.

Teorema 3.2.5 : Numa P.G. se ay € o primeiro termo e q é a razao, entao o n-€simo
termo € dado por:

Prova: Pelo principio da inducgao finita,
1. Para n=1, temos: a; = a; - ¢!

2. Admitamos a validade da férmula para algum n € N: a, = a; - ¢" ¢

Agora provaremos a validade do resultado para n + 1 :

ani1 = Ap g
= (al . qn—l) .q
= a- q(n—l)—i-l
aj - q(n+1)71.

Entao pelo principio da inducao finita, a, = a; - q* 1, ¥n € N.
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Exemplo 10 : Em uma P.G. o quarto termo é 1, e a razao é 3. Determine o oitavo
termo.

Solucao : Temos que a4 = a,¢>, pela férmula do termo geral, como ay =1 e ¢ = 3

1
1 = CL1'33:>CE1:2—7

7

ag = dai-q
1
= — 2187
a8 27
asg = 81

Portanto o oitavo termo é 81.

Perceba que com esta notacao da a impressao de que temos sempre que recorrer ao
primeiro termo, e isso nao é verdade. Podemos ser mais diretos e para isto basta utilizar
a ideia de multiplicar razoes.

Entao para descobrirmos o n-ésimo termo a partir de um p-ésimo dado, basta multi-
plica-lo por n — p razoes. Dali,

a, = a,-q™ P,

Refazendo o exemplo 10:

as = az- ¢
ag = 1-3*
ag = 81

Este tipo de notagao, como vimos, agiliza as contas.

Observacgao: Uma P.G. é modelada por uma funcio exponencial, do tipo y = a*. De
fato, a funcao exponencial é definida como sendo a tnica com essa propriedade.

Soma dos Termos de uma P.G. Finita

Dada uma progressao geométrica, chamaremos de S,, a soma dos seus n primeiros
termos. Temos,

Sp = a1taytazt---ta,
= aita-qta-¢+ o tad"
mutiplicando ambos os membros pela razao, segue que
¢-Sp=a1-q¢+ar ¢+ Far ¢ +ar-q"

Fazendo a diferenca das equagoes ficamos com

qSy— S0 = a1 q+-+a-¢" " +tar-¢"— (a1 +a-qg+-+a ¢
Sp(g=1) = a1-q" —ay,
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logo,

a;(q®—1
:M7 q# 1.
q—1

Mas esta férmula foi apenas deduzida intuitivamente, e portanto devemos prova-la.

Sn

Prova: Pelo principio da inducgao finita,

a(¢t —1
1. Para n=1, temos: S = 1(q—1) = q.
q —
. . , ai(¢" —1)
2. Admitamos a validade da férmula para algum n € N: §,, = —Q 1
q _—
Agora provaremos a validade do resultado paran + 1 :
Sn—i—l = Sn + A1
ar(¢g" —1
_ 1(q ) +ay - qn
qg—1
a " — a4 a7 - ag”
= p—
B _al _|_ al . qn+1
= .
B ay (qn+1 _ 1)
= T
L . o ai(q" — 1)
Portanto, pelo principio da inducao finita, S,, = —a_1 Vn € N.
q J—

O

Note que para ¢ = 1 temos uma progressao geométrica constante, o que significa que
todos os seus termos sao iguais, entao dada uma P.G. com razao unitéria, temos que

Sn = a1 taz+---+ap
ar+a+---+a;

= n-ai.

A prova desta férmula serd deixada a cargo do leitor.
Soma dos Termos de uma P.G. Infinita

Comecaremos exemplificando:

Exemplo 11 : Considere a P.G. infnita (%, i, é, cee 2%, ...). Qual € a soma dos termos?
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Solucgao : Formemos a sequéncia (57, Sq, 53, ..., S, ...) em que:

1

R

R

S o= gt t573

o Ll it o1 rer 1
2 4 8 2m AL AL

Esta tultima sequéncia converge para 1, pois:

lim S, = lim (1——)=1— lim — =1-0=1.

—+00 T—400 2n

Quer dizer que, quanto maior for o niimero de termos somados da P.G. (%, }1, %, o),

mais nos aproximamos de 1. Dizemos entao, que a soma de seus infinitos termos é igual a 1.

Teorema 3.2.6 : Se (ay,as,as,...,ay,,...) € uma P.G. com razio q, —1 < q < 1, entdo:
a
Se=a;+as+az+---+a,+-= .
1-q
Prova: Temos,
a —ay-q"
S, — 1 _ G- aqg .
l—q l—gq l—q
_ a1 n
a
observa-se que — 1 L & constante e para, —1 < ¢ < 1, temos que lirf q" =0, assim
—q z—+00
. ai . ai
1 Sp — = 1 — "
Am Sem ) = T e
a . n
= — lim
1— q x—+oo
= T,
= 0.
Entao,
a
Seo = lim S, = L

X—~+00 " ]_—q.

Produto dos n Primeiros Termos de uma P.G.
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Chamaremos de P, o produto dos n primeiros termos de uma progressao geométrica,

vamos deduzir a férmula. Seja a sequéncia (aq, ag, . . ., a,) uma P.G. de razao ¢, observando
que
ar = a
a2 = a1-¢q
a3 = a 2
n—1
a, = ay-q"" ",

multiplicando ambos os membros das equacoes acima, temos

al.a2.a3...an f— Eal.a/l.al...a1)<q.q2.q3...qn71)

J/

n—fatores
— 1+2+3++n—1
(a1)" - q "

,  pelo teorema (3.2.2)

n(n—1)
= (CL1)n . q 2
Portanto,
n(n—1)
P, = alll -q 2

Temos, agora, que provar este resultado. Entao, enunciaremos essa féormula como um
teorema.

Teorema 3.2.7 : Em toda P.G. tem-se que:

n(n—1)

Pn:arll.q 2

Prova: Pelo principio da inducao finita. Sera deixada a cargo do leitor a prova deste
teorema.

3.3 Recorréncia
Agora que ja vimos as progressoes, que sao casos de sequéncias definidas recursivamente,

e melhoramos o entendimento deste conceito, iremos generaliza-lo.

Definicao 3.3.1 : Uma sequéncia ¢ dita recorrente, ou que é wma recorréncia, quando
a relacao entre seus termos € dada por uma equacao de recorréncia, que € uma expressao
matemdtica que relaciona um termo da sequéncia em fungdo do(s) termo(s) anterior(es).

18



Por exemplo, podemos definir uma sequéncia (a,) de acordo com a equagao de re-
corréncia a, = G,_1 + (an,2)2,n > 3. Neste caso, foi relacionado um termo com dois
anteriores.

Vejamos alguns problemas que motivam o estudo e serao resolvidos a medida que a
teoria for avangando.

Exemplo 12 : Qual é o sexto termo da sequéncia de numeros reais definida por x,.1 =
Tp+ 7, comxy =27

Exemplo 13 : (Pizza de Steiner) Qual € o nimero mdximo de pedagos em que uma
pizza pode ser dividida por n cortes retilineos? FEquivalentemente, qual € o umero mdazrimo
de regioes em que o plano pode ser dividido por n retas?

Exemplo 14 : (O problema da reproducgao dos coelhos) Um homem pds um par
de filhotes de coelhos num lugar cercado de muro por todos os lados. Quantos pares de
coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se, supostamente, todo més cada
par dd a luz a um novo par, que € fértil a partir do seqgundo més?

3.4 Classificacao das Recorréncias

Vamos aqui diferenciar os tipos de recorréncia.

3.4.1 Linearidade

Defini¢ao 3.4.1 : Uma equagado de recorréncia € dita linear, se é da forma x, = f,_1(n)x,_1+
fo—2(n)xp—o+---+ fi(n)z1 + h(n), onde fi(n) com 1 <i<n-—1eh(n), sio funcoes em
n. Ou seja, sao aquelas em que o expoente dos T, € igual a 1.

Exemplo 15 : 2,41 = (n — 2)x, + 3".
Exemplo 16 : z,9 = 32,11 — 2z,

Definicao 3.4.2 : As equacgoes de recorréncia sao ditas nao lineares, se nao forem line-
ares, ou seja, se ao menos um expoente dos T,ss for maior que 1.

Exemplo 17 : 2}, = 22.

Exemplo 18 : 22, — 322 = f(n).

3.4.2 Homogéneas e Nao Homogéneas

Definicao 3.4.3 : Recorréncias homogéneas sao aquelas que nao possuem termos inde-
pendentes de (Ty)nen. Ou seja, depende exclusivamente dos termos anteriores.

Exemplo 19 : 23 — 3z, | =z, ».

Definicao 3.4.4 : Recorréncias nao homogéneas sao aquelas que possuem termos inde-
pendentes de (x,)nen. Ou seja, além dos termos anteriores, esta recorréncia depende de
alguma outra fungao.

Exemplo 20 : z,,, =4z, +4".
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3.4.3 Ordem

Definicao 3.4.5 : A ordem de uma recorréncia € determinada pela diferenca entre o
maior e o menor dos indices dos termos que aparecem na a equacao de recorréncia.

Exemplo 21 : x, = x, o + ,n > 4, esta recorréncia € de tlerceira ordem pois

n—(n—23)=3.

Tn—3

3.5 Recorréncia Linear de Primeira Ordem

Segundo as defini¢oes 3.4.1 e 3.4.5, uma recorréncia é dita linear de primeira ordem, se
um termo pode ser expressado em funcao do termo imediatamente anterior. Ou seja, se
podemos escrever z,,; em fungao de z,, entao ela é do tipo z,41 = f(n)x, + g(n) onde
f(n) e g(n) sao fungoes em n.

Exemplo 22 : z,,, = 5z,.

Exemplo 23 : z,, —nz, = (n+ 1)L

Resolugao das Homogéneas: Dada a recorréncia a,1 = f(n)a,, temos

Qs = f(1> +aq

as = f(2) Qg

ay = f(3) - as
Qpy1 = f(n) * A,

multiplicando ambos os membros das igualdades

Ay - A3 Ay Uy~ Apyy = f(]-)alf(2)a2f(3)a3f(n)an
ar- f(1)- f(2)- f(3)--- f(n)

Qp+1
n

Hf(k), com a; € R.

=1

ap41 =

o

Note que a; nao foi dado, e por isso temos uma familia de solugoes, pois depende ape-
nas desta constante real. Caso contrario, se a; fosse determinado, a solucao seria tunica.

Chamaremos de solugao fundamental o caso em que a; = 1, portanto, dada uma
recorréncia da forma a,,; = f(n)a, sua solucao fundamental é :

n—1

Perceba ainda que qualquer outra solucao serda um mutiplo da fundamental. Além
disso, nao hé grandes dificuldades para resolver as recorréncias homogéneas. Vejamos um
exemplo:
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Exemplo 24 : z,.1 = 5z,.

Neste caso f(n) =5, Vn, e para resolvermos basta considerar:

Ty = b1y
I3 = 51’2
T4 = Dx3
T, = DT,_1.

Se multiplicarmos os membros, temos x, = 5" 'z;. Como nao foi dado o valor inicial,
ou seja o valor de z1, a solucao desta recorréncia é uma familia de solucoes, z,, = K.5"*
com K € R.

De volta a P.G.

Vimos que uma recorréncia linear de primeira ordem homogénea pode ser escrita da
forma a, 1 = f(n)a,. Se f(n) for uma constante diferente de 1, digamos f(n) = ¢, entao
a recorréncia fica da forma

Qpy1 = q * Qp,

e resolvendo esta recorréncia, como acabamos de aprender, ficamos com
_ n—1
anp = a; ' q , 11 Z 17

que trata-se do termo geral de uma progressao geométrica de razao q.
Resolucao das Nao Homogéneas:

Primeiramente abordaremos o caso em que f(n) = 1, entao a recorréncia fica da forma
Tpt1 = Ty + g(n). Vejamos:

Ty = x1+g(1)
r3 = x2+g(2)
ry = x3+g(3)

Tn = Tpog+gn—1),
somando ambos os membros das igualdades

To+as+-+x, = 2 +T0+ -+, 1 +9(1)+g(2)+-+gn—1)
T, = x1+9(1)+9(2)---+g(n—1).

Dai,

n—1
Xnp = X1 + Zg(k), com z; € R.
k=1

Note que x; nao foi dado, e por isso temos uma famiia de solucoes, pois depende ape-
nas desta constante real. Caso contrario, se x; fosse determinado, a solugao seria unica.
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Chamaremos de solucao fundamental o caso em que x; = 0, portanto, dada uma
recorréncia da forma x,,1 = x, + g(n) sua solu¢ao fundamental é :

Perceba ainda que qualquer outra solugao seré a fundamental, a menos de uma cons-
tante, ou seja, a fundamental mais uma constante.

Resolvendo o Exemplo 12: z,.1 =2, + 7, com x; = 2.

Neste caso, o primeiro termo estd determinado, e com isso deveremos achar uma

solugao unica. Temos

X2
T3
Ty
Ty

Te

Portanto, o sexto termo é 37.

Poderiamos utilizar a solucao fundamental, ou seja x,

n = 6, resulta em zg = 37.
Veja o Exemplo 13.

Obviamente z; = 2, entao

r3 =

Ty =

Ty =

4= x9=x1+2
T=x3=29+3
ll=2y=25+4

Tn

r1+7=9

o+ T7=16
x3+7=23
x4+ 7=30
x5+ 7 =37.

1+n

=1+ 7-(n—1), que para

onde x, representa a quantidade maxima de partes em que a pizza (plano) foi dividida

por n retas. Resolvendo a recorréncia

X2

xs3

Tn

I1+2
l’2+3

Tp—1 + n,
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somando os membros das igualdades

T, = 1 +2+3+---+n

n—1
= 21+ Z(k +1)
k=1

n—1 n—1
= 24> k+> 1
k=1 k=1

n(n —1
SRS B
_ onn—1)+2+2n
B 2
B n?4+n+2
5 )
2 2
Portanto n retas dividem a pizza, ou plano, em no maximo % regioes.

De volta a P.A.

Vimos que uma recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea com f(n) = 1
pode ser escrita da forma a, 11 = a, + g(n). Note que se g(n) for uma constante nao nula,
digamos g(n) = r, entao a recorréncia fica da forma

(py1 = Qp + 7,
e resolvendo esta recorréncia ficamos com
a,=a;+(n—-1)-rn>2
que trata-se do termo geral de uma progressao aritmética de razao r.
Vamos encontrar a solugdo de uma recorréncia nao homogénea no caso em que f(n) #

1. E para nos ajudar, ha um teorema que nos faz recair em uma recorréncia da forma
Ty, = Tp_1 + g(n), e 0 enunciaremos a seguir.

Teorema 3.5.1 : Se a, € uma solu¢ao nao nula da recorréncia Ypv1 = f(n)yn, €
b, € uma solucao de 2,1 = zp + %, entao x, = a, -b, € uma solucao de
Tpi1 = f(n)x, + g(n). !

Prova: Por hipétese, a, 11 = f(n)a, € b,y = b, + f??ST)LSL . Multiplicando a,, 1 por b,y1,

temos:

= f(n)apb, + g(n).

Assim, percebemos que x,, = a,, - b, é solugao de x,.1 = f(n)z, + g(n).
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O

J& que sabemos determinar uma solugao para a recorréncia x,.1 = f(n)z, + g(n), o
proximo teorema nos permitird encontrar a solugao geral.

Teorema 3.5.2 : Se x, € uma solu¢ao da recorréncia x,.1 = f(n)x, + g(n), entdo
qualquer outra solugao h,, serd da forma h, =x,+C-F,, onde C € R e F,, € a solucdo
fundamental da recorréncia Yni1 = f(n)Yn.

Prova: Por hipotese

Tny1 = f(n)x, + g(n)
hpi1 = f(n)h, + g(n)

assim,
hn+1 — Tpt1 = f(n)(hn - xn)
que se trata de uma recorréncia homogénea, e como visto anteriormente, sua solucao é

n—1

hy — 0 = (1 — z1) - [] £(R).

k=1
Sabemos que (h; — x1) € R, ou seja é uma constante, chamaremos C' = (hy — x1). Além
disso F,, = nﬁl f(k), entao
= h,=z,+C-F,
U

Portanto, qualquer outra solugao da recorréncia z,1 = f(n)x, + g(n), que ja vimos
como obter no Teorema 3.5.1, sera a mesma a menos de um multiplo da solugao funda-
mental das recorréncias do tipo yn+1 = f(n)Yn.

Exemplo 25 : Resolver a recorréncia x,y1 = 3z, + 3", 11 = 2.

Vamos, primeiramente, determinar uma solucao a,, da parte homogénea da recorréncia.
Ou seja, determinar uma solugao de y,11 = 3y,.

y2 = 3
yzs = 3y2
Yn = 3yn71 5

multiplicando ambos os membros das equacoes, resulta em

YorysoYn = (3:3-3-3)yi-tpryn
—_——
(n—1) fatores

(n—1) parcelas

—
31+"'+1_
3n—l.y1'

Yn U1
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Logo, a, = y1 - 3" %, y; € R é uma familia de solucoes da recorréncia y,.1 = 3yn.
n

Agora determinaremos uma solucao b,, de z,.1 = z, + 3 g gl perceba que f(n) =3
. yl . 3n—

3
e g(n) = 3", entao a recorréncia fica z,,1 = z, + y_ Temos
1
Zo = 21 + —
n
23 = 29 + —
n
1
Zn = Zp-1+ —,
n

somando ambos os membros das equacoes acima, ficamos com

1 1
Ztzt+-t+z, = ntzatctamaat+t—+ 4+ —
Y1 Y1
—_—

(n—1) parcelas

1
2y = znn+(n—1)-—.

Y1
Logo b, = z1+ (n—1)- —, z; € R, é uma familia de solugoes da recorréncia z,.; =
n
1 ~ _ . n s
z, + —. Entao a solucao da recorréncia x,,1 = 3z, + 3" é :
hn
Tp = Qp-by

n—1

= (-3 (a4 )
Y1
— Z/l 2y - 377,71 4 ngnfl o 377,71.

Perceba que y; - 21 € R, ou seja, é uma constante. Chamaremos C' = y; - z3, assim a
familia de solugoes da recorréncia sera

T, =(C—1)-3""1+n-3"L

Como este problema possui valor inicial, z; = 2, sua solu¢ao ¢é unica. Vamos determi-
nar o valor de C'.

v, = (C—1)-3%41-3°
= C—-1+1
pr— 07

portanto C' = 2, assim ficamos com

T, = (n+1)-3""L
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3.6 Recorréncia Linear de Segunda Ordem

Segundo as definicoes 3.4.1 e 3.4.5, uma recorréncia é dita linear de segunda ordem,
se um termo pode ser expressado em funcao de dois termos imediatamente anterio-
res, ou seja, se podemos escrever x,,o em funcao de x,,; e x,. Assim, é do tipo

Tnte = f(n) - Tpi1 + g(n) - 2, + h(n).

Exemplo 26 (Sequéncia de Fibonacci): Fyio = Fyiqg + F,, Fy = Fy = 1.
Exemplo 27 : z,,9 — 62,1 + 82, =n+ 3".

Neste trabalho trataremos apenas das recorréncias lineares de sequnda ordem com co-
eficientes constantes.

Resolugcao das Homogéneas:

Como neste trabalho serad tratado apenas dos casos em que os coeficientes sao cons-
tantes, entao dada a recorréncia ,, o = f(n) - x,11 + g(n) - ,, iremos tomar f(n) =pe
g(n) = q com p,q € R. Logo a recorréncia fica da forma

Tpio =P Tpp1+q - Ty (3.1)
O seguinte teorema pode ser encontrado em [4].

Teorema 3.6.1 : Se a, e b, sio solucoes de T,10 = p- Tpy1 + q - Ty, entdo para duas
constantes arbitrarias C7 e Cy, temos que C1 - a, + Cs - b, também € solucao.

Prova: Por hipotese
Qp+2 :p'an+1+Q'an
bn+2 :pbn+1+qbn

multiplicando por C; e Cy, respectivamente, as equacoes e somando-as, ficamos

Ci apio+Cobpio=p-[Cr-an1+ Co- by +q-[Ch-a,+ Cy- by

Portanto, Cy - a,, + Cs - b, é solucao de xp,10 =p - Tpy1 +q - Ty

O

Observamos que o conjunto solucao das recorréncias do tipo Zpio =p-Tpi1 +q - Tp,
tem estrutura de espago vetorial. Vamos verificar que este conjunto, que chamaremos
daqui para frente de S,, cumpre com as oito propriedades necessarias.

Dados a,,, b,,c, € S, e k1 ¢ ky € R, temos:

(an + bn) +c = p- [anfl + bnfl] +p-ch1tq- [anf2 + bn72] +q-Ch2
P an—1 + b [bn—l + Cn—l] + q-ap—2 + q- [bn—Q + Cn—Z]
= ap+ (by + ).
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an+bn - p'an—1+q'an—2+p'bn—1+q‘bn—2
Pbp1+q-bpot+p-an1+q-a,o
= b, +a,.

3. Temos que 0 € S, pois 0 =p -0+ ¢q-0. Portanto,

a, +0=a,.

4. Por hipdtese
Ap =P Qp—1+q - Ap_2

multiplicando a equagao por (—1), ficamos com

—a, = —(p-an_1+¢-a,_2)
= —pP-ap-1— (G- -Aap_2

= D (_an—l) +4q- (_an—2)'

Portanto, —a,, € S,. Além disso a,, + (—a,) = 0.

5.
kl(an + bn) = kl(p “Qp1+q Gy o+pP- bn—l +q- bn—2)
= ki-p-an1+ki-q-anotki-p-bo1+ki-q-b,2
- kl(p *Ap—1 + q- a'n—2) + kl(p : bn—l + q- bn—2)
= kl-an+k1-bn.
6.
(k1 +ko)a, = (k1+ka)(p-an—1+q-a,2)
= ki'pap1t+ki-qanotkypas1t+ky-q-an
= ki(p-an1+q-ano)+tkp-a,1+q-a,2)
= k1~an+k2'an.
7.
(k1-ko)a, = (ki-ko)(p-an1+q-an_2)
= ki-kop-ap1+k-ky-qans
= ki(ka-p-an1+ka-q-an2)
= kl(k2~an).
.
l-ap, = 1-(p-an-1+q-an2)
- p'an—1+Q'an—2
Q-

27



Estas oito propriedades satisfeitas caracterizam o conjunto S, como um espaco vetorial.
Apesar de seus elementos terem natureza diferente dos vetores no espaco, ”comportam-
se”como eles.

Vimos que o conjunto S, é um espaco vetorial e portanto possui uma base vetorial. Pro-
varemos que esta base possui dois elementos e consequentemente que S, possui dimensao
dois. Note que isso nos possibilitarda determinar todos os elementos deste conjunto, ou
seja, todas as solugoes da recorréncia.

Primeiramente devemos garantir a existéncia de solugoes da recorréncia com condigoes
iniciais.

Teorema 3.6.2 : Dada uma recorréncia Tpio = p - Tny1 + q - Ty, € duas constantes vy e
r9, existe uma solucdao b, tal que

b1:7“1 e bQZTQ,

para todo n natural.

Prova: Queremos mostrar que as condigoes iniciais deixam b,, unicamente determinado
para todo n natural. Pelo principio da indugao completa:

1. Para n =1, temos:

b3 = p-by+q-b
= p-r2tq-ri.

Logo b3 é unicamente determinado.
2. Suponha que by, b1, para algum k € N, sao unicamente determinados.

3. Temos,
btz =P brg1 +q- by

que, por inducao , ¢ unicamente determinado. Entao existe solucao com condicoes
iniciais.

O

Definicao 3.6.1 : Duas solucgoes a,, €b,, de uma recorréncia dada, sao ditas linearmente
independentes se a equacao

Ki-a,+Ky-b,=0, VneN
onde K1 e Ky sao constantes, implica em K; = Ko = 0.

Teorema 3.6.3 : Dada a recorréncia Tpio = p- Tpt1 + q - Tn, existem a, € b, solucoes
linearmente independentes.

Prova: Pelo teorema 3.6.2, podemos escolher ay, as, by, by € R, tais que
ay-by—ag-by #0,
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de forma que a, e b, sejam solucoes da recorréncia. Vamos provar que sao linearmente
independentes, para isso considere a equacao:

Ki-a,+Ky-b,=0, VneN, (3.2)

onde K7 e Ky, sao constantes. A equacao (3.2) vale, em particular, paran =1en = 2,
entao

Kl-al—l—Kg-bl:O
Kl'a,g—l-Kg'bQ:O

manipulando o sistema, chegamos em

{Kl(al by —ay- bl) =

0
Kg(ag'bl —al'bg) =0

Como ay - by — ag - by # 0, temos que K; = Ky = 0. Portanto, as solugoes a,, e b, sao
linearmente independentes.
O
Provaremos a seguir que existem apenas duas solucgoes linearmente independentes.

Teorema 3.6.4 : Para quaisquer trés solugoes da recorréncia Tpio = p - Tni1 + q - Tp,
digamos Gy, by, ¢y, 0 conjunto {a,, by, c,} € linearmente dependente.

Prova: Basta verificar que existem x,y, 2 € R, nao simultaneamente nulos, tais que
X ap+y-b,+2-c,=0.

1. Suponha que a, e b, sao solugoes linearmente dependentes. Entao existe A # 0
talque b, = A - a,,. Assim tomando x = \,y = —1, z = 0, temos

X a,+y-b,+z-¢c,=0.
Assim, {a,, b,, c,} é linearmente dependente.

2. Suponha que a, e b, sao solucoes linearmente independentes. Tomando z = —1,
vamos encontrar nimeros reais x e y tais que

x-a1+y-bp=c
T-ay+y-by=rco
resolvendo o sistema acima, encontramos:

c1-by—co-by C1-Ay —C2 -7

x:al-bg—aQ'bl y_ag'bl—al'bg'

Note que que os numeros reais x e y estdo bem definidos pois como {a,,b,} é
linearmente independente , entao

b
d@t{(z; b;):|:a1'bg—a2'b17é0

e como - a, + ¥y - b, + z-c, =0, prova o resultado.
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Portanto, pelos Teoremas 3.6.2, 3.6.3 e 3.6.4 o conjunto S, possui dimensao dois.

Este fato nos garante que qualquer solugao da recorréncia, ou elemento de S, pode
ser escrito como combinacao linear das solucoes linearmente independentes. Agora deter-
minaremos estas solugoes que compoem S, .

Dado que a solugao de uma recorréncia linear de primeira ordem homogénea com co-
eficientes constantes é do tipo x,, = p", vamos sugerir uma solucao deste tipo para as
recorréncias lineares de segunda ordem com coeficientes constantes.

Suponha que x, = r", com r # 0 pois estamos querendo a solugao nao trivial, seja
solucao de z,,0 = p - x,y1 + q - x,. Substituindo na equagao de recorréncia temos

7,n+2:p',’,n+1_i_q_,rn
e como r # 0, dividindo a equacao por r", ficamos com
r’=p-r+q. (3.3)

A equagao (3.3) é chamada de equagao caracteristica da recorréncia z, 9 = p- Ty1 +
q- Ty

Teorema 3.6.5 : Sery € raiz da equagao caracteristica de Tpio = p-Tpi1+q- Ty, entao
ri € solu¢ao da recorréncia.

Prova: Por hipdtese
ri=p-rta,
multiplicando a equagao por 77, temos

n+2 __ n+1 n
ry’T=p-ry tq-ry.

Portanto r{ é solucao da recorréncia.
O

Repare que se r; e 75 sdo as raizes da equagao caracteristica, o conjunto {r, 75} é a
base vetorial de S, pois r] e r} sdo linearmente independentes desde que 7, # ro (deixo
a prova deste fato a cargo do leitor).

Teorema 3.6.6 : Se a equacdo caracteristica 12 = p-r+ q tiver raizes reais ri € ro com
r1 # T9, entao todas as solugcoes da recorréncia Tpio = p- Tpi1 + q - Ty, sdo da forma
Tp=C1-r7+Cy-r}, com Cy,Cy € R.

Prova: Como r; # ry, 77 e ry sao solugoes linearmente independentes da recorréncia.
Logo todas as solugoes sao combinagoes lineares dos elementos da base vetorial {r},ry}.

Entao todas as solugoes sao da forma z,, = C; - r{ + Cs - 15, com C;,Cy € R.

U
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Vejamos o exemplo 26:

Os numeros de Fibonacci, F,,, sao dados por F, 9 = F,;1 + F, com F} = F, =1. A

2 1+2\/5 ery = 1—2\/5’

= r 4+ 1, e suas raizes sao r; =

1+v5\ 1-v5\
Fn — Cl + \/_ + CQ \/_
2 2
Vamos determinar as constantes C; e Cy. Como F} = F, = 1, concluimos que Fy = 0,
logo

equacao caracteristica associada é r
entao

Ci+Cy=0
1 5 1—+/5
o . Lt V5 Lo, Vo
2 2
resolvendo o sistema, concluimos que C; = —Cy = \/ig Portanto,

N AN I AN
BV 2 V5 2
Vejamos o exemplo 14, o problema da reproducao dos coelhos:

Inicialmente vamos construir uma tabela com os seis primeiros meses para nos ajudar
a entender melhor o problema, e assim podermos ter uma idéia melhor do que acontecera
nos meses seguintes.

Meses(n) Reproducao Quantidade de casais (F,)
1 Cq 1
&
Cl — CQ
01 — 03, 02
Cl — 04, Cg — 05, 03
Cl — Cﬁ, CQ — 07, Cg — Cg, 04, C5

O O | W
CoO| U W | DN —

Tabela 3.1: Reprodugao dos coelhos.

De maneira analoga, podemos continuar com o processo até o n-ésimo meés. Note que
este problema se trata de uma recorréncia de segunda ordem, pois a partir do segundo
mes, a quantidade de pares de coelhos é a soma das quantidades dos dois meses anteriores.
Escrevendo essa recorréncia, com F), sendo a quantidade de casais no més n, ficamos com

Fopo=Fn+F, F=F=1

Que ¢ justamente a sequéncia de Fibonacci, assim a quantidade de pares de coelhos no
decorrer dos meses serd a sequéncia (Fy,)neny = (1,1,2,3,5,8,13,...). Como o problema
pergunta sobre a quantidade de casais em um ano, entao Fio = 144.

Teorema 3.6.7 : Se as raizes reais de r> = p-r +q sdo ry e ry com 1 = r9, dizemos
que r1 possui multiplicidade 2, entao todas as solugoes de x,10 =p- Tpi1 +q - Ty, Sao da
forma x, = Cy -1} + Cy - nr} onde Cy e Cy sao duas constantes arbitrdrias.
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Prova: Para o caso em que r; = 73 # 0, pois ndo queremos o caso trivial, note que
x, = Cy -1} + Cy -1y nao sao todas as solugoes pois 71 = 19, e seria equivalente a
z, = (C1+Cy)r}, ou seja, ri e ry sdo linearmente dependentes, e como vimos, deverfamos
ter duas solugoes linearmente independentes. Utilizando soma e produto das raizes de uma
equacao do segundo grau, temos que p =11 +7ry = 2r; € ¢ = —7r1 79 = —7r3. Entao, atrds
de uma solugao linearmente independente com r{ utilizaremos o método da variagao de
parametros.

Para isso vamos tentar uma solugdo para a recorréncia da forma y, = t(n) - 7, onde
t(n) é uma fungado em n, com n € N. Substituindo y, na recorréncia, fica

Ynt2 = D Ynt1+q Yn
ttn+2)- "% = p-ttn+1)- 7" +q-t(n)-r}, dividindo por r}
ttn+2)-r2 = p-t(n+1)-r +q-tn)
ttn+2)-12 = 2r -t(n+1)-r, —r?-t(n), dividindo por r?
tin+2) = 2t(n+1)—t(n)
ttn+2)—tn+1) = tn+1)—t(n), YneN.

Percebemos que a fungao t(n) representa uma progressao aritmética pois a diferenca
entre termos consecutivos é constante. Entao pelo Teorema 3.2.1, t(n) = ¢(1)+(n—1) -,
em que 7 é a razao. Ou seja t(n) é uma fungao afim, e portanto pode ser escrita como
t(n) =a-n+0b, a,b € R. Entao a tentativa de solugao fica da forma y,, = (a-n+b) - r,
e a escrevendo na solucao geral ficamos com

=Ky -7+ Ky -(a-n+0b) -1, Ky, Ky constantes.

Reagrupando, temos
T, =K+ Ky -b)ri + Ko a-n-ry

e chamando K1+ Ky - b= (] e Ky -a = (5, temos que a solucao fica da forma

Xp =C1-1r7+Ce-n-rf, C1,Cy € R.

Sem perda de generalidade, na solugao y, = (a-n+b)r}, podemos tomara =1eb =0,
j& que a solucao geral, como vimos, nao se altera. Logo, ¥, =n - r{.

Basta mostrar, que {r}, nr'} é linearmente independente. De fato, tomando K;, Ky €
R temos a seguinte equacao :

Ky -+ Ky-n-r} =0
r?(Kl—i-Kyn) = 0

e por hip6tese r; # 0, entdo K; = Ky = 0, 0 que mostra que {r},nr}} é linearmente
independente, e com isso provamos o teorema.

O

Exemplo 28 : Resolver a recorréncia x, o = 4x,11 — 4x,.
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Solucao : A equacdo caracteristica associada ér? = 4r —4, e suas raizes sao ry = ry = 2.
Como nao foi dado valores iniciais sua solucdo fica,

xn201-2”—|—02-n2", Cl,CQGR

O Caso Complexo

Caso as raizes da equacao caracteristica da recorréncia =,,9 =p-T,41 + q - T, sejam
complexas, é melhor que as escreva na forma trigonométrica para que nao tenhamos que
fazer calculos longos e dificeis. Entao dadas as raizes complexas,

rn=a+bi e r=a—0

chamando de p o médulo de r; e ry, e se 6 é o argumento de r; entao —6 é o argumento
de r9 pois estes sao simétricos em relacao ao eixo real, e pela paridade das fungoes seno
e cosseno podemos escrever estas raizes como

r1 = p(cosh +isenl) e 1y = p(cosh —isend),

pelo teorema de De Moivre (ver em [7])
ri = p"(cos(nb) +isen(nh)) e ry = p"(cos(nd)—isen(nh)).
Pelo teorema 3.6.1, temos que também sao solugoes

Yp = % = p'cos(nf) e  z,= T12_ ,7’2 = p"sen(nd),
)

e ainda pelo Teorema 3.6.1, podemos tomar a solugao

Up = Kl'yn+K2'zn
= Ki-pcos(nf) + Ky - p"sen(nf)

tal que u; = pcost e wug = psend, e também a solugao

Up = K3yn+K4Zn
= Kjs-p"cos(nb) + K, - p"sen(nd)

tal que v; = —psenfl e vy = pcosh.
Note que existem K, Ky € R tais que u; = pcostl e us = psenf. Pois, se

K - pcost + K - psent) = pcosb
K - p*cos(20) + Ky - p*sen(20) = psend

e como pcost = a e psenf = b, com b # 0, pois as raizes sao complexas, podemos
reescrever o sistema como

Kl'&+KQ'b:(I
Ky - (a? = b?) + Ky - 2ab=b
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resolvendo, encontramos

_2a°—b

ab® + ab — a®
Ki=—5—0 = S o
a’+b

¢ K=

Como b # 0, temos que a® + b* # 0, e portanto K; e K, estdo bem definidos.
Analogamente, também existem K3, K; € R tais que v; = —psenfl e vy = pcost.

Vamos mostrar que u, e v, sao linearmente independentes. Sejam C4,Cs € R, tais
que Ci-u,+Cs-v, =0 Vn. Em particular, a equacao deve valer paran =1en = 2,
logo

Cy - pcost — Cy - psent = 0
C1 - psenf + Csy - pcost = 0

temos trés casos a considerar:

1. Se cost) = 0, entao senf # 0. Logo, na primeira equacao temos que Cy = 0, e na
segunda que C7 = 0. Portanto, C; = Cy = 0.

2. Se senl = 0, entao cosf # 0. Logo, na primeira temos que C; = 0, e na segunda
que Cy = 0. Portanto, C; = Cy = 0.

3. Se senfl # 0 e cosf # 0. Entao resolvendo o sistema, encontramos:

C - p(sen?d + cos?0) = 0
Cy - p(sen®d + cos*0) = 0

como sen’ 4 cos*0 = 1, temos que C; = Cy = 0. Logo, u, e v, sao linearmente
independentes.

Assim, concluimos que a solucao geral é da forma

T, = Q1 U, + Qo Uy
= ai(Ky - p"cos(nb) + Ky - p"sen(nf)) + ao(Ks - p"cos(nf) + Ky - p"sen(nh))
= p"[(oq - Ky + ag - K3)cos(nf) + (ay - Ko + ag - Ky)sen(nb)]

chamando C7 = aq - K1+ as - K3 e Cy = ay - Ky + as - Ky, temos

Xn = p"[Cy - cos(nd) + Cy - sen(nb)],

b
com C1,Cy € R, p =+Va?+ b2, cost =2 e senf = 2.
p p

Exemplo 29 : Resolver a recorréncia T,io = 22,11 — 2x,.
Solucao : A equacao caracteristica é 72> = 2r — 2, e suas rafzes sao
T1:1+i € T’Qzl—i.

Temos que p = V2 e = £, assim ry = v/2(cos(%)+isen(F)) e ra = v2(cos(T)—isen(%))
. Entao a solucao ¢é da forma
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T, = (V2)"[Cy - cos (%) + Cy - sen <%>], Cy,Cy € R.

Caso fosse um problema com valor inicial, digamos com z; = x5 = 1, devemos encon-
trar os valores das constantes C e Cy. Para isto, devemos resolver o seguinte sistema:

V2[C} - cos (%) + Cy - sen (%)] =1

2

2
(v/2)?[C1 - cos (%) + Cy - sen (I>] =1
simplificando, ficamos com

\/5.[01.£+02.£]:1

2 2
205 =1

1
concluimos que C7 = Cy = 3 Portanto a solucao seria

\/_ n nmw nmw
T, = ( 22) [cos (I) + sen (—)]

De volta a P.A.

Como vimos, em uma progressao aritmética a diferenca entre termos consecutivos é
sempre a mesma. Entao podemos escrever

Apy2 — Apt1 = QApy1 — Ap
Apto = 2an—i—l + .

Assim verificamos que toda progressao aritmética pode ser escrita como uma re-
corréncia linear homogénea de segunda ordem.

Mais adiante neste trabalho veremos que este fato nao é coincidéncia, na verdade,
existe uma relagao direta com P.A.’s de ordem superior e recorréncias lineares.

Resolugao das Nao Homogéneas: Sao as do tipo @2 =p - Tpi1 + ¢ - xn + h(n).

Para resolver este tipo de recorréncia vamos enunciar uma defini¢ao e um teorema que
serao de grande auxilio.

Definigao 3.6.2 : Dada a recorréncia Tpio = p - Tpr1 + q - T, + h(n) chamaremos
Tpio =P Tpa1 + q - T, de recorréncia homogénea associada.

Teorema 3.6.8 : Se a, € uma solugdao particular da recorréncia x,19 = pP-Tpi1+q- Ty +
h(n), entao a solugcdo geral € da forma

Ty = Qp + by,
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onde b, € solucao geral da recorréncia homogénea associada.

Prova: Como a, é solucao particular e z, a solucdao procurada, entao ambas devem
satisfazer a recorréncia, logo

Tnt2 =P Tn+i +q-x,+ h(n)
Ap42 = P Qp41 + q-an + ]’L(TZ),

subtraindo as equacgoes acima, ficamos com

Tpt2 — Apt+2 = p'$n+1+Q'$n+h’(n)_p'an-i-l_q'an
= D (xn—l-l - an—l—l) +4q- (xn - an>‘
Fazendo z, — a, = b,, vemos que b, satisfaz a recorréncia homogénea associada, e pelos

Teoremas 3.6.6 e 3.6.7, sabemos determinar sua solugao geral. Portanto, z,, = a,, + b, é
solugao geral de zpi0 =p-Tpy1 +q- T, + h(n).

U

Assim, vemos que a solu¢ao de uma recorréncia nao homogénea, sera a soma das
solucoes de uma particular e da homogéenea associada. Repare que a solucao da ho-
mogénea associada ja vimos como encontrar.

A dificuldade para resolver estes tipos de recorréncia sera em determinar a solucao
particular, ja que para isto nao ha uma féormula fechada. Entao para determiné-las temos
que fazer tentativas, e essas tentativas irao depender de como é o h(n). Por exemplo, se
este for uma funcao afim, tentaremos a solucao particular também uma funcao afim, e
assim por diante. Este procedimento também é conhecido como método de coeficientes a
determinar. Abaixo veremos alguns exemplos.

Exemplo 30 : Resolva a recorréncia x,+2 = 5Tpi1 — 62, + 2, para x1 =0 e x5 = 2.

Solucao : Sabemos que a equacao caracteristica da homogénea associada é 72 = 5r — 6,
portanto 71 = 2 e 7, = 3. Assim as solugoes para a recorréncia sao da forma z, =
Cy-2"+ Cy - 3"+ a, com C; e Cy constantes, e a,, uma solucao particular. Como h(n
)

¢ uma constante, vamos tentar determinar a,, sendo, a,, = ¢. Substituindo na recorréncia
nao homogénea temos:

c=bc—6c+2=c=1
Portanto a solucao geral da recorréncia é

T, =01-2"4+Cy- 3"+ 1.

Para 1 =0 e x5 = 2, temos
201 + 302 = —1
4C1 +9C, =1

Assim, C; = =2 e (5 = 1, entao

T, = 2" 4341
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Exemplo 31 : Resolva a recorréncia x,419 = —6x,41 — 92, +1+3-4".

Solucao : Sabemos que a equacao caracteristica da homogénea associada é r? = —6r —9,

portanto r; = 79 = —3. Assim as solugoes para a recorréncia sao da forma xz, =
1 (— 5 - n(— a, com C; e Cy constantes, e a,, solucao particular.

C 3)"+ C 3"+ ay CyeC tantes, e a,, soluc ticul

Como h(n) = 143-4", vamos tentar determinar a,, sendo, a,, = c+d-4". Substituindo
na recorréncia nao homogénea temos:

143-4" = c+d- 4" +6(c+d-4")+9(c+d-4")

= 16¢ +49d - 4"
assim ficamos com
p 3
c=— e = —
16 49
logo,
1 3
n=— — | - 4"
T (49)
Portanto,
Ci-(=3)"+C (3)"+1+3 4" C,C,eR
xn = — cnl— R i . ) ,
' ? 16 \49 b
Exemplo 32 : Resolva a recorréncia x,19 = —Tp+1 + 62, + 27.
Solucao : Sabemos que a equacao caracteristica da homogénea associada é 12 = —r + 6,
portanto 1, = 2 e ro = —3. Assim as solugoes para a recorréncia sao da forma x, =

Cy-2"+Cy - (—=3)" + a, com C; e Cy constantes, e a, solugao particular.

Seria natural tentar tomar a, = ¢ + d - 2", mas isso nao ird funcionar pois d - 2" é
solugdo da homogénea (deixo a cargo do leitor verificar este fato).

Entao, como vimos no teorema 3.6.7, a tentativa sera a,, = ¢ + d - n2". Substituindo
na recorréncia nao homogénea temos:

2" = c+dn+2)-2"" +c+d(n+1)-2"" —6c — 6dn - 2"

= —4c+10d-2"
assim, ficamos com
0 d L
CcC = (& = —
10
logo,
an, = B on
10
Portanto,

xn2012n+02<_3)n+£2n’ C]_,CQGR.



3.7 Recorréncia Linear de Ordem K

Segundo as definicoes 3.4.1 e 3.4.5, uma recorréncia é dita linear de ordem k, se um
termo pode ser expressado em funcao dos k termos imediatamente anteriores, ou seja, se
podemos escrever x,; em fungao de xp (1), Tnyk—2), - ,Tp. Entao é do tipo

Tpike = frtre-1)(1) - Tnye-1) + fort—2)(N) - Togh—2) + -+ + fuln) - 2, + h(n).

Neste trabalho, trataremos apenas das recorréncias lineares de ordem k homogéneas
com coeficientes constantes.

Portanto, fn(n), fas1(n), -+, fatr@—-1)(n) sdo constantes e h(n) = 0. Assim, a re-
corréncia fica da forma:

Ttk = Q1 * Ty (—1) + Q2 - Top(h—2) T+ g - Ty (3.4)
onde aq,as,as, -+ ,a, sao constantes arbitrarias.
Teorema 3.7.1 : Se (b1)n, (b2)n, - - -, (br)n sdo solugoes da recorréncia (3.4), entdo para

as constantes arbitrdrias Cy,Cy, ..., Cy, temos que Cy-(b1)n+Co- (ba)n+ -+ C - (bg)n
também € solucao.

Prova: Por hipotese temos,

(b1)ntk = a1 (b1)nte—1) + a2 - (01)nth—2) + -+ ax - (b1)n
(b2)nsr = a1 (b2)ns(k-1) + a2 - (b2)nt(k—2) + -+ + ar - (b2)a

(Ok)nak = a1+ (Ok)nsk—1) + a2 - (Ok)nyr—2) + - + ax - (bi)n

multiplicando as igualdades por Cy, Cs, Cj, - - -, C, respectivamente, e somando-as

Cr(b)ngr+ -+ Cr - (bi)nre = a1-[Cr- (01)nre—1) + -+ Cr - (bi) 1)) +
az - [C1 - (b1)ns(k—2) + -+ Ch* (O )nro—2)] +

ar - [Cr - (b)n + -+ Cr - (b)n)-
Logo, Cy+(b1)n+- - ++Ch-(b)n é solucao de @4y = a1 Tnp(k—1)F 02 Tnp(e—2)+ -+ Ty
O

Assim como vimos que o conjunto S,, das solugoes de uma recorréncia linear ho-
mogénea de segunda ordem, possui estrutura de espago vetorial, o conjunto de solugoes
de uma recorréncia linear homogénea de ordem k, que chamaremos daqui por diante de
Sk, também o tem. A verificacao deste fato é similar ao feito para S,.

Provaremos que a base de Sy possui k elementos, e portanto tera dimensao k. Para
isso, comecaremos provando que existe solucao para k£ condigoes iniciais dadas.
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Teorema 3.7.2 : Dada a recorréncia Tyir = a1 Tpy(k—1) + A2 " Tpyph—2) T+ ag - Ty €
08 NUMEros r1,rq, ..., € R, existe uma solucao b, tal que

b1 :Tl,bQZTQ,...,bk:Tk.

Prova: Queremos mostrar que para todo n natural, b, fica unicamente determinado para
as k condigoes iniciais dadas.
Pelo principio da indugao completa:
1. Para p=1, temos:
bpy1 = ar-bp+ag b1+ +ag-b
= Q1 T+ ay T+ --+ag-T1,
logo b1 fica unicamente determinado.

2. Suponha que os termos byy1,bgy2, ..., brtp com p € N, sao unicamente determina-
dos, entao

bk+p+1 =a - bk—i—p + as - bk+p—1 +tag bp+17

que, por indugao, é unicamente determinado.
O

Agora que vimos que existe solucao para uma recorréncia de ordem k, vamos garantir
que existem k solucoes linearmente independentes.

Teorema 3.7.3 : Dada a recorréncia Ty = a1+ Tpy(k—1) + A2 * Tpy(k—2) + - + A * Ty,
entdao existem (by)p, (b2)n, - .., (bx)n Solugdes linearmente independentes.

Prova: Pelo teorema (3.7.2), existe solucao (b,), tal que

(b,)1 =0,(by)2=0,...,(bp)p-1=0,(bp)p =1, (bp)pt1 =0,...,(by)xr =0, com 1 <p < k.

Ou seja, para cada uma das k solucdes vamos associar a um vetor unitario de R¥, entao
ficaria da seguinte forma

((bp>17 (bp)27 T (bp)pfla (bp)ZH (bp)p+1> SRR (bp>k> = (07 07 s 707 17 07 s 70) (35)
com suas coordenadas iguais a zero, exceto, a p-ésima que sera igual a um. Assim, exis-
tem k solugoes distintas para a recorréncia dada. Vamos verificar que sao linearmente
independentes.

Sejam C,Csy, ..., Cy € R tais que
Cr-(b1)n+Co-(by)n+ -+ Cr- (bp)n =0, Vn.
Em particular, se n = p, com 1 < p < k, temos
CI'(b1>p+02'<b2)p+"'+0p'(bp)p+"'+0k'(bk)p:07
por (3.5) concluimos que C, = 0. E como 1 < p < k, temos que
Ci=0Cy=---=C,=0.

Portanto, (b1)n, (b2)n, - - -, (b )n s@o solugoes linearmente independentes.
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Provaremos a seguir que existem apenas k solucgoes linearmente independentes.

Teorema 3.7.4 : Para quaisquer k+1 solugoes de i = a1 Tpq(k—1) + a2 Tpg(k—2) +

drag g, digamos (by)n, (02)n, - - (bk)n, (bks1)n, 0 congunto {(b1)n, (b2)n, - -, (bk)n, (bks1)n}
¢ linearmente dependente.

Prova: Faremos em duas partes:

1. Suponha {(b1)n, (b2)n,- .., (bk)n} linearmente dependente. Entédo existe r € N, com
1<r<ktalque C.#0e

Cr-(b1)n+Co- (bo)n+ -+ Cr- (bi)n =0,
tomando Cy1 = 0, ainda temos que,
Cr-(b1)n+Co (b2)p + -+ Cr - (bk)n + Cryr * (brg1)n =0

com C,Cy, ..., Ck, Cri1 € R, nao simultaneamente nulos, pois C,. # 0 por hipotese.
Assim, {(b1)n, (b2)n, - -+, (bk)n, (bks1)n} € linearmente dependente.

2. Suponha {(b1)n, (b2)n,- .-, (bk)n} linearmente independentes. Tomando Cyiq = —1,
temos

CI : (b1>n + CQ . (b2)n + -+ Ck : (bk)n - (bk—i-l)m

e fazendon = 1,2,3, ..., k, ficaremos com o sistema

Cy-(bi)1 +Co-(bg)1 4+ Ck - (be)1 = (besai
Cr-(b1)2+Co-(ba)a+ -+ Ck - (bi)2 = (bry1)2

Cr- (b)) +Co - (b2 + -+ Cr - (bi) : (brt1)k

que pode ser reescrito pela seguinte equacao matricial,

(bl)l (bQ)l te (bk)l Cl (bk+1>1
CONRCS RPN I e N RO
e e - G \C) \ (e

Por hipétese {(b1)n, (b2)n, ..., (bk)n} ¢ linearmente independente, Vn. Dai, pen-
sando em cada solucdo como um vetor de R¥, como fizemos no Teorema 3.7.3,

temos que
(b1)1 (b2 (br)1
b b b
det (B2 ?)2 _ ()2 # 0,
Ok (b2)k -+ (bw)k
assim o sistema possui solugao, ou seja, C1, Cs, ..., Cy estao bem definidos.
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Logo, existem Cf,Cs,...,Ck, Cri1 € R, nao simultaneamente nulos, pois Ciy1 =
—1, tais que

Cr-(bi)n+Co - (b2)n + -+ Ck - (br)n + Crir - (brg1)n = 0,
e assim concluimos que {(b1)n, (b2)n, - - -, (bks1)n}, € linearmente dependente.
Portanto o conjunto S, possui dimensao k.

O

Este Teorema 3.7.4, nos garante que qualquer solucao de S; é combinagao linear dos
elementos de sua base. Iremos, agora, tentar determinar os elementos desta base.

Como vimos nas recorréncias lineares homogéneas com coeficientes constantes de pri-
meira e segunda ordens, suas solucoes eram do tipo z,, = r”. Entao é natural tentarmos
uma solucao deste tipo.

Supondo x,, = r™ uma solucao , com r # 0 pois estamos querendo a solugdo nao
trivial, e substituindo na recorréncia ficamos com

rn—i—k =a - rn-i—(k—l) + ay - 7nn-‘r(kz—?) +toay - rn
como r # 0, dividindo em ambos os membros da igualdade por r™, teremos
r*=a; - 4a, %4 4 (3.6)

A equacdo (3.6) é chamada de equagao caracteristica da recorréncia x,.x = aj -
Tn(h-1) + 02 * Tng(h-2) +** + O * T,

Teorema 3.7.5 : Se r; € raiz da equacdo caracteristia da recorréncia T, p = ap -
Tpg(k—1) + A2 * Tpy(k—2) T+ +ap - Ty, entao 17 € solugdao da recorréncia.

k

Prova: Por hipétese r; é raiz da equacao r* = a; -7 1 +ay - r¥ 2 4 - .- + qy, entdo temos

que

k-1 k—2
ri=ay-ry +ag-r;y "+ +ag.

Multiplicando a equagao acima por r}, ficamos com

n+(k—2)

k
ntk _ +a2'r1 —|—"'+CL]€‘T?,

n+(k—1)

portanto 7] é solugao da recorréncia.
O

Teorema 3.7.6 : Se ry = a + bi € raiz complexa da equagao caracteristica de T, =
a1+ Tpg(k—1) T 2 * Tnp(k—2) + -+ + A - Ty, entdo p"cos(nh) e psen(nh) sio solugoes da
A a b
recorréncia. Onde p =+/a? +b?, cosh = — e senl = —.
P p
Prova: Como r; é complexa, temos que o seu conjugado 77 também é raiz da equacgao
caracteristica, entdo pelo Teorema 3.7.5, " e (77)" sdo solugoes da recorréncia. Cha-
mando de p o médulo dos nimeros e de 6 o argumento, podemos reescrevé-las na forma
trigonométrica, temos
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r1 = p(cosd +isenf) e (7)) = p(cost — isend),
e pelo teorema de De Moivre (ver em [7])
ri = p"(cos(nb) +isen(nf)) e  (7)" = p"(cos(nB) — isen(nh)).
Decorre do Teorema 3.7.1, temos que também sao solugoes da recorréncia:

rn + T—l n rn_ 7,,—1 n
il GO = p"cos(nf) e # = p"sen(nd).
2 2.1
O
A seguir vamos enunciar um lema que nos fornece um algoritmo, que sera de grande
importancia para criar solugoes de recorréncias que possuem equagoes caracteristicas com
raizes de multiplicidades maiores que um.

Lema 3.7.1 : Dado o polinémio qo(r) de grau maior ou igual a m, podemos construir os
polinémios qx(r):

Qe (r) =71 qp(r), para 0 <k<m—1.
Onde q,,(r) € a derivada do polinémio qi(r). Se ry € C € raiz de multiplicidade m do

polinémio qo(r), entdo r1 € raiz dos polinomios qx(r) (0 < k <m —1).

Prova: Como r; tem multiplicidade m, temos que vale a igualdade:

qo(r1) = qy(r) = gy(r1) = - =" V(1) =0 (ver[17)).

Por hipétese, ¢i(r) = r - ¢\(r), e portanto ¢(r;) = 0. Além disso, suas derivadas sao
dadas por:

¢G(r) = q(r) +rgp(r)
¢(r) = 2qo(r) +rqy(r)

a’(r) = kg () + i)

Logo,

Repare que ¢"~'(r;) # 0, pois caso contrario, se ¢ '(r) = (m — 1)q(()m_1)(7“1) +

rq(()m) (r1) = 0, implicaria em q(()m)(rl) = 0, o que seria um absurdo, uma vez que r; possui

multiplicidade m. (Observe que caso r; = 0, o lema ¢é trivialmente satisfeito).

Novamente por hipétese, ¢2(r) = r - qi(r) , e portanto, go(r1) = 0. Além disso, suas
derivadas sao dadas por:

G(r) = ¢(r)+rg/(r)
g (r) = 2¢{(r)+rg(r)

@’ (r) = ke () + g™ )
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Logo,
m—3
a2(r1) = gy(n) = g5(r) = = "V () = 0.
Repetindo este processo de forma analoga, temos que

k(1) = (1) = i) =+ = ") =0

Como a quantidade de vezes que derivamos um polinomio deve ser maior ou igual a
zero, temos que m — (k+1) >0, logo k < m — 1.

Assim, ry é raiz de gi(r), com 0 < k <m — 1.
O
Teorema 3.7.7 : Se ry € raiz de multiplicidade m, m > 2, da equacao caracteristica de

_ ~ 2
Tpgk = A1 Tpg(k—1) T A2 * Tpy—2) + -+ ax - Ty, entao ri,nry,n
solucoes da recorréncia.

n m—1,.n ~
iy, ry sao

Prova: Definindo gy 1(r) = r-¢4(r) e qo(r) = ap-r" =N pay-rmt k=2 p gy pn gtk
o lema (3.7.1) garante que

qo(r1) = qi(r1) = q2(r1) = -+ = @m—1(r1) = 0.

Note qua as raizes da equagao caracteristica da recorréncia também sao raizes de qo(r).
Temos a seguinte expressao para q;(r):

q(r) = r-g(r)
ap - (n+ (k=)D 4 pap o™ — (0 k)R

como ¢(r1) = 0, e fazendo r = rq, ficamos com
0=ar[(n+ (k= D)) D) oo ag ] — (0 + k)rpt*

ou seja,
(n+ k)t = ay[(n + (k — D) 0] 4k ag ).

Portanto nr] é solugao da recorréncia.
Escrevendo a expressao de go(r), temos

@(r) = r-q(r)
= ar-(n+ (k—1))" D b pa 0 — (0 k)2 R

como ¢o(r1) = 0, e fazendo r = rq, ficamos com
0=ay[(n+ (k—=1))2 5 D 4o agn®7] — (n + k)2t

ou seja,
(n 4+ k)2 = ay[(n+ (k — 1) 75 o g [
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Portanto n?r} é solugiao da recorréncia. De forma analoga, temos que
a(r) = r-q_y(r)
= a- (n + (k’ _ 1))l,rn+(k—1) +otoay - an’n _ (n + k)lTn+k

Pois, ao derivar cada monomio do polindmio seu expoente multiplica o coeficiente aumen-
tando sua poténcia, e ao ser multiplicado por r o expoente de cada monomio volta a ser
o mesmo. Agora, como ¢;(r1) =0, para 0 <1 < m — 1, temos que

0=ai[(n+ (k- 1))lr?+(k71)] + o apn'r?]) — (n+ k)t

ou seja,
(n+ k)i = ai[(n 4+ (k — 1))’7{#(’“71)] + o 4 ag[n'r?).

Portanto nlr’f ¢é solucao da recorréncia, para 0 <[ < m — 1.

O

Teorema 3.7.8 : Se ry = a+ bi € raiz complera com multiplicidade m da equagao ca-

racteristica de Tnip = Q1 Tpi(k—1) + Q2 - Tnye—2) + -+ + ag - Ty, entao p"cos(nd) e

psen(nf), np"cos(nh) e np"sen(nd),..., n™ p"cos(nf) e n™ p"sen(nd) sdio solugies

da recorréncia. Onde p = +v/a? + b2, cost = & e senf =2,
P P

Prova: E consequéncia imediata dos Teoremas 3.7.6 e 3.7.7.
OJ

Observacao: Dadas as sequéncias A", n\", ..., n™ '\" onde A € C e n € N, entao uma
combinagao linear delas pode ser escrita da forma:

P(n)\"
onde P(n) é um polinémio em n, com grau menor ou igual a m — 1.

A partir da observacao acima, podemos reescrever os Teoremas 3.7.7 e 3.7.8, respecti-
vamente, que ficam da seguinte forma:

Teorema 3.7.9 : Se ry € raiz de multiplicidade m, m > 2, da equagdo caracteristica de
Tpgk = Q1 Tpy(k—1) + A2 * Tpy(k—2) T+ + ag - Tp, entdo sua solugdo € da forma:

n
xn, = P(n)-rf,
onde P(n) € um polinomio em n, de grau menor ou igual a m — 1.

Prova: O que nos garante que, de fato, se trata de uma solucao sao os Teoremas 3.7.1,
3.7.5e3.7.7.
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Teorema 3.7.10 : Se )\ € raiz complexa com multiplicidade m da equacgao caracteristica
de Tpip = A1 Tpy(—1)F 02 Tny(h—2)+ - +ar Ty, e podemos escrever X = p(cosf+isend),

entao
P(n)-ptcos(nf) e  Q(n)-p"sen(nh)

sao solugoes da recorréncia. Onde P(n) e Q(n) sdo polinémios em n, de grau menor ou
iqual a m — 1.

Prova: Decorre imediatamente dos Teoremas 3.7.1, 3.7.6 e 3.7.8.
Os teoremas anteriores nos fornecem o caminho para encontrar k solucgoes de Sy. Para

poder obter a solugao geral da recorréncia basta verificar que tais solucoes sao linearmente
independentes, e para isto provaremos os seguintes lemas técnicos:

Lema 3.7.2 : Se P(z) = ap + a1z + asx? 4 -+ 4 apa™ é um polinémio de grau m, e
a, 8 € C, entao Vn € N, temos

ozP(n—l—l)—ﬁP(n):Z [(a—ﬁ)ak—i-oz- Z a, - <pfk>] nk

m
k=0 p=k+1

ou seja, (o« — ) acompanha ay, para 0 < k < m.

Prova: Temos que P(n+1) =ag+ai;(n+1) +ax(n+2)*+ -+ + ap,(n+ 1)™. E todas
as suas parcelas podem ser escritas através do binomio de Newton, entao sua k-ésima
parcela pode ser escrita como

k k k k k
et = (o) (e e e (L) ()]
k k k
= apnt +ak(1)nk_1 +ak<2)nk_2+---—l—ak(k B 1)n+ak,

com 0 < k < m. Fazendo o k variar em seu intervalo, podemos reescrever P(n + 1)
determinando os coeficientes de cada parcela pelos seus graus. Ficamos com

Pl+1) = an (ﬁ}) w4 [m (m N 1) om @] N

[ [k N k+1 P m -
_ak 0 A1 1 A, m— k n

() ral) )]
) () v ()

45



e como P(n) = a,n™ + apm_1n™ ' + -+ + a1n + ag, concluimos que
m
aP(n+1)=fBP(n) = (a—pB)ay -n"+ {(a = B)am-1 +a- m( ﬂ e

(a—ﬁ)ak+a~ak+1<k+1)+---+a-am( m )]nk—i-
m—k

0

Lema 3.7.3 : Dado o polinomio P(x) = ag + a1x + ax® + -+ + an,z™, ea # € C. Se
aP(n+1)—pBP(n) =0, Yn € N, entao P(z) =0, isto é ar, =0, para 0 < k < m.

Prova: Como

0=aP(n+1)— ml[@— Jag +a - Zap ( _)

k=0 p=k+1

n* + (a — B)ay, -n™,

com n € N, necessariamente temos que a,, = 0. Como o coeficiente de n™ 1 é (a —

B)am—1 + Mmay,, concluimos que a,,_ 1 = 0. De forma andloga temos que a; = 0 para
0 < k < m, pois pelo Lema 3.7.2 o coeficiente do termo n* é uma combinacio linear de
(v — B)ay e os termos ag.1,. . . ,a;,, 08 quais ja sabemos que sao nulos.

O

Teorema 3.7.11 : Dados Ay, Mg, ..., \x € C* diferentes entre si, se para qualquer po-
linomio Pj(n), com 1 < j <k, tivermos

P (n)A] + Po(n)As + -+ -+ Pe(n)A;, =0 Vn e N
entdo Pj(n) € identicamente nulo.

Prova: No apéndice hé outra demonstracao, elegante, para este Teorema tirada de [11].

Indugao finita sobre k.
1. Se k =1, ou seja, hd apenas um numero complexo A\; € C*, tal que
Pi(n)A\T =0= Pi(n) =0 YneN.

Logo Pj(n) possui tantas raizes quantos os nimeros naturais, o que implica que
Pi(n) é identicamente nulo (P;(n) = 0).
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2. Suponhamos a validade para k, ou seja, para Aj, Aa, ..., Ay € C* diferentes entre
si, se

Py(n)A] 4+ Py(n)As + -+ + Pi(n)A\; =0,
para qualquer polinémio Pj(n), 1 < j <k, implica que P;(n) = 0.

3. Para provar a validade de k + 1, ou seja, dados A1, Ag, ..., A, A1 € C*, diferentes
entre si, se para qualquer polinémio P;(n) com 1 < i < k+ 1, tivermos

P (n)AT 4+ Pa(n)Xy + -+ + Pu(n)A, + Popai(n) A, =0

implica que P;(n) = 0. Vamos focar em Py 1(n) pois é o polinémio que acompanha
Al41- Suponha que este possa ser escrito da forma:

Piii(n) =by+bin+ -+ b,n™.
Vamos fazer inducgao sobre m.
(a) Se m =0, entao Pyi1(n) =by € C. Se

Pi(n)AT 4+ Pa(n)Ay + -+ + Pu(n) A + boAj,; =0, VneN (3.7)
logo a equagao acima também deve valer para n+ 1. Reescrevendo-a, obtemos
Pi(n+ DA + Py(n+ DA + -+ Po(n+ DA + boAf = 0. (3.8)

Multiplicando (3.7) por —Ag41 e somando com (3.8), temos

MPi(n+1) = X1 PL(n) AT 4+ -+ [MePe(n 4+ 1) — A1 Pe(n) ]\ =0,

Pela hipétese de indugao , cada polinomio A;P;(n + 1) — A\y+1Pj(n) = 0 com
1 <j < kecomo \j # Agy1, pelo Lema 3.7.3, temos que Pj(n) = 0 com
1 <j <k. Deonde Pyi1(n)="0by=0.

(b) Suponha a validade para algum numero natural m, ou seja, para Pyy1(n) =
by + bin + - - - 4+ b,,n™, se tivermos

P (n)AT 4+ Pa(n)Xy + -+ + Pu(n) A + Pepi(n) N, =0

entdo P(n) =0 para 1l <i<k+1.

(c) Vamos verificar a validade para m + 1. Escrevendo Py11(n), da forma
Pri1(n) = by +bin+ -+ byyn™,
se vale a equagao
Pi(n)AT + Po(n)Ay + - - + Pu(n) AL + Pepa(n)A,, =0, VneN (3.9)
esta também deve valer para n + 1. Reescrevendo-a, obtemos
Pi(n+ D)X 4 Py (A D)AS T 4  Pe(nA DA 4 Py (n+ 1A = 0. (3.10)
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Multiplicando (3.9) por —Ax41 e somando com (3.10), temos

0 = MPi(n+1) =N PN+ +
[AePr(n + 1) = N1 Pe(n)] A +
[Net1Pres1(n 4+ 1) = Mg P (n) | AL -

Pelo Lema 3.7.2, podemos escrever A\gy1Pri1(n + 1) — Agy1 Pry1(n) como

Mes1Preoi(n 4+ 1) = X1 Peg1(n) = (M1 — Mer 1) D™+
[(Aks1 — Aks1)bm + Mpr1bmpa 0™ + -+ +

(M1 — Aet1)bo 4+ A1 (b 4+ bo + -+ + b p1),

m+1 4

note que o coeficiente de n é zero, logo podemos escrever

Met1 P (n+1) = A1 Pey1(n) = Megabpin™ +- -+ A1 (br b+ -+ by ),
que é um polinomio de grau m. Pela hipdtese de inducao temos que
NiPi(n+1)— XNy Pi(n) =0, com 1<i<k+1, VneN,

entao pelo Lema 3.7.3, concluimos que P;(n) =0 para 1 <i <k (note que
este Lema nao vale para para i = k4 1). Assim a equacao

PUm)N + By(m)AL + -+ Pu(m)A} + P (m)Nf = 0
se reduz a P1(n)Aj,, =0, e como A4 # 0, portanto
Piy1(n) =0
0

Teorema 3.7.12 : Se a equacao caracteristica de uma recorréncia tiwver ri,ra,...,T;
raizes reais com multiplicidades my, ma, ..., m;, respectivamente e, A1, Mg, ..., s raizes
complexas com multiplicidades My, M, ..., M, respectivamente, entao

n mge—1..n

M,—1 n M,—1 n
..,Nn Ty v v

pycos(nby),...,n pycos(nty), pysen(nby),...,n pysen(nd,)

sio linearmente independentes. Onde 1 < x < j e A\, = p,(cos(6,) + isen(6,)) com
1<y<s.

Prova: Podemos escrever

Ay + ()" Ay — ()"
pycos(nd,) = yT e pysen(nb,) = ————.
Para mostrar que todas as solucoes sao linearmente independentes, utilizaremos a ob-

servagao anterior. Assumindo que:

0 = Pi(n)r+-+ Pi(n)r} +
0u(n) (Xf +2(_1)”) e Oum) (Ag +2()\_S)”) .\
Ry(n) <Xf —QEAT)"> R (Ag —QEAS)TL) |



para todo n natural, podemos reescrever esta equacao como

0 = P(n)rf +-- +P() +

(257 P2 e (B2 - B ) e
Q (

(9, ) sy () Pl e

2 21
Decorre do Teorema 3.7.11, que P,(n) =0com 1 <z <j e
Q) | Rylr) _,
Qun) _ Ryln) _
2 2

~—

Resolvendo o sistema acima, concluimos que Qy(n) =0 e Ry(n) =0, com 1 <y < s.

Onde P,(n), Q,(n), R,(n) sd@o polindmios em n.
U

Agora que foi provada a independéncia linear das solu¢oes, podemos enunciar o teo-
rema que nos fornece a solugao geral.

Teorema 3.7.13 : Sejam ry,...,r; raizes reais de multiplicidades my, ..., m; respectiva-
mente, e sejam Ay, . .., \s raizes complexas com multiplicidades My, . . ., Mg, respectivamente,
da equagao caracteristica da TeCOTTENCIA Tpyp = A1 * Tpy(k—1) T A2 * Ty (k—2) T+ + Ag * Tp,
onde my +mg +---+m; + M + My +---+ My =k, entdo a solugdao geral fica da forma

T, = Pi(n)r{ +--+ Pi(n)ri +
Q1(n)pycos(nbdy) + - - 4+ Qs(n)pycos(nbs) +
Ri(n)pysen(nby) + - - - + Ry(n)py sen(nb,),

ou ainda

J
Ty = Z P(n)ry + ZQt n)pycos(nb;) + Z Ri(n)p}sen(nby),
t=1

onde Ay = py(cos(8,) + isen(d,)), com 1 < x < s, e Pp,...,Pj(n) , Q.(n), Ry(n) sao
polinomios em n.

Prova: E consequencia imediata dos Teoremas 3.7.1 e 3.7.12.

Exemplo 33 : Resolva a recorréncia x,14 = 5Tp13 — 62,40 — 42,11 + 82y,.

Solucao : Temos que a equacido caraceristica associada é r* = 5r3 — 6r2 — 4r 4 8, e suas
raizes sa0 vy =ro =ry3=2ery = —1.
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Portanto a solucao geral fica
:I:n2012"+02n2"+03n22n+04(—1)"
ou ainda,

xn:(C'1+C'2'n+C’3~n2)2”+C'4~(—1)"

N J

P(n)

onde P(n) é um polinémio em n, e C1,Cs, C5 € R.

Exemplo 34 : Resolva a recorréncia Tni¢ = 2Tny5 — Tpaa — 4Tpas + 4Tp10 — 4z,

Solugao : Temos que a equacao caracteristica associada é
O =25 —pt — 4 4 — 4

e suas raizes sao: rp =ro=14+i,r3=ry,=1—1ers=rg = —1.

Podemos escrever rq, 79,73 € 4 na forma trigonométrica. Ficamos com

r=ry=12- <cos (%) + isen (%)) e my=r=V2. (COS <_£) sen (_g»

Portanto a solucao geral fica

Tn = Ki(=1)"+ Kz n(=1)" + Ko(vV2)"cos () + Kan(v2)"cos (1) +
K5(V2) sen (") 4 Kon(vV2)*sen ("7 4 Kr(v2)cos (‘Tm) +
Kan(v/2)"cos (‘Tm) T Ky(V2) sen (‘T””) T Kon(V2)"sen (‘T””) |

simplificando e reagrupando
ta = (Ki+nKo)(=1)" + (K + Ko+ (K + Kon) (V2)“eos (7 ) +

(Ks — Ko + (K¢ — Ki0)n)(v2)"sen (%”) .

Fazendo P(n) = Kl +TZK2, Q(n) = Kg + K7 + (K4 + Kg)n (§] R(TL) = K5 — Kg + <K6 —
Ki0)n, que sao polindomios em n, podemos reescrever a solugao geral como
20 = P(n)(=1)" + Q(n)(v2)"cos (%) + R(n)(vV2)"sen (%) .

Note que cada polindmio de grau um nos fornece duas solugoes linearmente indepen-
dentes, por exemplo
P(n)(—1)" = K1(—=1)" + Kan(—1)".

O mesmo acontece com Q(n) e R(n). Assim, como era de se esperar, pois se trata de uma
recorréncia de ordem 6, temos seis solucoes linearmente independentes.

De forma geral se P é um polinomio de grau n, temos n + 1 solugoes linearmente
independentes.
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3.8 Recorréncia Nao Linear

Infelizmente nao foi encontrado em nenhum livro ou material durante toda a pesquisa
para a elaboragao deste trabalho, um padrao ou uma férmula fechada (assim como vimos
nos casos das recorréncia lineares), para quando a sequéncia possui uma equacao de re-
corréncia nao linear. O que se faz é tentar encontrar padroes conhecidos, como uma P.A.,
P.G., recorréncia linear, etc, manipulando as equagoes de recorréncia fornecidas.

Vejamos alguns exemplos, que podem ser encontrados em [5], que tratam de recorréncia
nao linear.

Exemplo 35 : Determine em funcdo de n o termo geral da sequéncia definida por:

2a2_,
ap=1a, =2,a, = ——.
An—2
~ Qanp, (p—1
Solucao: Podemos reescrever o termo geral da forma: =2 .
an—1 Ap—2
. ~ an—1 ay .
Definindo w,, = , entao U,_; = e u; = — = 2. Assim, escrevendo a
Apn—1 an—2 Qg

recorréncia em func¢ao de u,, ficamos com
un:2'un717 up =2

ou seja, trata-se uma P.G. de razao 2, logo seu termo geral é u,, = u; 2"~ = 2". Voltando
a substituicao , temos a, = 2" - a,_1 que é uma recorréncia linear de primeira ordem.
Resolvendo-a, temos

a; = 2&0
oy = 2(11
as = 2&2
ap = 20,1

multiplicando ambos os membros, fica

a, =

(2123t g

n(n+1)
2

Exemplo 36 : Uma sequéncia € definida por an.1 = a, + e a; = 1. Mostre que

—
an

agppo > 30.

Solucao : Note que a; = 2. Além disso elevando ambos os membros da igualdade
An41 = G + — A0 cubo, ficamos com
a

n

S R
n+1 n a6'

a3
an
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Note que —
a

1 <

>0e pr > 0, entao temos que a3,
n

que (az)? — (ay)® = 7, assim

(an)3 - (anfl)3

(an—I—l)S - (an)3

Se somarmos ambos os membros das igualdades,
((190()0)3 > 27001, portanto agggy > 30.
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VoVl
w ~

w

ficamos com (a,11)® > 3n + 4 e assim



Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 De volta a P.A. de Ordem Superior

Como vimos na Definicao 3.2.2,
Aa, = Upi1 — Ay,
além disso vale a distributividade para o operador A,
A(APa, + A%,) = AP, + AT,

Se uma sequéncia (a,)nen é uma progressao aritmética, sabemos que a diferenga entre
termos consecutivos é constante e podemos escreve-la como

Aa,1 = Aay,
Ap4+2 —Ap41 = Ap41 — Qp
Apyo = 2an+1 — Qp,

ou ainda

2 2
Apt2 = 1 Ap4+1 — 9 Qp,

que é uma recorréncia linear de segunda ordem. Caso (a,)nen fosse de segunda ordem,
entao teriamos

Aa, = A,

A(anJrQ - an+1) = A(CLTH»l - an);
essa equagao seria 0 mesmo que

Aapio = 2Aa,1 — Aay,
Apy3 — Qpi2 = 2(an+2 - a'n-‘,-l) - (a'n-l—l - a'n)
an43 = 3an+2 - 3an+1 + ay

3 3 3
an43 = 1 Ap42 — 9 Qnt1 + 3 Qp,.
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Suponha que (a,)nen seja uma progressao aritmética de terceira ordem, entdo temos
que

Aap1 = Ada,
A2(an+2 —Ony1) = A2(an+1 —ay)
A(A(ans2 = ant1)) = A(A(an1 — an)).
Ou seja, ficamos com
Aayis = 3Aanie — 3Aan1 + Aay,
Unia — Anrs = 3(Anes — ania) — 3(Ania — Any1) + Anpr — ay
Gpys = 4api3 —6ap40 +4a,11 —ay

e podemos escrever essa recorréncia da seguinte forma

4 4 4 4
Upyq = 1 Ap43 — 9 (py2 + 3 Apy1 — 4 Q.

Apos vermos estes resultados, podemos generaliza-los para uma progressao aritmética
de ordem k.

Teorema 4.1.1 : Se a sequéncia (a,)nen € uma P.A. de ordem k, entdo esta pode ser
representada por uma recorréncia linear homogénea com coeficientes constantes de ordem

k+1, onde
k+1

E+1
Ant-(k+1) = Z(_l)p+l( P )an+(l~c+1—p)~

p=1
Prova: Inducao finita sobre k.

1. Para k = 1. Temos que se (a,) é de ordem um, pode ser representada, como vimos,
pela seguinte recorréncia de ordem dois.

Upt2 = 20%—1—1 — Ap.

2. Suponha que para (a,) de ordem k, podemos escrevé-la como

k+1 k+1 k+1
Ont(k+1) = ( 1 )an+k - ( 9 )an+(k—1) +o o+ (C)E <k + 1> fin-

3. Vamos verificar a validade para k + 1. Temos,

R S

Atnirry = A (k 1— 1) At + 1)F+2 (: i 1) Qn,
Un+(k+2) — (k —; 1) At (k+1) T Qpp (k1) + 0+ (— 1)k+2 (IZ, i 1) (—an)
Ant(k+2) = (k —; 2) Anp(har) + oo+ (—1)F (Z i Z) an

Portanto (a,) pode ser escrita por uma recorréncia de ordem k + 2, o que prova o
teorema.
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Note que

E+1 kE+1 kE+1
Y + Qpt(k+1) = | )Gt + 1 O+ (k+1)
k+1 k+1
= 1 + a1 O (k+1)

k+2
= 1 Qpt(k+1) 5

(k+1)+<k+1) B (k’+1)!+ (k+1)!
1 k+1 11k! (k+1)l0!
= k+1+1

= k+2.

além disso

E+2\  (k+2)!
( ) T kD)
— k+2,

portanto, (lerl) + (ZE) = (kf) E assim podemos proceder, de forma andloga, com os

demais coeficientes para mostrar suas igualdades.
O

Este teorema é de grande importancia, pois nos permite transformar um problema de
P.A. de ordem superior, que pode ser demasiadamente complicado, em um problema de
recorréncia que aprendemos como resolve-los.

Vejamos o exemplo 13, o problema da pizza de Steiner, que anteriormente ja foi abor-
dado diretamente com uma recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea, porém
poderia ser encarado com uma progressao aritmética de ordem superior.

Temos,
ap = 2
ay = 4
as = 7
as = 11
as = 16
ag = 22
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entao,

as—a; = 2
as —ag = 3
as —az = 4
as—as = O
ag — a5 = 6

logo a sequéncia ¢é uma progressao aritmética de segunda ordem. Pelo Teorema 4.1.1,
podemos escrever a seguinte equagao de recorréncia,

3 3 3
Ant3 = 1 Apy2 — 9 (p+y1 + 3 Qn

(pi3 = 3Anio — 3Api1 + ay. (4.1)

ou

A equagao caracteristica de (4.1) é r® = 3r? — 3r + 1 e sua raiz é r = 1 com multipli-
cidade 3. Logo a solucao geral da recorréncia, fica
an:C'1~1"+C'2'n-1"+6'3‘n2~1".

Impondo as condigoes de que a; = 2, as =4, e az = 7, chegamos no seguinte sistema

Ci+Cy+C5=2
Ci+20,+4C5 =4
Cy +3C,+9C; =7

e resolvendo-o, concluimos que C; =1, e Cy = (5 = % Logo, a solucao do problema ¢ da
forma

1+n+n2 n>+n+2
a/TL: — _—= —
2 2 2

como ja haviamos visto anteriormente.

Podemos melhorar o Teorema 4.1.1, dando um resultado mais direto.

Teorema 4.1.2 : Se a sequéncia (ay)nen € uma P.A. de ordem k, entdo seu termo geral
¢ da forma
Ay = Cl + CQTl + Cg’flz + -+ C'k+1nk,

onde C,Cy, . ..,Cky1 sao constantes.

Prova: Pelo Teorema 4.1.1, (a,)nen pode ser reescrita como uma recorréncia de ordem
k + 1, que possui a seguinte equagao caracteristica

E+1 k+1 k+1
E+1 k_ k=14 ...
()G )
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e podemos escreve-la como

e pelo binomio de Newton, temos a igualdade

k1
Z<_1)p+2 (k + 1)Tk+1p —(r— 1) =0

p=0 p

Ou seja, 1 € raiz de multiplicidade k 4+ 1 da equagao caracteristica e pelos Teoremas
3.7.7 e 3.7.1, temos que a solucao é da forma

an = Cp-1"+Con-1"+C5n% 1" + -+ + Cppqn® - 1"
= CO1+ Con+ Csn? + -+ 4 Crpygnt.

O

Assim, fica provado que o termo geral de uma progressao aritmética de ordem k é um
polindmio de grau k.

A saber, o exemplo 13 poderia ter sido resolvido de forma mais direta, pois ja terfamos
o polinomio do termo geral faltando apenas determinar seus coeficientes, que facilmente
podem ser obtidos através de um sistema linear, deixo a cargo do leitor a resolugao deste.

4.2 Revisitando a Sequéncia de Fibonacci

Como vimos anteriormente a sequéncia de Fibonacci é definida pela equagao de re-
corréncia:
Fn+2 = Fn+1 +Fn, com F1 = FQ = 1, en c N,

e também podemos escrevé - la como (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...).

4.2.1 Retangulo Aureo

Um fato curioso da sequéncia dos quadrados dos nimeros da sequéncia de Fibonacci,
(1,1,4,9,25,64, 169,441, 1156, 3025, 7921, . . .), seria:

141 = 2=1-2

14144 = 6=2-3

1+1+44+9 = 15=3-5

1+14+4+9+25 = 40=5-8
1+1+4+9+254+64 = 104 =813,

ou seja, a soma dos quadrados dos n primeiros niimeros da sequéncia de Fibonacci é igual
ao produto do n-ésimo e o (n + 1)-ésimo nimeros desta mesma sequéncia.
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Proposicao 4.2.1 : Seja (F,)neny com Fy = F» = 1, a sequéncia dos nimeros de Fibo-

nacci. Entao temos que vale a sequinte relagao:

(F)*+ (F)*+ -+ (Fo1)?=Fo1 - F,, ¥n>2.

Prova: Principio da inducao finita sobre n.
1. Para n = 2, temos que

<F1)2 — 12
= 1-1
= Fl'FQ.

2. Suponha vélida para algum n € N,n > 2 a relagao: (F1)*+ (F2)? +

Fo_1-F,.

3. Devemos mostrar que a relagao vale para n 4+ 1. Temos

(F)? 4+ (F2)* + -+ (Fa)’ + (Fyn-1)® = (F)*+ (F)* +- -

Fn—l'Fn+(Fn)2
= Fn(anl—i_Fn)
= Fn'Fn+17

0 que prova a proposicao.

..._|_(Fn71)2 =

+ (Foo1)® + (F)?

O

Esta propriedade possui um apelo geométrico forte, que trata da drea de quadrados e

retangulos. Vejamos:

Considere o quadrado n, de lado n e 4rea n?.

Figura 4.1: Quadrado de lado n.

Vamos ilustrar geometricamente a Proposicao 4.2.1. Este algoritmo possibilita a cons-

trugao do retangulo aureo.

e Quadrado de lado 1:
(F1)?=1*=1
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Figura 4.2: Quadrado de lado 1.

Note que podemos calcular a area deste quadrado como o produto de suas dimensoes,
ou Seja, 1-1= F1 : FQ. LOgO <F1)2 = Fl . FQ.

e Retangulo de dimensao 1 x 2:

(F1)?2 + (F2)2 =12 +12 =2

Figura 4.3: Retangulo de dimensao 1 x 2.

Note que a area deste retangulo pode ser calculada como o produto de suas di-
mensoes, ou seja, 1-2 = Fy - F3. Logo (F1)? + (Fy)? = Fy - F3.

e Retangulo de dimensao 2 x 3:

(F1)? + (Fo)? + (F3)? =12 +12+22 =6

Figura 4.4: Retangulo de dimensao 2 x 3.

Note que a &area deste retangulo pode ser calculada como o produto de suas di-
mensoes, ou seja, 2 -3 = Fy - Fy. Logo (F1)* + (Fy)? + (F3)? = Fy - Fy.
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e Retangulo de dimensao 3 x 5:

(F1)? 4+ (F3)? + (F3)? + (F4)? =12 +12+22+ 32 =15

Figura 4.5: Retangulo de dimensao 3 x 5.

Note que a area deste retangulo pode ser calculada como o produto de suas di-
mensoes, ou seja, 3 -5 = Fy - Fy. Logo (F1)* + (Fy)* + (F3)* + (Fy)? = Fy - Fs.

e Retangulo de dimensao 3 x 5

(F1)? + (F2)? + (F3)? + (Fa)? + (F5)? =12+ 1> + 22 + 32 + 52 = 40

Figura 4.6: Retangulo de dimensao 3 x 5.

Note que a &area deste retangulo pode ser calculada como o produto de suas di-
mensoes, ou seja, 5-8 = Fy - Fy. Logo (F1)*+ (F2)? + (F3)* + (Fy)? + (f5)? = F5 - Fg.

Podemos continuar com o processo indefinidamente, e a cada passo o retangulo obtido
se proxima mais do retangulo dureo, ou seja, o quociente entre o comprimento e a largura
tende a ser o numero de ouro. Este ntimero é denotado pela letra ®, e vale:

_1+46
2

) = 1,61803399...
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A tabela abaixo ird ajudar na compreensao deste fato.

Razao Resultado

1/1 1
2/1 2
3/2 1,5
5/3 1,666...
8/5 1,6
13/8 1,625

21/13 | 1,61538462...
34/21 | 1,61904762...
55/34 | 1,61764706...

Tabela 4.1: Razoes entre as dimensoes dos retangulos.

Intuitivamente percebemos que quando a quantidade de passos tende ao infinito o
retangulo obtido serda o dureo, mas devemos provar este fato. Para isto, note que as
dimensoes dos retangulos obtidos a cada passo sao os niimeros consecutivos da sequéncia
de Fibonacci. Chamando a razao entre o comprimento e a largura apds infinitos passos
de R, e de R, a razao a cada passo, temos que

Fn-l—l

Rn = s
F,

onde F},, n € N, sao os numeros da sequéncia de Fibonacci.

Entao, realizando o algoritmo da construcao do retangulo indefinidamente, temos

E,
R = lim R, = lim —
n—oo n—oo

n

n+1 n+1
Fn+1 o 2 v 2
E, 1 1+ \/S " 1 1— \/5 "
i\ 2 ] VA 2
Simplificando o quociente, temos
n+1 n+l n+1 n+1
L [1+V5 L [1-v5 1++/5 1-+/5
VBl 2 VB2 2 L2

() - ()
N 2 VA 2
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e por (3.6), podemos escrever
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n+1

n+1
<1+¢5> , 2
’ o n+1 n+1
2 + 1_\/3)4-

2 1+V5 1_<1+\/5

<1+\/5>n' 2 L+v5

S

H
_l’_
=

=

H
_l’_
=

Assim temos que:

o Fn+1
R = nl—>oo F,
n+1
1-+/5
145 1+V5
= lim

n—o0

O

Assim, fica provado que se utilizarmos o algoritmo indefinidamente para a construcao
do retangulo, este tende a ser o aureo. Mais informagcoes sobre ntimero de ouro e retangulo
aureo, podem ser encontradas em [18].

4.2.2 A Concha do Nautilo

Agora que ja sabemos o algoritmo para a construcao do retangulo, visto na Proposicao
4.2.1, ha um fato bastante curioso que pode ser obtido com base nesta construcao .

Em cada quadrado construido, tomamos um de seus vértices como o centro de uma cir-

cunferéncia com raio igual ao lado do quadrado e tragamos um quarto desta circunferéncia
como podemos ver na figura abaixo.
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Figura 4.7: Um quarto de circunferéncia.

Justapondo estes quadrados de forma que as extremidades dos arcos de circunferéncia
coincidam afim de se tornar uma curva, obtemos a espiral de Fibonacci, também chamada
de espiral durea ou ainda espiral logaritmica, como podemos ver na figura abaixo.

()

Figura 4.8: Espiral de Fibonacci.

Segundo [15], conforme o molusco Nautilo (Natilius pompilius) cresce no interior de
sua concha, ele deve construir camaras maiores para comportar seu novo tamanho e fecha
as menores que nao serao mais utilizadas. A medida que cresce o comprimento da curva
da concha, o raio acompanha este crescimento proporcionalmente, e como tal molusco
possui a caracteristica da autossimilaridade, suas camaras nao mudam a forma. Estas
camaras estao relacionadas, aproximadamente, com a razao aurea.

Assim, o formato da curva da concha do Nautilos é aproximadamente a espiral de
Fibonacci.

Figura 4.9: Concha do Nautilo.
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Capitulo 5

Atividades

Serao apresentadas duas atividades que envolvem problemas aplicaveis em qualquer uma
das trés séries do ensino médio, uma vez que utiliza apenas conhecimentos bésicos de
matematica, e tem como objetivo despertar o interesse e a curiosidade sobre o tema.

Além disso, para alcancar o objetivo deve-se abordar o assunto de forma introdutéria,
desenvolvendo apenas as recorréncias de primeira e segunda ordens. E se necessério for,
omitir algumas demonstragoes para nao desmotivar o interesse por parte dos alunos.

E conveniente que os alunos tenham nogoes basicas sobre sequéncias, o que é comum no
ensino médio pois nesta etapa da escolariadade sao abordadas as progressoes aritméticas
e geométricas. Caso contréario, basta que o professor reserve alguns tempos de aula para
introduzir estas nogoes.

5.1 Atividade 1: A torre de Handi

Esta atividade foi inspirada em [19], que foi baseado em aula ministrada na IV Semana
Olimpica, Salvador - BA, por Carlos Yuzo Shine - Colégio Etapa.

A torre de Handi é um famoso jogo do tipo quebra-cabecas que é constituido de trés
hastes fixadas em uma base. Numa destas hastes ha uma certa quantidade de discos
com diametros distintos, organizados de forma que um disco sempre esta sobre outro com
diametro maior conforme a figura abaixo.

Figura 5.1: Torre de Hanéi.

Qual é o nimero minimo de movimentos para transferir todos os discos para outra
haste, respeitando sempre a restricao de que um disco nunca seja colocado sobre outro
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com menor diametro?
Comentarios

Esta atividade consiste na aplicacao de um jogo onde o pensamento recursivo é con-
truido de forma natural, e assim possui uma boa aceitacao por parte dos alunos. Em
particular é uma excelente maneira de introduzir o conceito de recorréncia linear de pri-
meira ordem, pois sua algebrizacao é simples e de facil compreensao.

E importante que se tenha em maos o jogo, pois assim tera um impacto visual grande
e certamente sera mais atrativo que desenhos feitos em lousas.

Metodologia

Para um melhor entendimento é conveniente que o jogo comece com um disco, mesmo
sendo o caso mais trivial. A quantidade de discos deve aumentar, um por vez, a cada
passo anterior bem sucedido. Fica a critério do intermediador da atividade até quantos
discos ira utilizar, pois isto dependerda do rendimento dos alunos e da disponibilidade
de tempo reservado para a atividade. E muito importante que fique bem entendido a
resolucao do jogo com todas as quantidades de discos que foram utilizadas, para que se
possa generalizar o problema e assim chegar na equacao de recorréncia que o modela.

Ao chegar na equagao de recorréncia, claramente, é uma conjectura e precisa ser pro-
vada. E recomendavel que esta etapa seja pulada, ao menos inicialmente, com a finalidade
de simplicar a resolucao do problema.

Sugestao de resolugao

Como o jogo nao determina a quantidade de discos, suponha que ha n discos em uma

haste. Mas antes de resolver o problema de forma geral, vamos ver alguns casos particu-

lares.

e Paran = 1:

—

==

Figura 5.2: Solucao com 1 disco.

A

5 I

Trivialmente serd necessario apenas um unico movimento.

e Paran = 2:

65



[V A e

Figura 5.3: Solugao com 2 discos.

Serao necessarios 3 movimentos.

e Paran = 3:

Figura 5.4: Solugao com 3 discos.

Serdo necessarios 7 movimentos.

Inspirado nos casos particulares, para generalizar podemos utilizar a ideia de que um
problema com n discos poderd ser reduzido para um problema de n — 1 discos. Ou seja,
se é conhecida a quantidade minima de passos para transferir n — 1 discos de uma haste
para outra, entao também é conhecida para n.

Note que para transferir os n discos, digamos da primeira haste para a terceira, preci-
samos transferir o disco da base (com maior diametro) para a terceira haste, mas antes é
necessario colocar os n — 1 discos que estao acima para a segunda haste. Imaginando que
conseguimos alocar os n — 1 discos superiores na segunda haste, removemos o disco de
maior diametro para a terceira haste, e em seguida passamos a pilha com n—1 discos para
cima deste tltimo, como podemos ver na figura abaixo. Repare que nao foi infringida a
regra do quebra-cabegas.
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= | I

Figura 5.5: Solugao com n discos.

Para algebrizar a solucao, chamaremos de 7}, o niimero minimo de passos para mover
os n discos, e T;,,_1 o nimero minimo de passos para mover n — 1 discos. Entao com os
passos descritos, chegamos na seguinte equacao de recorréncia

T, = Tha+1+T,4
— 9T, 41

Resolvendo a recorréncia como fizemos nos exemplos da sec¢ao (3.5), chegamos na con-
jectura T, = 2" — 1. Utilizaremos inducao finita para provar a veracidade desta equagao
. De fato, para n = 1 é valida pois 2! — 1 = 1 = T}. Supondo vélida para algum n € N,
entao temos Ty = 2T, + 1 =2(2" — 1) + 1 = 2" — 1, ¢ assim temos a validade para
n + 1. Logo, pelo principio da indugao finita 7T;, = 2™ — 1.

Portanto, 2" — 1 é a quantidade minima de passos para transferir n discos de uma
haste para outra.

5.2 Atividade 2: Dominds

Esta atividade foi inspirada em aula ministrada pelo professor Luciano Monteiro de Cas-
tro no Programa de Aperfeicoamento para Professores de Matematica do Ensino Médio
(PAPMEN) no Instituto Nacional de Matemética Pura e Aplicada, Rio de Janeiro - RJ.

De quantas maneiras distintas podemos guardar n dominés de dimensoes 2 x 1 em
uma caixa de dimensao 2 x n, supondo que todos os dominds sao iguais, como se esti-

vessem com a numeragao para baixo, e sem levar em conta as expessuras desses e da caixa ?

Comentarios
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A ideia de recursao nesta atividade nao é 6bvia, pois esta assemelha-se com proble-
mas corriqueiros de combinatéria. Assim, temos a motivagao para novamente utilizar o
pensamento recursivo e avanca-lo, pois esta atividade introduz o conceito de recorréncia
linear de segunda ordem.

Para a realizacao desta atividade seria ideal ter em maos os dominés para um maior
apelo visual, porém apenas com desenhos na lousa também se mostra eficiente.

Metodologia

Com o objetivo de melhorar o entendimento é conveniente que as arrumagoes comecem
com um dominé, depois aumente para dois, e de forma gradativa ir aumentando a quanti-
dade sempre contando todas as possiveis arrumacoes. Fica a critério do intermediador da
atividade até quantos dominds ira utilizar, pois isto dependerd do rendimento dos alunos
e da disponibilidade de tempo reservado para atividade, mas é importante utilizar até
pelo menos quatro dominds pois com menos parece se tratar de uma sequéncia obvia, o
que nao é.

Apos realizar todas as arrumacoes com todas as quantidades de dominds utilizadas,
¢ imprescindivel que o intermediador mostre a relacao que ha entre as quantidades de
arrumagoes, pois ¢ com este fato que iremos conseguir generalizar o problema e assim
chegar a equacao de recorrécia que a modela.

Sugestao de resolugao

Como sugerido na metodologia iremos comecar com casos particulares mais simples.
Seja D,, a quantidade de maneiras distintas de arrumar n dominés.

e Paran =1:

]

Figura 5.6: Arrumacao com 1 dominé.

Trivialmente temos apenas uma forma arrumacao, logo D; = 1.

e Paran = 2:

Figura 5.7: Arrumagoes com 2 dominds.

Logo Dy = 2.
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e Para n = 3.

Figura 5.8: Arrumagoes com 3 dominds.
Logo D3 = 3.

e Paran = 4.

Figura 5.9: Arrumagoes com 4 dominds.
Logo Dy = 5.

Como a idéia é utilizar o pensamento recursivo, observe a figura abaixo e perceba o
b
que acontece se retirarmos os "fins” das arrumagoes para n = 4.

U= =l =

Figura 5.10: Arrumacoes com 4 dominds sem seus ”fins”.

Note que os "fins”possuem tamanhos 1 ou 2, e ao retird-los de cada possibilidade,
reduz-se ao caso anterior ou pré-anterior, de modo que D3 = Dy + Dy e Dy = D3 + Ds.
Entao podemos generalizar e conjecturar a equacao de recorréncia D, = D, 1 + D, 5, e
resolvendo esta recorréncia de segunda ordem como vimos nos exemplos da segao (3.6),

_ 1 14VB\n ;. 1 (1=vBy\n ; ;
chegamos em D,, = 75(7) + 75( =57)", que pode ser provada sem maiores dificulda-

des pelo principio da inducao.

)™ modos de arrumar n dominds 2 x 1 em uma caixa 2 x n.

1+2\/5)n+\/L5(1—2\/5

1
Logo ha 75(

5.3 Relato da Experiéncia em Sala de Aula

As atividades sugeridas foram aplicadas para alunos do ensino médio que nao tinham o
conhecimento prévio sobre sequéncias. Como sugerido, foram reservados alguns tempos
de aula para a introducao deste conceito e os casos particulares, progressoes aritmética e
geométrica. Porém nao foi gasto muito tempo com esta parte, somente o necessario para
um bom entendimento incial, pois o objetivo final é o ensino das recorréncias lineares de
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primeira e segunda ordens, sendo esta ultima apenas as homogéneas.

Apo6s ministrar as aulas introdutorias, o encontro seguinte foi a aplicacao da primeira
atividade, a torre de Handi. A atividade prosseguiu como foi sugerido, ou seja, aumen-
tando gradativamente o nimero de discos utilizados, e como havia o jogo em sala, os
alunos puderam raciocinar ao mesmo tempo em que manuseavam as pecas do quebra-
cabecas, o que se mostrou uma excelente ferramenta facilitadora do entendimento pois
antes de algebrizar o problema alguns alunos ja conjecturavam a solucao .

Apo6s resolver o jogo para até quatro discos, foi modelado o problema e conseguimos
chegar na equacao de recorréncia procurada. Assim, de forma lidica e intuitiva, foi in-
troduzido o conceito de recorréncia linear de primeira ordem além de expor os métodos
de solugao, o que permitiu resolver a equagao que serviu de motivagao. Esses conceitos
e métodos foram trabalhados na aula seguinte com problemas e exercicios que podemos
encontrar na Secao 3.5. Foram omitidas as demonstragoes das formas das solucoes pois
os alunos nao tinham conhecimento prévio sobre induc¢ao matematica, e nao havia tempo
habil para ministrar tal assunto.

Na aula subsequente foi aplicada a segunda atividade, dominds, que ao contrario da
anterior, nao foi utilizado material especifico tendo como tinico suporte desenhos na lousa.
Mesmo sem o apelo do manuseio dos objetos, como sugerido, a aula continuou apenas com
desenhos e se mostrou bastante eficiente pois houve grande participagao dos alunos que
conseguiam imaginar as possiveis arrumagoes e relagoes com as quantidades anteriores
afim de prever quantidades futuras.

Apoés contar as arrumacoes para até trés dominds, como era de se esperar, os alunos
conjecturaram o termo geral como se fosse uma recorréncia linear de primeira ordem, mais
especificamente, como uma progressao aritmética. Foram comunicados de que estavam
errados, e foi sugerido que verificassem a quantidade de arrumacoes com quatro dominds
para constatar o erro e tentar encontrar alguma relacao com as quantidadaes anteriores.
Feito este 1ltimo caso, metade da turma conseguiu perceber a relacao existente, porém
apoés a explicagao toda turma conseguiu entender. E assim se deu a introducao do conceito
de recorréncia linear homogénea de segunda ordem, talvez pela dificuldade que os alunos
obtiveram em encontrar a equacao de recorréncia, se mostraram curiosos e empolgados
com o tema.

Quanto ao método de solucao, foi deduzida a equacao caracteristica e foi provado que
suas raizes sao solugoes da equacao de recorréncia, mas somente com raizes reais pois
a turma nao tinha conhecimento de numeros complexos. Foi apresentado a forma da
solucao geral mas sem demonstracao para nao dificultar o entendimento, e assim conse-
guiram chegar na expressao do termo geral, novamente sem demonstra-la pelos mesmos
motivos vistos na aula de recorréncia linear de primeira ordem. E para trabalhar o novo
conceito e o método de solugao foram aplicados e corrigidos os problemas e exercicios que
podem ser encontrados na Secao 3.6.

De forma geral a experiéncia de ministrar este contetiido foi satisfatoria pois alcancamos

os objetivos que eram despertar o interesse e a curiosidade sobre o tema. E claro que a
forma de como ira se apresentar o contetdo, até que ponto chegara na matéria, os detalhes
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e suas demontracoes, ird variar de acordo com o professor, a receptividade dos alunos e os
seus conhecimentos prévios além do tempo disponivel. O que esta no presente trabalho
sao apenas sugestoes e o relato da aplicacao delas, que pode servir de referéncia ou até
mesmo inspiragao para aqueles que também ambicionem o fazer.
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Capitulo 6

Apendice

6.1 O Método Da Inducao

Ao nos depararmos com uma igualdade ou desigualdade que envolva certa propriedade
dos nimeros naturais, podemos testa-la atribuindo valores para dar credibilidade a esta
propriedade, mas nao conseguiremos garantir a veracidade para todos os naturais agindo
desta forma e portanto nao podemos prova-la. O método da inducgao serve para este
tipo de caso, isto é, para mostrar se uma propriedade é verdadeira ou nao para todos
os numeros naturais. Podemos exemplificar este método pensando em uma fileira de do-
minods dispostos verticalmente de forma que quando um dominé cai o seguinte também
cai, e se for garantido que o primeiro cai, entao todos caem.

A seguir, enunciaremos o principio da inducao finita.

6.1.1 Principio da Indugao Finita
Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Suponhamos que:

1. P(1) € verdadeira.  (Este item é conhecido como base de indugao ).

2. Para algumn € N supor a validade de P(n).  (Este item é conhecido como hipdtese
de indugdo ).

3. A walidade de P(n) implica a validade de P(n + 1).
Entao, P(n) € vdlida para todo n € N.
Exemplo 37 : Mostrar que a igualdade é vedadeira

1)(2 1
12+22+32+.”+n2:n(n+ )6(n+ )

Solucao : Para mostrar essa igualdade utilizaremos o principio da indugao finita.

1-2-3
1. Paran = 1. Temos : 1*> = 5 (Verdadeiro).
1)(2 1
2. Para algum n € N, suponha que 12 +22 4+ 32+ ... 4+ n? = n(n+1)@n+1) é

i 6
verdadeiro.
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3. Somando (n + 1) em ambos os lados da igualdade acima, obtemos:

P+22+3+ 40P+ (n+1)7° = n(n+1)6(2n+1)+<n+1)2
(n+1)(2n* + Tn + 6)
6
(n+1)(n+2)(2n + 3)
6
m+1)(n+2)2(n+1)+1)
5 ;

ou seja, a formula também é valida para n+ 1. Portanto, pelo principio da inducao finita,
a férmula é valida para todo n natural.

6.1.2 Principio da Inducao Completa

Teorema 6.1.1 : Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Se:

1. P(1) € verdadeira.  (Este item é conhecido como base de indugao ).

2. Para algum n € N supor a validade de P(k), ¥ k <n.  (Este item € conhecido
como hipdtese de indugao ).

3. A wvalidade de P(k), ¥V k <n implica a validade de P(n+1).

Entao, P(n) € vdlida para todo n € N.
Prova: A demonstragao que serd utilizada pode ser encontrada em [2].

Considere a sentenca aberta Q(n): P(k) é vélida, Vk < n. Vamos aplicar o principio
da inducao em Q(n).

1. Q(1) é verdadeira, pois por hipdtese P(1) também o é.
2. Suponhamos, para algum n, a validade de Q(n). Logo P(k) é vélida V k < n.

3. Como P(k) é vélida V k < n, por hipdtese, temos que P(n + 1) é verdadeiro, e isto
implica que, P(k) é valido V k < n + 1. Entao, Q(n + 1) é verdadeiro.

Portanto, pelo principio da indugao finita, Q(n) é véalida para todo n natural, o que
implica na validade de P(n) para todo n € N.

O

Este principio também ¢é vélido a partir de um nimero natural ng, e nao necessaria-
mente, a partir do numero 1. Neste caso, devemos alterar a hipétese de inducgao para: a
validade de P(k) Yk € N com ng < k < n.

Exemplo 38 : (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero natural n > 2
€ primo ou € um produto de niumeros primos.

Solucao : A prova sera feita pelo principio da indugao completa.
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1. Para n = 2. Como 2 é primo, a base de indugao ¢é verdadeira.

2. Para algum n natural, suponhamos a validade da propiedade para todo natural k,
tal que 2 < k <n.

3. Se n+ 1 for primo, estd provado. Caso contrario, n + 1 pode ser expresso na forma
p-q, onde p e ¢ sao nimeros naturais maiores que 1 e menores que n+ 1. Portanto,
pela hipétese de inducao, cada um dos nimeros p e ¢ é primo ou um produto de
primos, o que mostra que n + 1 é um produto de primos. Logo, a propriedade
também é valida para n + 1.

Portanto, pelo principio da inducao completa, a propriedade é valida para todo n
natural.

0

6.2 EDO’s de ordem k

Assim como no caso das recorréncias, em geral na sala de aula, nao se verifica a inde-
pendéncia linear das solugoes das equagdes diferenciais ordinarias (EDO) homogéneas de
ordem k com coeficientes constantes muitas vezes pela notacao extensa ou pelo fato do
uso de determinantes (matriz de Vandermonde).

A seguir, apresentamos como a teoria das EDQO’s de ordem k, esta relacionada com as
recorréncias e como podemos aproveitar o Teorema 3.7.11.

Para resolver uma equagao diferencial ordinédria de ordem k, com coeficientes constan-
tes:

y(n) + an+1y(n_1) + .o+ aly/ —+ apgy = O7 (61)

onde y™ representa a n-ésima derivada de y. Procuramos por solucées do tipo y = e
com z € R, que ao ser substituida na equacao acima, obtemos

(1" 4 @™ - agr +ag)e’™ = 0.

O polinémio P(r) = r"+a, 417" ' +- - - +air+ay é chamado Polinomio Caracteristico,
e suas raizes nos fornecem as solugoes da EDO. De fato, podemos verificar que se r; é
uma raiz de multiplicidade m de P(r), entdao ™%, ze™®, ..., ™ 2% e x™ 1e"” satis-
fazem (6.1). Logo, de forma compacta podemos dizer que Q(z)e™* é solugdo da EDO,
onde Q(x) é um polindémio de grau menor ou igual a m — 1. Nosso objetivo é verificar a

independéncia linear destas solugoes .

Teorema 6.2.1 : Dados A, g, ..., N\, € C* diferentes entre si, se para qualquer po-
linomio Pj(x), com 1 < j <k, tivermos

Pi(z)eM” + Py(2)e?” + -+ + Pu(2)eM™ =0 Vo €R. (6.2)

entdo Pj(x) € identicamente nulo.
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Prova: Note que os Lemas 3.7.2 e 3.7.3, valem trocando n € N, para x € R. Além disso,
o principio béasico da prova do Teorema 3.7.11 ¢ satisfeito da seguinte maneira: Como a
equagao (6.2) vale para Vo € R, tomando = + 1 temos

Pi(z + 1)eMeM™ 4+ Py(x + 1)e?e™ + ... + Py(z + 1)eM e =0 Vo e R. (6.3)
Multiplicando e** a equacdo (6.2) e subtraindo da equacao (6.3), podemos fazer a demos-
tragao de forma andloga a prova do Teorema 3.7.11.

O

A seguir, apresentamos uma demonstracao mais curta deste fato, na qual somente
usamos derivada de polinomios e inducao finita.

Prova: [Versao 2]. Faremos indugao sobre k. O caso k = 1 é imediato, suponha que
vale para k. Vejamos o caso k + 1, isto é, suponha que

Pi(2)eM* + Py(2)e?* + - + Py (2)eM 1% =0 Vz € R. (6.4)
Multiplicando e~*1* pela equacao (6.4), obtemos:
Pi(x) + Py(x)eP2% ooy Py ()eMn 2T = 0 Vr € R,
Derivando esta equacao m vezes, onde m é tal que Pl(m)
[20]) podemos escrever o [-ésimo termo como

= 0, e pela regra Leibniz (ver

(Pl($) . 6(/\1—/\1)m)(m) —

Ms

< ) PO (z) - (eNi—M)rym=)

( ) () - (A = A0 - Qi Ane

( ) P(J ) (>\l )\1>m—j ‘e(Al—Al)w

() - M=)z

0

J

Ms

<.
Il
o

QMS

I
e}

De onde,

Py(x) - e®m 7 4 Py(g) - BT g B(z) e mMT =0 Yr € R

Pela hipotese de inducao, temos que

m m . . ~
Z( ) POy N = A" = B(e) =0, 2<I<k+1.
— \J
j
Se Py(z) = ag + a1z + asx® + - - - + a,x™. Como os Aj sao diferentes e o coeficiente de "
de P_1(x) é (\y — A\)™ - a,, temos que a,, = 0. Por outro lado, o coeficiente de "~ de
Py(z) ¢

()\l — )\1)m cQp_1t+mMm-n- (>\l — )\1)m_1 Qo
de onde, a, 1 = 0. De forma anéloga temos que a; = 0 para 0 < k < n, pois o coeficiente
do termo z* de P,_1(x) é uma combinagao linear de ay e os termos ag1,. .. ,a,, 08 quais
ja sabemos que sao nulos.
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6.3 Owutra Demonstracao para o Teorema 3.7.11

Vamos provar novamente o Teorema 3.7.11 como foi feito em [11].

Teorema: Dados A, Ag, ..., A\, € C* diferentes entre si, se para qualquer polinomio
Pj(n), com 1 < j <k, tivermos

PLn)A? + Po(m)A\S 4 -+ Po()A: =0 ¥neN
entdo Pj(n) ¢ identicamente nulo.

Prova: Para isto sera necessario conhecer os seguintes resultados:

1.Se A € C e |\ < 1 entao lim n*A" = 0, com k& € Z. E se |A\| = 1 entdo

n—-+4o0o

1
lim —A\" =0, com k € N.
n—4+oo N,

n

1
2. Se lim a, =0, entao lim — g a, = 0.
n—-4oo n—4+oo N, 1

3.SeAeC*eN+#1, enta zn:xf A Ese |\ =1t WH_M<
. (& (S entao = " Se = emos que¢ ———
’ £ A—1 TN
2
m, ou seja, ¢ limitado.

4. Teorema do anulamento.

Suponha por absurdo que exista ao menos um dos polinémios Pj(n), com j < k, ndo
nulo e que satisfaca a equacao

Pi(n)AT + Pa(n)Ay + -+ Pe(n)A;, =0  VneN.

Desconsiderando todos os polinémios nulos, vamos reorganizar os nao nulos (que po-
dem ser varios) de forma a colocar as parcelas que possuem os maiores \'s em modulo
(podem haver varios com mesmo mddulo) nas primeiras posigdes da soma. Em seguida
iremos reorganizar novamente as parcelas, que arrumamos anteriormente, colocando como
primeiros termos da soma os polinomios que tivrem o maior grau. Ou seja, se uma par-
cela P.(n)A! estd a esquerda de P,,(n)\!, entdao |A.| > |A\n.|, € se |A\.] = |A\n| entdo
grau(P,(n)) > grau(P,,(n)) ( note que podem existir polinomios de mesmo grau).

Para facilitar podemos reindexar a soma de forma que |\| = [\ = ... = || =
Ast1] = ... = [N > [Aj], com t < j < k, e sejad = grau(Py) = grau(P) = ... =
grau(Ps) > grau(Psy1), ..., grau(Py).

Suponha que o coeficiente do monémio n¢ de Py (n) é aj,, onde h =1, ..., s. Podemos
escrever a equagao ja reordenada da seguinte forma

Prm)AY + -+ Pan)A + Pepa ()AL + - + Pu(n) A =0, (6.5)
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dividindo (6.5) por n¢\}, temos

P(n) | Paln) (AQ)”+W+ P, (n) (As)"+...+ Pi(n) (A’“y:o.

nd nd M nd A nd A

Tomando o limite quando n tende ao infinito em ambos os lados da equagao, e por (1)
obtemos

o que é uma contradicao. Pois por hipdtese a; é o coeficiente do monomio n de Py(n), e
grau(Py) = d.

O
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