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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos um estudo a respeito do algoritmo da divisao de polinomios
de duas variaveis. Para isso estudamos os conceitos de divisibilidade e o algoritmo de di-
visao no conjunto dos inteiros e no anel de polindbmios em uma variavel. Introduzimos o
conceito de ordem monomial e descrevemos o algoritmo de divisao para polinémios em
duas varidveis, procurando generalizar aspectos da teoria conhecida para polindmios de

uma variavel.

Palavras-chave: Algoritmos-Matematica, Polinomios, Varidveis (Matematica).



Abstract

In this work a study about the division algorithm for polynomials of two variables. For
this study the concepts of divisibility and the division algorithm on the set of integers
and the polynomial ring in one variable. We introduced the concept of monomial order
and describe the division algorithm for polynomials in two variables, trying to generalize

aspects of the theory known for a variable polynomials.

Keywords: Mathematical algorithms, Polynomials, Variables (Mathematics).



INTRODUCAO

A necessidade de realizar a operacao de divisao vem de longa data na historia da
humanidade. Durante a Idade do Bronze ja havia a necessidade de se fazer uso do conceito
de fracao. Mais tarde, por volta de 300 a.c., Euclides no livro Os FElementos publica
o algoritmo para a divisao de numeros naturais, usado até os tempos atuais. Com o
desenvolvimento da algebra, surge por volta do século XVI o conceito de polinomio,
bem como a divisao de polinomios em uma variavel, cujo algoritmo é parecido com o
algoritmo da divisao para numeros inteiros. Em 1965, Bruno Buchberger, em sua tese
de Doutorado publica a Teoria das bases de Grobner para anéis de polinémios, onde

apresenta o algoritmo da divisao de polindmios em varias variaveis.

Este trabalho trata do estudo do algoritmo da divisao de polinomios de duas variaveis.

Para esse estudo vamos utilizar o conceito de divisibilidade e ordem monomial.

O trabalho esta dividido em trés capitulos, sendo que no primeiro traremos a defini¢ao
de divisibilidade nos nimeros inteiros e estudaremos algumas de suas propriedades. Da-
remos também o algoritmo para a divisao e o algoritmo de Euclides para o célculo de mdc

de nuimeros inteiros.

No segundo capitulo, definiremos Anel, Corpo, também definiremos grau e termo lider
de polindémios em K [z]. Daremos também o algoritmo da divisdo e o algoritmo para se

determinar o maximo divisor comum de polinomios em K [z].

No ultimo capitulo sera apresentado o conceito de ordem monomial para polinémios
em K [z, ..., z,], aqui também estenderemos o algoritmo da divisdo de polinémios em
K [x] para polindmios em K [x,y] bem como faremos alguns exemplos de divisdo de po-

linémios em K [z,y| com diferentes ordens monomiais.

O primeiro capitulo estd baseado em resultados de [1] e [9], o segundo em resultados
encontrados em [2], [3] e [7], e o ultimo capitulo foi baseado em [6], [7] e [8]. [4], [5] e [8]

foram usados nessa introducao.
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1 Divisao nos Inteiros

Neste capitulo discorreremos sobre a divisao nos ntimeros inteiros como é ensinado no
Ensino Basico, bem como algumas de suas propriedades, os conceitos de mdc e mmc, o
algoritmo de Euclides para o calculo do mdc de dois niimeros inteiros e ainda enunciaremos

o teorema fundamental da aritmética.

1.1 Divisibilidade

Dados dois ntimeros inteiros a e b com a # 0, diremos que «a divide b, escrevendo alb,
quando existir ¢ € Z tal que b = a - c¢. Neste caso, diremos também que a é um divisor

ou um fator de b ou, ainda, que b é um maultiplo de a.

A notagao alb nao representa nenhuma operacao em Z, tao pouco representa uma
fracao. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que existe ¢ tal que b = a-c. A
negacao dessa sentenga é representada por a { b , significando que nao existe nenhum

ndmero inteiro ¢ tal que b=a - c.
Exemplo 1.1. 1|0, —1|7, =20, 2|8, 51 6, —8 1 6.
Suponha que a|b e seja ¢ € Z tal que b = a - ¢. O nimero inteiro ¢ é chamado de
quociente de b por a e denotado por g = c ou por b/a.
Exemplo 1.2. Por exemplo,

222, pois 6 =3 -2

Teorema 1.3. A divisibilidade tem as sequintes propriedades:

i. ala

ii. blc = ablac

iii. a-bla-cea##0=blc
iv. 1]a

v. al0



vi. alb e b# 0= l|a|] < b

vii. alb e bla = |a| = |b]

viii. alb e b#0= (2)[b.

Dem. (i.) e (iv.) Como a = 1-a segue que ala e que 1|a , inclusive para a = 0. (ii.) Se
b|c entdo ¢ = ¢ - b para algum inteiro ¢. Logo a-c = ¢-a-b, assim provamos que a - b|a - c.
(iii.) Se a-bla - c entdo a-c = a-b-q para algum inteiro ¢. Logo ¢ = ¢ - b, portanto b|c.
(v.) Como 0 = a -0 segue que al0. (vi.) Sealbeb# 0, existe c € Z tal que b=a - c.

Como |c| > 1, segue-se que |a| < |a-c| = [b]. (vii.) Se a|b e bla entdo existem inteiros nao

nulos k e g taisquea=k-beb=gq-a. Assim k-q=1,logo |k| =|q| =1 = |a| = |b].

Vamos demonstrar agora o item (viii.). Se alb entdo b = ¢ - a, para algum inteiro c,
b

entdo 2 é um inteiro. Como £ - a = b segue que 2[b
a a a

Proposicao 1.4. Considere a e b € Z* e ¢c € Z. Temos que se alb e blc, entao alc.

Dem. De fato, pois se alb e b|c implica que existem f, g € Z, taisqueb=a-fec=b-g.

Substituindo o valor de b, obtido da primeira equacao, na segunda equacao, obtemos

c=b-g=(a-f)-g=a-(f-9),
0 que nos mostra que alc.
|
Proposicao 1.5. Se a, b, c e d € Z, com a # 0 e ¢ # 0, entdo alb e c|d implica que

a-clb-d.

Dem. Se a|b e c|d, entao existem f, g € Z, tais que b = a - f e d = ¢+ g. Portanto,
b-d=(a-f)-(c-g),logoa-clb-d.

Exemplo 1.6. Sejam a, b, e ¢ € Z e ¢ # 0, entdo a - ¢|b - ¢ se, e somente se ab.

Dem. Pelo Teorema 1.3 item (iii.) se a - ¢|b- ¢ implica que a|b. Por outro lado se alb e

cle, pela Proposigao 1.5, a - ¢|b - c.



Proposicao 1.7. Considere a, b e ¢ € Z com a # 0, tais que a| (b+ ¢). Entdo alb se, e

somente se alc.

Dem. Se a|(b = ¢), entao existe f € Z tal que b+ c = f-a. Agora, se alb, temos que

existe g € Z tal que b = a - g. Juntando as duas igualdades acima, temos que

a-gtc=f-a,

Da igualdade acima, obtemos

c=a-fFa-g=a-(fFg),
o que implica que alc. A volta é andloga.
n
Proposicao 1.8. Sea, b, ced €Z, coma#0, ez, y € Z sao tais que alb e alc, entdo

al(x-b+y-c)eal(x-b—y-c).

Dem. alb e alc implicam que existem f, ¢ € Z tais que b = a- f e c = a-g. Logo,

r-bty-c=z-(a-f)xy-(a-g)=a-(z-fL+y-g), oque prova o resultado.

Exemplo 1.9. Como 3|15 e 3|42, entao 3|(8- 15 — 7 - 42).

1.2 O Algoritmo da Divisao de Euclides

Antes de enunciarmos o Algoritmo da Divisao para os nimeros inteiros, vamos enun-
ciar o algoritmo da divisao para os numeros naturais feita por Euclides e o Teorema de

Eudoxius.
Teorema 1.10 (Divisao Euclidiana). Sejam a e b dois nimeros naturais com 0 < a <

b. Exzistem dois unicos numeros naturais q e r tais que

b=a-q+r, comr<a.

Dem. Sejam a e b niimeros naturais tais que b > a e considere, enquanto fizer sentido
nos naturais, os nimeros

b,b—a,b—2a,...b —n-a,..



Pela Propriedade da Boa Ordem !, o conjunto S formado pelos elementos acima tem
um menor elemento r = b — ¢ - a. Vamos provar que r tem a propriedade requerida, ou

seja, que r < a.

Se alb, entdo r = 0, a demonstragao esta concluida. Se, por outro lado, a 1 b, entéo
r # a, e, portanto, basta mostrar que nao pode ocorrer r > a. De fato, se isto ocorresse,
existiria um nimero natural 0 < ¢ < r tal que r = ¢ + a. Consequentemente, sendo

r=c+a=>b—q-a, terlamos
c=b—(¢+1)-a€S, come<r

contradicao com o fato de r ser o menor elemento de S.
Portanto, temos que b = a - ¢+ r com r < a, o que prova a existéncia de ¢ e r.

Agora, vamos provar a unicidade. Note que, dados dois elementos distintos de S, a
diferenca entre o maior e o menor desses elementos, sendo um multiplo de a, é pelo menos

a.

Sejamr =b—a-ger' =b—a-¢,comr <1’ <a,assimr’ —r=b—a-¢ —(b—a-q) =
a-(q—¢). Comoq—q > 1, segue que " —r > a o que implica que ' > r +a > a,

absurdo. Portanto, r = r’.
Dai segue-se que b—a-q=b—a-q, o que implica que a-q = a- ¢ e, portanto, ¢ = ¢'.
]

Teorema 1.11 (Teorema de Eudoxius). Dados a e b inteiros com b # 0 entao a €
um maultiplo de b ou estd entre dois multiplos consecutivos de b, ou seja, para cada par de

numeros inteiros a e b, com b # 0, existe um niumero inteiro q tal que, para b > 0,
¢g-b<a<(q+1)b

e para b <0,
g-b<a<(g—1)b

Dem. Dados a e b inteiros com b # 0, ou bla ou b { a . No caso em que bla sabemos
que a é um miultiplo de b, por outro lado, no caso em que b 1 a, temos que a nao é um
multiplo de b. Entao, nés dividimos a demonstracao em dois casos. No primeiro caso,
considerando-se que a é multiplo de b, e no outro caso, considerando-se que a nao é um

multiplo de b.

1Todo subconjunto nao vazio do conjunto dos niimeros naturais possui um menor elemento.



i. Suponha a um muiltiplo de b. Isso significa que bla, ou seja, que a = ¢ - b, para algum

inteiro ¢. Demonstramos assim o primeiro caso do teorema.

ii. Suponha agora que a nao é um miltiplo de b. Isso significa que b{ a. Se b1 a, entéo,
pela Propriedade Arquimediana % temos que a < b - k, ou seja, a deve ser menor do
que um multiplo de b, para algum k£ inteiro. E mais, ¢ - b < a, ou seja, a deve ser
maior que um multiplo ¢ de b, para algum ¢ inteiro. Entao, temos que a esta entre
dois multiplos de b. Tomando ¢ como o maior inteiro tal que ¢ -b < a e k o menor

inteiro tal que a < k - b, temos

g-b<a<k-b

O que temos que provar agora é que k = g+ 1 parab >0e k =q— 1 para b < 0.
Vamos provar para o caso b > 0. Supondo, por absurdo que k > ¢ + 1, onde ¢ é o maior
inteiro tal que b- ¢ < a. Sabemos que ¢-b < a < b - k, isso significa que a pode assumir
qualquer valor neste intervalo, ou seja, a = (¢ + 1) - b, o que implica que a é um multiplo
de b, o que contradiz a hipdtese de a nao ser multiplo de b. Assim, k£ deve ser igual a

(¢+ 1), portanto ¢-b < a < (¢ + 1) - b. A demonstragao para o caso de b < 0 é andloga.
]

Teorema 1.12. Dados a e b dois numeros inteiros com b # 0. Entao existem tunicos
inteiros q e r tais que a = q-b+r e 0 <r < |b|, onde q chama-se o quociente, r o menor

resto nao-negativo na divisaio de a por b.

Dem.

i. Para b > 0, pelo Teorema 1.11, existe ¢ inteiro tal que
g-b<a<(q+1)-b
subtraindo ¢ - b temos
0<a—q-b<(qg+1)-b—q-b=0b
Se definirmos r =a—q-b,entao 0 <r < |blea=q-b+r.
ii. Para b < 0, pelo Teorema 1.11, existe ¢ inteiro tal que

g-b<a<(g—1)-b

2Se p e ¢ sdo dois niimeros racionais positivos, existe um inteiro positivo n tal que n - p > q.



subtraindo ¢ - b temos

0<a—q-b<(qg—1)-b—q-b=-D
Se definirmos r =a —¢-b,entao 0 <r < |blea=q-b+r

Assim foi demonstrada a existéncia do quociente e do resto. Agora vamos demonstrar

a unicidade. Para demonstrar a unicidade suponha que héa ¢; e r; tais que
a=q-b+r; com0<r <l

assim temos que (¢-b+7) —(q1-b+1m) =0entdo b- (¢ —q1) = (1 — ) o que implica que
b|(ry —r). Mas, como r; < |b] e r < |b|, temos que |r; —r| < |b| e como b|(r; —r) devemos

ter ry —r =0, logo r, = r, o que implica que ¢-b = q; - b = ¢ = ¢; uma vez que b # 0.

Exemplo 1.13. O quociente e o resto da divisao de 27 por 11 sao g = 2er = 5. O

quociente e o resto da divisao de —27 por 11 sao ¢ = —3 e r = 6.

Exemplo 1.14. Um numero natural a é par se, e somente se, a” é par, qualquer que seja
b b b

n € N.

Dem. Seja ¢ um nimero natural par, entao 2|a, logo existe ¢ € N tal que a = 2-¢, assim,
para um nimero natural n qualquer a™ = (2-q)" = 2"-¢q" = 2:2" 1" = 2-¢, ¢’ € Ne dessa
forma 2|a™, logo a™ é par. Por outro lado se para um nimero natural n qualquer, a™ é par,
entao a” = 2-k, k € N. Suponha por absurdo que a nao seja par, entao existe ¢ € N tal que
a=2-q+1,logoa" = (2:q+1)" = (2:¢)" +n-(2:9)" A sy (2:q)P 1P A1 =
2-k+1,ondep=1,23,...,nek=2"1.¢q"+n-2"2.¢""' + ... +n-q Dessa forma

21 a" o que implica que a™ nao é par, o que é absurdo. Portanto a é par.

1.3 Maximo Divisor Comum e Minimo Multiplo Comum

Nessa secao vamos definir Mdximo Divisor Comum e Minimo Multiplo Comum.

Definicao 1.15. Dados dois niimeros inteiros a e b, nao simultaneamente nulos, diremos

que o numero inteiro d € Z é um divisor comum de a e b se d|a e d|b.



Definigao 1.16. Diremos que um nimero inteiro d é um méximo divisor comum (mdc) de

a e b, ndo simultaneamente nulos, denotado por (a, b), se possuir as seguintes propriedades:

i. d é um divisor comum de a e de b, e

ii. d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

A condicao (ii.) acima pode ser reenunciada como segue:

ii’. Se ¢ é um divisor comum de a e b, entao c|d.

Portanto, se d é um mdc de a e b e ¢ é um divisor comum desses nimeros, entao
lc| divide d e, portanto, ¢ < |¢| < d. Dessa forma o mdzimo divisor comum de dois

numeros é o maior dentre todos os divisores comuns desses nimeros.

Em particular, isto nos mostra que se d e d’ sao dois mdc de um mesmo par de
numeros, entdo , d < d e d < d, logo d = d’, assim, se existir,o mdc de dois nimeros é

unico.
Como o mdc de a e b nao depende da ordem em que a e b sao tomados, temos que
(a’ b) = (bv CL)

Proposigao 1.17. Para todo b € Z, temos que alb se, e somente se (a,b) = |a] :

Dem. Se alb, entdo |a| é um divisor comum de a e b, e, se ¢ é um divisor comum de a e b,
entao ¢ divide |a|, o que mostra que |a| = (a,b). Por outro lado, se (a,b) = |a|, segue-se

que |a| divide b, logo alb.
m

Observe que dados a e b € Z nao ambos nulos, se existir o mdc (a,b) de a e b, entao
(a,b) = (—a,b) = (a,—b) = (a,b). Dessa forma, para efeito do cdlculo do mdc de dois

nimeros, podemos supo-los nao negativos.

Agora iremos provar a existéncia do méximo divisor comum de dois inteiros nao ne-

gativos, mas para isso vamos utilizar o resultado seguinte, chamado de Lema de Euclides.

Lema 1.18 (Lema de Euclides). Considere a, b e n € Z. Se existe (a,b —n - a), entdo

(a,b) existe e (a,b) = (a,b—n-a):
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Dem. Sejad = (a,b—n-a). Comod|aed|(b—n-a),segue que d divide b = b—n-a+n-a.
Logo, d é um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um divisor comum de a
e b. Logo, ¢ é um divisor comum de a e b — n - a e, portanto, ¢|d, assim demonstramos
que d = (a,b).

Algoritmo de Euclides: Daremos agora a demonstragao construtiva da existéncia

do mdc dada por Euclides. Tal método é chamado de Algoritmo de Euclides.

Dados a, b € N, podemos supor a < b. Se a = 1 ou a = b, ou ainda alb, j4 vimos que
(a,b) = a. Suponhamos, entao, que 1 < a < b e que a1 b. Logo, pela divisao euclidiana,
podemos escrever

b=a-q +1r, com0<r <a.
Temos duas possibilidades:
1. r1]a j4, e, em tal caso, pela Proposi¢ao 1.17 e pelo Lema 1.18,
r = (a,m) = (a,b—¢q - a) = (a,b)

e termina o algoritmo, ou

2. 1 1a, e, em tal caso, podemos efetuar a divisao de a por r1, obtendo
a=171-qa+ 19, com0 <ry <r
Novamente, temos duas possibilidades:
1. ro|rl, em tal caso, pela Proposi¢ao 1.17 e pelo Lema 1.18,
ro = (r9,71) = (r1,a —qo - 1) = (r1,0) = (a, b — q1 - a) = (a,b)

e termina o algoritmo, ou

2. ro 111, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de r; por ry, obtendo
r="Ty-q3+ 13, com (0 <ry<ry

Este procedimento nao pode continuar indefinidamente, pois teriamos uma sequéncia

de ntimeros naturais a > r; > ro > ... que nao possui menor elemento, o que nao é possivel
9

pela Propriedade da Boa Ordem. Logo, para algum n, temos que r,|r,_1, 0 que implica

que (a,b) =ry,.
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Exemplo 1.19. Vamos calcular (56,21) de uma forma préatica. Como 56 = 21 -2 + 14

vamos posicionar da seguinte forma:

o6 | 21
14

Como 14 1 21 devemos prosseguir. Dessa forma temos que 21 = 14-1+7 e como 7|14,

o processo se encerra e (56,21) = 7.

De forma pratica ficaria:

2112
56| 21| 14 | 7 «— mdc(56,21)
14710

Teorema 1.20. Seja d o mdzimo divisor comum de a e b, entao existem inteiros n e m

tais que d =n-a+m-b.

Dem. Considere o conjunto B tal que B = {n-a+m-b\n, m € N}. Este conjunto
contém, claramente, nimeros negativos, positivos e também o zero. Vamos escolher n
e m tais que ¢ = n-a+ m - b seja o menor inteiro positivo pertencente ao conjunto B.
Vamos provar que c|a e ¢|b. Como as demonstragoes sao andlogas, demostraremos apenas
que c|a. A prova serda dada por contradicdo. Suponhamos que ¢ 1 a. Neste caso, pelo
Algoritmo de Fuclides, existem ¢ e r tais que a = g-c+r com 0 < r < ¢. Portanto
r=a—q-c=a—q-(n-a+m-b)=(1—-q-n)-a+(—q-m)-b. Isto mostra que r € B,
pois (1 —q-n) e (—¢-m) s@o inteiros, o que é uma contradigao, uma vez que 0 < r < ¢

e ¢ é o menor elemento positivo de B. Logo c|a e de forma andloga se prova que c|b.

Como d é um divisor comum de a e b, existem inteiros k; e ko tais que a = k1 -d e
b=ky-de, portanto,c=n-a+m-b=n-ki-d+m-ky-d=d-(n-k +m-ksy) oque
implica d|c. Pelo Teorema 1.3 (vi), temos que d < ¢ (ambos s@o positivos) e como d < ¢

nao € possivel, uma vez que d é o maximo divisor comum, concluimos que d = n-a+m-b.
|

Definicao 1.21. Dois ntimeros inteiros a e b serao ditos primos entre si, ou coprimos, se

(a,b) = 1, ou seja, se o unico divisor comum positivo de ambos é 1.

Proposicao 1.22. Dois niumeros inteiros a e b sao primos entre si se, e somente Se,

existem numeros inteiros n e m tais que n-a—+m-b = 1.
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Dem. Suponha que a e b s@o primos entre si. Logo, (a,b) = 1. Como, pelo Teorema
1.20, temos que existem nimeros inteiros n e m tais que n-a+m-b = (a,b) = 1, segue

a primeira parte da proposicao.

Reciprocamente, suponha que existam nimeros inteiros n e m tais que n-a+m-b = 1.

Se d = (a,b), temos que d|(n-a+ m-b), o que mostra que d|1, e, portanto, d = 1.

Proposicao 1.23. Se alb- ¢ e (a,b) = 1, entdo alc.

Dem. Como (a,b) =1 pela Proposi¢ao 1.22 existem inteiros n e m tais que

n-a+m-b=1.

Multiplicando-se os dois lados desta igualdade por ¢ temos:

n-(a-c)+m-(b-c)=-c.

Como ala - ¢ e, por hipétese, alb - ¢ entao, pela Proposigao 1.7, alc.
]

Definigao 1.24. Um numero inteiro n, n > 1, possuindo somente dois divisores positivos

n e 1 é chamado primo. Se n > 1 nao é primo dizemos que n é composto.

Proposicao 1.25. Se pla - b, p primo, entao pla ou plb, a e b inteiros.

Dem. Seja p um ndmero primo tal que pla - b, onde a, b € Z. Se p|la ndo hd nada
a ser demonstrado. Vamos supor entdo que p { a, assim (a,p) = 1 o que implica, pela

Proposicao 1.23, que plb.

Teorema 1.26 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo inteiro maior do que 1
pode ser representado de maneira unica (a menos da ordem) como um produto de fatores

PTIMOS.

Dem. Se n é primo nao ha nada a ser demonstrado. Suponhamos entao n composto.
Seja p1 (p1 > 1) o menor dos divisores positivos de n. Afirmamos que p; é primo. Isto é
verdade, pois, caso contrério p; seria composto, logo existiria p tal que p|p; e assim p|n o

que é absurdo. Portanto n = p; - ny.
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Se n; for primo a prova esta completa. Caso contrario, tomamos p, como o menor
fator de ny. Pelo argumento anterior, p, é primo e temos que n = p; - po - no. Repetindo
este procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros positivos nq, ns, ..., n,.
Como todos eles sao inteiros maiores do que 1, este processo deve terminar. Como os
primos na sequéncia py, ps,..., Pr NA0 sao, necessariamente, distintos, n tera, em geral, a

forma:

(e%1 (e %] (697
Py D" e Dy

Para mostrarmos a unicidade usamos inducao em n. Para n = 2 a afirmacao é
verdadeira. Assumimos, entao, que ela se verifica para todos os inteiros maiores do que 1
e menores do que n. Vamos provar que ela também é verdadeira para n. Se n é primo, nao
ha nada a provar. Vamos supor, entao, que n seja composto e que tenha duas fatoragoes,
isto é,

N=p1-Pa-No-.. ' Ps=0q1°G2" ... " Qp.

Vamos provar que s = r e que cada p; ¢ igual a algum ¢;. Como p; divide o produto
¢ - ¢2-.-¢r,pela Proposicao 1.25, ele divide pelo menos um dos fatores g;. Sem perda
de generalidade podemos supor que p;|g;. Como sdo ambos primos, isto implica p; =
q:- Logo p% = Po..ps = @2...qr. Como 1 < p% < n, a hipdtese de inducao nos diz
que as duas fatoracoes sao idénticas, isto é s = r e, a menos da ordem, as fatoragoes
PL P2 Ps €q1-q2- ... - ¢s SAO igUAIS.

Definicao 1.27. Um numero natural é um multiplo comum de dois ntimeros inteiros
dados se ele é simultaneamente multiplo de ambos os nimeros. Os nimeros a - b e 0 sao

sempre multiplos comuns de a e b.

Definicao 1.28. Definiremos que um numero natural m é um minimo mailtiplo comum
(mmc) dos ntimeros inteiros a e b, ambos nao nulos e denotado por m = [a, b] se possuir
as seguintes propriedades:

i. m é um multiplo comum de a e b, e

ii. se ¢ é um multiplo comum de a e b, entao m|c.

Exemplo 1.29. Por exemplo, 40 é um multiplo comum de 5 e 4, mas nao é um mmc

destes nimeros. O numero 20 é um mmc de 5 e 4.
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Se m e m’ sao dois minimos multiplos comuns de a e b, entao, do item ii. da definicao
acima, temos que m|m’ e m’|m. Como m e m’ sd@o nlimeros naturais, temos que m < m/
e m' < m, logo m = m’, portanto se existe minimo multiplo comum, ele é inico e é o

menor dos multiplos comuns positivos de a e b.

Teorema 1.30. Se dois inteiros positivos a e b possuem as fatoracoes

n n
a=]Ip e =]]»7
i=1 j=1

entao . .
(a,b) :Hpii e [a,b] :Hpgi
i=1 i=1

onde v; = min{ay, Bi} e 0; = maxr {ay, Bi}.
Dem. Considere os inteiros positivos a e b tais que
n n
Tl =TT
i=1 i=1
onde p; é um nimero primo. Considere agora os inteiros d e m tais que

d= ﬁpii em = ﬁpgi
i=1 i=1

onde 7; = min {ay, B;} e §; = max {«;, 5;}. Primeiro vamos mostrar que d = (a,b). Note

p%, assim pela Proposicao

que d|a e d|b pois, como v; = min{«;, 5;}, entao p¥i|p~ e p7i

1.5, d|a e d|b.

Nosso préximo passo é mostrar que para todo inteiro d’, talque d’|a e d'|b implica d'|d.

De fato, pois se d’|a e d'|b entao
i=1
onde k; < ay, e k; < B, logo k; < min{ay, i}, para todo i e portanto d'|d.

Agora vamos mostrar que m = [a, b]. Vamos comegar mostrando que m é multiplo de

p%, assim, pela Proposicio

a e de b. Isso é fato pois se ; = mazx {ay, B;} entao p’

1.5, alm e bjm.

Para finalizar devemos mostrar que para todo inteiro m/, tal que m’ é multiplo de a

e de b implica m|m/.
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Seja m’ um inteiro multiplo de a e de b, entao

i=1
onde 0; > «;, e 0; > f3;, logo 0; > max {«;, 5;} para todo i. Portanto m|m’ e m = [a, b].
[ ]

Teorema 1.31. Dados dois nimeros inteiros a e b, ambos nao nulos, temos que [a, b]

existe e

[a,b] - (a,b) =a-b.

Dem. Vamos supor que a e b tenham fatoracoes dadas por

n n
a=]]wmeo=]]ry
i=1 j=1

Pelo Teorema 1.30 temos que

((l, b) _ p71mn{a1,ﬂl} . p;nm{o&ﬁQ} . ”'pzmm{an,ﬁn}
(§

[a, b] _ pgnax{ahﬂl} . pgmx{ozzﬁﬂ . ---pnmaw{a"’ﬁ"}
Assim

[a,8] - (a,b) = [ [ pymten b tmartonsn) = TTpet o = a - b
i=1 =1
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2 Divisao de Polinomios de Uma Variavel

Nesse capitulo vamos dar a definicao de Anéis, Corpos, Polinomios de Uma Varidvel,
mostraremos o algoritmo da divisao para polindmios de uma varidavel do mesmo modo
que ¢ feito no Ensino Médio, o algoritmo para determinar o Mdximo Divisor Comum de

polindmios e os critérios de irredutibilidade.

2.1 Anéis e Corpos

Definigao 2.1. Um anel (A, +,-) é um conjunto A com pelo menos dois elementos,
munidos de uma operagao denotada por 4+ (chamada adigao) e de outra operacao denotada

por - (chamada multiplicacao)que satisfazem as condigdes seguintes:

A.1) A adigao é associativa, isto é, para todo z, y, z € A, (x +y) + 2=+ (y + 2)

A.2) Existe um elemento neutro com respeito a adigao, isto ¢, existe 0 € A tal que, para

todor e A, 0+zr=xex+0=ux.

A.3) Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adigdo, isto é, para todo

r€eEAexisteze Atalquex+2=0ez4+2=0.
A.4) A adicao é comutativa, isto é, existem x, y € A tal que z +y =y + x.
M.1) A multiplicagao é associativa, isto é, para todo z, y, z € A, (z-y)-z=x-(y - 2).

AM) A adigao é distributiva relativamente a multiplicagao ,isto é, para todo z, y, z € A,

r-(y+z2)=z-y+z-z

Definicao 2.2. Se A é um anel e se existir um elemento neutro com respeito a multi-
plicacao, isto é, existe 1 € A tal que, paratodox € A, 1-2 =z -1 =z, dizemos que A é

um anel com unidade 1.

Definicao 2.3. Se A é um anel e se a multiplicacao for comutativa, isto é, para todo =,

y € A temos que = -y =y - x, dizemos que A é um anel comutativo.

Exemplo 2.4. M, ,,(R) = (a;j), onde ¢, j =1,...,n éanele (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-),

sao anéis comutativos.
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Definigao 2.5. Um anel (K, +,-) é chamado Corpo se ele satisfaz a seguinte condigao:
Todo elemento diferente de zero de K possui um inverso com respeito a multiplicacao,

isto é, todo x € K\ {0},existe y € K tal que z -y = 1.

Exemplo 2.6. (Q,+,-) e (R, +,-) sdo Corpos.

2.2 Polindmios de Uma Variavel e O algoritmo da Divisao

Nesta se¢@o, vamos discutir polinomios de uma “varidvel” (ou “indeterminada”) e

apresentar O algoritmo a divisao dlgebrica de polinomios em uma varavel.

Definicao 2.7. Seja K um corpo qualquer. Chamamos de um polinomio sobre K em
uma variavel z a uma expressao formal p(z) = ag + a1 + ... + @, ™ + ... onde a; € K,
para todo i € Ny e existe n € N tal que a; = 0 para todo j > n. Neste caso, denotaremos

p(z) = ap + a1x + ... + a,x" onde a, # 0.

Por exemplo: p(z) = 22° — 192 — 2® — /1422 + z + 2 ¢ um polindmio sobre R e
q(z) = 2iz® — (9 + i)z + 3 é um polindémio sobre C.

Dizemos que dois polinomios p(z) = ag+ a1z + ... + ap2™ e q(x) = by +byx + ... + bk

sobre K sao iguais se e somente se a; = b; em K, para todo i € Nj.

Se p(x) = 0+ 0z + ... + 02™ indicaremos p(z) por 0 e o chamamos de o polinémio
identicamente nulo sobre K. Assim um polindémio p(x) = ag + ajz + ... + a,,z™ sobre K

¢ identicamente nulo se e somente se a; = 0 € Kpara todo 7 € Nj.

Se a € K indicaremos por a ao polinomio p(z) = ag+ ajx + ... + a,, 2™ onde ag = a, e
a; = 0 para todo 7 > 1. Chamamos ao polinomio p(z) = a, a € K de polinémio constante

a.

Exemplo 2.8. Por exemplo o polinomio p(x) = —g ¢ chamado de polinébmio contante

5

3
Definigao 2.9. Seja p(x) = ag + a1z + ... + a,2™ um polinémio tal que a,, # 0
i. chamamos a; de coeficiente do mondmio z°.

ii. se a; # 0, chamamos a;x’ de termo de p ().

iii. n é o grau do polinémio p(x), e nesse caso indicamos o grau de p (x) por 0 (p) = n.
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Exemplo 2.10. Considere p () = —923 — 42% 4+ 3z — 1 um polindmio sobre R, entao:

i. =9, —4, 3 e —1 sao os coeficientes de p (z);
ii. —923, —42% 3z e —1 sdo termos de p (x);
iii. 3 é o grau do polinomio p (z), ou seja O (p) = 3.
Vamos denotar por K [z] o conjunto de todos os polinomios sobre K em uma varidvel

x. Observe que nao esta definido o grau do polinomio 0, e 0 pode ser interpretada como

uma funcao do conjunto de todos os polinomios nao nulos sobre o conjunto Ny. Assim,
0:Klz]—{0} — N,
p(z) — 0 (p) = grau de p (z)

Agora vamos definir operagdes soma e produto no conjunto K [x].

Definigao 2.11. Sejam p (z) = ag + @17 + ... + @™ € q (x) = by + byx + ... + bz® dois

elementos do conjunto K [z]. Definimos

p(x)+q (@) =c1+ ..+ " onde ¢; = (a; + b;) € K
p(z)-q(z)=co+ ...+ cra®
onde

Co = &Obo, Cc1 = aobl -+ &1[)0, Co = aon -+ albl + &Qbo, ceny

cr = aobg + a1bp_1 + ... + arp_1b1 + akbo, k € Ny

A definicao de produto provém da regra x™-z™ = ™" e da propriedade distributiva.

Convencionam-se também as regras 2° = 1 e z! = x.

Note que (K [z],+,-) é um anel comutativo.

Exemplo 2.12. Considere a (z) = 2%+ -+a2? — 2 + 13 ¢ b (2) = 2 + 4z polinomios sobre

R, entao

s(z) = a(z)+b(r) =
= P+ (+1) > +(-1+4)z+13=
= 23+ 222+ 32413
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p(x)= a(zx)-b(r) =
= 2% (2 +4da) + a? - (2 +4x) —x - (2 +4a) + 13- (2 + 4a) =
= 2%+ 4ot + Lot + 00 — 0P — 42? + 1327 + 52 =

= 2%+ 2ot — L3 4 922 4 52

Proposigao 2.13. Sejam f (x) e g (x) polinomios em K [z]. A func¢do grau O, possui as

sequintes propriedades:

i. 0(f+9) <max{0(f),0(9)}, quaisquer que sejam os polinémios nao nulos f (x) e
g (z) € K [x] tais que f (x) + g (z) #0.

ii. (f-g9) = 0(f) + 0(9), quaisquer que sejam os polinémios nao nulos f () e g (x)
€ K [z].

Dem. Sejam f (z) e g (x) polindémios em K [z], tais que
f(x) = Zaixi e g(x) ijxj.
=0 =0
Vamos supor sem perda de generalidade que n > m.
(i.) Temos que

F@)+g(@) = aw' + D bl = ag+ a1+ .. + a2 + by + by + ... + bya™.
i—0 =0

Se n = m entao
f@)+g(x)= ag+ax+ ...+ az" +byg+ bz +..+ba" =
(ap+bo) + (a1 +b1) x4+ ... + (an + by) 2" =
= cg+cr+..+cx"
onde ¢; = a; + b;, portanto 0 (f +¢g) < n =maz{d(f),0(g9)}
Se n > m entao
fx)+g(x)= ao+ax+..+ans™ + ...+ a2" +by+ bz + ... + ba" =

= (ag+bo)+ (a1 +b1)x+ ... + (@ + bp) 2™ + ... + apa™ =

= ct+car+..+tcpx™+ ...+ ax”
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onde ¢; = a; + b;, parai =1, 2, ..., n, portanto 9 (f + g) =n =max {9 (f),0(g)}.

(ii.) Considere agora

f(x)-g(x) Zaz Zb ) = (ag + a1 + ... + anx™) - (bg + b1 + ... + bya™)

=0

aplicando a propriedade distributiva do item AM da defini¢ao 2.1 temos que

f@)-g(x)= ag-(bo+bx+ ..+ bya™)+
+ayz - (bo + b1x + ... + o™+ oo+ apx™ - (bo + b1z + ...+ bypa™) =
= CL()bO + (a0b1 + albo) T+ (a,()bg + a1b1 + agb()) 1'2 “+ ...+ anbmx’”m,

e portanto, 0 (f - g) =n+m=0(f)+ I (g).
n

Observacgao 2.14. Da proposi¢ao acima segue que os Unicos polinomios invertiveis em

K [z] sao os polinomios constantes nao nulos.

Exemplo 2.15. Como vimos no Exemplo 2.12,

3=0(s)=0(a+b) <mazx{d(a),0(b)} =3

5=0((p)=0(a-b)=0(f)+0(9)=3+2=5

Defini¢ao 2.16. Seja p (z) = ap + a1 + ... + a2™ € K [x] um polindomio de grau m.

Entao dizemos que a,,z™ é o termo lider de p (z), e escrevemos T'L (p) = apx™.

Teorema 2.17. (O algoritmo da divisio). Seja K um corpo e seja d(x) um polinémio

em K [z]. Entdo todo p(x) € K [z] pode ser escrito como

p(x) =d(x)-q(x)+r(z),

em que q(z) er(z) € Kx] er(z) =0 oud(r) < d(d). Além disso, q(x) e r(z) sdo

unicos e ha um algoritmo para encontrar q (x) e r(x).

Dem. Sejam os polinémios d (z) e p(x) € K [z]. Considere agora que

@ (x) =0er (z)=p(x)

se J(p) < J(d) o algoritmo termina e q (z) = ¢ (z) e 7 (x) = ry ().
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Caso contrario temos que

e dai, tomamos
¢ (z) = qi (x) + TL(r1) /TL(d)
ro(x) =1y (z) — (TL(r) /TL(d))-d(x).

Se 1, = 0 ou se 0 (r2) < 9 (d) o algoritmo termina e ¢ (z) = ¢z (z) e r (x) = ro ().

Caso contrario temos que

e dai, tomamos

g3 (x) =qo () + TL(re) /TL (d)

rg(x) =ro () — (T'L(ry) /TL(d))-d(x).

Se r3 =0 ou se d(r3) < d(d) o algoritmo termina e ¢ () = g3 (z) e r (z) = r3 (x).

Esse processo deve ser repetido enquanto 7; (z) # 0 e T'L (d) dividir T'L (r;), ou seja,
o algoritmo termina somente quando r; (z) apresentar as propriedades requeridas, dai

entao:

O algoritmo funciona pois ¢ verdadeiro para os valores iniciais ¢; (z) e r; (z) e além

disso toda vez que redefinimos os valores de ¢; (z) e r; (z), a igualdade
p(x) =d(x)- g (x) +ri(z)
continua verdadeira devido a identidade

p(x) = d(x)-q(x)+r(z) = [q(x) + TL(r) /TL(d)]-d (2)+[r (z) = (TL(r) /TL(d)) - d(z)]

Para mostrar que o algoritmo realmente termina, basta notar que

r(x) = (TL(r)/TL(d)) - d(x)



22

é 0 ou tem grau menor que r (). Para mostrar isso, suponha que

r(z) =ap+ arx + ... + apx™

e suponha que m > k, entao
r'(x) =r(x) = (TL(r) /TL(d))-d(z) =

(a0 + @17 + .. + @ma™) — (am/by) - 2%+ (b + iz + ... + ba") (2.1)

segue da equacao (2.1) que o grau de 7’ (z) diminui (ou toda expressdo desaparece).
Continuando esse processo, pelo Principio da Boa Ordem, em algum momento temos que

0 (r;) < 9(d) ou r; =0, o que prova que o algoritmo termina.
Para finalizar a demonstragao vamos mostra que ¢ () e r (z) sdo Unicos.

Suponha que p(z) = d(z) - q(x) +r(x) = d(z) - ¢ (x) + 1" (z) onde r(x) e ' (x)

tenham graus menores que o grau de d (z) (ou um deles é 0, ou ambos sdo 0).
Se r (z) # ' (z), entdo & (r — ') < & (d). Por outro lado
(q(z) —d (2)) - d(z) =1"(z) — () (2.2)
e terfamos ¢ (z) — ¢’ (x) # 0, consequentemente
O(r'—=r)=0(q—¢q)-d(z)=0(q—¢)+9(d) > 0(d)

o que é absurdo, logo r (z) =1’ () e, por (2.2), ¢’ (z) = q (z). Assim a demonstragao esta

completa.

Exemplo 2.18. Considere p(x) e d(z) € R[z], onde p (z) = 7Ta* — 5% + 1222 + 62 — 8 e
d(x) = 2*> — 3z + 1. Vamos encontrar ¢ (z), r (x) € R [z] tais que

p(x) =q(z)-d(z)+r(x)

Vamos usar o resultado do Teorema 2.17, sendo assim temos

q(r)=0er (z)="72* —52° + 1227 + 62 — 8
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como ry (z) #0e d(r;) =4 > 2= 0(d) devemos continuar, entdo

@ (x)=q (x) +TL(r) /TL(d) =0+ 72*/2* = T2?

ry () =i (x) = (TL(r) /TL(d)) - d(x) =
= To* — 5 +122% + 62 — 8 — (T2t /2?) - (z* — 3z + 1) =
= 162> + 52* + 6z — 8

como 73 () # 0 e d(ry) =3 > 2= 0(d) devemos continuar, entao

¢ (z) = qo (z) + TL (ry) /TL(d) = 7T2* + 162° /2* = T2* + 162

e
r3 (x) =7y () = (TL(ry) /TL(d)) - d(2) =
= 1623 + 52% + 62 — 8 — (1623 /2?) - (2 — 3z + 1) =
= 53z% — 10z — 8
como 73 () # 0 e 0 (r3) =2 = 0(d) devemos continuar, entao
@ (z) = g3 (z) + TL (r3) /TL(d) = 72* + 162 + 532*/2* = T2* + 162 + 53
e

ra(x) = rs(x) = (TL(r3)) /TL(d)) - d(x) =
= 53z% — 10z — 8 — (5322/2?) - (#* — 3z + 1) = 149z — 61

como 0 (ry) =1 < 2= 0(d) chegamos ao resultado desejado, ou seja
q(r) = T2> + 162 + 53 e v (z) = 1492 — 61
logo
7ot — 52% + 122° + 62 — 8 = (72” + 162 + 53) - (2* — 3z + 1) + 149z — 61

Corolario 2.19. Se K é um corpo e p(x) € K [x] € um polinémio diferente de zero, entdo

p(x) tem no mdzimo O (p) raizes em K.

Dem. Vamos usar a indugao de m = 9 (p). Quando m = 0, p(x) é uma constante

diferente de zero, entao o corolario é obviamente verdadeiro. Agora, vamos supor que o



24

corolério vale para todos os polinémios de grau m — 1, e seja p (x) com grau m. Se p (x)
nao tem raizes em K, entao nao ha nada a ser demonstrado. Entao, suponhamos que a é
uma raiz em K. Se dividirmos p (z) por x — a, entdo, o algoritmo da divisao nos diz que
p(z) =q(x)  (r —a)+r(z), onde r(z) € K jd que x — a tem grau 1. Para determinar
r (x), vamos substituir em ambos os lados z = a, 0o que da 0 = p(a) = ¢ (a)-(a—a)+r =r.

Dai resulta que p (z) = ¢ (x) - (x — a). Note também que ¢ (z) tem grau m — 1.

Afirmamos que qualquer raiz de p(z) que nao seja a também é uma raiz de ¢ (z).
Para ver isto, tome b # a uma raiz de p (x). Entdao, 0 = p (b) = ¢ (b) - (b— a) o que implica
que ¢q (b) = 0 uma vez que K é um corpo. Como ¢ (z) tem no maximo m — 1 raizes por

nossa suposigao indutiva, p () tem no maximo m raizes em K. Isso completa a prova.
[ ]

Defini¢ao 2.20. O Mdzimo Divisor Comum (MDC) dos polindémios a (z), b (z) € K [z]

¢ um polinémio d (x) tal que:

i. d(z) divide a(x) e b(x).

ii. Se d’ (z) é um outro polinomio que divide a (x) e b(z), entao d’ (z) divide d (z).

Quando d () tem essas propriedades, podemos escrever d (x) = (a,b).

Proposigao 2.21. Seja K um corpo. Sejam a(x), b(z) € K [z]. Entao a(x)|b(x) se, e

somente se, (a,b) = a(z).

Dem. Se a(x)|b(x), entdo a(z) é um divisor comum de a (z) e b(x), e, se ¢(z) é um
divisor comum de a (x) e b(x), entao c(z) divide a(z), o que mostra que a (z) = (a,b).

Por outro lado, se (a,b) = a (z), segue-se que a (x) divide b (), logo a (x) |b(x).
u

Proposigao 2.22. Seja K um corpo. Considere os polinomios a (x), b(x), n(x) € K [z].

Se existe (a,b —n - a), entdo (a,b) existe e (a,b) = (a,b—n-a):

Dem. Seja d(z) = (a,b—n-a). Como d(z)|a(z) e d(z)]|(b(z) —n(x)- a(z)), segue
que d(x) divide b (z) = b(z) —n(z)-a(z) +n(x)-a(x). Logo, d(x) é um divisor comum
de a(z) e b(x). Suponha agora que c(z) seja um divisor comum de a (x) e b(z). Logo,
¢(x) é um divisor comum de a(x) e b(z) — n(x) - a(x) e, portanto, ¢(z)|d (), assim

demonstramos que d () = (a, b).
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Proposigao 2.23. Seja K um corpo e sejam os polinomios a(x), b(z) € K [z]. Entdo

(a,b) existe e € Uunico a menos de uma multiplicagao por uma constante k € K.

Dem. Seja K um corpo e sejam os polindmios a (z), b (z) € K [z] tais que 0 (a) < 0 (b).
Se a(z) |b(z), temos que (a,b) = a(z). Se a(z) 1 b(x) entao, pelo algoritmo da divisao,

podemos escrever

b(z)=a(z) q(x)+ri(x), comn0<9I(r;) <d(a).

Temos duas possibilidades:

1. Se ry (z)|a(x), pela Proposicao 2.21 e pela Proposigao 2.22,
r(x) = (a,m1) = (a,b—q1 - a) = (a,b)
e termina o algoritmo.
2. Se ry(z) ta(z), podemos efetuar a divisao de a (x) por r; (z), obtendo

a(z)=mr(x) q(x)+mr(x), com0<09(ry) <0(r)

Novamente, temos duas possibilidades:

1. Se ry () |r1 (x), pela Proposigao 2.21 e pela Proposigao 2.22,
o (z) = (ro,m1) = (r,a — g2 - 11) = (r1,a) = (a,b — q1 - a) = (a,b)
e termina o algoritmo.

2. Se ry (z) t 71 (x), podemos efetuar a divisao de 7 (x) por rq (z), obtendo

ri(x) =ro(z) - q3(x) +r3(x), com 0 <9 (rs) <9(rg)

Este procedimento nao pode continuar indefinidamente, pois teriamos uma sequéncia
de nimeros naturais 0 (a) > 0 (r1) > Ora(z) > ... que ndo possui menor elemento, o
que nao é possivel pela Propriedade da Boa Ordem. Logo, para algum n, temos que
o (x) |rn_1 (), logo (a,b) = (a,m1) = (r1,72) = (re,r3) = (ru_1,7,) = 1, (z). Dessa forma
demonstramos de forma construtiva a existéncia do MDC' dos polindmios a (z) ¢ b(x) em
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Vamos demonstrar agora a unicidade. Considere m (z), m’(z) € K [z] tais que
m(x) = (a,b) e m' (z) = (a,b). Por definicao m (z) |m' (x) e m' (x) |m (x), logo 0 (m) =
0(m'). Entao m (z) = k1 -m/ (z) e m' () = ky - m (x) k1, ko € K.

Observagao 2.24. A demonstracao da Proposi¢ao 2.23 é um algoritmo que permite

encontra o MDC entre dois polindmios de uma variavel.

Exemplo 2.25. Vamos encontrar m (z) o MDC de a(z) = 2*> + 6z + 2z + 8 e b(x) =
5% + 2422 + 25z — 6 polinomios em Q [z].

Pelo 2.17 existem ¢y (x) e r1 (z) tais que

efetuando a divisao de b (x) por a (z)temos

53 + 2422 + 252 — 6 | 22 + 62 + 8
—523 — 3022 — 40z | ¢ =5 — 6
0— 622 — 152 — 6

622 + 36x + 48
r = 21z + 24

como 71 (z) # 0 devemos efetuar a divisao de a (z) por ry (z), ou seja:

22 +6x+8 | 21z +42 +— MDC

2 _ oz 4
—x° — 2z q2—ﬁ+ﬁ

0+4x +8
—4x — 8
7"2:0

como 7o = 0 0 algoritmo termina e m (z) = 21z + 42.

Definicao 2.26. Seja p (x) € K [z] tal que 0 (p) > 1. Dizemos que p (z) é um polinémio
irredutivel sobre K se toda vez que p(z) = g (x) - h(z), g(z), h(z) € K [x] entdo temos
g () = a constante em K ou h (x) = b constante em K. Se p (x) for nao irredutivel sobre

K dizemos que p () é redutivel sobre K.

Obviamente todo polinémio de grau 1 sobre um corpo K é irredutivel sobre K. Observe
também que o polindmio p (z) = 22 4+ 1 é irredutivel sobre o corpo Q porém ¢ redutivel
sobre C.
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2.3 Fatoragio Unica

Seja u € K — {0} e sejam p; (z), ..., pm (x) polinémios irredutiveis sobre K vamos
usar a expressao p () = u-p; () - ... py (z), incluindo na mesma a possibilidade, no caso

dem=0,p(z)=u.

Proposigao 2.27. Sejam f(z), g(x) € K [z|, entdo existem a(z), b(x) € K [x] tais que
(f,9) =a(x)-f(x)+b(x) g(z).

Dem. Seja d(z) = ay (z) - f(x) + b1 (z) - g (), € K [z] tal que 0 (d) < J(d'), para todo
d (z) € K [z].

Se d(x)|f (z) e se d(z)|g(z) entdo d(z) = (f,g). Suponha entdo que d(z) t f (),
(x)d(x) + r(x), onde O (r) < 0(d).

logo existem ¢(z), r(x) € K [z] tais que f(z) = ¢

Assim

r(z) = f(z) =d(z)-q(z)
= [(2) = q(@) o (2) - [ (2) + by () - g ()] =
=[f(@)-[1=q(x)-a (@)] + by (2) - g (2)

com 0 (r) < d(d) o que é absurdo, logo d(x) |f (z), d(z)|g (z).

Seja d' (z) € K [z] divisor comum de f(z), g(z), entdo f(z) = d (z) - a(x), g(x) =
d' (z) - b(x) o que implica que

d(z) =ar (z) - f(z) +b1(2) - g(2) = lar (z) - a(z)] - d'(z) + [br (z) - b(2)] - d' (2)
o que implica que d () é (f,9)
[

Proposigao 2.28. Seja f (z) € K [x] um polinémio irredutivel e suponha que f () divide
o produto g (x) - h(z), onde g(z), h(x) € K [x]. Entdo f (x) divide g (z) ou h(x).

Dem. Se f (z) divide g (z) - h(z), entao considere p (z) = MDC (f,g). Se g(x) - h(x)
é um polindomio nao constante, entdo f (z) deve ser um miltiplo constante de p () uma
vez que f(x) é irredutivel, e segue-se que f (z) divide g (z). Por outro lado, se p(z) é
uma constante, podemos assumir p (x) = 1, e entdo pela Proposigao 2.27 nés podemos
encontrar a, € K [z] tal que a(x) f(z) + b(z)g(x) = 1. Se multiplicarmos por h(z),

obtemos
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Como f (z) divide g (z) h(z), f(x) é um fator de a(z)h(z) f (z) + b(x) g (z) h(x), e,
assim, f (x) divide h ().

|

Teorema 2.29. Seja K um corpo. Entao todo polinomio p(x) € K [x] — {0} pode ser

escrito na forma,
p@)=u-p () ... pm(x)

onde u € K —{0} epi(x), p2(2),..., pm(x) sdo polinémios irredutiveis sobre K. (nao
necessariamente distintos). Mais ainda, essa expressao € unica a menos da constante u e

da ordem dos polinomios py (x), ..., pm ().

Dem. Seja p(z) € K [z] — {0}. Vamos provar por indugao sobre 0 (p) = n.
Se n = 0, entdo p (x) = u constante ndo nula. Assim, podemos assumir 0 (p) =n > 1.

Vamos supor pela hipotese de indugao que todo polinomio nao nulo de grau menor
que n pode ser escrito na expressao desejada, e vamos demonstrar que p () também pode

ser escrito naquela expressao.

Seja p () um polinomio redutivel sobre K, tal que 0 (p) , entao existem g (), h (z) €

=n
Klz],1<0(g9) <n, 1 <9(h) <n, tais que p(z) = g(z) - h(x). Agora, por hipitese de
inducao temos,

gx)=a-p(z) ...-p.(x), eh(x)=b pry1(x) ... pw(2),
com a, b € K — {0} e p; polinomios irredutiveis sobre K.

Assim, p(z) =u-p1(z) ... pm(x), onde u = a-b € K —{0} e p1 (x) - ... - pmm ()

polinomios irredutiveis sobre K.

Vamos agora demonstrar a unicidade da expressao.

Suponhamos
p(x) =w-pr(z) - pm(x) =u"-ph () .. P (2)
onde u,u' € K — {0} e py (z), ..., pm (2), P|(z), ..., P, (z) sdo polindmios irredutiveis
sobre K.

Se m = 1, entao s = m ja que por hipotese p; é irredutivel.
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Vamos admitir ser verdade para m — 1, entao
wepL (@) oo o (2) = 0Pl (@) e (@) (2.3)

implica que cada p; divide algum p;. Sem perda de generalidade vamos supor que
p1|p}, 0 que implica que existe u; € K tal que p| = uy - p;. Simplificando u; - p; em ambos

os membros da equacgao 2.3, temos que

Up =Py o P = U~ Py v o= 'S

Ug, uy € K.

Portanto, pela nossa hipétese de inducao, m = s e a expressao em fatores é unica a

menos da ordem dos polindomios p; (z), ..., pm () e da multiplicagdo por uma constante.
[

Em geral verificar se um polinomio ¢é irredutivel sobre um corpo é um problema dificil.
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3 Divisao de Polinomios de Duas Variavel

Neste capitulo vamos tratar de polinomios em varias varidveis. Vamos estabelecer
ordem de monomios e algoritmo da divisdo em polinomios em K [z, 3], e também mostrar

alguns exemplos.

3.1 Ordenagdes em K [x1, ..., =)

Definicao 3.1. Um polindémio p em x1, ..., x, com coeficientes em K ¢é uma combinagao

linear finita (com coeficientes em K) de monomios. Vamos escrever o polinémio p na

forma
p= Zaama, a, € K
(6%
onde a soma é sobre um nimero finito de n-uplas o = (g, ..., a,,). A n-upla « serd
denotada por grau total do mondmio z°, o conjunto de todos polindmios em z1, ..., z,
com coeficientes em K serd denotado por K [z1, ..., Ty).

Quando se tratar de polindmios com nimero pequeno de varidveis, normalmente dis-
pensamos os subscritos. Assim, polindmios em uma, duas e trés varidveis estao em K [z],

K[z, y] e K|z, y, z|, respectivamente. Por exemplo,
f=92%"2" + 22" — 5oy + 22

¢ um polinémio em Q [z, vy, 2].

Se examinarmos em detalhes o algoritmo da divisao em K [z], vemos que uma nogao
de ordenacao dos termos dos polinomios é fundamental. Como vimos no Exemplo 2.18
dividindo p (z) = 72* — 52® + 122 4+ 62 — 8 por d (z) = 2? — 3x + 1, usando o algoritmo
da divisao, fizemos o seguinte:

i. escrevemos os termos do polinomio em ordem decrescente de grau de x;

ii. no primeiro passo, o termo lider, que é o termo de maior grau em p (x) é:

TL(p)=T2* =722 -2*=7-2°-TL(d)
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Entao, subtraimos 7 - 22 - d (z) de p (z) para cancelar o termo lider, obtendo 16x> +

522 + 6x — §;
iii. entdo, repetimos o mesmo processo sobre p (z) — 7 - 2% - d(x), etc. até obtermos o

polinémio 7 () = 149z — 61 de grau menor que 2.

Logo, para o algoritmo da divisao sobre polindmios de uma variavel, lidamos com a

ordem de grau sobre monomios de uma variavel:

> s s st sa > 1.

Da evidéncia acima, podemos imaginar que uma componente muito importante de
alguma extensao da divisao para polinomios arbitrarios em mais de uma variavel seja uma
ordem de termos em polinémios em K [z1,...,z,]. Aqui, discutiremos as propriedades
desejaveis que as ordens poderiam ter, e construiremos alguns exemplos diferentes que

satisfardo essas necessidades. Cada uma destas ordens serd usada em diferentes contextos.
Defini¢ao 3.2. Uma ordem monomial em K [xq,...,x,] é qualquer relacdo > sobre NJ

(equivalentemente, uma rela¢do no conjunto dos monoémios z%, a € Nf}), satisfazendo:

i. A relagdo > é uma ordem total (ou linear) sobre sobre Nj, isto é, para todo par «,

B € N{, exatamente uma das trés condigoes é verdadeira:

a>pFoua=pFoua</f;
ii. Sea > B ey €N, entao
a+vy>B+7y
iii > é uma boa ordenacao sobre Nj. Isto significa que todo subconjunto nao vazio de
Ng tem um elemento minimo em relagao a >.
Dada uma tal relagao > sobre NI, escrevemos z® > z” se, e somente se, a > 3.
O Lema a seguir nos ajudard a entender o que a condi¢ao da boa ordenacao significa.

Lema 3.3. Uma relagcao de ordem > sobre Nj é uma boa ordenagao se, e somente se,

toda sequéncia estritamente decrescente em N
a1 > Qg > (g > ...

¢ finita.
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Dem. Provaremos a contra-positiva: A relacao > nao é uma boa ordenacao se, e somente

se, existe uma sequéncia infinita estritamente decrescente em Nf.

(=) Se > nao é uma boa ordenacao, entao algum subconjunto nao vazio S C Njj nao
possui elemento minimo. Seja a; € S. Ja que a1 nao é o elemento minimo, podemos
encontrar as € S tal que a; > as em S. Entao as também nao é o elemento minimo,
logo existe az € S tal que a1 > agy > a3z em S . Continuando este processo, conseguimos

uma sequencia infinita estritamente decrescente: o > ag > ag > ...

(<) Dada uma sequéncia infinita estritamente decrescente, a; > ag > ag > ..., temos
que o conjunto {ay, g, ag, ...} é um subconjunto nao vazio em N que nao possui

elemento minimo, e entao > nao é uma boa ordenagao.
]

Esse lema sera usado para mostrar que o algoritmo da divisao para polinomios de duas
varidveis termina, pois alguns de seus termos sao estritamente decrescentes (com respeito
a uma determinada ordem fixada) em cada passo do algoritmo. Como um exemplo simples

de uma ordem de monomios, vemos que a ordem numeérica usual:
>mF+l>m>..>3>2>1>0

nos elementos de Ny satisfaz as trés condigoes da Definicao 3.2. Entao, a ordenacao grau

sobre monoémios em K [x] é uma ordem de monomios.

Nosso primeiro exemplo de uma ordem sobre n-uplas serd a ordem lexicogréfica (ou

ordem lex, abreviadamente).

Definigao 3.4. (Ordem Lexicografica) Sejam a = («aq, ...,ay), B = (61, ..., Bn) € N{.
Dizemos que a >, [ se no vetor diferenca @ — [ € Z" a primeira entrada nao nula a

partir da esquerda é positiva. Escrevemos z® >, 7 se o >0
Exemplo 3.5. i. (2, 4, =9) >, (1, 5, 3) jAque a — = (1, —1, —12)
ii. (=7, V2, —=6) > (-7, V2, =8) jdque o — 3= (0, 0, 2)

iii. As variaveis z1, xs, ..., T, de uma equacao linear, sao ordenadas de maneira usual

pela ordem lex, pois:

(1,0,...,0)

T, = @y = £(0.1,0,....0)

_ .(0,0,....1
s Ty = ( )

€ como

(1,0, ,O) >lex (0, 1,0, ,0) Slex o0 Zlex (0,0, ey 1)
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temos que

T1 Zlex T2 Zlex -+ Zlex Tn

A ordem Lez ¢ andloga a ordem de palavras usadas em diciondrios (por isso o nome).
Assim podemos ter em vista as entradas das n-uplas a@ € Nj de modo andlogo ao das
letras numa palavra, que sao ordenadas alfabeticamente por a > b > ... > y > z. E
importante dar-se conta que existem varias ordens lex, dependendo de como as variaveis
sao ordenadas. Até agora, temos usado a ordem lex com x; > x5 > ... > x,. Mas dada
alguma ordem das varidveis xy, xa, ..., ¥,, existe uma ordem lex correspondente. Por
exemplo, se as variaveis sao x e y , temos entao uma primeira ordem lex com x > y e uma
segunda com y > x . No caso geral de n varidveis, existem n! ordens lex. No que segue, a

Y

frase “ordem lex” sempre se refere para a primeira com z; > x9 > ... > I,,, a IENos que
explicitada de outra forma. E na pratica, quando trabalhamos com polinémios em duas

ou trés variaveis, chamamos as variaveis de z , y e z ao invés de x, x5 € x3.

Observe que na ordem lex, independentemente do grau total, uma variavel ¢ maior

que qualquer monomio envolvendo variaveis menores, por exemplo, utilizando a ordem

lex com ¢ > y > z, temos & >, y225. Para alguns propésitos, podemos querer levar

em consideracao também o grau total dos monomios e ordenar monomios de maior grau
primeiro. Nossa primeira forma de se fazer isso, é a ordem lezicogrifica graduada (ou

ordem grlez).

Definicao 3.6. (Ordem Lexicografica Graduada ou Ordem Grau-lex) Sejam «, 8 € Nj.

Dizemos que o >gpjeq B se

af = Z%‘ > |B] = Zﬁi
i=0 i=0

ou

‘04 = |ﬁ| ea>lex6

Assim temos que, a ordem grlex primeiro ordena pelo grau total e, caso os monomios

possuam o mesmo grau total, “desempata” pela ordem lex.

Exemplo 3.7. i. (1,1,2) > grlex (3,0,0) ja que |[(1,1,2)] =4 >3 =(3,0,0)|
ii. (2,3,5) > griex (0,4,6) ja que [(2,3,5)] = ((0,4,6)| e (2,3,5) > lex (0,4, 6)
iii. As varidveis sao ordenadas de acordo com a ordem lex pois

(1,0, .,0)| = [(0,1,0,...,0)| = ... = (0,0, ..,1)| = 1
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Como no caso da ordem lex, existem n! ordens grlex sobre n variaveis, dependendo

de como as varidveis sdo ordenadas.

Outra ordem (um pouco menos intuitiva) em monoémios é a ordem lexicogrdfica gra-
duada reversa (ou ordem grevlex). Mesmo que esta ordenagao “demore algum tempo
para que nos acostume-mos”, foi recentemente demostrado que para algumas operagoes,

a ordem grevlex é a mais eficiente para os calculos computacionais.

Defini¢ao 3.8. (Ordem Lexicografica Graduada Reversa ou Ordem Grau-lex Reversa).

Sejam «, 8 € Njj. Dizemos que o > grepier 5 S€

af = Zai > |8 = Zﬁi
i=0 i=0

ou
la| = |B| e primeira entrada diferente de zero a direita de o — € Z" for negativa

Como grlex, a ordem grevlex ordena por grau total, mas “desempata” de uma forma

diferente. Por exemplo:

Exemplo 3.9. .

i. (5,1,3) >grevtes (3,2,1), uma vez que [(5,1,3)| =9 > 6 =(3,2,1)].

i, (0,5,2) >grevtes (2,1,4), uma vez que [(0,5,2)] = [(2,1,4)] e (0,5,2) — (2,1,4) =
(—2,3,-2)

Note também que o lex e grevlex fornecem a mesma ordem para as variaveis de uma

equacao linear. Isto é,
(L 07 sy 0) >grevle:c (07 1a sy 0) >g7’evlea} >grevlea: (0; ceey 07 1)
ou

T >grevlex X2 >g7"evlez >grevlex Tn

Assim, grevlex é realmente diferente de grlex na organizacao da ordem das variaveis.

Para mostrar a relacao entre grlex e grevlex, note que tanto uma como a outra usam
o grau total da mesma maneira. Em caso de empate, grlex usa ordem lex, de modo que

se olha para a esquerda (ou maior) varigvel favorecendo a maior poténcia. Em contraste
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o grevlex, quando encontra mesmo grau total, ele olha para a varidvel mais a direita (ou

menor) e favorece a menor poténcia.

Assim, se p = Y aox® é um polinémio em K [z1,...z,] entdo dada uma ordem mo-

nomial > podemos ordenar os monomios de p sem ambiguidades com respeito a >.

Exemplo 3.10. Seja p = —5x2y3z — y?2% + 62°23 + 2t + 22* € K [,y, 2]

a) Na ordem lex, p fica ordenado em ordem decrescente da seguinte forma:
p=a*+62°2° — 5%y y + a2t — o228
b) Na ordem grlex, temos:
p=62"2% — 5a?yPr + w2t — 22 4 2t
c) Na ordem grevlex, temos:
p=—=52%y2 + 6232 — 223 + 12t 4 2t
Vamos usar a seguinte terminologia:

Defini¢ao 3.11. Seja p = ) a,2® um polindmio nao nulo em K [z, ..., z,| € > uma

ordem monomial.

i. O multigrau de p é:

multigrau (p) = max{a € Nj : a, # 0} (0 méximo é dado com respeito a >).

ii. O coeficiente lider de p é:

CL (p) = Umultigrau(p) € K.

iii. O monodmio lider de p é:

ML (p) — xmultigrau(p)
iv. O termo lider de p é:
TL <p) =CL <p> ML (p> = Gmultigrau(p) * a:multigrau(p)

Exemplo 3.12. Seja p = —2252 + 925y%2 + Ty®23 — 25 ordenado pela ordem lex. Entao:
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multigrau (p) = (6,0,1)

CL(p) = -2
ML (p) = 2%z
TL(p) = —2a52
Lema 3.13. Sejam p, q € K [x1, ..., x,] polindmios nao nulos. Entao:

i. multigrau (p - q) = multigrau (p) + multigrau (q).

ii. Se p+q # 0, entdo multigrau (p + q) < max {multigrau (p), multigrau (q)}. Se, além

disso, multigrau (p) # multigrau (q), entdo

multigrau (p + q) = max {multigrau (p) , multigrau (q)}

Dem. (i.) Sejam p = Y ", a;z% e ¢ = Y '" bjz™ polinémios em K [z1, ..., x,] com a;
bie Kea; f; € Nj,paral <i<nel<j<m. Seja> uma ordenacao monomial

qualquer, de forma que podemos, sem perda de generalidade, supor:
ap > > ... >ape By > 0> > B

e portanto temos que multigrau (p) = oy e multigrau (q) = py.

Temos ainda que

i=1 j=1 '

i=1 j=1

Queremos mostrar que a; + 31 € o grau de p - ¢ e portanto
multigrau (p - q) = multigrau (p) + multigrau (q) .
Para isto, observe que

a1 > o; paratodo 2 <i<n

B1 > Bjpara todo 2 < j < m.

e da definicao de ordenagao monomial temos

ar+ 51 >0+ 6 >a;+pFjparatodo2<i<ne2<j<m.
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Da mesma forma, temos que
a1+ 61>+ >a;+fjparatodo2<i<ne2<j<m.
e portanto, temos que
a;+ 1>+ fjparatodo2<i<ne2<j<m.

e portanto oy + 31 € o grau de p - q.

(ii.) Sejam p e ¢ como no item (i.) acima e tais que p + ¢ # 0, de forma que

multigrau (p + q) esté definido.

Suponhamos inicialmente que multigrau (p) # multigrau (q). Temos entdao que oy >
a; para2 <i<nef > f para2 < j <m. Como oy # [1, 0o multigrau (p + q) serd o

maior entre os dois, ou seja,

multigrau (p + q) = max {multigrau (p) , multigrau (q)}

Se no entanto tivermos que multigrau (p) = multigrau (q), entdo temos duas possi-
bilidades:

1. TL(p) = -TL(q)

Neste caso os temos lideres se cancelam, deixando apenas termos menores que ' =

21 e temos que multigrau (p + q) < ay = P e portanto

multigrau (p + q) < max {multigrau (p) , multigrau (q)} .

2. TL(p) # —-TL(q)

Neste caso os temos lideres nao se cancelam e temos que
TL(p+q)=(a1+b1)x™ = (a1 + by) zh
e portanto

multigrau (p + q) = aq = 1 = maz {multigrau (p), multigrau (q)} .
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3.2 Algoritmo da Divisdo em K [z, 3]

Nesta segdo vamos apresentar o algoritmo de divisao para polindémios em K [z, ]
que estende o conhecido algoritmo para K [z]. Nosso objetivo é dividir p € K [z,y] por

d € K [z,y] com resto “pequeno”, ou seja, expressar p na forma:
p=q-d+r

onde o quociente ¢ e o resto r estdo em K [x,y]. Alguns cuidados serdo necessérios
para caracterizar o resto e usaremos as ordens de monomios introduzidas. O caso geral,

(K [z1, 9, ..., x,]) segue de maneira analoga.

A ideia béasica do algoritmo é a mesma do caso de uma variavel: queremos cancelar o
termo lider de p (com respeito a ordem de monomios escolhida) pela multiplicagdo de d

por um monomio apropriado e subtrai-lo de p.

Teorema 3.14. (Algoritmo da divisao em em K [x,y]). Fizamos uma ordem monomial

> sobre N2 e seja d € K [x,y]. Entao todo p em K |x,y] pode ser escrita como:
p=q-d+r

onde g, r € K [x,y], er =0 ou r € uma combinagao linear de monémios, com coeficientes
em K, onde nenhum € divisivel por TL (d). Vamos chamar r de resto da divisao de p por

d. Além disso, se q-d # 0, entdo temos

multigrau (p) > multigrau (q - d) .

Dem. Vamos provar a existéncia de ¢ e r e além disso fornecer um algoritmo para

determina-los.
Sejam p e q € K [x,y].
Tomemos fi =p, g1 =0er; =0
i. Se TL(d) divide T'L (f,) entao
¢ =q +TL(fi)\TL(d)

fo=fi—(TL(f)\TL(d)d=fi—gq-d

To = T71.
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Caso contrario, temos que:
ro =11+ TL(f1)
fo=f—-TL(f1)
a2 = q1
Apés ocorrer o item (i.) temos que p = go - d + fo + ro. Continuando

ii. Se T'L (d) divide (fs) entao
a3 = g2 + TL(f2)\TL (d1)

fs=fa—(TL(fo))\TL(d)d= fo—q3-d

s = To.

Caso contrario, temos que:

r3 =12+ TL(f2)
fs=fi—TL(f2)
43 = q2
Apés ocorrer o item (ii.) temos que p = g3 -d+ f3+r3 .

Esse procedimento deve ser repetido enquanto f; # 0. Quando f; = 0 temos que:

g=qier=r;

Note que f; representa o dividendo intermediario a cada etapa, r; representa o resto
intermediario a cada etapa e g; € o quociente. Verificaremos que a cada vez que realizamos

os itens i., ii., iii., etc., precisamente uma das duas etapas acontecem:

Etapa da Divisao: Se T'L (d) divide f;, entao o algoritmo procede como no caso de

uma variavel.

Etapa do Resto: Se T'L (d) nao divide f;, entao o algoritmo adiciona o T'L ( f;) para

o resto.

Para provar que o algoritmo funciona, vamos primeiro mostrar que:
p=q-d+ f+r

¢ valida a cada etapa. Isto é claramente valido para os valores inicias de ¢, fe r. Agora

suponha que a igualdade p = q-d + f + r é valida em cada etapa do algoritmo. Se a
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proxima etapa é a Etapa da Divisao, entao T'L (d) divide TL (f), e a igualdade
q-d+ f=Ilg+TL(f)/TL(d)]d+ (f—[TL(f)TL(d)]d)

mostra que a ¢ - d + f nao se modifica. Desde que todas as outras variaveis nao sao
afetadas, a igualdade p = ¢-d+ f + r continua verdadeira neste caso. Mas se na préxima
etapa, for a Etapa do Resto, entao f e r serao alterados, mas a soma f 4+ r é inalterada,
pois:

f+r=1f—TL()+[r+TL(f).

Como antes, a igualdade p = ¢ - d + f + r continua inalterada. Em seguida, note que o

algoritmo termina quando f = 0. Nesta situagao a igualdade p = ¢ - d + f + r torna-se
p=q-d+r

Desde que os termos sao adicionados a r somente quando eles nao sao divisiveis por

TL(d), segue que q e r tem as propriedades requeridas quando o algoritmo termina.

Finalmente, precisamos mostrar que o algoritmo termina. Observe que a cada vez que
redefinimos a variavel f, ou seu multigrau diminui ou se torna 0. Para ver isto, primeiro
suponha que durante a Etapa da Divisao, f é redefinido como

TL(f)
TL(d)

=t =i

Pelo Lema 3.13, temos

TL (;ﬁ EQ d) — ?z EQ TL(d) = TL(f)

entao f e (TL(f)/TL(d))d tem o mesmo termo lider. Dai, a diferenga f’ deve ter
multigrau estritamente menor quando f’ # 0. Em seguida, suponha que durante a Etapa

do Resto, f é redefinido como

fr=f=TL(f)

Entao, é obvio que multigrau (f') < multigrau (f) quando f" # 0. Deste modo, em
ambos os casos, o multigrau diminui. Se o algoritmo nunca terminasse, teriamos uma
sequéncia decrescente infinita de multigraus. A Propriedade da Boa Ordenacao de >,
como vista no Lema 3.3, mostra que isto nao pode ocorrer. Assim, f = 0 deve acontecer

apos um numero finito de etapas.

Vamos verificar a relacdo entre multigrau (f) e multigrau (q - d). Todo termo ¢ é da

forma T'L (f) /TL (d) para algum valor de f. O algoritmo comeca com f = p , e acabamos
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de provar que o multigrau de f decresce a cada etapa. Isto mostra que T'L (f) < TL (p),
e entdo,usando a condicao (ii.) da definigdo de ordem monomial, que multigrau (q - d) <

TL(f) quando ¢ -d # 0. Isto completa a demonstracao do teorema.

Exemplo 3.15. Vamos dividir p = 2® — 522%y* + 22y® — 2y por d = z? + 2y usando a

ordem lex com = > y.

fi= 23 —52%% + 221 — a2y ‘ d=2%+ 2y

Considere f; = p, o termo lider T'L (d) = z* que divide TL (f;) = x3. Dividindo x3
por 22 , temos = e entdao subtraimos x - d de f;.

fi= % —5x%y® + 22y° — vy d= 2+ xy

—x® — 2%y qg==x

fo= 0—52%y? — 2%y + 2x® — 2y

Agora repetimos o mesmo processo sobre fy = —52x%y? — 2%y + 22y — zy. Como o
termo lider T'L (d) = 2* divide TL (f;) = —5z*y?, obtemos:

fi= 2% —52%% + 2z2y® — wy d=z*+uxy

—z3 — 22y q=1x — 5y>

fo= 0—>52%y? — 2%y + 2x® — a2y
5x2y? + Say?

fs= 0— 22y + Toy® — xy

Novamente repetimos o mesmo processo, agora sobre f3 = —z%y + Tzy® — ry. Como
o termo lider T'L (d) = x? divide TL (f3) = —a?y, obtemos:

fi= 23 — 5x?y? + 2xy® — a2y d=2%4+ 2y

—z% — 2%y =z -5y —y

fo= 0-52%° — 2%y + 2x® — a2y
5x2y? + Say?

fs = 0 — 2%y + Txy® — 2y
x2y+xy2
r="Try +ayt —ay — fi1= 0+ Tay® + xy® — 2y
fs= 0

Como o termo lider T'L (d) = x? nao divide nenhum dos monémios de f; o resto é

r = Txy®+xy? —zy e concluimos a divisao. Entao, temos escrito p = 23 —5x2y* 42z —zy
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na forma:
3 — 5x%y® + 2wy® — xy = (ZL‘2 + xy) . (x — 5y — y) + Txy® + xy? — 2y

Exemplo 3.16. Neste exemplo, encontraremos uma inesperada sutileza que pode ocor-
rer quando trabalhamos com polindmios de duas ou mais variaveis. Vamos dividir p =
—52%y% + 223 + 23 — 2y por d = 2% + xy usando a ordem lex graduada com z > y. Note
que TL (d) = 22 divide TL (p) = —5xy*. Dividindo —5z?y? por x? , temos —5y? e entdo
subtraimos —53?% - d de f.

fi= —br*yP+2vP 42—y | d=12>+ a2y
522y + bxy? q=—5y°
fo= 0+ Tzy® + 2* — ay

Note que T'L (d) = z* nao divide TL (f2) = Txy>. Entretanto, a divisdo ainda ocorre, pois
TL(d) divide 2 — xy . Deste modo, nés movemos 7zy> para o resto e assim podemos
continuar dividindo. Para implementar essa ideia, criaremos uma coluna para o resto
r, a esquerda dos dividendos, onde colocaremos os termos pertencentes ao resto. Além
disso, os polindmios abaixo do dividendo, serao chamados de dividendo intermediario, e

continuaremos dividindo até que ele se anule.

T fi= —bx*42xpP+ a2 —ay | d=2"+ay
5x2y? + Say? q=-5+z—vy
fo= 0+ 7xy® + 2% — wy
T3 — f3= x® — xy
—x® — 2%y
fi= 0—a?y —ay
2y + zy?
xy? — zy « fs= zy? — ay
r="Try +ay? -y < fo= 0

Assim, o resto é 7zy> + xy? — xy, e obtemos
=522y + 2y’ + 2° —ay = (=5y° +x —y) - (2® + ay) + Tey’ + 2y® — vy

Exemplo 3.17. Agora vamos dividir p = —52%¢y% + 22y + 2® — 2y por d = 2% + zy

usando: (i.) a ordem lex e (ii.) ordem lex graduada com y > z.

i. Note que agora T'L (d) = xy e ele divide T'L (p) = 2xy>. As etapas da divisao seguem

abaixo:
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d = xy + x*

—2xy3 — 22%y?
fo= 0—72%% — 2y + 23
T2%y? + Ty
fs= 0+ 723y — oy + 23
—7x3y — 7zt
fi= 0—ay— 72* + 2°
Ty + x?

r=—-Te*+ 3+ 22 < f5 = 0—7z* + 2% + 22

Jo= 0

Desse modo temos que

q=2y*—Toy+ 72? — 1

20y — 5y’ + 2 —wy = (zy +2°) - (207 — Twy + 72> — 1) — Ta* + 2° + 2

ii. Nesse caso, TL(d) = xy e ele divide TL (p) = 2xy®. As etapas da divisao seguem

d = zy + 2*

abaixo:
r fi= 2xy3—b5x*y? —ay+a?
—2xy3 — 22%y?
fo= 0—7T2%y? —ay + 23
T2%y? + Ty
f3= 0+ 723y — xy + 23
—7x3y — 7zt
fi= 0— oy — 72* + 23
Ty + x?
r=-Tr*+ 234+ 2% < f5= —7x* + 23 + 22
Jo = 0

Desse modo temos que

q=2y*—Toy+ 722 -1

221 — 5ay? — xy + 2° = (my + xQ) . (2y2 — Toy + T2 — 1) — 72t 2P+ 2?

3.3 Fatoragdo Unica em K [z, ]

Para finalizar este capitulo, mostraremos que todo polinémios de K [x,y] pode ser

fatorado em produto de polindmios irredutiveis.

Defini¢ao 3.18. Seja K um corpo. Um polinémio p € K [x,y] é irredutivel sobre K se p

nao é constante e nao é o produto de dois polinémios nao constantes em K [x, y].
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Esta definicao diz que se um polinomio p nao constante é irredutivel sobre K, entao,
a menos de um produto por constante, o seu tnico fator nao constante é ele préprio.

Observe também que o conceito de irredutibilidade depende do corpo.

Proposicao 3.19. Todo polindmio nao constante p € K [x,y] pode ser escrito como um

produto de polinomios irredutiveis sobre K.

Dem. Se p é um polinomio irredutivel sobre K, entao nao ha nada a provar. Caso
contrario, podemos escrever p = g - h, onde g, h € K [x,y] sdo polindmios nao constante.
Note que os graus totais de g e h sao menores do que o grau total de p. Agora se g ou h
nao for irredutivel sobre K, podemos fatora-lo em fatores nao constantes. Uma vez que
o grau total diminui cada vez que fatoramos, este processo pode ser repetido mais um

numero finito de vezes. Assim, p deve ser um produto de polindmios irredutiveis.

Lema 3.20. Seja f € k[z], irredutivel, tal que f divide g - h € k[z,y] entdo f|g ou f|h.

Dem. Sejam g = >°\_jaw! e h = 37 by, onde a;, b; € K [z]. Se f divide cada a;,
entao f divide g, e analogamente para h. Suponha, por absurdo, que f nao divide g e
nao divide h, entao existem ¢, j > 0 tais que f { a; e f {b;. Vamos supor sem perda de

generalidade que 7 e j sao os menores indices com essa propriedade. Considere
Civj = (aobj_;,_l‘ + albiﬂ» + ...+ ai_lbjﬂ) + aibj + (ai+1bj_1 + ...+ CLZ'+jb0) s

onde ¢;4; é o coeficiente de y**7 em ¢ - h. Do modo que escolhemos i, f divide cada termo
dentro do primeiro parénteses e, pela escolha de j, o mesmo é verdadeiro para o segundo
parénteses. Mas f 1 a; e f 1 b;, e uma vez que f é irredutivel, segue da Proposicao 2.28

que f {a; - b;, logo f nao dividi ¢;4;, e, portanto, f nao divide g - h, contradicao.

Teorema 3.21. Seja [ € K [x,y], irredutivel, tal que flg-h € K [x,y] entdo f|g ou f|h.

Dem. Suponha que f divide g - h. Se f for um polindbmio em uma variavel, o resultado
segue do Lema anterior. Entao vamos assumir que f € K [z,y]\ (K [z] U K [y]). Iremos
utilizar o anel K (x) [y|, que é um anel de polinémio na varidavel y sobre o corpo K (z),
onde os elementos de K (z) sdo da forma p(x) \q(x), onde p(x), q(z) € K [z], g () # 0
. Note que K [z,y] estd contido em K (z) [y].
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Afirmamos ainda que f é irredutivel quando considerado como elemento de K (z) [y].
Para ver esse resultado, suponha que f = A- B onde A, B € K (z) [y], uma fatoracao de
f no anel K (z)[y]. Para provar que f é irredutivel em K (z)[y], temos de mostrar que
Ae Klr]ou A€ K [z]. Seja d € K [x] o produto de todos os denominadores de 4 e B.
Entao, A’ =d-Ae B’ =d- B pertencem a k [x,y], e

- f=A-B (3.1)

em k[z,y].

Pela Proposicao 2.28, podemos escrever d?> como um produto de fatores irredutiveis
em K [z], e, pelo Lema 3.20, cada uma delas divide A’ ou B’ Podemos cancelar esse
elemento em ambos os membros de (3.1), e depois de se ter anulado todos os fatores
comuns, ficamos com

f=A4-B
em k [x,y].

Como f é irredutivel em k [z,y], implica que A} ou B é constante. Como estes
polindémios foram obtidos a partir de A e B, multiplicando e dividindo por varios elementos
de k [z], temos que A € K () e B € K ().

Portanto f é irredutivel em K (z) [y]. Disto, e do Lema 3.20, segue que f|g ou f|h em
K (2) [y]

Digamos que g = A - f para algum A € K () [y]. Se cancelarmos os denominadores,
podemos escrever

d-g=A"-f, (3.2)

onde d € K [z] e A € K [z,y]. Pelo lema 3.20, cada fator irredutivel de d divide A’ ou
f. Como f é irredutivel e f € K [x,y]\ (K [z] UK [y]) segue que d t f, logo d|A". Mas
cada vez que um fator irredutivel divide A’, podemos canceld-lo em ambos os membros
em (3.2). Assim quando todos o cancelamentos forem feitos, vemos que f divide g em

K [z,y]. Isso prova o teorema.

Teorema 3.22. Todo polinémio nao constante f € K |x,y| pode ser escrito como um
produto f = fi1 - fo- ...+ f., polinomios irredutiveis sobre K e, se f = g1 -¢go ... - gs for
outra fatoracao em polinomios irredutiveis sobre K, entdo r = s e essa expressao € unica

a menos da multiplicagao por uma constante u e da ordem dos polinomios fi, fa, ..., fr
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Dem. Pela proposigao 3.19 todo polinomio nao constante p € K [z, y] pode ser escrito
como um produto de polinémios irredutiveis sobre K.
Agora vamos demonstrar a unicidade usando inducao.

Suponhamos
f=u-fi-...-fp = -qg1-...gs
onde u,u’ € K — {0} e f1, ..., fry G1, ..., gs SA0 polinomios irredutiveis em K [z,y].
Se r =1, entao s = r ja que por hipdtese f; é irredutivel.

Vamos admitir ser verdade para r — 1. Entao

U-frowfr=ugr .. gs (3.3)
implica que cada f; divide algum g;. Sem perda de generalidade vamos supor que f,|gs,
o que implica que existe k € K tal que gs = k- f.. Simplificando k - f. em ambos os
membros da equacao 3.3, temos que

fb'fl‘...'fr,1:Ul'gl'...'gsfl
onde u = % € K.
Assim, pela hipotese de inducao, r — 1 = s — 1 e portanto, r = s, e segue o resultado.

Defini¢ao 3.23. Sejam f, g € K [z,y]. O polinémio d € K [z,y] é chamado de mdzimo
divisor comum de f e g, e denotado por d = M DC (f,g), caso:

i. d divide f e g.

ii. Se d’ é um polinomio qualquer que divide f e g, entao d’ divide d.

Vamos mostrar que M DC (f, g) existe e é tinico a menos de uma multiplicacdo por
uma constante diferente de zero em K. Infelizmente, o método utilizado em polindmios de
uma variavel para encontrar o MDC (isto é, o algoritmo de Euclides) néo se estende para
o caso de duas varidveis. Para ver isto, considere f = 2% —y? e g = 23+ 22y polindmios em
K [z,y]. Claramente d =z +y é o MDC (f,g), porém se tentarmos encontré-lo usando

o algoritmo de Euclides vamos obter outro polinomio, pois

2?4ty = (z+vy) (2* —y°) +2y” + 7,
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(ny 4 y3) } (:BQ _ ys)
nas ordens lexicografica, lexicografica graduada e lexicografica graduada reversa com x >
Y.

Como resultado, nenhum polinomio se “Reduz” em relacao ao outro, e nao ha passo
seguinte para o qual se aplica o algoritmo da divisao. Portanto, pelo método de uma

variavel, 2 — 3® seria o MDC.

Defini¢ao 3.24. Um polinémio m € K [x,y] é chamado de minimo maltiplo comum de
f, g € K [z,y] e denotado m = MMC (f,g) se

i. flm e g|m.

ii. flm' e glm’, entao m|m’.

Exemplo 3.25. MMC (2?y? + zy?, 23y + 2%y) = 23y + 22y>

Teorema 3.26. Dados f, g € K [x,y], entao o MDC(f,g) e o MMC(f,g) existem e sao

unicos a menos de uma multiplicagao por uma constante diferente de zero em K.

Dem. Para provar esse resultado vamos usar a fatoragao tnica. Sejam f, g € K [z,v],

tais que:
n n
=Tl e =110
i=1 i=1

Primeiramente vamos mostrar a existéncia de M DC (f,g). Para isso considere d €

K [z,y], tal que:
d= le
i=1

onde v; = min{«;, B;}. Vamos mostrar que d = M DC (f, g).

Primeiro vamos mostrar que d|f e d|g. De fato, pois se v; = min {«a;, 5;} entao p;*|p;"

pf para todo i, logo d|f e d|g.

ep

Agora suponha d' € K [z,y], tal que d'|f e d'|g. Entao

d = ﬁp:
i—1

onde 7; < a, r; < B, para todo i= 1,..., n logo

ri < min{oy, Bi} = v
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e portanto p"i[pi, para todo i = 1,..., n. Logo d'|d e assim concluimos que d = M DC(f, g).

Agora vamos mostrar a existéncia de MMC'[f, g]. Para isso considere m € K [z,y],

tal que:

onde 0; = max {«;, 5;}. Vamos mostrar que m = MMC'[f, g].

Vamos comegar mostrando que f|m e g|m. Isso é fato pois se §; = maz {«;, B;} entao
p7[p’ e p*i|p™ logo flm e gm.

Por outro lado, para m' € K [z,y], se flm' e g|m/, entao

n

0.

ot =Dt
i=1

onde 0; > «;, e 6; > 3;, para todo i = 1,..., n, logo
p°'|0;, para todo i = 1,..., n, o que implica que §; > maz {a;, 3}, para todo i= 1,..., n
portanto m|m’ e m = M DC (a,b).

A unicidade dos dois resultados segue da fatoracao unica.

Exemplo 3.27. Sejam f = 2?2 +22y* +2xy* +2xy+y+1e g = 2y +2xy* +axy+y? +2y+1

polindmios em K [z,y]. Como:

f=22P + 0% 4 20 4 2oy +y+ 1= (ay +1)° (y + 1)

e
9=y’ + 2y +ay+y* +2y+ 1= (zy+1) (y+1)°
entao,
d=MDC (f,g)=(zy+1)(y+1) =2y’ +ay+y+1
e

m=MMCf,g] = (xzy +1)° (y + 1)* = 2%y + 22" + 2y’ + 209" +day® + 22y +1° + 2y + 1
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