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Resumo

O estudo de geometria é importante porque permite as pessoas pensar com mais
logica e abre a mente para um novo nivel de pensamento e capacidade de raciocinio. No
entanto, por diversos motivos, essa area da matematica é pouca explorada nas aulas do
ensino basico. Neste sentido, despertou-se o interesse em desenvolver estudos que po-
deriam ser interessantes e relevantes para o ensino de geometria na educagao basica, de
modo a colaborar com as aulas. E o tema escolhido foi area de figuras planas e poligonos
equidecomponiveis. Assim, o objetivo principal deste trabalho é a proposta de problemas
que possam ser resolvidos com a decomposi¢ao de poligonos, como sugestoes de ativida-
des para que o professor do ensino bésico possa aplica-las em sua pratica pedagogica. A
metodologia utilizada foi o desenvolvimento de pesquisa bibliografica referentes a concei-
tos fundamentais de geometria, bem como de equidecomposicao de poligonos, seguidos
da apresentacao de atividades que envolvem area de figuras planas e decomposicao de
poligonos. Espera-se, com este trabalho, auxiliar o trabalho do professor do ensino bésico

e, consequentemente, contribuir para a melhoria do ensino de geometria na escola basica.

Palavras-chave: poligonos equidecomponiveis; resolucao de problemas; areas de

figuras planas; ensino bésico.



Abstract

The geometry study is important because it allows people to think more logically
and opens the mind to a new level of thinking and reasoning skills. However, for various
reasons, this area of mathematics is little explored in the classes of basic education. In
this sense, it woke up the interest in developing studies that could be interesting and
relevant to the geometry teaching in basic education, in order to collaborate with the
classes. And the theme was the area of plane figures and equidecomposable polygons.
Thus, the main objective of this work is the proposal of problems that can be solved
with the decomposition of polygons, as suggested activities for the general education
teacher can apply them in their practice. The methodology used was the development
of bibliographic research relating to fundamental concepts of geometry, as well as equi-
decomposable polygons, followed the presentation of activities involving area of plane
figures and decomposition of polygons. It is expected this work, assisting the work of
teachers of basic education and thus contribute to the improvement of geometry teaching

in basic school.

Keywords: equidecomposable polygons; problem solving; areas of plane figures;

basic education.
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Introducao

A construcao historica da geometria é muito antiga, diz-se que os egipcios antigos
conheciam o teorema de Pitagoras e também de acordo com papiros antigos, sabe-se que
os egipcios calculavam a drea de figuras como triangulo isdsceles que era achada tomando
a metade da base e multiplicando pela altura. No papiro de Ahmes é justificado o
método para achar a area sugerindo que o triangulo isésceles pode ser pensado como dois
triangulos retangulos, um dos quais pode ser deslocado de modo que os dois juntos formem
um retangulo. O trapézio isosceles é tratado de modo semelhante sendo transformado
em um retangulo. Em tranformacoes como essa, em que triangulos e trapézios isosceles
sao transformados em retangulos, vemos o inicio de uma teoria de congruéncia e da idéia
de demonstracao em geometria, mas nada nao da muitas evidéncias de os egipcios terem
ido além disso, conforme encontra-se em BOYER/(2012).

Muitas vezes na falta de teorias de cédlculos exatos de areas e volumes, faziam-se
aproximacoes para entender os problemas, mas o grau de precisao na aproximacao nao
é uma boa caracteristica de medida em matematica, entao nao se deve dar énfase a esse
aspecto da obra dos egipcios. A percepcao pelos egipcios de inter-relaces entre figuras
geométricas foi, por outro lado, muito frequentemente esquecida. No entanto, é aqui que
eles mais se aproximaram da atitude de seus sucessores, os gregos. Nao se conhece teorema
ou demonstracao formal na matematica egipcia, mas algumas comparagoes geométricas
feitas no vale do Nilo, como essas sobre perimetros e areas de circulos e quadrados, estao
entre as primeiras afirmacoes histéricas feitas referentes a essas figuras.

BOYER(2012) diz ainda que os egipcios também conseguiam calcular o volume



do tronco de piramides, mas como se chegaram a esses resultados nao se sabe. Uma
origem empirica para a regra sobre esse volume pode ter sido obtida como no caso de
triangulos isésceles e trapézios, onde mentalmente podem ter decomposto o tronco em
paralelepipedos, prismas e piramides, substituindo as piramides e prismas por blocos
retangulares iguais.

A geometria foi evoluindo, depois os babilonios conseguiram conectar a algebra e
a aritmética elementar em que os nimeros sao ligados a figuras. Euclides deu um salto
para o conhecimento geométrico e fisico. Tem-se cinco obras de Euclides que sobrevivem
até hoje: Os Elementos, Os dados, Divisao de Figuras, Os fenomenos e Optica. Mas, é
com o conhecimento primordial egipcio que ja se conseguia calcular area de figuras com
decomposicoes conhecidas, assunto que é base para esse trabalho.

Desde o inicio do mestrado ja estava decidido que o trabalho final ou a dissertacao
seria relacionado a algum assunto de geometria. Mas porque geometria? Pelo fato dessa
area da matematica ser negligenciada nas aulas do ensino basico, seja porque os contetidos
ficam no final do livro didatico, ou pela falta de interesse e de materiais disponiveis aos
professores, que auxiliem nas aulas desses conteudos. Este trabalho de alguma forma
deveria conter sugestoes de atividades para que professores trabalhassem com geometria
em sala de aula, porém essas sugestoes deveriam ser de facil aplicacao nas aulas e que
trouxessem métodos e técnicas diferentes do tradicional que ja é utilizado.

Entao, chegado o momento de escrever o trabalho, uma duvida: qual tema poderia
ser interessante e relevante para o ensino de gometria na educacao basica?

Através de pesquisa de alguns temas e sugestoes, o mais interessante foi dado
por um amigo, que indicou os poligonos equidecomponiveis. Na pesquisa sobre esse
assunto despertou-se uma curiosidade e uma vontade de desenvolver algo nesse tema, pois
muitas vezes os professores trabalham com exercicios que utilizam-se da decomposicao
ou recomposicao de poliginos para calcular areas, e nem se da conta que existe toda uma

teoria matemdtica que embasa essa pratica ja utilizada. Assim, surgiu esse trabalho que



estd estruturado em trés capitulos.

No primeiro capitulo sao apresentados os conceitos iniciais, definigoes, notacoes
e termos de geometria que sao usados no decorrer de todo o trabalho, como: segmentos
de retas, medidas de segmentos de retas, angulos, medidas e representacao de angulos.
Nesse capitulo também é apresentado o conceito de poligono, classificagao de triangulos
quanto a seus angulos e ainda apresentados alguns postulados que servem de base para
o capitulo 2.

Continuando o capitulo 1, sao apresentados na sequéncia os casos de congruéncias
de triangulos: LAL (Lado Angulo Lado), ALA (Angulo Lado Angulo), LLL (Lado Lado
Lado), LAA, (Lado Angulo Angulo Oposto) e o caso especial de congruéncia de triangulos
retangulos. Ainda sao apresentados os casos de semelhanca de triangulos e as relacoes
métricas no triangulo retangulo. Esses casos sao de extrema importancia na demostragao
dos resultados do capitulo 2 e também nas resolugoes das atividades propostas do capitulo
3.

No segundo capitulo é apresentada a teoria de poligonos equidecomponiveis, e
mostrado que dois poligonos que sao equidecomponiveis possuem a mesma area. Na
sequéncia é apresentada uma teoria que serve de suporte para o ultimo teorema de Bolyai-
Gerwien: dois poligonos que possuem a mesma area sao equidecomponiveis.

No terceiro e ultimo capitulo, sao propostas atividades envolvendo calculo de areas
de figuras planas, que se utilizam de equidecomposicao de poligonos em suas solugoes.
A atividade 1 é a demonstracao do famoso Teorema de Pitagoras através da equidecom-
posigao de poligonos, a atividade 2 é a transformacao de um triangulo equilatero em um
quadrado, a atividade 3 é um exercicio de relagoes entre dreas muito utilizado em provas
de olimpiadas de matematica, a atividade 4 é a transformacao de um hexagono regular
em um quadrado, a atividade 5 é estabelecer através da decomposicao do paralelogramo
uma relacao para o cédlculo de sua area e finalmente a atividade 6 que é o calculo da area

de um trapézio qualquer.



Todo o texto é repleto de figuras que foram construidas com a ajuda do software
de geometria dinamica GeoGebra.

Por fim, sao feitas algumas consideracoes finais.



Capitulo 1

Conceitos Geométricos Basicos,
Congruéncia e Semelhanca de

Triangulos

Neste capitulo, apresenta-se uma base tedrica necessaria para os outros capitulos
do trabalho como defini¢oes, conceitos iniciais e teoremas de congruéncia de triangulos.
Sao apresentadas algumas notacoes usadas no decorrer do texto.

Inicialmente, admite-se ponto, reta e plano como objetos indefinidos. Utiliza-se
letras maitsculas do alfabeto para desiginar pontos e letras mintsculas para nomear as
retas, e as letras minusculas do alfabeto grego para representar os planos e os angulos.

As retas sao representadas por dois de seus pontos com uma seta dupla em cima,
por exemplo a reta originada pelos pontos A e B serd denotada por 1@ .

Toda reta determina no plano exatamente duas regioes que sao denominadas
semiplanos.

Dados dois pontos quaisquer. Considere a reta que os contém. A reuniao desses
pontos com os pontos da reta que se situam entre eles é chamada segmento de reta. Os
dois pontos em questao sao chamados extremos do segmento.

Os segmentos de retas sao representados pelos seus extremos com um trago em

cima. Por exemplo, o segmento de reta determinado pelos pontos A e B sera denotado



por AB. Quando se tratar da medida do comprimento de um segmento de reta a notacio
empregada sera simplesmente os extremos do segmento, por exemplo, AB indicando o
comprimento do segmento AB.

Dois ou mais segmentos sao congruentes quando eles possuem a mesma medida.

A notacdo do segmento AB ser congruente ao segmento CD é AB = CD.

Chama-se de ponto médio do segmento AB a um ponto C' deste segmento tal que
AC =CB.

Considere um ponto qualquer sobre uma dada reta. A partir deste ponto, pode-se
percorrer indefinidamente sobre a reta em ambos os sentidos. Escolhendo um sentido,
tem-se uma semirreta. O ponto de partida recebe a denominacao de origem da semirreta.
Assim, se A e B sao pontos de uma reta, 1@ ¢ a semirreta de origem A e que contém o

ponto B, conforme figura 1.1.

Figura 1.1: Semirreta de origem em A e que contém o poto B.

—

Dispondo-se no plano, duas semirretas de mesma origem, denotadas por OA e
O? , a uniao delas determina um conjunto no plano denominado angulo AOB , conforme

. - ? - N ~
figura 1.2. As duas semirretas OA e OB sao chamadas de lados do angulo AOB.

Esse angulo divide o plano em trés regioes: o proprio angulo, uma interna ao
angulo e outra externa ao angulo. Para a medida desse angulo emprega-se a notagao
AOB ou simplesmente 0.

Dois ou mais angulos sao ditos congruentes quando possuirem a mesma medida.

Por exemplo, os angulos AOB e COD sendo congruentes denota-se por AOB =



Figura 1.2: Representacao do angulo AOB.

C’(/)\D, e a igualdade das medidas desses angulos é donotada por AOB = COD.

Um conceito importante que é utilizado neste trabalho é o de angulos opostos pelo
vértice. Dois angulos AOB e COD sio opostos pelo vértice (OPV) se seus lados forem
semirretas opostas. Duas semirretas sao opostas quando pertencem a uma mesma reta,
ambas tém a mesma origem e tém sentidos opostos. Na situagao ilustrada na figura 1.3,
a semirreta O? é oposta a semirreta O? , assim como 0_1)4 é oposta a @ E, assim, os

angulos AOB e COD séo opostos pelo vértice, bem como AOC e BOD também o sio.

Figura 1.3: Angulos opostos pelo vértice.

A definigao de poligono é importante no trabalho. Conceituando entao, sejam

n > 3 um numero natural e Ay, As, ..., A, pontos distintos do plano. A;As...A, é um

poligono se, para 2 < i < n, os segmentos consecutivos A; 1A4; e A;A;+1 nao estao sobre
a mesma reta, sendo A, = A;.
Na figura 1.4, esta exibido um poligono para o caso n=6.

Nesta definicao, os pontos Ap, As, As, ..., A, sdo os vértices do poligono, os seg-



Figura 1.4: Poligono A;A; A3 A A5Aq.

mentos Ay Ag, AsAs, ..., A 1A, Ay Ay sao os lados do poligono. A regiao poligonal com-
preende o poligono, juntamente com o seu interior, como exibido na figura 1.5 para o

caso n==06.

e
o

Figura 1.5: Regiao poligonal A; Ay A3 A A5As.

Neste trabalho, toda vez que se referir a poligonos, sera considerada também a
sua regiao poligonal.

Um caso particular de poligonos é o triangulo. Considera-se trés pontos A, B e
C no plano, se esses pontos estao sobre uma mesma reta sao ditos colineares, mas se nao
forem colineares formam um triangulo. A regiao triangular correspondente é delimitada
pelos segmentos que unem os trés pontos, dois a dois, e que sera representado pelas letras
maitsculas de seus vértices ABC ou também pela forma AABC.

Classificam-se os triangulos em relagao as medidas de seus angulos, assim um

triangulo pode ser:

(a) Acutangulo: todos os angulos internos sdo menores que 90°, ou seja, agudos. ABC ,



ACB e BAC menores que 90°. Veja figura 1.6.

Figura 1.6: Triangulo acutangulo ABC'.

(b) Obtusangulo: possui um angulo obtuso, ou seja, maior que 90, e os outros angulos
agudos. Por exemplo, no triangulo exibido na figura 1.7, ABC > 90°, BAC e BCA

menores que 90°.

Figura 1.7: Triangulo obtusangulo ABC.

(c) Retangulo: possui um angulo reto (igual a 90°) e os outros angulos agudos. A figura
1.8 ilustra a situagao em que o triangulo ABC possui BAC = 90°, ABC e ACB
menores que 90°. O lado oposto ao angulo reto chama-se hipotenusa e os outros

dois lados do triangulo retangulo sao chamados de catetos.
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Figura 1.8: Triangulo retangulo ABC'.

Duas retas sao paralelas se elas estao em um mesmo plano e nao apresentam
ponto em comum, ou seja, nao se tocam e nem se cruzam. A figura 1.9 exibe duas retas

paralelas r e s.

Figura 1.9: Retas r e s paralelas.

Sao usados no texto termos como: postulados, axiomas e proposicoes. Postulados
sao sentencas que nao sao provadas ou demonstradas, e por isso se tornam ébvias ou se
tornam um consenso inicial para a aceitacdo de uma determinada teoria. Aziomas sao
premissas que fundamentam uma demonstracao ou uma teoria, nao podendo, no entanto,
o proprio axioma ser demonstrado. E uma verdade tida como 6bvia, que nao necessita
de demonstragao, servindo de base para dedugoes. Proposicoes sao sentencgas que podem

ser demonstradas de maneira légica a partir de um axioma ou de outras proposicoes que
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tenham sido previamente demonstrados. Este processo de demonstracao é levado a cabo
através de determinadas regras de inferéncia.

Sao apresentados alguns postulados que servem de auxilio inicial para a teoria.

Postulado 1. Todo poligono pode ser expresso como a uniao de um numero finito de

triangulos, ou seja, o poligono pode ser dividido em triangulos.
Postulado 2. A area de um poligono é representada por um ntmero real positivo.

Postulado 3. Dois poligonos sao congruentes quando um deles pode ser deslocado no

espaco, sem deformaé-lo, até coincidir com o outro.

Postulado 4. A area de um poligono é a soma das dreas dos poligonos menores em que

foi particionado.
Postulado 5. Poligonos congruentes possuem a mesma area.

Postulado 6. A area de um retangulo é o produto de um de seus lados (comumente

chamado de base) pelo lado adjacente a este lado (comumente chamado de altura).

Postulado 7. Dados, no plano, uma reta r e um ponto A nao pertencente a r, existe uma

Unica reta s, paralela a r e passando por A.

Proposicao 1.1. A drea de um triangulo retangulo € a metade do produto de seus catetos.

Demonstracao. Seja ABC um triangulo retangulo, cujo angulo reto é o vértice A. Repro-
duza este triangulo e chame de D o vértice contendo o angulo reto deste novo triangulo
retangulo e de By e C] os vértices correspondentes a B e (', respectivamente. Junte este
novo triangulo retangulo DB;C} ao triangulo original ABC' de modo que a hipotenusa
BC coincida com a hipotenusa B;C; e que formem um retangulo BACD, como exibido
na figura 1.10.

Pelo Postulado 3, os triangulos retangulos ABC e DB;(C sao congruentes e,

portanto, pelo Postulado 5, possuem a mesma &area. Assim, pelo Postulado 4, a drea do
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Figura 1.10: Triangulos retangulos ABC' e DB;C) transformados em um retangulo

BACD.

retangulo BAC'D é o dobro da édrea do triangulo retangulo ABC, ou seja, 2A(ABC) =
A(BACD). Como, pelo Postulado 6, a area do retangulo é o produto da base pela altura,

entao:
2A(ABC) = AB.AC

Logo, a area do triangulo ABC' é a metade do produto de seus catetos.

]

Proposicao 1.2. A drea de qualquer triangulo é a metade do produto de um de seus

lados (normalmente chamado de base) pela altura correspondente a este lado.

1= g
T
(9]

Figura 1.11: Triangulo ABC dividido pela altura BH em dois triangulos retangulos ABH
e CBH.
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Demonstracao. Dado um triangulo qualquer ABC, seja a altura desse triangulo o seg-
mento BH. Essa altura BH divide o triangulo ABC em dois triangulos retangulos ABH
e CBH retos em H, conforme figura 1.11. Para as outras situacoes, a demonstracao
segue a mesma linha de raciocinio que se apresenta a seguir, com as devidas adequacoes.

Entao com o auxilio da Proposicao 1.1 as areas desses triangulos retangulos ABH
e C'BH sao a metade dos produtos de seus catetos:

AH.BH CH.BH

A(ABH) = === ¢ A(CBH) = =

Pelo Postulado 4 tem-se:

A(ABC) = A(ABH) + A(CBH)

AH.BH C(CH.BH

A(ABC) = 2575 4 22
AUBC) (AH+(2;*H).BH
A(ABC) — AC'%

]

Uma proposicao importante que ¢é usada na atividade 3 do capitulo 3 sobre equi-

valéncia de triangulos é apresentada a seguir:

Proposicao 1.3. A drea de um triangulo nao se altera quando um de seus lados perma-

nece fixo e o terceiro vértice percorre uma reta paralela a esse lado.

Figura 1.12: Triangulos ABC e A’BC com lado BC iguais e mesma altura d.
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~ . - A . H 7’
Demonstracao. Sejam ABC e A’BC triangulos tais que AA’ é paralela a %, conforme

figura 1.12.
<
Seja d a distancia entre as retas E(% e AA’, de modo que d é o comprimento das

alturas de ABC e A’BC relativas ao lado BC. Chamando entdo de A(ABC) e A(A'BC)

as areas dos triangulos ABC' e A’BC, respectivamente, tem-se:

A(ABC) = LBC.d = A(A'BC)

1
2
O

Se ABC' é um triangulo, os seus angulos BA\C, ABC e ACB sio chamados de
angulos internos ao triangulo ou simplesmente angulos do triangulo. Para cada um dos
angulos internos, mantendo um de seus lados e prolongando o outro lado no sentido

contrario, obtém-se um outro angulo, que é chamado de angulo externo ao triangulo.

g
[¢]
o

Figura 1.13: Angulo externo BCD.

Na figura 1.13 BCD é um dos angulos externos do triangulo ABC.

Proposicao 1.4. Em todo triangulo, a medida de cada angulo externo é maior que as

medidas dos angulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstracdo. Seja ABC' um triangulo qualquer e considere X um ponto tal que C' estd
entre B e X, de modo que ACX é um angulo externo ao triangulo ABC' adjacente ao

angulo ACB. Seja M o ponto médio do lado AC, conforme figura 1.14.
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Figura 1.14: A desigualdade do angulo externo.

s

Prolongando a semirreta BM até o ponto B’, tal que BM = MB’, e considere
os triangulos ABM e CB'M. Tem-se que AM = CM, BM = B'M e AMB = C]/W\B’,
angulos opostos pelo vértice. Portanto, pelo caso LAL, tem-se que AAMB = ACMDB’

e daf, B'CM = BAM. Logo,
XCA>BCM = BAM = BAC
Analogamente, prova-se que X CA> ABC. O

Dados no plano retas r, s e t, com t intersectando r e s nos pontos A e B, respec-
tivamente, conforme figura 1.15 , os angulos « e 8 sao chamados de alternos internos, «
e v sao chamados colaterais internos e os angulos « e 6 sao chamados correspondentes.

O préximo teorema estabelece um critério para o paralelismo de duas retas.
Proposicao 1.5. As retas r e s sao paralelas se, e somente se, « = [ e a+ [ = 180°.

Demonstragao. Inicialmente, note que, como f+v = 180°, tem-se o = < a+v = 180°.
Portanto, basta provar que a reta r é paralela a reta s se, e somente se, o = f3.
Primeiro é provado: se o = 3, entao a reta r é paralela a reta s.
Suponha por contradi¢ao que as retas r e s se encontram no ponto M formando
o triangulo ABM, conforme figura 1.16. Por hipétese a = [, mas a também é angulo
externo do triangulo ABM , entao de acordo com a Proposicao 1.4 , 8 < «, o que é uma

contradigao. Logo, as retas r e s sao paralelas.
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Figura 1.15: Angulos « e [ alternos internos, « e vy colaterais internos e a e 6 correspon-

dentes.

Figura 1.16: Construcao do triangulo ABM ilustrando que a = = r paralela a s.

Perceba-se que isto acontece na configuracao da figura 1.16. Caso a intersegao
das retas r e s ocorra do outro lado da reta ¢, entao 3 é angulo externo ao triangulo e «
interno e também pela Proposicao 1.4 o < 3, o que novamente provoca uma contradicao,
ja que a = B por hipdtese. Logo, as retas r e s sao paralelas também neste caso.

Basta agora provar que se r e s sao retas paralelas, entao a = 3.
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Figura 1.17: Construcao da reta r’.

Suponha por contradicao que a # [, ou seja, nao sao iguais os angulos alternos
internos formados pelas retas r e s cortadas por uma transversal ¢ interceptando essas
retas nos pontos A e B. Considere uma reta ' passando por A formando com a reta s
cortada pela reta t angulos alternos internos congruentes, conforme figura 1.17.

Como se esta supondo que ' e s possuem angulos alternos internos iguais entao,
pela primeira parte da demonstracao, r’ e s sao paralelas e, pelo postulado 7, r e 1’ sao
coincidentes. Portanto, as retas r e s cortadas pela transversal ¢ formam angulos alternos
internos iguais.

]

Antes de seguir para os casos de congruéncia de triangulos é demonstrada a

proposicao 1.6 que trata da soma dos angulos internos de um triangulo.
Proposicao 1.6. A soma dos angulos internos de qualquer triangulo é igual a 180°.
Demonstracdo. Seja ABC' um triangulo qualquer e W a reta paralela a % e passando

por A, conforme figura 1.18.

Pela proposicao 1.5, tem-se que ABC = BAX e ACB = C’A\Y, assim:

BAC + ABC + ACB = BAC + BAX + CAY = 180°
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Figura 1.18: Reta W paralela a reta % passando pelo vértice A.
O

Proposicao 1.7. Sejam ABC um triangulo qualquer e D um ponto entre A e B. Seja,

ainda, uma reta v paralela ao lado BC, pelo ponto D, que corta o lado AC' em um ponto
AD AE AD AFE

E. Entao, DB~ EC eAB:AC"

Demonstracao. A figura 1.19 representa o enunciado da proposicao 1.7.

Figura 1.19: Ilustracao para a demonstracao da Proposicao 1.7.

AD.EFF  AE.DG
ou .

A area do triangulo ADFE pode ser calculada de duas formas: 5

Da igualdade das duas expressoes tem-se que AD.EF = AE.DG.(1)
Como os triangulos BDE e CED possuem o mesmo lado DE e mesma altura
entdo, pela proposicao 1.3, esses triangulos possuem a mesma area. Sejam EF e DG as

alturas, respectivamente, dos triangulos BDE e CED. Logo, as areas desses triangulos
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DB.EF EC.DG
sa0 5 e—— Dai segue que DB.EF = EC.DG.(2)

De (1) e (2) vem:

EC.DG _ oo AD _AE

Como os triangulos BDE e CED tem a mesma érea entdao A(ABE) = A(ADE)+
AB.EF _ AC.DG

A(BDE) = A(ADE)+A(CED) = A(ACD,). Dat: 5 ,assim: AB.EF =
AC.DG.(3)
De (1) e (3) vem:
AC.DG AD AE
O]

1.1 Congruéncia de Tridngulos

O inicio desta sessao ¢ a seguinte definigao formal de congruéncia de triangulos:

Definicao 1.8. Se dois triangulos ABC e A’B'C' forem congruentes, deve existir uma
correspondéncia entre seus vértices, de modo que tanto os angulos em vértices corres-

pondentes como os lados opostos aos vértices correspondentes sejam iguais, representa-se

ANABC = AA'B'C".

Os critérios para decidir se dois triangulos dados sao congruentes facilita a veri-
ficacao da congruéncia pois, diferente da definicao 1.8, eles nao exigem a verificagao dos
trés pares de angulos e dos trés pares de lados. Eles sao apresentados na sequéncia como

casos de congruéncia de triangulos.

Axioma 1.9. Caso de congruéncia LAL. Se dois lados de um triangulo e o angulo for-
mado por esses dois lados forem respectivamente iguais a dois lados de outro triangulo e

ao angulo formado por esses dois lados, entdo os dois triangulos sao congruentes.
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AB = A'B’
A0 = a7 S EEAABC = AAB'CY
A=A

i , , << /

Figura 1.20: caso de congruéncia LAL.

Para constatar pela definicao 1.8 que dois triangulos sao congruentes é necessario
examinar a congruéncia dos trés pares de lados e dos trés pares de angulos correspon-

dentes. O axioma anterior diz que é necessario verificar somente trés dessas relagoes.

Assim nos triangulos da figura 1.20 tem-se AB = A'B', AC' = A'C" e A=A e devido a
congruéncia dos triangulos implica em BC = B'C’, C=C"eB=C" Este axioma é o
primeiro caso de congruéncia de triangulos, os outros casos de congruéncia de triangulos

sao apresentados nas proposicoes seguintes.

Proposicao 1.10. Caso de congruéncia ALA. Se dois angulos de um triangulo e o lado
adjacente a esses dois angulos forem respectivamente iguais a dois angulos de outro

triangulo e ao lado adjacente a esses dois angulos, entao os dois triangulos sao con-

gruentes.
AB = A'B’
A=A ALANABC = AA'B'C!
B=01

Demonstracdo. Sejam dois triangulos ABC e A'B'C' tais que AB = A'B/, A=Ae
B="H. Seja D um ponto em ﬁ tal que AD = A'C’. A figura 1.22 exibe a situacio

em que D pertence ao segmento AC.
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Figura 1.22: Tlustracao para a demonstragao da Proposicao 1.10.

Levando em consideracdo os triangulos ABD e A'B'C’, como AD = A'C’ e por
hipétese AB = A'B’ e A=A entao, pelo axioma 1.9 (caso de congruéncia LAL),
AABD = AA'B'C’, como consequéncia ABD = @, mas B’ = ABC, logo os angulos
ABD e ABC séao iguais, o que faz os pontos C' e D coincidirem e, consequentemente
ANABD e NABC serem coincidentes. Comprovado que AABD = NA'B'C’, conclui-se
que AABC = AA'B'C".

]

Proposicao 1.11. Caso de congruéncia LLL. Se os trés lados de um triangulo sdo, em

alguma ordem, respectivamente congruentes aos trés lados de outro triangulo, entao os
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dois triangulos sao congruentes.
AB = A'B
AC = A0 p ZEAABC = AA'B'C
BC = B'C'

H

Figura 1.23: Caso de congruéncia LLL.

Demonstracao. Sejam ABC e A’B'C’ dois triangulos tais que AB = A’B’, AC = A'C" e
BC = B'C". Construa a partir do ponto A e no semiplano determinado pela reta Zg e
oposto ao que contém o ponto B, uma semirreta B de tal modo que o angulo CAX seja
congruente ao angulo Al , marque o ponto D sobre a semirreta B tal que AD = A'B' e

ligue D a B e também D a C. Veja a figura 1.24.

m

(9]

=

Q
o

Figura 1.24: Construgao do triangulo ABD.
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Como AC = A’C’ (por hipétese), CAD = A ¢ AD = A'B’ (por construgdo),

entao AADC = AA'B'C’ pelo caso de congruéncia LAL. Mostra-se agora que AABC

e NADC sao congruentes. Como AD = A’B'= AB e CD = B'C' = BC, os triangulos
ABD e BCD sao isésceles, segue-se que ADB = ABD e CDB = CED, logo pela adic¢ao
de angulos, ADC = ABC. Entdo pelo caso de congruéncia LAL os triangulos ADC
e ABC sao congruentes. Como comprovado anteriormente que AADC = AA'B'C’,

conclui-se que AABC = NA'B'C’. O

Um triangulo é dito isdsceles se possui dois lados iguais. Neste caso, o terceiro

lado é denominado base. A proposicao a seguir esta relacionada a estes triangulos.

Proposicao 1.12. Todo triangulo isosceles tem os angulos da base iguais.

Figura 1.25: Triangulo isésceles ABC' com ponto médio M do segmento BC'.

Demonstracdo. Seja ABC um triangulo isésceles de base BC' e M é o ponto médio do

lado BC, conforme figura 1.25.

Como BM = CM e AB = AC e AM é lado comum dos triangulos AAMB e
ANAMC, segue do caso de congruéncia LLL que tais triangulos sao congruentes. Logo,

ABM = ACM. O

Proposicao 1.13. Caso de congruéncia LAA,. Se dois angulos de um triangulo e o
lado oposto a um desses angulos forem respectivamente iguais a dois angulos de outro
triangulo e ao lado oposto ao angulo correspondente nesse outro triangulo, entao os dois

triangulos sao congruentes. Em simbolos, dados triangulos ABC e A'B'C" temos:
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BC = B'C”
A— A LA% N ABC = AA'B'C"
B=F
N
B
C ]

Figura 1.26: caso de congruéncia LAA,.

Demonstracao. Observando os triangulos tem-se: A=A eB= B\’, o que fornece:
C=180°-A—B=180°—A'—B ="
Portanto, para os triangulos em questao, tem-se que:
BC=BC;B=DB;,C=C

Entao, pelo caso de congruéncia ALA, os triangulos sao congruentes. O]

Proposicao 1.14. Caso especial de congruéncia de triangulos retangulos. Se dois triangulos
retangulos sao tais que a hipotenusa e um dos catetos do primeiro sao respectivamente

congruentes a hipotenusa e a um dos catetos do outro, entdo os triangulos sao congruen-

tes.

AC = A'CY —ANABC = AA'B'C'
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Figura 1.27: Caso especial de congruéncia de triangulos retangulos.

Figura 1.28: Construgao do triangulo A’DC".

Demonstracao. Sejam ABC' e A’B'C’ dois triangulos retangulos tais que A=A = 90°,

AC = A'C" e BC = B'C". Toma-se o ponto D no mesmo alinhamento do segmento A’'B’
de modo que A’ esteja entre B’ e D e tal que A’D = AB, conforme figura 1.28.

Por hipétese AC = A'C", A=C'AD =90 e por construcao AB = A’D entéo,
pelo caso de congruéncia LAL (lado-dngulo-lado), AABC = AA’DC’. E tem-se também

queDC’EWeﬁ:B\.

Assim, DC" = BC' = B'C’ o que mostra que o triangulo C'B’D é isésceles de
base DB’ e, consequentemente, tem-se D= @

Mas como D = Be D = @, entio B = B’. Tendo pela hipétese inicial AC =
AC, A=A e do fato B = E\’, conclui-se pelo caso de congruéncia LAA, (lado-angulo-

angulo oposto) que AABC = AA'B'C".
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1.2 Semelhanca de Triangulos

Apresenta-se a defini¢ao de semelhaga dada por Muniz Neto (2013): “Dois triangulos

sao semelhantes quando existir uma correspondéncia biunivoca entre os vértices de um e

do outro triangulo, de modo que os angulos em vértices correspondentes sejam iguais e

a razdo entre os comprimentos de lados correspondentes seja sempre a mesma” (p. 148).
Usa-se o simbolo (~) para representar semelhaga de triangulos.

De acordo com esse autor, outra forma de dizer que dois triangulos sao semelhan-

tes é quando pode-se dilatar e/ou girar e/ou refletir e/ou transladar um deles de modo a

coincidir com o outro.

\ K

A

Figura 1.29: Triangulo ABC semelhante ao triangulo A’B’'C".

Dos triangulos da figura 1.29 tira-se a seguinte relacao de proporcionalidade:

AB AC BC kd kU B kc

AB T ACT BC ¢ ¥

Esse ntimero real positivo k é chamdo de razao de semelhanga entre os triangulos
ABC e AB'C'. Tomada a semelhaga entre os triangulos A’B'C" e ABC a razao de
semelhaca é %
As proposicoes apresentadas na sequéncia sao condigoes de semelhaca de triangulo

que serao chamadas casos de semelhanga de triangulos. O caso a seguir é conhecido como

caso AA (Angulo—Angulo) de semelhanga de triangulos.

Proposigao 1.15. Dados dois triangulos ABC e A'B'C’, se A=A ¢ B=D entio os

triangulos sao semelhantes.
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Figura 1.30: Caso de semelhanca AA.

Demonstracao. Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180° e por hipdtese

A=A eB=FH, tem—sequea:1800—(121\—1-@):1800—(A\’+§):67.

Figura 1.31: Construgao do triangulo A’DFE.

Toma-se o ponto D sobre a semirreta ﬁ de modo que AB = A’'D e pelo ponto
D traca-se uma paralela a B'C’ que corta W em E. A figura 1.31 exibe a situagao em
que o ponto D pertence ao segmento A’B’. Para o caso em que B’ estd entre A’ e D a
demonstracao ¢ anédloga.

Tem-se entdo A'DE = 23\’, pois sao angulos correspondentes de retas paralelas,
A=A eAB=AD por construcao, assim os triangulos ABC e A'DE sao congruentes
pelo caso de congruéncia ALA.

Segue da proposicao 1.7 que:

AD  AE AB  AC
A8~ AC  AB . AC”
AC  BC
A/Cl = B/C/’

Com um raciocinio andlogo tem-se que concluindo a demonstragao.
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]

O critério de semelhanga de dois triangulos da préxima proposi¢ao é conhecido

como caso LAL de semelhanca de triangulos.

Figura 1.32: Caso de semelhanca LAL.

~ o~ AB
Proposicao 1.16. Se, em dois triangulos ABC e AB'C' tem-se A = A’ e VG
AC

10 k, entao os triangulos sao semelhantes.

~

Demonstracdo. Constréi-se o triangulo DEF que tenha A’B’ = DFE, A=DeB = E,
conforme figura 1.33. Como os triangulos ABC' e DEF tem dois angulos iguais, eles sao

semelhantes de acordo com a proposi¢ao 1.15 (caso de semelhanga de triangulos AA).

Figura 1.33: Construcao do triangulo DEF para o caso LAL de semelhanca de triangulos.

Assim:

AB  AC
DE DF

Como A’B’' = DE tem-se que:
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AC  AB AB AC
DF DE A'B  AC

Implicando em DF = A'C’

Como por construcio tem-se que A’/B’ = DE, D=A=AeDF = A'C", conclui-
se pelo caso de congruéncia LAL que NA'B'C' = ADEF. E como AABC ~ ADEF,
finaliza-se dizendo que AABC ~ NA'B'C". O

O terceiro e tultimo é conhecido como caso LLL de semelhanca de triangulos.

Figura 1.34: Caso de semelhanca LLL.

Proposigao 1.17. Se, em dois triangulos ABC e A'B'C" tem-se:

AB  AC  BC
AB~ AC T BC

entao os dois triangulos sao semelhantes.

Demonstracao. Constréi-se um triangulo DEF' que tenha A= 13, DE = A'B' e DF =
A'C’; conforme figura 1.35.
Segue que:

AB  AC :j AB__AC
A'B  AC DE DF

Portanto, de acordo com o proposi¢ao 1.16 (caso de semelhanga de triangulos
AB

LAL) os triangulos ABC' e DEF sao semelhantes. Entao, também ocorre que: DE =

BC
EF

Desse fato e da hipotese tem-se:
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yd

A B

= g
o
o
m

Figura 1.35: Construgao do triangulo DEF para o caso LLL de semalhanca de triangulos.

BC AB AB BC
B'C'  A'B DE EF

O que implica EF = B'C’". E como ja se tinha por contrucao que DE = A’B’
e DF = A'C" entdo, pelo caso de congruéncia de triangulos LLL tem-se AA'B'C' =
ADEF. Como os triangulos ABC e DEF sao semelhantes, conlui-se que AABC ~
NA'B'C.

]

A proposicao 1.18 a seguir, chamada de relagoes métricas em triangulos retangulos
serd utilizada nos proximos capitulos, por ser de grande importancia para demonstracoes

de teoremas e também em sugestoes de atividades.

Proposicao 1.18. Seja ABC um triangulo retangulo em A, com catetos AB = ¢, AC =
b, e hipotenusa BC' = a. Sendo H o pé da altura relativa a hipotenusa, CH = x, BH =y
e AH = h, tem-se:

i) ah = be.

ii) ar = 0% e ay = .

iii) a® = b + 2.

iv) zy = h?.

Demonstragao. i)e ii). Como AHB =CAB = 90°, ABH = C’EA, os triangulos BAH e

BC A sao semelhantes pelo caso AA, com a correspondéncia de vértices A <> C, H <+ A
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Figura 1.36: Relacoes métricas em um triangulo retangulo.

e B < B. Assim:

BH AB AH AB
AB _ BC CAC T BC

ou, ainda,

Sl

ISEI

= e —.
c a

Chegando em ay = ¢ e ah = be. A relacao ax = b* é provada de forma andloga.
iii). Somando membro a mebro as duas equagoes do item ii), obtem-se a igualdade

alx +y) = b + 2. Mas, como & + Yy = a, tem-se que:
alr+y) =+t aa=0+ad=b+c

Vale ressaltar que o item iii) acima demonstrado, é o conteiido do famoso teorema
de Pitagoras.
iv). Multiplicando membro a membro as duas relagdes do item ii), obtém-se:

be

a.zy = (az).(ay) = (be)? & zy = (3)2 = 2

Sendo que na ultima igualdade foi utilizada a seguinte relacao:

2
ah:bc@h:(%)@iﬂ:(%) .
a a



Capitulo 2
Poligonos Equidecomponiveis

As expressoes que calculam areas de figuras planas, como por exemplo a area
de paralelogramos(Base x Altura), drea de losangos (( Diagonal maior x Diagonal me-
nor)/2) sao obtidas, em geral, com processo de decomposigao em figuras menores que
possuem areas conhecidas. Assim, essa teoria se torna interessante para o ensino de ge-
ometria, pois pode-se calcular areas de figuras complexas, com divisao em figuras mais
simples, e também apresentar atividades ludicas para analisar areas de figuras planas
utilizando manipulacao dos recortes das mesmas.

Nesse capitulo apresenta-se a teoria que envolve a decomposicao de poligonos,
demonstrando os principais fatos que garantem que um poligono pode ser decomposto e
depois recomposto formando outra figura de mesma area.

Mostra-se que um poligono pode ser decomposto e reorganizado produzindo um
quadrado de lado unitario e também demonstra-se o Teorema de Bolyai-Gerwien. Esse
teorema afirma que dois poligonos que possuem a mesma area sao equidecomponiveis, ou
seja, pode-se cortar o primeiro poligono em finitas pecgas poligonais e rearranja-las para

formar o outro poligono.

Defini¢ao 2.1. Um poligono é decomposto quando acontecem véarias subdivisoes (reco-

tes) do poligono original em poligonos menores.

A figura 2.1 exibe um poligono ABCDEF decomposto em poligonos menores

32
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K17K27K37 LERE) K10~

Figura 2.1: Poligono ABC'DEF decomposto em varios poligonos menores.

Definigao 2.2. Dois poligonos P e P’ sao equidecomponiveis quando existem decom-

posicoes:
P=PUPRUPU..UP,e P=PUPUPU...UP,

de tal modo que, cada poligono P, é congruente ao poligono P/, com 1 <i < n. Além
disso exige-se que os poligonos P; tenham seus interiores dois a dois disjuntos, o mesmo

ocorrendo com os P/.

A figura 2.2 mostra um exemplo de poligonos equidecomponiveis: uma cruz grega

formada por 5 quadrados iguais dipostos em forma de “+” transformada em um quadrado.

Figura 2.2: Poligonos Equidecomponiveis.

Outra forma de definicao seria dizer que dois poligonos sao equidecompostos se
¢é possivel decompor um dos poligonos em um numero finito de partes, e por meio de

rearranjos dessas partes compor o outro poligono(BOLTIANSKI,1996).
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Pode-se fazer duas consideracoes acerca da definicao de Boltianski, menos formal:
a primeira é o fato de se decompor um poligono em um numero finito de partes, ou
seja, dividi-lo em poligonos menores, realizando esse processo de divisoes sem necessitar
de calculos complexos. E a segunda consideracao é que esses rearranjos sao entendidos
como a formagao do segundo poligono apenas com as pecas do primeiro poligono com
rotacoes, translagoes e reflexoes.

Tem-se ainda a definicao de grande valor feita por Hilbert em Fundamentos de Ge-
ometria(2003): “dois poligonos dizem-se equidecomponiveis se puderem decompor num
nimero finito de tridngulos congruentes entre si dois a dois.” (p.68)

Uma propriedade importante que é apresentada agora é que a equidecomposicao

de poligonos é uma relacao de equivaléncia.

Proposigao 2.3. Sejam P, P' e M poligonos quaisquer equidecompostos, entao as se-

gquintes relagoes sao satisfeitas:

i) Reflexiva: P € equidecomposto a P;

ii) Simétrica: Se P é equidecomposto a P, entao P’ é equidecomposto a P;

iii) Transitiva: Se P € equidecomposto a M e M é equidecomposto a P, entao P é
equidecomposto a P'.

Demonstracao.

i) Suponha que o poligono P é decomposto nos poligonos Py, P, Ps, ..., P,. E trivial que
todo P; é congruente a ele mesmo parai=1,2,...,n. Assim P = PLUP,UP;U...UP, =

P.

ii) Como P é equidecomposto a P’ entdo por definiggo, P = PLUP,UP;U...UP, e
P =P/UP,UP;U...UP), tal que P, congruente a P/ parai =1,2,...,n. Assim, tem-se
também que P! congruente a P; parai = 1,2,...,n, que nos leva a P' equidecomposto a

P. O que mostra a simetria da equidecomposicao de poligonos.
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iii) Seja P = PLUP,UP;U...UP, uma decomposigao de P em poligonos menores os quais
reagrupados formam M = M; U My U M3 U . ..U M, para cada P; congruente a M;, com
1 =1,2,3,...,n. Por hipétese M é equidecomposto a P’. Tem-se duas possibilidades.
A primeira é: se P’ admite a decomposicdo P’ = P{ U P, U Pj... U P! de tal modo
que M; é congruente a P/, para i = 1,2,...,n, entao, devido a P, ser congruente a M;,
pela transitividade da congruéncia de poligonos, tem-se P; congruente a P/, para i =
1,2,...,n e, assim, P é equidecomposto a P’, o que encerra a demosntracdo. A segunda
possibilidade é para o caso em que P’ nao admite a decomposicao descrita acima. Neste
caso, necessita-se de um refinamento na decomposicao de M, ou seja, os poligonos M; sao
decompostos em poligonos ainda menores, de modo que se tem M; = M;;UMj,U. . .UM;
(m; indica a quantidade de poligonos em que M; foi decomposto) e, assim, M = M;UM,U

UM, = (M UM, U, . .UM, )U(MyUMaU. . .UMy, )U. . .U(M),,UM],U. . .UM, ).
Da hipétese de M ser equidecomposto a P’ acarreta que P’ admite a decomposicao
P'=(PLUPLU...UP)U(PyUPyU...UP, )U...U(P,UPF,U...UP,, ) tal que

o poligono M;; é congruente ao poligono Fj;,

parat=1,2,3,....nej=1,2,3,...,m,.
Agora, em decorréncia da hipétese, M; é congruente a P;; e devido a isso, P; pode ser
decomposto em m; poligonos P; = P;; UP;3UP;3U...UP,,, com o poligono P;; congruente

ao poligono M;;, parat =1,2,3,...,nej=1,2,3,...,m;. Como o poligono M;; também

é congruente ao poligono P!

5, por transitividade de congruéncia de poligonos, tem-se que

P,; é congruente a P/, parai=1,2,3,...,nej=1,23,...,m;. Logo, conclui-se que P

YR
é equidecomposto a P’, finalizando a demosntracao.

]

A seguir demonstra-se alguns teoremas que serao de grande utilidade quando se
realizar atividades de decompor figuras e recompor em outras. Percebe-se que se dois
poligonos sao equidecomponiveis entao eles possuem a mesma area, essa sera a proposicao

seguinte.
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Proposicao 2.4. Dois poligonos equidecomponiveis possuem a mesma drea.

Demonstracao. Sejam P e P’ poligonos equidecomponiveis, entao por definicao exis-

tem decomposi¢oes P = PLUP,UP;U...UP, e PP =P/UP,UP;U...UP/ sendo

n?
P; congruente a P! para i = 1,2,...,n. Como figuras congruentes possuem a mesma
drea e convencionando A(P) e A(P’) as areas de P e P’ respectivamente, tem-se que

AP)=AP)+...+A(P,) = A(P))+...+ A(P)) = A(P’). Portanto a area do poligono

P é igual a area do poligono P’. ]

Uma pergunta que surge é: a reciproca dessa proposicao é verdadeira? Ou seja,
dois poligonos de mesma area sao equidecomponiveis? A resposta a essa pergunta é
sim, sendo também o Teorema de Bolyai-Gerwien. Ele foi demonstrado em 1832 por
F. Bolyai e independentemente, por P. Gerwien. Farkas Bolyai foi o pai do famoso
matemético hingaro Janos Bolyai, descobridor da geometria hiperbdlica (que também
teve contribuigao de Lobatchevski e Gauss). Gerwien foi um matemético amador alemao.

Na sequéncia sao apresentados algumas proposicoes que sao uteis na demons-

tracao de tal teorema.
Proposicao 2.5. Todo triangulo € equidecomponivel a um retangulo.

Demonstracdo. A prova sera dividida em trés casos:
i) Quando o triangulo é acutangulo;
ii) Quando o triangulo é retangulo;

iii) Quando o triangulo é obtusangulo.
O item i) ¢ o primeiro a ser demonstrado:
A figura 2.3 representa a decomposi¢ao de um triangulo acutangulo ABC' em um
retangulo GJLK:
No triangulo ABC marcam-se D e E, pontos médios respectivos aos lados AB e
AC formando o segmento DE. Demarca-se o ponto F, de modo que o segmento AF seja

perpendicular a DE. Atribui-se (1) ao AADF, (2) ao AAEF e (3) ao trapézio BCED,



37

Figura 2.3: Triangulo ABC equidecomposto em retangulo GJLK.

assim, usando o trapézio (3), e os triangulos (1) e (2) construimos o retangulo GJLK
com a mesma area do triangulo.

Para melhor visualizacao, a figura 2.4 traz o retangulo sobreposto ao triangulo.

Figura 2.4: Retangulo sobreposto ao triangulo.

Como AD = BD, pois D é ponto médio de AB, e ainda ADF = GIA?B, por serem
opostos pelo vértice, e também BGD = AFD = 90°, pelo caso de congruéncia LAA,,
ANADF = ABDG.

Com um raciocinio analogo podemos conclui-se que AAEF = ACEH.

Dessa forma as pegas do triangulo ABC' se encaixam no retangulo construido.
Logo, o triangulo acutangulo ABC pode ser decomposto em um retangulo de mesma
area.

Agora demonstrar-se-4 ii), ou seja, a decomposi¢ao de um triangulo ABC reto
em B em um retangulo de mesma area, conforme figura 2.5.

Marca-se o ponto médio D de AB e E ponto médio de AC e indica-se o trapézio
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Figura 2.5: Triangulo retangulo ABC' decomposto em retangulo FGH J.

BCED e o triangulo ADE por (1) e (2) respectivamente. Entao o trapézio(1l) e o
triangulo(2) sdo recompostos para formar o retangulo FGH J.

Para melhor compreensao considere a sobreposicao do retangulo no triangulo

ABC, exibida na figura 2.6.

Figura 2.6: Sobreposi¢ao do retangulo no triangulo ABC.

O segmento AE é congruente ao segmento C'E, pois £ é ponto médio de AC,
tem-se ainda que AED = C’EF, angulos opostos pelo vértice, e ADE = CFE = 90°,
dessa forma, pelo caso de congruéncia LAA, os triangulos ADFE e C'E'F sao congruentes.
Assim, o triangulo ABC' e o retangulo BC'F D sao equidecomponiveis, de modo que se
conclui que o triangulo retangulo ABC' é decomposto em um retangulo de mesma érea.

Agora finalizando a demonstragao, o item iii):

Também pode-se decompor um triangulo obtusangulo em um retangulo de mesma
area, conforme figura 2.7.

A demonstracao séra feita em duas partes: primeiro mostrando a congruéncia do
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Figura 2.7: Decomposicao do triangulo ABC no retangulo GHIL.

triangulo CDE com o triangulo GJK e depois a congruéncia do triangulo BDF' com o
triangulo GK L.

Sejam D e E os respectivos pontos médios dos lados BC' e AC do triangulo
obtusangulo ABC'. Seja ainda F' um ponto tal que F esta entre I’ e D de modo que
EF é congruente a ED, como exibido na figura 2.8. Assim, AEF = CED por serem
opostos pelo vértice, e ainda AE = CE, pois E é ponto médio de AC, entdo pelo caso

de congruéncia lado - angulo - lado (LAL), AAEF = ACDE.

Figura 2.8: Sobreposigao do paralelogramo ABDF no triangulo ABC'.

Sejam G e H os pés das perpendiculares baixadas, respectivamente, dos pontos
B e A areta que passa por D e E, como exibido na Figura 2.9. Assim AHF = BGD =

90°.

Como BD = CD, pois o ponto D é médio do segmento BC' e AF = CD, pois



40

NAFEF = ACED, tem-se que AF = CD = BD. E tem-se ainda:

GDB = 180° — CDE = 180° — AFE = HF A

Figura 2.9: Recomposi¢ao do triangulo ABC em um retangulo.

Entao pelo caso de congruéncia LAA, (Lado—Angulo—Angulo Oposto), o triangulo
AHF é congruente ao triangulo BDG. Conclui-se entao, que o triangulo ABC' é equide-

componivel com o retangulo ABGH de mesma &rea.
O

Proposicao 2.6. Todo retangulo pode ser decomposto em um quadrado de mesma drea

Demonstracdo. Sera feita uma construgao para provar que sempre existe um quadrado
de mesma area de um retangulo. Para isto utiliza-se régua e compasso: seja o retangulo
ABCD de altura a e base b, cria-se um segmento formado pela altura e a base desse

retangulo alinhados, ou seja, o segmento EG e nele marca-se o ponto F de tal modo que

EF =be FG = a, assim EG = a + b conforme figura 2.10.

Figura 2.10: Retangulo ABCD e segmento EG formado pela altura e base do retangulo

alinhados.
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Desenha-se um circulo com centro em H, ponto médio de EG que também é diametro
desse circulo, e traga-se por F' um segmento F'I perpendicular a FG, sendo I um ponto
sobre a circunferéncia, conforme figura 2.11. Utilizando relagdes métricas no triangulo

retangulo, tem-se F'I = v/ab, que é a medida do lado do quadrado desejado.

vab

Figura 2.11: Construgao da medida do lado do quadrado JKLM.

Essa construgao mostra que sempre existe um quadrado que possui a mesma area
de um dado retangulo, assim, resta fazer a decomposicao do retangulo nesse quadrado.

Para que exista a construcao da transformagao desse retangulo em um quadrado
de mesma area, e possa ser feita da forma sugerida adiante, tem-se que verificar se algum
dos lados do retangulo é maior que duas vezes o lado do quadrado, ou seja, maior que
duas vezes a média geométrica dos lados desse retangulo, nio podendo ocorrer b > 2v/ab
ou a > 2v/ab.

Supde-se que aconteca b > 2v/ab, entao divide-se esse retangulo em dois retangulos
congruentes de lados a e % e agrega-se essas figuras formando um novo retangulo de lados
2a e %, conforme figura 2.12.

Assim, a média geométrica no retangulo ABC'D é vab, sendo a mesma média
geométrica do retangulo FGJI que é ,/2.@.% = Vab.

Se ainda algum dos lados do retangulo continuar o dobro da média geométrica,

entao continuam-se as divisoes, repetindo o processo quantas vezes for necessario, pois
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R

Figura 2.12: Retangulo ABCD de lados a e b e retangulos sobrepostos de lados a e %

a média geométrica permanece inalterada, obtendo entao um retangulo que possui lados
menores que o dobro do lado de um quadrado de mesma area.
Na préxima construgao, serd feita efetivamente a transformagao de um retangulo

em um quadrado de mesma area.

A D

E H F
\ |

B c G

Figura 2.13: Quadrado ABC'D sobreposto ao retangulo BEFG.

Primeiro sobrepoe-se o quadrado ABC'D no retangulo BEFG, conforme figura
2.13, em seguida desenha-se AG e como adimite-se que a base do retangulo é menor que o
dobro da base do quadrado, entdo AG intersecta o lado do quadrado no ponto I, interior
do retangulo.

Tem-se o retangulo BEFG com EB = a e EF = b, e o quadrado ABC'D com
lado | = vab. O segmento tracado AG intersecta EF no ponto H e C'D no ponto I.
Como C1 é paralelo a AB, sao semelhantes os triangulos AABG e AICG.

Assim:
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AB _ BG [ b

CICG Tl b=l
Portanto:

(b—1) bl—1 bl—ab b(l—a)

=== =% b

=[—a.

Concluindo que DI = a = FG.
Da mesma forma, como EH e BG sdo paralelos, entao AAEH ¢ ANABG séo
semelhantes, e:

AE EFH l—a FEH

AB _BG 1 b

Portanto:

bl—a) bl—ab bl—12 1(b—1)

EH =—— I I

—b—1

Assim, FH =1 = AD.
Como ADI = 90° = EFG , pelo caso de congruéncia de triangulos LAL, conclui-
se que AADI = ANHFG.
Como FH =1 = AD e AD =1 = BC (lados do quadrado ABCD) entao
FH = B(C,assim FH = EF—FH =b—1 = BG—BC = CG eaindacomo DI =a = FG
e FG = a = EB (lados do retangulo BEFG), entao AE = AB—EB =[l—a=CD-DI =

ClI.

Do fato de AEH = 90° = IaG, FH = CG e AE = C1, entdo pelo caso de
congrueéncia LAL, ACGI = AEHA.

Efetuando translagao do AH F'G, fazendo coincidir com o AADI, e também, a
translacao do ACGI combinando com AEH A, constréi-se o quadrado de lado [ desejado,

com a mesma area do retangulo inicial. ]

Proposicao 2.7. Dois quadrados dados sao equidecomponiveis a um quadrado cuja drea

€ iwgual a soma das dreas dos outros dois.
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F G
A E D
=] C

Figura 2.14: Quadrado DEF'G colocado acima do quadrado ABCD.

Demonstracao. Os quadrados sao dispostos conforme a figura 2.14 seguinte:
Desenha-se o segmento AG e as retas r e s perpendiculares a AG passando,
respectivamente, pelos pontos A e G. Seja H o ponto de intersecdo entre a reta r e BC,
tem-se AH. Desenha-se ainda HI perpendicular a AH, de forma que o ponto I pertenca
A reta s perpendicular a AG. Desenha-se ainda IJ perpendicular a CG, sendo J ponto

do segmento CG.

F G
K
E [n]
J
[
B [

Figura 2.15: Trasformagao dos quadrados ABC'D e DEFG no quadrado AGIH.

Tem-se que DAH = a e DAB = 90° = GA\H, entao:

BAH = 90° — DAH = 90° — a = DAG
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Além disso, os catetos AB e AD dos triangulos ABH e ADG, respectivamente,
sao congruentes, pois sao lados do quadrado ABC D, os angulos ABC e ADG sio retos
entdo, pelo caso de congruéncia de triangulos ALA, AABH = NADG. Assim, BH =
DG.

Como o triangulo ABH é retangulo em B . pelo Teorema de Pitdgoras AH? =
AB? + BH?. Como BH = DG, tem-se AH? = AB? + DG?.

Dai conclui-se que a drea do quadrado AGIH é igual a soma das areas dos quadrados

ABCD e DEFG.

]

Feita toda essa andlise, construiu-se uma base tedrica consistente para demonstrar
o Teorema de Bolyai-Gerwien, citado no inicio do capitulo e que garante a reciproca da
Proposicao 2.4.

Farkas Bolyai (1775-1856), nasceu em Bolya, perto de Nagyenyed (Hungria) em
9 de Fevreiro de 1775. Até os 6 anos de idade, Farkas foi ensinado pelo pai, de certo modo
um erudito, e depois entrou na famosa escola calvinista em Nagyenyed. A especializacao
em matematica de F. Bolyai foi determinada pelos anos em Gottingen. Comecou, entao,
a tomar forma em seu pensamento um sistema matematico para mais tarde lidar com o 5°
postulado de Euclides. Paul Gerwien foi um matematico amador alemao, que conseguiu

provar esse mesmo teorema em 1833.
Teorema 2.8. (Bolyai-Gerwien)Dois poligonos de mesma drea sao equidecomponiveis.

Demonstracao. Toma-se inicialmente um dos dois poligonos considerados, e utilizando o
postulado p1, citado no capitulo 1, que todo poligono pode ser dividido em um nimero
finito de triangulos, tem-se o poligono inicial dividido em varios triangulos menores. Uti-
lizando a Proposicao 2.5, transformam-se esses triangulos em varios retangulos de mesma
area. Prosseguindo, vale-se do resultado da Proposi¢ao 2.6, que assegura a tranformacao
desses retangulos em quadrados com a mesma area. Agora existem varios quadrados

originados a partir da figura inicial, assim aplicando a Proposi¢ao 2.7 juntam-se esses
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quadrados dois a dois os convertendo em um tunico quadrado que possui a mesma area
do poligono original, j4 que as transformacoes foram feitas preservando areas. Todas as

transformacoes estao representadas na figura 2.16.

Figura 2.16: Transformagao de um poligono em um quadrado.

Fazendo o mesmo procedimento com o segundo poligono obtem-se outro quadrado
com a mesma area desse poligono. E claro que as pecas dos quadrados que foram formados
nao sao necessariamente congruentes. Para se obter a equidecomposicao explicita de um
poligono no outro, basta sobrepor os dois quadrados e fazer novos cortes de tal forma
que todos os cortes no primeiro quadrado aparecam no segundo, e vice-versa. Assim,
conclui-se que é sempre possivel fazer a equidecomposicao de poligonos que tem a mesma

area. O



Capitulo 3

Propostas de Atividades Envolvendo

a Decomposicao de Poligonos

Neste capitulo serao apresentadas sugestoes de atividades para se trabalhar no
ensino fundamental (6° ao 9° ano) e ensino médio. As atividades envolvem decomposicao
de poligonos e teorias apresentadas nos capitulos anteriores. Em todas as atividades
apresentadas serao expostas diferentes propostas de trabalho, seguidas das respectivas
demonstragoes e resolucoes dos problemas, podendo ser trabalhadas como oficinas em
forma de quebra-cabecas, exigindo conhecimentos dos conceitos de areas de figuras planas,
semelhancas e congruéncias de triangulos e também construcoes geométricas.

Resolugao de problemas é ferramenta basica importante no processo de apren-
dizagem na matematica, a apropriacao do conhecimento matematico ocorre resolvendo
problemas. O aluno que se depara com situacoes desafiadoras pode aprender mais e
melhor o contetido que esta sendo trabalhado.

Pode-se utilizar a resolucao de problemas em sala de aula para: introduzir concei-
tos matematicos de dificil compreensao, dar significado a conceitos ja aprendidos, fazer os
alunos tomarem decisoes com raciocinio para resolucao dos mesmos, dentre outros, tor-
nando o emprego da resolucao de problemas uma metodologia de trabalho em matematica

muito eficaz no processo de ensino-aprendizagem.

47
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Utiliza-se o Curriculo Referéncia da Rede Estadual de Educacao de Goias para
sugestao das séries em que todas as atividades devem ser aplicadas. Nessas séries sao tra-
balhados conceitos de areas de figuras planas, semelhancas e congruéncias de triangulos.

A primeira atividade é uma demonstracao do Teorema de Pitdagoras.

3.1 Atividade 1- Teorema de Pitagoras através da

Decomposicao de Areas.

Sao varias as demonstracoes do Teorema de Pitadgoras. Dentre elas, pode-se
destacar esta retirada de OLIVEIRA(2008), por decomposicao de areas, pois envolve a
decomposicao dos quadrados sobre os catetos em poligonos menores tal que rearranjados
formem o quadrado maior.

Essa atividade pode ser trabalhada com alunos do 9° ano do ensino fundamental e
também 2? série do ensino médio pois, conforme o curriculo referéncia da rede estadual de
educacgao de Goids, sao nessas séries que se estudam conteidos fundamentais de areas de
figuras planas e do Teorema de Pitagoras. Durante a realizacao da atividade o professor
pode também fazer a revisao de conceitos matematicos como congruéncia e semelhanca
de triangulos, tendo como objetivo principal demonstrar o Teorema de Pitagoras.

Resgatando o enunciado do Teorema de Pitdgoras do livro Elementos EUCLIDES
(2009): “nos triangulos retangulos, o quadrado sobre o lado que se estende sob o angulo
reto € igual aos quadrados sobre os lados que contém o angulo reto.” (p.47)

Pode-se entao reformular esse enunciado para: a soma das dreas dos quadrados
construidos sobre os catetos de um triangulo retangulo € igual a drea do quadrado cons-
truido sobre a hipotenusa desse triangulo.

Na figura 3.1 tem-se um triangulo retangulo com trés quadrados construidos sobre
seus lados, e o recorte do quadrado sobre um dos catetos, cujos recortes juntamente com
o quadrado sobre o outro cateto serao encaixados no quadrado maior construido sobre a

hipotenusa.
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Figura 3.1: Tlustracao utilizada na demonstragao do Teorema de Pitagoras via decom-

posicao de poligonos.
Uma possivel solucao para a atividade 1 proposta estd ilustrada na figura 3.2.
Nesta solucao as pecas precisaram somente ser transladadas, nenhuma foi rotacionada ou

refletida.

Analisando o recorte das pecgas verifica-se a veracidade da solugao. Considere o

triangulo retangulo ABC, construa sobre os catetos AB, BC e AC, respectivamente, os
quadrados ABDE, BCFG e ACHI. Seja J o centro do quadrado BCFG, ou seja, J é a

intersecao das diagonais desse quadrado. Sejam M, L, N e K pontos sobre os lados BC,

CF, FG e GB do quadrado BCF@, respectivamente, de modo que o segmento M N seja
paralelo aos lados CH e Al e KL seja paralelo aos lados AC' e TH do quadrado ACHI.
Assim os cortes KL e MN produzem as pecas 1, 2, 3 e 4 no quadrado BCFG. A peca
5 é simplesmente o quadrado ABDE.

Como KL e MN sao paralelos a AC e C'H e estes sao segmantos perpendiculares,

entao, KL e M N sao perpendiculares também. Assim as pecas 1, 2, 3 e 4 formam angulos
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Figura 3.2: Sugestao de solucao da atividade 1, com encaixe das pegas 1,2,3,.4 e 5 no

quadrado ACHI.

retos no vértice J.

Figura 3.3: Ilustracdo utilizada na demonstracio que .J é ponto médio de KL e de M N.

Sejam os pontos W e Z tais que JW e JZ sao perpendiculares respectivamente
aos lados BC' e BG, como exibido na figura 3.3. Assim BW.JZ é um retangulo e K J7 =
90° — KJW = MjW, ja que KL e MN sao perpendiculares. Por JW e JZ serem
perpendiculares aos lados do quadrado BC'F'G e por passarem pelo seu centro J, entao

JW = JZ com medida igual a metade do lado desse quadrado. Assim, por ALA,
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AKJZ = AMJW e dessa congruéncia observa-se que JM = JK. Com raciocinio

analogo, pode-se mostrar que JK = JM = JN = JL.

Com o auxilio da figura 3.2 e pelos critérios de divisao do quadrado BCFG,
percebe-se que o quadrilatero AC' LK, possui os lados opostos paralelos caracterizando-se
um paralelogramo, desta forma AC = KL, inferindo que JK, JL, JM e JN possuem
medidas iguais a metade do lado do quadrado ACHI. Desse fato, juntamente com as
pecas 1, 2, 3 e 4 possuirem angulos retos no vértice J, implica que essas pegas podem ser
deslocadas de forma que se encaixem no quadrado ACHI, entao fica demonstrado que
as pecgas cobrem todo o quadrado ACHI, exceto pelo quadrilatero central, que possui
todos os angulos retos. Para finalizar sera mostrado a seguir que esse quadrilatero é a
peca 5, ou seja, o quadrado ABDE.

Observando o encaixe exibido na figura 3.2, percebe-se que OV = CL e PV =
BK, assim OP =0V — PV =CL - BK = AB+ BK — BK = AB. Da mesma forma,
mostra-se que todos os lados do quadrilatero central sao iguais aos lados do quadrado
ABDE, isso demonstra que a peca 5 encaixa perfeitamente sobre o quadrado central
rodeado pelas pecas 1, 2, 3 e 4. Portanto essa configuragao resolve o problema da demos-

tracao do Teorema de Pitagoras, usando decomposicao de poligonos.

3.2 Atividade 2 - Tridngulo Equilatero Tranformado

em Quadrado.

Esta classica equidecomposicao foi descoberta por Henry Dudeney em 1902, inven-
tor de quebra-cabecas, sendo uma forma simples de equidecomposicao que é apresentada
em seguida. Essa atividade pode ser realizada no 8° e/ou 9° anos do ensino fundamental e
também 2% e/ou 3* séries do ensino médio pois, sdo nessas séries que o curriculo referéncia
da rede estadual de educagao de Goids, traz conteudos de figuras planas e também estudo
de construgoes geométricas. Nas séries do ensino fundamental o professor pode somente

aplicar a construcao das pecas e montagem da atividade, ja nas séries do ensino médio
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o professor pode além de contruir as pecas e montar o quebra-cabeca, explicar como e
o porqué das pecas se encaixam utilizando congruéncias e semelhancas de triangulos. O
professor pode construir com os alunos os segmentos no triangulo que serao recortados
ou simplesmente entregar uma ficha pronta com o triangulo e os segmentos para que os
alunos recortem e montem o quebra-cabeca.

Considere um triangulo equilatero ABC, sendo b o lado desse triangulo e h sua
altura, A, e A; indicam as dreas do quadrado e do triangulo equildtero, respetivamente,
e [ indica o lado do quadrado a ser gerado que é a média geométrica entre a metade do

lado e altura desse triangulo, conforme segue:

Aq:AM:)lQ:%:)Z: %

Na préxima construgao encontrar-se-a o segmento DG que representa o lado desse

quadrado procurado.

Figura 3.4: Construcao do lado de um quadrado de mesma area de um triangulo equildtero

ABC.

Considerando o triangulo equilatero ABC, conforme figura 3.4, seja D ponto
médio de BC. O ponto E é o encontro do arco de centro em D e raio CD com a reta
que passa por A e D, de modo que DE = CD. F é ponto médio de AF e o ponto G
é o encontro da semirreta 58 com o arco de centro F e raio FE, assim, utilizando as
relacoes métricas no triangulo retangulo obtém-se DG que é a média geométrica entre a

metade do lado e a altura do triangulo ABC, portanto DG é o lado do quadrado.
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O triangulo ABC' sera recortado para poder montar o quadrado com a mesma
area. Para isso constréi-se uma circunferéncia de centro D e raio DG, cujo encontro com
o lado AB do triangulo ABC é o ponto H, coforme figura 3.5. O segmento formado DH

¢é o lado do quadrado.

Figura 3.5: Recortes das pecas do triangulo ABC' para formar o quadrado de mesma

area.

I é o ponto médio do segmento AC, traca-se IJ de tal forma que J estd em DH
e I.J é perpendicular a DH. Marca-se o ponto K de tal forma que HK = Al, ou seja,
HK ¢ igual a metade do lado do triangulo ABC. Considere o ponto L em DH tal que
KL seja perpendicular a DH, conforme figura 3.5.

Para se montar o quadrado numeram-se os recortes feitos no triangulo ABC

conforme figura 3.6:

Figura 3.6: Numeragao das pecas de recorte do triangulo ABC.

Girando o triangulo ABC' 180° em torno do ponto C, tem-se a configuracao da

figura 3.7:
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Figura 3.7: Rotagao de 180° do triangulo ABC'.

Em seguida, rotacione a peca 1, ao redor do ponto D de um angulo de 180°, no
sentido horario de modo que o vértice C' da peca 1 coincida com o vértice B da pega 4,

conforme exibido na figura 3.8.

Figura 3.8: Rotacao e encaixe da pega 1.

Translade a peca 2 de modo que o seu vértice A coincida com o vértice B. Assim,

a pega 2 encaixa-se a peca 1, como ilustrado na figura 3.9.

Figura 3.9: Translacao e encaixe da peca 2.

Rotacione a peca 3 de um angulo de 180° no sentido anti-horario, ao redor do
ponto K, de modo que ela se encaixe na parte de cima, terminando assim a montagem

do quadrado desejado, conforme exibido na figura 3.10.
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Figura 3.10: Quadrado equidecomponivel com triangulo equildtero ABC.

3.3 Atividade 3 - Relacao Entre Areas.

Essa atividade, retirada de ARAUJ 0O(2013), pode ser trabalhada com alunos da 12,
2% e 3% séries do ensino médio pois, essa atividade foi elaborada nos moldes de problemas
de olimpiadas de matematica e requer um raciocinio mais elaborado e maduro dos alunos.
O professor pode entregar uma copia da figura 3.11 abaixo com o enunciado e pedir para
os alunos encontrarem uma relacao entre as areas. Esse é um problema que envolve a
decomposicao de dreas em sua resolucao, dependendo apenas da percepcao do fato de
que precisa dividir a figura em dois trapézios e aplicar a proposicao 1.3 de relagao entre
areas de triangulos do capitulo 1.
No trapézio ABCD da figura 3.11, o lado AD é paralelo ao lado BC. Determine

a relacao entre as areas S,57 e Sy ali indicadas.

Figura 3.11: Trapézio da atividade 3.

Ao tracar o segmento E'F observa-se que sera formado dois outros trapézios

ABEF e CDFE, que divide o trapézio maior ABC'D em duas partes e também a regiao
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Sem S eS”, como pode ser observado na figura 3.12.

Figura 3.12: Divisao do trapézio ABC'D em dois outros trapézios: ABEF e CDFFE.

No capitulo 1 a proposicao 1.3 diz que todo triangulo com a mesma base e a
mesma altura possuem a mesma &area, entao as areas dos triangulos ABF e AEF sao
iguais, pois possuem a mesma base AF e a mesma altura do trapézio ABC'D e também
as areas dos triangulos DEF e DCF sdo iguais por possuirem a mesma base DF e a
mesma altura do trapézio original.

Como o triangulo AFK é comum aos triangulos ABF e AEF e eles possuem a
mesma area, entao as regides S; e S’ possuem a mesma area, da mesma forma o triangulo
FDL é comum aos triangulos DEF e DCF que possuem a mesma area, portato a area

da regido S, é igual a drea da regido S". Assim:
S=98+5"=8 +5,.

Concluindo que, no trapézio ABCD a area S é igual a soma das medidas das

areas das partes S7 e Ss.

3.4 Atividade 4 - Transformacao de um Hexagono

Regular em um Quadrado.

Nssa atividade, que segue a linha da atividade 2 e foi retirada de KAGOIKI(2001),
o professor pode entregar as pecas do quebra-cabeca montado como um hexdgono e

pedir que os alunos o tranforme em um quadrado, ou entao ao contrario, entregar as
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pecas montadas como um quadrado e pedir para que transforme-as em um hexagono. O
exercicio também pode ser trabalhado no 8° e/ou 9° anos do ensino fundamental e também
2% e/ou 3* séries do ensino médio pois, sao nessas séries que o curriculo referéncia da rede
estadual de educacao de Goids, traz conteudos de figuras planas e também estudo de

construcgoes geométricas. Pode ser feito junto com os alunos a construgao das pegas.

m

m lw]
m (9]
L
(]
I=

Figura 3.13: Hexdgono com os segmentos AE e CG.

Dado um hexégono regular ABCDEF traca-se o segmento AE. Constréi-se um
segmento partindo do ponto C' e até um ponto qualquer G no segmento AE. O segmento

CG é do tamanho do lado do quadrado a ser encontrado, conforme figura 3.13.
c
D B
J H
G
E‘\/A
F

Figura 3.14: Recorte das pegas do hexdgono ABCDEF para formar o quadrado de

mesma area.

Partindo do ponto médio H de AB traca-se um segmento HI perpendicular a
CG. Partindo do ponto médio J de DFE traca-se um segmento JK perpendicular a CG,
que pode ser visto na figura 3.14. Construindo assim os recortes no hexdgono ABCDEF

que reagrupados formarao o quadrado desejado.
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Para montar o quadrado, primeiro enumera-se as pecas do hexagono recortadas,

de acordo com a figura 3.15.

Figura 3.15: Numeracao das pecas de recorte hexagono ABCDFEF.

Translade a peca 1 para a esquerda até que o ponto A coincida com o ponto G,

figura 3.16.

Figura 3.16: Translagao da peca 1.

Translade a pega 2 e encaixa-a conforme figura 3.17.

Figura 3.17: Translacao da pega 2.
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Mova a peca 4 para baixo e encaixe-a, conforme figura 3.18.

Figura 3.18: Movimento feito com a peca 4.

Finalizando encaixe a pega pega 5 obtendo a figura 3.19.

Figura 3.19: Encaixe da peca 5.

Concluindo assim a montagem do quadrado a partir do hexagono regular ABCDFEF'.

3.5 Atividade 5 - Calculando a Area do Paralelo-

gramo.

Esta atividade tem como objetivo verificar que todo paralelogramo é equidecom-
ponivel ao retangulo de mesma base e mesma altura e definir uma expressao matematica
ou “férmula”para a area do paralelogramo, podendo ser trabalhada no 7° e 8° anos do en-
sino fundamental e 2* série do ensino médio, pois de acordo com o curriculo referéncia da
rede estadual de educacao de Goids, sao nessas séries que se estuda o calculo de dreas de
figuras planas, assim o professor quando for utilizar a expressao matematica que calcula

essa area do paralelogramo pode primeiro demonstra-la aos alunos.
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O professor pode entregar folhas de tamanho A4 com o paralelogramo ja dese-
nhado, ou papel quadriculado para que os alunos construam o paralelogramo, aprovei-

tando ainda para explicar caracteristicas dessa figura na realizacao da atividade.

Figura 3.20: Paralelogramo ABCD com altura DE.

Para o desenvolvimento do exercicio, deve-se construir primeiro um paralelogramo
ABCD qualquer, em seguida, tracar sua altura, como observado na figura 3.20, ou seja,
o segmento DE perpendicular ao segmento AB.

Recorte o triangulo ADE e translade encaixando o segmento AD no segmento

BC, conforme exibido na figura 3.21.

Figura 3.21: Obtencao do retangulo FCDFE apéds a translacao do triangulo ADFE.

Verifica-se que o paralelogramo ABCD original é equidecomponivel com um
retangulo de mesma base, e mesma altura, portanto suas dreas sao iguais. Assim a

area de um paralelogramo ¢ igual a drea de um retangulo: base x altura.
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3.6 Atividade 6 - Calculando a Area do Trapézio.

Nessa atividade um trapézio sera transformado em um retangulo definindo uma ex-
pressao matematica para o calculo de sua area. Podendo ser trabalhada no 7° e 8° anos do
ensino fundamental e 2% série do ensino médio. Da mesma forma que obtém-se a férmula
que calcula a area do paralelogramo pode ser feita com o célculo da formula da area do
trapézio. Assim, como na atividade anterior, de acordo com o curriculo da rede estadual
de educacgao de Goids, é nessas séries que se estudam o calculo de areas de figuras planas

tanto no ensino fundamental quanto no ensino médio.

1l\~

Figura 3.22: Trapézio ABC'D com base maior b, base menor b e altura h.

O professor pode entregar uma folha de papel com um trapézio desenhado ou
uma folha quadriculada para que os alunos possam desenhéa-lo. Na atividade podem ser
trabalhados conceitos de geometria plana como congruéncia e caracteristicas do trapézio.

Iniciando constréi-se um trapézio ABCD, de base menor b = BC' e base maior
b = AD, conforme figura 3.22. Considere o ponto P em AD de forma que BP seja
perpendicular a AD, ou seja, a altura do trapézio é h = BP.

Marcando os pontos médios E e F dos respectivos segmentos AB e CD, tracam-se
0 segmento EF eos segmentos BGeCH perpendiculares ao EFcomGeH pertencentes

ao segmento EF, conforme figura 3.23.
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Figura 3.23: Trapézio ABC'D com construcdo de BG e CH perpendiculares a EF.

Na figura 3.24 tem-se o retangulo AILK sobreposto ao trapézio ABCD. O
triangulo ABFEG ¢ congruente ao triangulo AAFET pelo caso de congruéncia de triangulos
LAA, (Lado—Angulo-Angulo oposto), pois possuem BEG = AEI (opostos pelo vértice),

AIE = BGE = 90° ¢ AE = EB, pelo mesmo motivo ACFH = ADFJ.

T
-

Figura 3.24: Retangulo AI LK sobreposto ao trapézio ABCD.

O retangulo BCHG ¢ transladado e encaixado no retagulo DJLK, pois JD =
CH, pela congruéncia dos triangulos CFH e DF.J, mostrando que o trapézio ABCD é
equidecomponivel com o retangulo AILK.

Para determinar a expressao matematica que fornece a area do trapézio, basta
calcular a area do retangulo AILK. A altura desse retangulo é %, pois o segmento EF
divide a altura do trapézio h em dois segmentos iguais, a base do retangulo é a soma de

AD e DK, mas DK = BC, entdo a medida da base serda: b+ b. Assim:
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(b+b) x h

Area trapézio ABCD = — Area do retangulo AILK.



Consideracoes Finais

Atividades para calcular areas de poligonos, em que divide-se esses poligonos
em figuras menores e conhecidas, as quais, sabe-se como calcular as areas, é recorrente
em livros didaticos. Com esse trabalho estabeleceu-se uma teoria que embasa essa pratica
e também cria uma proposta do trabalho com atividades que podem ser relevantes e ao
mesmo tempo aplicaveis em sala de aula facilitando o trabalho do professor.

As sugestoes do capitulo 3 servem para que o professor utilize da equidecom-
posicao de poligonos para resolver problemas de areas de figuras planas. Nesse sentido,
cabem aos préximos trabalhos que surgirao dessa proposta, aplicar essas atividades para
que se consiga verificar os resultados. Também, pode-se sugerir que se criem outras
atividade lidicas para essa mesmo tema.

Uma outra proposta surge da pergunta que se pode fazer: existe um resultado
analogo transpondo do plano para o espaco? Ou, se dois sélidos possuem o mesmo volume
sao equidecomponiveis? Por exemplo, um tetraedro e um cubo que possuem o mesmo
volume sao equidecomponiveis? Esse problema é simplesmente o terceiro teorema de
Hilbert.

Para finalizar, este trabalho foi de grande relevancia para mim enquanto pro-
fessor, pois contribuiu para um grande aperfeicoamento profissional e pessoal, pois tive a
possibilidade de ampliar meus conhecimentos e discutir métodos para trabalhar conteidos

de geometria.
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