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Resumo

Trabalhando com o Ensino Fundamental II, nas escolas publicas, foi percebido que as
operacoes com numeros inteiros é um conhecimento nao consolidado para os estudantes,
o que dificulta muito a continuidade dos assuntos a serem estudados.

Um outro tabu é a deficiéncia na significacao de fracao. O aluno nao avancou ao desen-
volver o sentido concreto de fracao e assim também nao consegue avancar ao evoluir a
nocao de fragao para um sentido abstrato.

Este trabalho pretende propor atividades para o ensino de Matematica, a partir de dois
modelos concretos. O primeiro significa as operacoes entre nimeros inteiros, como a
acepcao da regra de sinais e o segundo retrata as operacgoes com fracoes, tentando suprir
a deficiéncia do ensino destes dois assuntos tao importantes para o cotidiano.

Palavras chaves:Inteiros, Racionais, Liidico.



Abstract

Working with Elementary School II, in government schools, it was realized that the inte-
ger operations are a non- consolidated knowledge to the students, which greatly hampers
the continuity of the subjects to be studied.

Another taboo is the deficiency in significance of the mathematical operations on fracti-
ons. The student has not progressed to develop concrete sense of those operations and so
cannot move to evolve to an abstract sense.

This work intends to propose activities for the teaching of mathematics, from two spe-
cific models. The first means transactions between integers, as the meaning of the signs
rule and the second depicts the operations with fractions, trying to meet the educational
deficiency of these two mathematical issues that is so important in everyday life.

Key words: Integer, Rational Number, Playful.
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Introducao

O ensino de fragoes nos primeiros anos do Ensino Fundamental, que deve ter uma
abordagem concreta para a preparacao da abordagem algébrica no inicio do Ensino Fun-
damenta II, nem sempre fica retido pelas criancas, é notoria a dificuldade delas. E quando
nao sao elucidadas, a falta de sapiéncia com este assunto gera inseguranca, desmotivacao
e entraves para a sua evolucao matematica.

Um outro grande obstaculo para alguns estudantes é compreender as operacoes
no ambito do conjunto dos Inteiros, principalmente quando se diz respeito aos nimeros
negativos. Muitos professores que introduzem este assunto em sala de aula, ilustram as
operacoes deste conjunto com situacoes do cotidiano e geralmente situacoes financeiras,
em que os numeros positivos representam crédito e os negativos, débito. Contudo existe
uma grande dificuldade de expor a polaridade do produto de um par de niimeros negativos.

Ao longo dos anos, na escola particular, fui percebendo a dificuldade de alguns
alunos em entender as operagoes com numeros inteiros. Geralmente, aqueles que traziam
dificuldades em Matematica das séries anteriores. Notei, que alguns deles desistiam de
entender e simplesmente decoravam algumas regras operacionais. Para estes alunos, a
situacao foi mudando de figura, a partir do momento que trabalhei com eles mais itensifi-
cadamente, em um horario extra, as questoes contextualizadas, concretizando a algebra.

Alguns anos depois fui convocada para ser professora de algumas escolas da rede
municipal de Lauro de Freitas e fui ensinar Matematica para alunos de 8° e 9° anos do
Ensino Fundamental II e para alunos do programa de Eduacacao de Jovens e Adultos,
EJA. Foi, entao que percebi, nesta comunidade, que os alunos nao sabiam os conteudos
da Matematica que eram necessdrios para seguir com os assuntos da série atual.

Eu acredito que dos contetudos de 6° e 7° anos, dois me faziam mais falta, operacoes
com numeros inteiros e operacoes com fragoes. Eles podiam entender o assunto atual, mas
quando algum problema precisava destes conhecimentos prévios para ser resolvido, este
publico desistia e se desestimulava. Foram muitas as tentativas de resolver esta situacao
com os alunos, ji que eu nao tenho como resolver o problema do sistema publico da
educacao brasileira, o que eu queria era resolver a falta de conhecimento basico da comu-
nidade em que eu atuo. Foi entao que a minha orientadora, Rita de Cassia, me apresentou
um jogo que objetiva facilitar o entendimento das operacoes com numeros inteiros, desen-
volvido pela Experimentoteca da USP.

Obtive bastante éxito com esta dinamica, os alunos passaram a responder a ques-

tionamentos como soma e multiplicacao de niimeros negativos com seguranca e nao mais
na forma de tentativa como acontecia antes da aplicacao do jogo. Para a turma de 8°
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ano, percebi que quando eles passaram para o 9° ano o assunto tinha alcancado o desen-
volvimento cognitivo do aluno.

Quero deixar claro que o modelo que vou escrever neste trabalho foi desenvolvido
pela Experimentoteca, o meu objetivo é mostrar o processo para a aplicacao deste modelo
que pode ser visto em [3].

No primeiro capitulo deste trabalho é exposta a longa trajetéria para aceitacao
dos negativos como numeros, foram mais de 1500 anos para que os maiores intelectuais
da histéria aceitassem quantidades que fossem menor do que o zero. Entao, como esperar
que jovens com cerca de 12 anos nao apresentem dificuldade para aceitd-los? Ainda neste
capitulo, é abordada, também, a evolugao natural dos niimeros fraciondrios. Os conheci-
mentos foram sendo desenvolvidos ao longo da histéria de forma espontanea, através de
situagoes corriqueiras, como por exemplo, a divisao de um peixe ou uma caca pelo homem
pré histoérico.

Este trabalho visa promover as ferramentas necessarias para o preceptor se sentir
seguro e provido de todos os pré requisitos para instruir seu publico a operar nos conjuntos
dos ntimeros Inteiros e Racionais. Para isso foi construido no segundo e terceiro capitulos
toda a estruturacao algébrica destes conjuntos a nivel superior.

Posteriormente, no capitulo |4 é apresentado um modelo que visa enriquecer a metodologia
do professor em relacao as operacoes com numeros inteiros, além de motivar o aluno e
promover uma intuicao das operacoes neste conjunto através do ludico.

Um outro modelo é apresentado no capitulo 5] para se trabalhar as fragoes e suas
operacoes de forma concreta, possibilitando a consolidacao do conhecimento no sistema
cognitivo do receptor deste contetido.

Neste trabalho utilizamos [5] para auxiliar na cronologia de toda a fundamentagao
tedrica e na apresentacao dos modelos foi utilizado como base os jogos da Experimento-

teca da USP, em particular [3] e [4].

Até que no capitulo [6] fazemos as consideragoes finais deste trabalho.
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Capitulo 1

Um Pouco de Historia

1.1 O Surgimento dos Numeros Negativos

Por vezes os alunos me perguntam quem criou a Matemdtica, o que nao pode
ser atribuido a uma pessoa. A Matematica foi sendo desenvolvida de acordo com a ne-
cessidade do homem de representar quantidades, estabelecer o que é maior ou menor,
relacionar simbolos e significado, entre outras coisas. O ntimero percorreu um longo ca-
minho e conviveu entre diversos povos e entre uma diversidade de linguas. Cada povo
desenvolveu a sua forma de registrar quantidades. E o conceito de nimero foi tomando
forma num longo desenvolvimento historico, desde a pré histéria, no periodo paleolitico,
na idade da pedra lascada, até os dias de hoje, onde a Matematica continua a ser desen-
volvida de acordo com as necessidades do homem.

A necessidade de contar levou ao aparecimento dos numeros naturais, com ex-
cessao do zero, que s6 foi representado algum tempo depois. O primeiro povo a fazer a
representacao do zero foi o babilonico e o fez ha mais de dois milénios antes de Cristo.
Todos os povos que desenvolveram formas de escrita introduziram o conceito de Niimero
Natural e desenvolveram um sistema de contagem.

O desenvolvimento dos nimeros Naturais tiveram uma inspiracao geométrica: a
contagem de objetos. Tal inspiracao nao acontece em relagao ao surgimento dos niimeros
negativos, que apareceram da manipulagao algébrica, como na resolucao de equacoes line-
ares e quadraticas. A origem dos ntiimeros negativos é incerta, o primeiro vestigio deles foi
encontrado em uma obra na China Antiga, em um livro chinés intitulado ” Nove capitulos
sobre a arte Matemaética”. Ele foi escrito por cerca do segundo século antes de cristo, mas
pode ter material ainda mais antigo. De acordo com [9], neste livro, problemas ligados ao
dia a dia dos chineses conduziam a equacoes lineares onde foram encontrados os primeiros
numeros negativos.

Neste livro chinés, apareceram dois tipos de contadores: os vermelhos e os pretos.
Os contadores vermelhos eram usados para representar os nimeros positivos; ja os con-
tadores pretos, para representar os nimeros negativos. De acordo com a descricao deste
modelo em [§], ele se assemelha muito com o modelo que iremos propor neste trabalho,
no capitulo 4. Acredita-se que tal desenvolvimento se deve a forte filosofia chinesa de
opostos. Embora os chineses usassem os nimeros negativos, eles nao aceitavam a ideia de
tal niimero poder ser a solu¢ao de uma equacao. Segundo [I], na Matemética chinesa, os
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nimeros negativos eram usados apenas como intermediarios na execucao de algum algo-
ritmo, ou interpretagao de alguma situacao problema, mas nao se aceitava a ideia desses
nimeros serem solucoes de uma equagcao.

Enquanto isso, na Grécia e no Egito antigos, era desenvolvida a Matemética sobre
os aspectos geométricos. Segundo[I], os Egipcios usavam malhas quadriculadas para a
construcao de piramides, onde era indicado o nivel do chao e os niveis acima e abaixo
dele. Tal técnica poderia ter sido o “insight” para desenvolver a ideia de nimeros ne-
gativos, no entanto nem os egipcios nem os gregos, que atribuiam aos Egipcios o titulo
de serem seus mestres matematicos, nao utilizaram tal metafora para aceitar os inteiros
negativos. Em (Medeiros e Medeiros, 1992), para os gregos a geometria era um prazer e
a algebra um demonio necessario.

Foi entao que Diofanto de Alexandria (c. 250 d.C.), considerado pai da Algebra,
escreveu trés trabalhos. Em um deles, apesar de nao fazer referéncias sobre o niimero
negativo, ele faz uma declaracao que se relaciona com a multiplicagao de tais nimeros.
Afirma que o que estd em falta multiplicado pelo que falta resulta em algo positivo; en-
quanto que o que estd em falta multiplicado pelo que é positivo resulta em algo que esta
em falta. Ele desenvolveu o produto de dois binomios do tipo (a —b) - (¢ — d) como sendo
a-c—b-c—a-d+b-d. Tal desenvolvimento pode ter sido demonstrado a partir da
interpretacao geométrica do quadrado da diferenga. Apesar dele considerar a > be ¢ > d
e considerar apenas as raizes positivas das equagoes pode-se observar que os matematicos
gregos conheciam um tipo de nimero que representava a falta, mas que ainda nao havia
sido conceituado.

A civilizacao hindu foi muito influenciada pela regiao da Alexandria, inclusive no
que diz respeito ao desenvolvimento intelectual. Por volta de 600 d.C., o hindu Brahma-
gupta escreveu a obra “A abertura do universo” onde desenvolveu uma aritmética siste-
matizada dos nimeros negativos. Definiu o zero como sendo o resultado da subtragao
de um nimero por ele mesmo e introduziu niimeros positivos em termos de fortuna e os
negativos como débitos. Tal desenvolvimento deve ter ocorrido pelo fato dos hindus serem
comerciantes natos e precisarem operar com os débitos em seu cotidiano. Brahmagupta
pecou, apenas, em afirmar em sua obra que 0 - 0 = 0. Infelizmente, tal obra nao foi
aceita pelos gregos que nao utilizavam a operacao de débito, e nao a julgavam necessaria.
Além disso, nao havia uma demonstracao geométrica, apenas uma sistematizacao das
operagoes aritméticas. Segundo [I], o uso sistematico dos niimeros negativos nao pareceu
algo uniformemente aceito nem perante os matematicos hindus.

O maior matematico hindu do século VII, Bhaskara, ao resolver uma equacao do
segundo grau encontra como raizes os valores 50 e —5. Contudo ele considera o valor
menor do que zero inadequado. Bhaskara afirmava que as raizes negativas nao podiam
existir pois nao eram numeros quadrados. Apesar dos niimeros negativos serem crescen-
temente utilizados pelos intectuais, a sua aceitacao, o seu significado enquanto solugoes
verdadeiras estava longe de ser concretizado.

A partir do século XIV, o surgimento do sistema bancério com estrutura de crédito

nao foi um incentivo suficiente para legitimar os negativos. O cliente poderia sacar um
valor maior do que depositou. O uso dos negativos era crescente mas nao eram aceitos

14



como numeros. Foi a partir do século XVII que os matemaéaticos comecaram a reco-
nhecer os numeros negativos como validos, e com a descoberta de uma interpretacao
geométrica para numeros positivos e negativos como sendo segmentos de dire¢oes opos-
tas, eles comecaram a aparecer naturalmente nos trabalhos cientificos justificados apenas
com a frase: “A eficdcia do calculo é suficiente para confortar o matematico em sua fé”.

Percebemos, que ao longo da histéria a aceitagao dos niimeros negativos foi muito
difiicil para o homem. Mesmo os maiores intelectuais da histéria resistiam a existéncia de
tais nimeros, tiveram muita dificuldade para demonstrar as operagoes neste conjunto tao
abstrato. Muitos matematicos escreveram obras operacionalizando os niimeros negativos,
utilizando-os com artificio de calculo mas até o inicio do século XIX havia matematicos
que nao lhes atribuiam uma existéncia real.

Em oposigao a Brahmagupta, Bhaskara, no século VII, e outros matemaéticos arabes
que aperfeicoaram o sistema de numeracao hindu, como Al-Kwarizmi, chamaram a solucao
negativa de inadequada.

No século XV, o Matematico francés Nicoldas Chuquet, em sua obra “Triparty”
chamava os niimeros negativos de absurdos, assim como Michael Stiffel, o pai dos logarit-
mos, no século XVI. Ainda neste século, Giordano Cardan (1501-1576) intitulava as raizes
negativas de ficticias. Em sua obra “Ars Magna” ele separa os nimeros verdadeiros, que
sao as fracoes positivas, os naturais e alguns irracionais, dos niimeros ficticios, que sao os
negativos e os imagindrios. Francois Viete (1540-1603) criou um sistema simbdlico que re-
volucionou os problemas algébricos e que propiciaram a aceitacao dos ntimeros negativos,
contudo o préprio Viete nao os aceitou. Para ele os niimeros negativos eram desprovidos
do significado intuitivo.

No século XVII, Thomas Harriot (1560-1621), introdutor dos simbolos > (maior
que) e < (menor que), além de nao aceitar os inteiros negativos, acreditou ter provado
a impossibilidade de tais raizes. René Descartes (1596-1650) tomou as raizes negativas
como falsas, Pierre Fermat (1601-1665) nao usou as coordenadas negativas em sua obra
“Introducao aos lugares planos e sélidos”. Enquanto isso, Simon Stevin (1548-1620) uti-
lizava e aceitava os nimeros negativos como solucoes nas equagoes.

No século XVIII as ideias dos matematicos em relacao aos nimeros inteiros ainda
eram muito antagonicas. Grandes nomes como Gabriel Cramer (1704-1752), Jean D’Alembert
(1717-1783), Lazare Carnot (1753-1823) rejeitavam os negativos de alguma forma.

D’Alembert afirmou que um problema que conduz a uma solugao negativa tem
alguma parte da hipétese que era falsa, mas foi assumida como verdadeira. Contudo o
grande Leonhard Euler (1707-1783) aceitou as raizes negativas, ainda que as denominasse
de ficticias. Ele foi além, sistematizou o uso dos negativos e tentou demonstrar a regra dos
sinais na multiplicacao, mesmo nao sendo convincente no seu argumento de que a multi-
plicacao de negativos resulta em um ntmero positivo. O alemao Johann Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) também usou as raizes negativas em seu livro “Teoria dos Nimeros”.
Da mesma forma, o inglés Isaac Newton (1642-1727) apresentou as regras de sinais sem
qualquer demonstracao mas com muitos exemplos.
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Os ntimeros negativos continuaram a ser um ponto de atrito entre os matematicos,
a maioria dos intelectuais acreditavam que os inteiros precisavam de uma fundamentacao
rigorosa e comecaram a tentar apresentar justificativas para a sua existéncia. Até que em
meados do século XIX um grupo de ingleses comegou a repensar o conceito da algebra
pela incoeréncia com a concepgao de nimero negativo e George Peacock (1791-1858) dis-
tinguiu a Algebra aritmética da Algebra simbdlica.

De acordo com [6], na Algebra aritmética apenas as operagoes com os inteiros po-
sitivos seriam permitidas; na Algebra simbdlica, tal restricao era removida embora fossem
ainda adotadas as regras da Algebra aritmética. As regras que regiam os antigos numeros
(inteiros positivos), também deveriam reger os novos (inteiros negativos). Dentre estas
regras, as principais, tomadas como axiomas na Algebra classica, sao as propriedades co-
mutativa e associativa da adi¢ao e da multiplicagao, além da propriedade distributiva da
multiplicagao em relacao a adicgao.

Este foi o momento que os nimeros negativos deixaram de ser meros simbolos,
utilizados como meios no desenvolvimento aritmético e passaram a ser unanimemente
aceitos na comunidade matematica, sendo inclusos em uma aritmética ampliada. A co-
munidade deixa de buscar uma relagao de correspondéncia com algo concreto, natural e
aceita os novos nimeros como deducoes logicas a partir de seu conceito, o que chamamos
de Matematica “pura”.

Percebemos a dificuldade de mentes brilhantes para operacionalizar e muitas vezes,
até aceitar, os nimeros negativos. Podemos, assim, compreender a resisténcia de alguns
dos nossos alunos a este conceito tao abstrato de quantidade. A partir desta problematica,
a proposta deste trabalho é apresentar um metdédo para que tal conhecimento seja exposto
para o nosso publico e que possa ser, por eles, compreendido.

1.2 O Surgimento dos nimeros Racionais

O percurso dos nimeros racionais foi aceito com muito mais tranquilidade do que
os numeros negativos, que foram considerados absurdos por mais de quinze séculos. Os
nimeros racionais surgiram da necessidade da medigao. Por volta de 3000 anos a.C. o rio
Nilo era considerado um rio de grande importancia para o cultivo da civilizacao egipcia
que 14 viviam, por isso as terras as margens do rio eram extremamente cobicadas por
serem férteis. Segundo [2], os egipcios comegaram cedo a se interessar pela astronomia
e observaram que as inundagbes do Nilo eram separadas por 365 dias (estrela Sirius se
levantava a leste logo antes do sol).Desta observagao, surge, pois, o calendario solar. Nele,
sao estabelecidos 12 meses de 30 dias e mais cinco dias de festas.

Os egipcios que habitavam as margens deste rio tinham suas terras cobertas pelas
aguas em épocas de cheias, de julho a outubro, e quando o rio esvaziava todas as marcagoes
que existiam para separar os territorios dos poucos agricultores para seu préprio cultivo
eram destruidas e tinham que ser refeitas em todas as épocas a cada cheia. As marcacoes
eram feitas por pessoas chamadas de esticadores de corda usando um instrumento feito
de corda. Neste instrumento, de acordo com [7], eram dados vérios nés e cada espago
entre os noés era interpretado pelos egipcios como a unidade de medida, chamada de cibito.
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O cubito era uma unidade de medida do farad, o seu comprimnto era equivalente
a distancia compreendida entre a ponta do dedo médio e o cotovelo do farad e era usado
para a marcacao do terreno nas inundacgoes causados pelas cheias do rio Nilo. Os estica-
dores faziam as medicoes e verificavam quantas unidades de medidas exatas cabiam em
cada lado do terreno dos poucos agricultores. Muitas vezes, nao cabia um niimero exato
de unidades em um lado do terreno. A partir dai a civilizagao egipcia teve a necessidade
de desenvolver um novo tipo de numeracao, o nimero fracionério.

Esse tipo de numeracao apareceu primeiramente com o numerador unitario, pois
os egipcios entendiam essas fragoes como uma parte da unidade. O sinal que separava
o ntmero unitario do denominador era alongado e oval. Quando se tinha a necessidade
de expressar uma fragao onde o numerador nao era unitario, os egipcios as representa-
vam como soma de fragoes onde todas eram unitdrias, com excessao de 2/3 e 3/4 que
tinham simbolos que as representavam. Quaisquer outras fragoes, diferente destas, eram
decompostas como soma de fragdes com numerador igual a 1 e o simbolo de adigao (mais)
para separar essas fracoes nao era usado, pois ainda nao tinha sido inventado e como
consequéncia disso os calculos eram bastante complicados.

Todo esse conhecimento que possuimos hoje da Matematica egipcia vem de re-
gistros feitos em um documento conhecido como Papiro, material principal usado para
fazer registros, como problemas matematicos ligados ao cotidiano dos egipcios que muitas
vezes ajudavam em situagoes reais vividas por este povo. Dentre tantos registros o que
mais se destacou foi o longo papiro Rhind de origem egipcia de 1650 a.C. que contém
85 problemas com solucao ligados a Aritmética e a Geometria e onde foi encontrado os
registros sobre fragoes.

Apesar do célculo com fragoes adotado pelos Egipcios ser complicado e pesado, a
maneira de operar com as fragoes unitarias foi praticada durante muitos anos, no periodo
grego e também na Idade Média.

Com a criacao dos niimeros naturais, ao longo dos anos nao existia mais a neces-
sidade de escrever um numero fracionario como soma de outros numeros fracionarios e
este por sua vez passou a ser escrito como razao de dois niimeros naturais. Por isso sao
chamados de nimeros racionais.
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Capitulo 2

Numeros Inteiros

O conjunto dos Numeros Inteiros é representado pelo simbolo Z gragas a palavra
alema zahl, que quer dizer niimero. Como vimos no capitulo anterior foram mais de 1500
anos para que as raizes negativas fossem finalmente aceitas como nimero, até que este
conjunto numérico foi denominado de Niumeros Inteiros.

Ao longo da historia, o homem se motivou a reconhecer o conjunto Z para respon-
der a problemas que fatalmente calfam em questoes como “3 —5” ou “1 —9”, esta também
¢ uma motivagao para que os alunos se interessem em conhecer este conjunto.

2.1 Construcao do Conjunto dos Numeros Inteiros

Para construir o conjunto dos numeros Inteiros vamos admitir o conhecimento
prévio do conjunto dos nimeros Naturais, suas operagoes e propriedades. Vamos comegar
a construcao relacionando o conjunto N x N com Z. Vamos definir um nimero inteiro
como sendo uma classe de equivaléncia do produto cartesiano do conjunto dos nimeros
Naturais. Para issso vamos inicialmente levantar algumas questoes para entendermos por-
que o conjunto Z foi escrito de tal forma.

Sabemos que os nimeros negativos surgem da subtracao de Naturais onde o minu-
endo é menor do que o subtraendo, tal operagao nao é fechada em N, pois este resultado
nao é natural. As classes de equivaléncia deveriam ser todas as subtracoes que resultariam
em um numero inteiro. Por exemplo, temos que o niimero 1 pode ser escrito através de
subtracoes entre niimeros naturais:

Entao poderiamos escrever a classe do ntimero 1, que seria representada por qual-
quer par ordenado cuja a subtragao de seus termos seja igual a 1:

1={(z,y) € Nx N/midx —y =1}
Contudo, o mesmo nao acontece com o niimero —1, por exemplo, pois a subtracao

nao é uma operacao fechada em N. Nao é possivel se criar classe de equivaléncia que seja
reresentada por um par de nimeros cuja a subtracao resulte em —1 pois este resultado,
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assim como outros negativos, nao faz sentido no conjunto natural.
—1=2-3=7-8=---

Por isso os matematicos do século XIX, em alternativa a subtracao, resolveram
escrever as classes de equivaléncia a — b = ¢ — d de outra forma, a4+ d = ¢+ b. E entao se
definiu a relagao ~, que transformou uma igualdade de diferencas em uma igualdade de
somas através de uma equivaléncia de equagoes, como veremos a seguir.

Defini¢ao 2.1.1. Sejam (a,b),(c,d) € N x N. Dizemos que (a,b) estd relacionado com
(¢,d) quando a + d = ¢+ b. Denotaremos tal relagio de ~.

Exemplo 2.1.1. De acordo com a definicao acima podemos escrever:
(a) (3,2)~(8,7), pois 3+ 7 =8+ 2

(b) (5,8)~(12,10) , pois 5+ 10 =12+ 3

(c) (2,3)~(7,8), pois2+8=T7+3

Note que os pares ordenados se relacionam quando a subtracao de suas coordenadas
coincide, mas, como estamos construindo Z fundamentado no conjunto N tal expressao
nao faz sentido.

Temos que a relacao ~ é uma relagao de equivaléncia pois ela é Reflexiva, Simétrica
e Transitiva como mostraremos a seguir:

Reflexiva: Seja (a,b) € N x N. Temos que (a,b) ~ (a,b) pois a+b=a+b.

Simétrica: Sejam (a,b) , (c¢,d) € N x N, se (a,b) ~ (¢,d) entdo (¢,d) ~ (a,b).
De fato, como (a,b) ~ (¢, d) temos que a+d = c+b e gragas a propriedade simétrica dos
nimeros Naturais podemos escrever ¢ + b = a + d logo, (¢, d) ~ (a,b).

Transitiva: Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € N x N, se (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (e, f)
entao (c,d) ~ (a,b).
Sendo (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (e, f) entdo a+d =c+bec+ f =e+d e utilizando as
propriedades da adi¢ao de niimeros Naturais temos:
at+d=c+b=a+d+f=c+b+f=>a+f+d=b+c+ f.
Sabendo que ¢+ f = e+ d e usando a lei do cancelamento e da comutatividade, temos:
at+f+d=bt+e+td=a+f=e+b= (ab)~ (e f).

Logo, a relagao ~ é realmente de equivaléncia.

De acordo com o que vimos, existem infinitas diferencas distintas que representam
0 mesmo numero inteiro, por isso vamos generalizar tais pares que representam um mesmo
nimero inteiro.

Defini¢ao 2.1.2. Seja (a,b) € N x N. A classe de equivaléncia do par ordenado (a,b)
pela relagio ~ serd denotada por (a,b) e representard todos os pares ordenados que se
relacionam com (a,b) através de ~.
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(a>b) = {(.f,:l/) € NxN ’ (CI,,b) ~ (ZE,y)}
Exemplo 2.1.2.

(a) (4,1) ={(3,0),(4,1),(5,2),(6,3),(7,4),...}

(b) (3,5) ={(1,3),(2,4),(3,5),(4,6),(5,7),...}

(¢c) (5,7)={(1,3),(2,4),(3,5),(4,6),(5,7),...}

Perceba que (3,5) = (5,7). Jd que (3,5) ~ (5,7) entdo suas classes de equivaléncias
SG0 1gUaLS.

Pela ideia inicial da construgao de nimeros inteiros, sabemos que todos os pares
(x,y) que se relacionam com (a, b) através de ~ sao aqueles em que © —y = a — b. Desta
forma, podemos finalmente estabelecer o conjunto dos niimeros inteiros da forma seguinte.

Defini¢ao 2.1.3. O conjunto quociente N x N/ ~ formado por todas as classes de equi-
valéncia (a,b) serd representado por Z e denominado de conjunto dos nimeros inteiros.

Z:NxN/Nz{mua,b)eNxN} (2.1)

2.2 Adicao de Numeros Inteiros

Vamos definir a operacao denominada adicao, representada pelo sinal de 4. Vimos
na se¢ao anterior que os matematicos encontraram uma forma alternativa para represen-
tar a subtracao de nimeros naturais. Intuitivamente sabemos que um nimero inteiro

representado por (a,b) representa o valor de a — b e vamos utilizar esta no¢ao para visu-
alizarmos onde queremos chegar para definirmos a operacao soma.

(a,b) + (c,d)=a—b+c—d=(a+c)—(b+d)=(a+cb+d)

Defini¢ao 2.2.1. Dados (a,b) e (¢,d) pertencentes a Z, definimos a soma (a,b) + (¢, d)
como sendo o inteiro (a + ¢,b+ d).

Vamos mostrar que a soma de nimeros inteiros estda bem definida, ou seja, a soma
independe do representante da classe.

Teorema 2.2.1. Se (a,b) = (a/,V') e (¢,d) = (¢, d'), entdo (a,b)+(c,d) = (a’',0)+(c, d').

Demonstracao.

Sabemos que quando dois representantes de classe sao iguais entao eles se relacio-
nam por uma relagdo de equivaléncia, que é o caso de ~, logo temos que (a,b) = (a/, V)
entao (a,b) ~ (a’,b') e a + b = a’ 4+ b. Do mesmo modo temos que (¢,d) = (¢, d’) entao
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(c,d) ~ (d,d)ec+d = +d.

Queremos mostrar que (a,b) + (¢,d) = (a/,0') + (¢/,d') ou seja (a +c¢,b+d) ~
(+ 0 +d) .

Desta forma, tendo duas equacoes, a +0 =a' +bec+d = +d , a soma dos
primeiros termos sera equivalente a soma dos segundos termos destas equacoes. Fazendo
isto, temos:

(a+bV)+(c+d)=(d+Db)+(d +d) <
Sat+e)+ W +d)=(d+)+(b+d) <

S a+e,b+d) ~(d+0V+d).
O

Vamos mostrar também, no teorema a seguir, que a adicao em Z tem as mesmas
propriedades da adigao em N, é comutativa, associativa e tem (0, 0) como elemento neutro.
Tais propriedades serao muito utilizadas na manipulacao do material concreto que sera
apresentado neste trabalho, em especial a propriedade do elemento neutro. Em alguns
momentos, na proposta apresentada no capitulo [}, serd necessério reconhecer o elemento
neutro da adigao além de operar com o mesmo.

Teorema 2.2.2. A adi¢cao em Z €é comutativa, associativa e tem (0,0) como elemento
neutro.

Demonstracao.

1. Comutativa: Sejam «, f € Z. Vamos mostrar que a4+ = [ + «.

Seja v = (a,b) € Z e f = (c,d) € Z temos que:

a+f=

2. Associativa: Sejam «, 3,7 € Z. Vamos mostrar que o + (5 +v) = (o + 8) + 7.

Sejaa = (a,b), 5= (c,d) ey = (e, f), queremos mostrar que (a, b)—l—((c, d) + (e, f))

<(a, b) + (c, d)> + (e, f).
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@O+ (e d+ (&) = @h+redtf) =
(a+c+eb+d+ f) =
@t brd +(ef) = <(a,b) + (6 d)) + e f).

A propriedade associativa é utilizada quando temos a soma de ntimeros positivos e
negativos. Esta propriedade permite que possamos efetuar uma diferenca entre a
soma de todos os niimeros positivos e a de todos os negativos.

3. Elemento Neutro: Seja (a,b) € Z, vamos mostrar que (0,0) é o elemento neutro da
adigao, ou seja que (a,b) + (0,0) = (a,b).

O

Um componente extremamente importante de Z é o elemento oposto. E muito
comum, e correto, se estabelecer o conjunto Z como sendo a uniao dos nimeros Naturais
com os seus opostos. Por isso, segue a definicao de elemento oposto e a demonstracao que
o oposto de um ntimero é nico.

Definicao 2.2.2. Chamamos de elemento oposto de o = (a,b) € Z o elemento (c,d) € Z
tal que (a,b) + (c,d) = (0,0). Chamaremos o elemento oposto de o de —a.

Teorema 2.2.3. Todo numero inteiro tem um unico elemento oposto.

Demonstracao.
Seja (a,b) € Z, vamos mostrar que existe (¢,d) € Z tal que (a,b) + (¢, d) = (0,0)
e logo em seguida vamos mostrar que é Unico.

(a,b) + (¢,d) = (0,0) <
(a+c,b+d) = (0,0) <
a+c = b+d

Para que isto acontega ¢ = b e d = a, logo o elemento oposto de (a, b) existe e é da
forma (b, a).

Vamos, agora, mostrar que o elemento oposto é tinico. Para isso, vamos supor que
(a,b) tenha dois elementos opostos distintos, (¢, d) e (e, f).

~—
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Sendo assim, temos que:

1)(a,b) + (¢,d) = (0,0) = (a+c,b+d) = (0,0) = a+c=b+d.
2) (a,b)+ (e, f) =(0,0) = (a+e,b+ f) =(0,0) =>a+e=0b+ f.

De 1) e 2) temos quea+e+b+d=b+ f+a+c=d+e=c+ f, oqueéum
absurdo pois por hipétese (¢,d) # (e, f) = ¢+ f # d+ e. Logo todos os niimeros inteiros
tem um tnico elemento oposto.

]

Este resultado é de suma importancia para a atividade que iremos descrever no
Capitulo @] Em algumas situagoes, para resolver operagoes dentro do conjunto Z o ele-
mento neutro deve ser construido, e para isso devemos adicionar dois niimeros opostos.

De posse deste resultado, podemos definir uma nova operagao em 7Z chamada sub-
tracao e representada pelo simbolo —.

2.2.1 Subtracao de Numeros Inteiros

A subtracao entre dois nimeros inteiros x e y é representada por x — y e, nesta
secao, vamos perceber que esta operacao nada mais é do que uma soma.

Definigao 2.2.3. Sejam = e y numeros inteiros. A subtragio x —y € dada por x + (—y).

Percebemos, e é importante que fagcamos nossos alunos perceberem, que a sub-
tracao entre x e y nada mais é do que a soma entre x e o oposto de y. Para esclarecer
como operar com a subtragao de inteiros vamos pormenorizar cada uma de suas proprie-
dades no teorema a seguir.

Teorema 2.2.4. Para x, y e z € Z sao vdlidas as sequintes propriedades:
(a) —(—x) = z.

(b) —v+y=y+ (—x).

(c) x—(-y)=z+y.

(d) —z—y=—(z+y)

(¢) v —(y+2)=r—y—2

Demonstracao.

(a) —(—z) =z
Seja x = (a,b). Entao vamos chamar de z’ o elemento oposto de z, ou seja, ' = —z =
(b,a). Assim, —(—x) é o elemento oposto de 2/, ou seja, —(—z) = —2’ = —(b,a) =
(a,b) = x.
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(b)

—r+y=y+(—).

Seja x = (a,b) e y = (¢,d). Queremos mostrar que —z +y = y + (—x), ou seja

(b,a) + (¢,d) = (¢,d) + (b, a).

De fato, os niimeros —x e y sao inteiros e como a sua soma ¢ comutativa, isto ja
bastaria para validar esta propriedade. Contudo, perceba que desenvolvendo —z + v,
como feito abaixo, também concluimos que ¢ igual a y + (—z).

(b,a) + (¢c,d) = (b+c,a+d) =
crbdta)=(ed + (b.a).

r—(-y)=z+y.

Por definicao sabemos que a subtracao de dois ntimeros inteiros x e a equivale a soma
de x com o elemento oposto de a.

r—a=2x+(—a)

Facamos a = —y , entao —a = y e podemos escrever:

r—(-y)=x—a=x+(—a)=x+y

—r—y=—(z+y).

Seja x = (a,b) e y = (¢,d). Queremos mostrar que —x — y = —(z + y), vejamos:

—rz—y=—-x+(-y) = (bya)+ (d,c) = (b+d,a+c). (2.2)

Por outro lado, temos:

r+y=(ab)+ (c,d) = (a+c,b+d). (2.3)

De acordo com este resultado, podemos concluir que —(x + y) serd o oposto do resul-
tado encontrado imediatamente acima:

—(z+y)=(0+d,a+c). (2.4)

Comparando os resultados das equagoes ([2.2) e (2.4) conferimos que —x—y = —(z+y).
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() x—(y+z2)=z—y—2=z

Seja = (a,b),y = (¢,d) e z = (e, f). Vamos desenvolver x — (y + z) para chegarmos
ar—y—z.

r—+2) = @h-(ed+)) =

(a,b) — (c+e,d+ f) =
( )
(d )

(a,b) +
(a,b) +

d+ f,c+e

c)+(fe

=T —y— 2z

2.3 Multiplicacao de Niumeros Inteiros

Assim como fizemos ao definir a adicdo em Z, vamos utilizar a nossa percepcao
de que a classe m representa o valor a — b para ilustrar a melhor forma de se definir
a multiplicacdo de niimeros inteiros. Sejam dois niimeros inteiros = = (a,b) e y = (¢, d),
vamos fazer uma manipulacao algébrica sobre a multiplicacao entre eles a fim de estabe-
lecer com acerto esta operacao.

z-y=(a,0) (c,d)=(a=b) (c—d)=
= ac+ bd — ad — be = (ac + bd) — (ad + bc) =
= (ac + bd, ad + be).

Inteirados deste resultado, vamos a definicao de multiplicacao de ntimeros inteiros.

Defini¢ao 2.3.1. Dados (a,b) e (c,d) pertencentes a Z, definimos o produto (a,b) - (c,d)
como sendo o inteiro (ac + bd, ad + bc).

Exemplo 2.3.1.

1. (7,2) - (4,1) = (28 + 2,7+ 8) = (30, 15)
Perceba que a classe (7,2) representa o nimero 5 e a classe (4,1) representa 3.

Efetuando a multiplicacdo entre eles obtemos 15 que equivale a classe encontrada
(30, 15).

2. (2,5)-(3,1) = (6 +5,2415) = (11,17)
Perceba que a classe (2,5) representa o nimero—3 e a classe (3,1) representa 2.
Efetuando a multiplicagao entre eles obtemos —6 que equivale a classe encontrada
(11,17).

25



Vamos mostrar que a multiplicacao esta bem definida.
Como cada numero inteiro pode ser representado por uma classe, vamos mostrar que o
produto de dois inteiros nao se altera mudando o representante da classe.

Teorema 2.3.1. Se (a,b) = (a/,V) e (¢,d) = (¢, d'), entao (a,b) - (c,d) = (a', V) - (¢, d').

Demonstracao.
Queremos mostrar que (a,b) - (¢,d) = (a/, V) - (¢/,d') ou seja (ac+ bd,ad + bec) =
(/¢ +Vd,a'd + bc). Por hipdtese temos que:

(a,b) = (a’, V') entao (a,b) ~ (a’, V'), ou seja:

a+b =d+b. (2.5)
(¢,d) = (¢, d") entao (¢,d) ~ (¢, d"), ou seja:

c+d=c+d. (2.6)

A seguir temos duas equacoes, a primeira resulta da multiplicacao da equacao (2.5|)
por ¢, e a segunda é a multiplicacao da mesma equagao por d:

Multiplicando ambos os termos por ¢: ac + b'c = a’c + be.
Multiplicando ambos os termos por d: ad + b'd = a’d + bd.

Somando as equagoes encontradas acima obtemos:

ac+bc+dd+bd=dc+bec+ad+d (2.7)

Desta vez, manipulando a equacao (2.6)), multiplicando-a por @’ e em seguida pord’,
encontramos respectivamente as duas equacoes a seguir:

Multiplicando ambos os termos por a’: d’c + d'd' = d'd + d'd.
Multiplicando ambos os termos por d: b'c + b'd = b + b'd.

Somando as equagoes encontradas acima obtemos:

de+dd +Vd+bd=dd +dd+bc+t'd (2.8)
Finalmente, somando as equagoes e e aplicando a lei do cancelamento
para a soma de nimeros Naturais, obtemos:
ac+bc+dd+bd+dc+dd +bd+bVd=dc+bc+ad+bd+add+dd+Ve+bd
ac+bd+dd +0cd =ad+bc+dcd +bd

(ac+ bd,ad + bc) = (a'd + Vd',d'd + b'c’)
(a,b) - (c,d) = (a', V) - (¢, d') (2.9)
[

A multiplicacdo tem uma série de propriedades que sao usadas de maneira trivial
para facilitar os calculos algébricos. Vamos enunciar e demonstrar cada uma delas.
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Teorema 2.3.2. Para a multiplicacao em 7. sao validas as propriedades comutativa, as-
sociativa, elemento neutro da multiplicagao que € o elemento (1,0) e a distributiva em
relacao a adigao. Também ¢é valido o cancelamento multiplicativo, isto €, se x,y, k € 7Z,
com k #(0,0) ex-k=vy-k, entao z =y.

Demonstracao.

1. A multiplicacao em Z é comutativa.
Sejam x,y € Z. Vamos mostrar que x -y =y - x.

Seja x = (a,b) € Z e y = (¢,d) € Z temos que:

(a,0) - (c,d)

= (ac+bd,ad + bc)
(
(

ca + db, da + cb)

ca + db, cb + da)

A propriedade comutativa é muito utilizada na multiplicacao. Um exemplo é quando
é efetuado o produto entre um niimero negativo e um positivo. Aplicar a definigao
de multiplica¢do em (—3) - (+2) é muito abstrato. Mas, sabendo que o resultado é
o mesmo que (+2) - (—3), podemos aplicar a defini¢ao que consiste em somar duas
parcelas iguais a —3.

2. A multiplicacao em Z é associativa.

Sejam z,y,z € Z, x = (a,b), y = (¢,d) e z = (e, f). Vamos mostrar que z - (y - z) =
(-y)- 2

r-(y-2)= (@) |(ed- ()
= (a,b)- (ce+d.f,c.f+d.e)
= la.(ce+d.f)+b.(c.f+d.e),a.(c.f+d.e)+b(ce+d.f)

= (ace+daf+chf+bdeacf+ade+bce+bdf)
= le.(a.c+bd)+ [+ (a.d+ b.c), f(a.c+ b.d) + e.(a.d + b.c)]
= (a.c+bd, ad+bc) (e, )

= (@b } 0¥

= (z-y):

(2.10)

27



3. O elemento neutro da multiplicacao no conjunto dos ntimeros inteiros é (1,0

~—

Queremos mostrar que qualquer que seja z = (a,b) € Z, x - (1,0) = (1,0) -

entao: o
z-(1,0) = (a,b) - (1,0) = (a.1 + 0.0,a.0 + b.1) = (a,b) = x (2.11)
(1,0)-2 = (1,0) - (a,b) = (1.a+0.b,0.a + 1.b) = (a,b) =z (2.12)

Comparando as equagoes (2.11) e (2.12)) percebemos resultados iguais a z, logo
mostramos que (1,0) é o elemento neutro da multiplicagao.

4. A propriedade distributiva da multiplicagao em relagao a adi¢ao é vélida no conjunto
dos nimeros inteiros, ou seja, z- (y+z2) =x-y+x -z

Sejam x,y, z € Z, x = (a,b), y = (¢,d) e z = (e, f). Vamos mostrar que z-(y+2) =

rT-y+x-z.

2 (y+2) = @0 |(ed) + (e /)
= (a,b) - (c+e,d+ f)
= la.(c+e)+b(d+ f),a(d+ f)+b.(c+e)

(a.c+a.e+bd+0b.f,ad+a.f+bc+be)
= (a.c+bd,a.d+b.c)+ (a.e +b.f,a.f + b.e)
(avb) ( ) (a,b)-(e,f)

= CUy—f‘IZ

A propriedade distributiva é utilizada de maneira trivial na resolucao de equacoes.
Assim como o cancelamento multiplicativo, que serd demonstrado a seguir.

5. B vélido o cancelamento multiplicativo em Z.
Sejam x,y, k € Z com k # (0,0). Vamos mostrar que se z -k =y - k, entdo x = y.
Seja x = (a,b) € Z, y = (¢,d) € Z e k = (m,n) € Z, m # n temos que:
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x-k=y-k

(a,b) - (m,n) = (c,d) - (m,n)

(a.m +b.n,an+bm) = (cm+dn,cn+dm)

(a.m+bn,an+bm) ~ (c.m+d.n,cn+dm)

A

am+bn+en+dm=cm-+dn+an-+bm

m.(a +d) +n.(c+b) =m.(c+b) + n.(a+ d).

Como, por hipétese, m # n, suponhamos, sem perda de generalidade, que m > n,

entao podemos escrever que m =n + p com p € N*,

m.(a+d) +n.(c+b) =m.(c+b)+n.(a+d)
(n+p).(a+d)+n(c+b)=(n+p)lc+b)+n(a+d)
na+nd+pa+pd+nc+nb=nc+nb+pc+pb+na+nd

pa+pd=pc+pb=pla+d) =p(c+D)

A

a+d=c+b=(a,b) = (cd)

De forma anéloga, podemos supor que m < n, e também concluiremos que z = y.

O

Vamos mostrar que um produto s6 pode ser nulo se pelo menos um de seus fatores
for nulo.

Proposicao 2.3.1. Sexz,y € Z ex -y = (0,0), entdo x = (0,0) ou y = (0,0).

—~

Demonstracao.

Seja © = (a,b) € Z e y = (¢,d) € Z temos que (a.c+ b.d,a.d+ b.c) = (0,0) daf
concluimos que a.c + b.d = a.d + b.c.
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Suponhamos que (a, b) # (0,0) entao a # b, tomemos a > b entao existe um p € N*

tal que a = b+ p e podemos escrever:

(b+p)ct+bd=((b+p)d+bc =
b.c+pc+bd=bd+pd+bc =
pc=pd =
c=d =
y=(c,d)=(0,0)
De forma ansloga, supondo (c, d) # (0,0) encontraremos (a,b) = (0,0). O

Finalmente vamos mostrar o que acontece quando a multiplicacao envolve niimeros
negativos. Acredito que esta seja uma grande questao quando expomos tal assunto para
0s nossos alunos.

Proposigao 2.3.2. Sejam x = (a,b),y = (¢,d) € Z:
1. (—z) - y=—z-y=—x-y.
2. (—z)-(—y) ==y

Demonstracao.

1. Na seca@o anterior vimos que se um ntmero inteiro = (a,b) entdo o nimero —z =

(b, a). Sabendo disso vamos comparar o valor de (—z) -y, ode —z-y e ode —x - y.

(—x) -y = (b,a) - (c,d) = (b.c+ a.d,b.d+ a.c)

—z-y=—(a,b) - (¢,d) = —(a.c+ b.d,a.d + b.c) = (a.d + b.c,a.c + b.d)

z-(—y) =—(a,b)-(d,c) = (b.c+ a.d,b.d + a.c)
Percebemos pelos resultados das equagoes acima que (—x) -y = —x -y = —x - y.

2. Vamos mais uma vez fazer uma comparacao de resultados desenvolvendo (—z)-(—y)
e entao perceber que o resultado é o mesmo que o de x - y.

(o) ()= a9 =
= (bd+acbc+ad) =

= (a.c+b.d,a.d+b.c)




]

Verifique que a proposicao 2.3.2] é, na verdade, a regra de sinais da multiplicacao.
Ela mostra que o produto entre niimeros negativos resulta em um nidmero positivo e o
produto entre um nimero positivo e um negativo resulta em um negativo. Ou seja, o
produto de nimeros com polaridades distintas resultam em ntimeros negativos, enquanto
que o produto entre niimeros de uma mesma polaridade resultam em ntimeros positivos.

Vimos anteriormente que a propriedade distributiva da multiplicagao em relacao
a adicao é vélida no universo inteiro, vamos mostrar a validade desta propriedade em
relacao a subtracao. Contudo, esta acdo nao seria necessaria, ja que a subtracao entre a
e b nada mais é do que a soma entre a e o oposto de b e esta propriedade ja foi provada
para a soma. esta acao serd realizada pela importancia de sua exposicao para os alunos.
Mesmo que ja tenha sido explicada a distributiva da multiplicacao em relacao a adicao, é
fundamental que seja explanado, também, em relagao a subtracao.

Proposicao 2.3.3. Sejam x,y,z € Z. Temos que z - (y — z) = x -y — x -z Chamamos tal
propriedade de distributiva da multiplicacao em relagao a subtracao.

Demonstracao.

Sejam x = (a,b), y = (¢,d) e z = (e, f)

v (y—2)= @ |ed -7
= (@ [+ 7o)
= (a,b)-(c+ f,d+e)
= la.(c+ f)+b(d+e),a(d+e)+b(c+ f)]
= (a.c+a.f+bd+bead+ae+bc+b.f)
= (ac+bd,ad+bc)+ (a.f+be ae+bf)
= (a.c+bd,ad+b.c)— (a.e+0b.f,a.f+b.e)
= (@) ed) - @b (e ])
= T-Y—x-z

O
Notagao:

No inicio desta Secao definimos o produto de dois ntimeros inteiros x e y e o
representamos por x - y. Esta representacao também pode ser feita por z.y ou simples-
mente por zy.
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2.4 Relacao de Ordem em 7Z

Depois de construir o conjunto dos nimeros inteiros e de definir suas operacoes,
vamos mostrar que Z é um conjunto ordenado, para isso, inicialmente, vamos lembrar o
que é um conjunto ordenado.

Definicao 2.4.1. Um conjunto nao vazio A, munido de uma relagdo de ordem, € um
congunto ordenado.

Uma relacdo bindria R em um conjunto ndo vazio A, € uma relagao de ordem em A
quando satisfizer as sequintes condigoes:

1. R € reflexiva.
2. R é antissimétrica.
3. R € transitiva.

Para mostrar que Z é um conjunto ordenado temos que definir uma relacao de
ordem. E o que faremos a seguir.

Defini¢ao 2.4.2. Dados os inteiros (a,b) e (c,d), escrevemos (a,b) < (¢, d) (lé-se (a,b)
¢ menor que ou igual a (¢,d)), quando a +d < b+ c.

Vamos mostrar que a relagao que acabamos de definir, < é uma relacao de ordem
em Z.

1. A relagao < é reflexiva, ou seja,(a,b) < (a,b).

De fato, < é reflexiva, ou seja,(a,b) < (a,b) pois a +b < b+ a.
Em particular, a + b=b+a

2. R é antissimétrica, ou seja, se (a,b) < (¢,d) e (¢,d) < (a,b), entdo (a,b) = (c,d).

Se (a,b) < (¢,d) pela definigdo temos que a +d < b+ c¢. Por outro lado, se
(c,d) < (a,b) entdao b+ ¢ < a + d, desta forma, pela relagdo de ordem dos nimeros

naturais temos que a + d = b+ ¢, logo podemos concluir que (a,b) = (¢, d).

3. R é transitiva, ou seja, se (a,b) < (¢,d) e (¢,d) < (e, f), entao (a,b) < (e, f).

(a,b) < (¢,d) = a+d<b+ec. (2.13)

Cd) < (e, f)=c+f<d+e (2.14)

Somando as equagoes (2.13)) e (2.14]) obtemos o seguinte resultado: a +d+c+ f <
b+ c+d+e. Dai contatamos que a+ f < b+ e, até que finalmente concluimos que

(a,0) < (e, f).
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Agora que mostramos que a relacao < é uma relagdo de ordem, o que torna o
conjunto Z ordenado, vamos mostar que a Definicao [2.4.2] esta bem definida, ou seja, se
(a,b) = (a/, V), (¢,d) = (¢, d') e (a,b) < (c,d) entao (a’,0) < (¢, d').

(a,b) = (a/,0) = a+b =b+d (2.15)
(e,d)=(c,d)=c+d =d+¢ (2.16)
(a,b) < (¢,d) =a+d<b+c (2.17)

Somando b e d em ambos os membros da desigualdade (2.17) encontramos a
desigualdade abaixo (2.18)) e substituindo nela as equagoes (2.15)) e (2.16]) encontramos o

resultado esperado na equagao ([2.19).

at+d<b+c=a+b+d+d <b+b+c+d. (2.18)
a+b+d+d <b+b+c+d =b+d+d+d <b+b+d+d = («,V) < (,d) (2.19)

Sendo assim podemos dizer que Z ¢ um conjunto ordenado.

Definicao 2.4.3. Sejam m,n € Z,
1. sem <mn, mas m # n, escrevemos m <n e lé-se, m € menor do que n.
2. escrevemos n > m como op¢ao a m < n, e lemos n € maior que ou igual a m.
3. escrevemos n > m como op¢ao a m < n, e lemos n € maior do que m.

O teorema a seguir exibird a validade do cancelamento aditivo e multiplicativo que
¢ utilizado de maneira corrente em desigualdades, assim como em equagoes.

Teorema 2.4.1. A relacdo < é compativel com as operacoes do conjunto dos niumeros
inteiros, ou seja, para quaisquer x,y,k € Z ¢ vdlido:

(o) r<yezrz+k<y+k
(b) r<yek>(0,0)=x-k<y-k.
0,0

(c) x<yek<(0,0)=x-k>y-k.

Demonstracao.

() z<y=z+k<y+k

Sejam = = (a,b) € Z ,y = (¢,d) € Z e k = (m,n) € Z, temos que:
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r<y= (a,b) <(cd)
= a+d<c+b
= c+b=a+d+ppeN
= c+m+b+n=a+m+d+n-+p
= a+tm+d+n<c+m+b+n
= (a+m,b+n) <(c+m,d+n)
= (a,b) + (m,n) < (c¢,d) + (m,n)
= v+k<y+k

(b)) <yek>(0,0)=a-k<y-k.
Sejam = = (a,b) € Z , y = (¢,d) € Z e k = (m,n) € Z,m # n,sendo assim, por
hipétese podemos escrever que: (a,b) < (¢,d) e temos a + d < ¢+ b. Logo existe um
nimero natural p tal que:

ctb=a+d+p (2.20)

Multiplicando a equagcao ([2.20]) por m e por n encontramos as equagoes (2.21)) e (2.22))
respectivamente.

cm + bm = am + dm + pm (2.21)

en+bn =an+dn+pn (2.22)

Somando as equagoes (2.21)) e (2.22)) encontramos,

cm +bm + an + dn + pn = cn + bn + am + dm + pm (2.23)

Sabendo que k = (m,n) # (0,0) entdo m # n. Supondo m > n, existe um r € N tal
que m=mn-+r.

m=mn+r = pm=pn+ pr. (2.24)

Substituindo (2.24)em (12.23) temos,

34



cm +bm + an +dn +pn = cn+ bn+ am + dm + pn + pr
cm + dn + an 4+ bm = am + bn + cn + dm + pr

am+bn+cn+dn <cm+dn+an+bm

(am + bn,an + bm) < (em + dn, cn + dm)

(CL, b) ’ (m= n) < (C, d) ’ (mv n)

L

x.k <uy.k.

(c) x<yek<(0,0)=>z-k>y-k.

Sejam z = (a,b), y = (¢,d) e k = (m,n) € Z, por hipétese podemos escrever que:
(a,b) < (¢,d) o que implica em a + d < ¢+ b. Logo existe um nimero natural p tal
que:

c+b=a+d+p (2.25)

Multiplicando a equagcao ([2.25)) por m e por n encontramos as equagoes ([2.26)) e (2.27))

respectivamente.

cm + bm = am + dm + pm (2.26)

en +bn = an+ dn + pn (2.27)

Somando as equacoes ([2.26]) e (2.27) encontramos,

cn + bn + am + dm + pm = em + bm + an + dn + pn (2.28)

Sabendo que k = (m,n) < (0,0) entdo m < n. Logo, existe um r € N tal que
n=m-r.

n=m-+r = pn=pm+pr. (2.29)
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Substituindo (2.29)) em (2.28)) temos,

cn + bn + am + dm + pm = cm + bm + an + dn + pm + pr
cn 4 bn + am + dm = cm + bm + an + dn + pr

am+bn+cn+dm>cm+dn+an+ bm

(am + bn,an 4+ bm) > (em + dn,cn + dm)

(CL, b) ) (m7 n) = (Cv d) ’ (ma n)

LR

x.k>y.k.

O

A lei de tricotomia também é valida em 7Z, isto é, tomando dois inteiros quaisquer,
ou eles sao iguais ou um ¢ maior do que o outro exclusivamente.

Teorema 2.4.2. (Lei da tricotomia dos inteiros) Para quaisquer x,y € 7, apenas
uma das situagoes, a sequir, ocorre: T =1y ou x > Y ou T < Y.

Demonstracao.

Suponhamos, inicialmente, que duas destas situagoes ocorra simultaneamente. Per-
ceberemos que é impossivel.
Fagamos = = (a,b) e y = (¢, d).

e Se xr =y e x>y ao mesmo tempo podemos concluir que:

—rz=y=(a,b) =(c,d) =a+d=c+0b

~—

—z>y=(a,b) > (c,d) =a+d>c+0b

Como a,b,c,d € N podemos afirmar que a +d =p,p e Neque c+b=q,q € N.
Assim podemos escrever os resultados encontrados anteriormente como p = ¢ e
p > q o que é um absurdo, pela lei de tricotomia dos ntimeros naturais.

e De forma andloga mostraremos que se © = y e x < y também encontraremos um
absurdo. Nesse caso:

—rz=y=(a,b) =(c,d) =a+d=c+0b
—rz<y=(a,b) <(c,d)=a+d<c+b

Fazendoa+d=p,pe Nec+b=gq,q € N, temos que p=¢q e p > g o que é, mais
uma vez, um absurdo, pela lei de tricotomia dos ntimeros naturais.

e Se x >y ex <y teremos o seguinte:

—z>y=(a,b) > (¢,d)=a+d>c+b
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—rx<y=(a,b)<(¢,d)=a+d<c+b

Fazendoa +d=p,pe Nec+b=¢q,q € N, temos que p > q e p < q , novamente,
absurdo, pelo mesmo motivo dos itens anteriores.

]

Como este teorema foi demonstrado para dois inteiros quaisquer, podemos, em

particular, comparar um nimero inteiro com o (0,0). O que acabou de ser demonstrado
nos permite concluir que apenas uma das situagoes ocorre:

e 2 =(0,0) ou
e 2> (0,0) ou
e < (0,0).

Tal teorema mostra que a relagao < faz de Z um conjunto totalmente ordenado.

Defini¢ao 2.4.4. Dado (a,b) € Z, dizemos que:

(a) (a,b) € positivo quando (a,b) > (0,0)

(b) (a,b) € ndao negativo quando (a,b) > (0,0)

(¢) (a,b) é negativo quando (a,b) < (0,0)

(d) (a,b) € nao positivo quando (a,b) < (0,0)

Esta definicao esta de acordo com a nocao intuitiva sobre a classe (a,b) que demos
no inicio do capitulo, a ideia é que tal classe representa a diferenca entre a e b: a — b.
Perceba que tal diferenga é positiva, quando a > b, e a classe (a,b) é positiva quando
(a,b) > (0,0), ou seja, quando a > b. Em todos os outros itens a ideia inicial sobre a
classe (a,b) também estd de acordo com a definigao.

E possivel observar ainda que quando (a, b) é positivo, temos que a > b, entao existe
um numero natural p # 0 tal que a = b+ p. Tal igualdade pode ser escrita de acordo com
a nocao inicial de niimeros inteiros, ou seja, como a diferenca de dois niimeros naturais,

a—b = p—0 e podemos concluir uma igualdade entre as classes (a,b) = (p,0). De maneira

equivalente, se (a,b) é negativo, existe um natural p # 0 tal que b = a + p e podemos
concluir que a diferenca entre a e b é equivalente a diferenga entre 0 e p, logo (a,b) = (0, p).

Lembrando que um nimero inteiro ou é positivo, ou nulo, ou negativo, podemos
escrever uma generalizagao para o conjunto dos numeros inteiros a partir da uniao de
conjutos disjuntos.

Z:{W|mEN*}U{W}U{m|mGN*}
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Notacgao:

1. Chamaremos de Z* = | pE N*} {(p, 0)|pe N*} o conjunto dos nimeros

inteiros nao nulos.

2. Chamaremos de Z* = ,p) | p€ N*} o conjunto dos nimeros inteiros negativos.

3. Chamaremos de Z_
VOS.

D) | p€ N} o conjunto dos nimeros inteiros nao positi-

4. Chamaremos de AR

{ )| pe N*} o conjunto dos ntimeros inteiros positivos.

5. Chamaremos de Z, = {(p, 0)|peN } o conjunto dos nimeros inteiros nao negati-
VOS.

Escrever o conunto Z como a uniao de conjuntos disjuntos formados por nimeros
Naturais nos faz conjecturar que Z ¢ infinito.

Para provar que tal conjectura é verdadeira vamos mostrar que existe uma funcao injetora
de N — Z.

Teorema 2.4.3. O conjunto Z € infinito pois a funcao f : N — Z dada por f(n) = (n,0)
€ injetora.

Demonstra¢ao. Sejam n; e nmy nimeros naturais tais que ny # ny. Temos que f(ng) =
(n1,0) e f(n2) = (n2,0). Suponhamos que f(n;) = f(ns), entdo (ny1,0) = (n2,0) o que
implica em n; = ng, 0 que é um absurdo pois consideramos inicialmente, justamente
ny # ns.

Logo se ny # ny entao f(ny) # f(na).

]

Existe uma bije¢ao entre o conjunto dos ntimeros inteiros nao negativos, Z, e o
conjunto dos Numeros Naturais, esses conjuntos sao equipotentes, mais do que isso, o
Teorema [2.4.4] a seguir, nos mostra que Z, é uma cépia algébrica de N.

Teorema 2.4.4. Seja f : N — Z dada por f(n) = (n,0) injetora. Sao vdlidas as sequintes
propriedades:

(a) f(m+n) = f(m)+ f(n);

(b) f(m-n) = f(m)- f(n);

(¢c) Sem <n entio f(m) < f(n).
Demonstracao.

(a) Provemos que f(m +n) = f(m) + f(n), descrevendo cada um dos membros desta
igualdade:
f(m+n)=(m+n,0) (2.30)

f(m) + f(n) = (m,0) + (n,0) = (m +n,0) (2.31)
Comparando as equagoes e percebemos que f(m +n) = f(m) + f(n).
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(b) Mostremos que f(m -n) = f(m) - f(n) desenvolvendo cada uma das partes desta
identidade.

flm.n) = (m.n,0) (2.32)

f(m).f(n) = (m,0) - (n,0) = (m.n+ 0.0,m.0 + n.0) = (m.n,0) (2.33)

Comparando as equagoes (2.32)) e (2.33]) percebemos que f(m-n) = f(m) - f(n).

(c) Sem < nentao f(m) < f(n). Se m < n entdo existe um nimero natural p tal que

n =m+p. Como f(n) = (n,0) podemos escrever que f(n) = f(m+p) = (m+p,0) =

(m,0) + (p,0).

Quando comparamos este resultado com f(m) = (m,0) fica claro que f(m) < f(n).

]

A funcao f : N — Z exposta acima chama-se “imersao” de N em Z. Com ela
evidenciamos que o conjunto dos niimeros inteiros nao negativos tem a mesma estrutura
algébrica do conjunto dos Naturais. Por exemplo, a soma 1 + 2 = 3 no conjunto dos
naturais ¢ equivalente a soma (1,0) +(2,0) = (3,0) em Z, . As relagoes de multiplicacao
e desigualdade também se preservam.

Assim podemos considerar que N é um subconjunto de Z, apesar de, por conceito, os
numeros inteiros serem classes de equivaléncia de pares de numeros naturais, e essa
afirmacao, por tal ponto de vista, nao fazer sentido.

Contudo, analisando algebricamente a funcao de imersao apresentada, percebemos que
Z. é o proprio N.

Vamos, agora, passar a adotar a notacao que utilizamos no Ensino Fundamental
para representar os numeros inteiros. De acordo com a equivaléncia notada entre os
conjuntos N e Z, através da funcao f do Teorema podemos escrever o natural m,
como sendo (m, 0) e o seu simétrico (0, m) que pode ser representado por —(m, 0) vamos
representa-lo por —m.

Agora, enfim, podemos assumir:

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) — (b,0) = a — 0.

Perceba que neste momento estamos utilizando a notagao usual do Ensino Funda-
mental, contudo é importante lembrar que todas as propriedades relatadas neste capitulo
continuam sendo validas para estes nimeros, ja que o inteiro 1 nada mais é do que a
classe (1,0) e 0 —1 é —(1,0) ou ainda (0, 1), como for conveniente.

Temos também que um ndmero inteiro qualquer, representado pela classe (a,b)
pode ser considerado como:

e (2,0),desde quea>bea—b==z

—~

0,z) ou —(2,0), desde que a <beb—a ==z
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Definicao 2.4.5. Um numero inteiro x € inversivel se existe y € Z tal que v.y = 1.

Chamamos y de inverso de x e o denotamos por x 1.

Teorema 2.4.5. Os dnicos elementos inversiveis de 7 sao 1 e —1.

Demonstracao.
Dado p € Z suponhamos que p seja inversivel e que o seu inverso seja o inteiro
p~!. Sendo assim temos que p-p~! = 1. De acordo com a proposicao temos que p
e p~! tem a mesma polaridade, pois o seu produto esté resultando em um nimero positivo.
Sejam p = m ,q = m el = m O produto entre p e ¢ pode ser escrito
como abaixo.

Concluimos que p-g = 1. Como p e ¢ sao niimeros inteiros entao as unicas possi-

bilidade para o produto entre eles ser igunala 1 é quep=gq=1loup=q=—1.

Assim, concluimos que os Unicos inteiros inversiveis sao 1 e -1.

]

Veremos no proximo capitulo que a operacao de divisao sera definida utilizando o
inverso multiplicativo de um nimero, por este motivo nao estabelecemos aqui a operacao
divisao no universo Inteiro, afinal vimos Z tem apenas dois elementos inversiveis.
Conclusivamente, podemos considerar:

Z={-m|meN}U{0}uN-={...,—m,...—3,-2,-1,0,1,2,3,....m,...}.
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Capitulo 3

Numeros Racionais

Os numeros racionais sao construidos no Ensino Fundamental a partir da razao de
dois nimeros inteiros, onde o consequente, também chamado de denominador nao pode
ser nulo. Neste capitulo vamos construir o conjunto dos niimeros racionais, representados
por Q, a partir do conjunto Z, de forma analoga a construcao de numeros inteiros, na
qual utilizamos N na construgao.

No capitulo anterior usamos uma relagao de equivaléncia para construir o conjunto
7., as classes de equivaléncia representavam de forma intuitiva a diferenca de dois niimeros
naturais. Vamos desenvolver o mesmo principio para construir Q, sera estruturado uma
relacao de equivaléncia utilizando o conjunto dos inteiros, que ja é conhecido. Intuitiva-
mente vamos formar classes de equivaléncia que representam a divisao entre dois niimeros
inteiros.

Todavia, a divisao nao é uma operacao fechada em 7Z, pois o resultado do quociente
de dois niimeros inteiros pode nao ser inteiro. Sendo assim vamos utilizar aqui, também,
um artificio para definir a relacao de equivaléncia que ira gerar o conjunto dos racionais,
COMO veremos a seguir.

3.1 Construcao do Conjunto dos Niimeros Racionais

Para definir o conjunto Q no Ensino Fundamental utilizamos a fracao, ou razao,
de numeros inteiros ¢,0 # 0. Contudo, neste momento, vamos construir este mesmo
conjunto a partir de Z x Z* através da relagao ~ definida a seguir.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam (a,b), (c,d) € Z x Z*. Dizemos que (a,b) estd relacionado com
(¢,d) quando a-d ="b-c. Denotaremos tal rela¢io de ~.

Exemplo 3.1.1. De acordo com a definicao acima podemos escrever:
1. (2,3)~(4,6), pois2-6 =3 -4.
2. (—=6,-9) ~ (8,12), pois —6-12 = —9-8.
3. (—10,—15) ~ (12,18), pois —10- 18 = —15 - 12.
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a __

Perceba que dizer que a.d = b.c ¢ 0o mesmo que escrever 7 = <. Este é um artificio
usado ja que a divisao nao é fechada em Z. Entao dois pares ordenados sao equivalentes
se a razao entre suas coordenadas, na mesma ordem, coincidem.

Temos que a relacao ~ é uma relagao de equivaléncia pois ela é reflexiva, simétrica
e transitiva como mostraremos a seguir:

Reflexiva: Seja (a,b) € Z x Z*. Temos que (a,b) ~ (a,b) pois a.b = b.a, de acordo
com a propriedade comutativa de Z.

Simétrica: Sejam (a,b) , (c,d) € Z x Z*. Se (a,b) ~ (¢, d) entao (¢,d) ~ (a,b).
Tomando que (a,b) ~ (¢, d) temos que a.d = b.c.
Gragas a propriedade simétrica dos nimeros Inteiros podemos escrever b.c = a.d e pela
comutativa que ¢.b = d.a. Logo, (¢,d) ~ (a,b).

Transitiva: Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € Z x Z*. Se (a,b) ~ (c,d) e (¢,d) ~ (e, f)
entao (a,b) ~ (e, f).

Sendo (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (e, f) entdao a.d = b.c e c.f = d.e. Utilizando as
propriedades aritméticas de ntiimeros Inteiros vamos mostrar que (a,b) ~ (e, f).

Como (a,b) ~ (c,d) podemos escrever que a.d = b.c. Multiplicando ambos os
termos da igualdade por f temos que a.d.f = b.c.f. Por outro lado, sabendo que c.f = d.e
substituimos em a.d.f = b.c.f o que resulta em a.d.f = b.d.e.

Temos, por hipdtese, que d # 0 entao o resultado a.d.f = b.d.e é equivalente a
a.f = b.e e consequentemente (a,b) ~ (e, f).

Logo, a relagao ~ ¢ realmente de equivaléncia.

Definigao 3.1.2. Dado (a,b) € Z x Z*, denotamos por § a classe de equivaléncia do par
(a,b) pela relagdo ~ da Definigao acima. Assim:

a/ *
A classe de equivaléncia § também ¢é chamada de fragao, onde a é o numerador da
fracao e b é o denominador.

Exemplo 3.1.2.

1% — {(2,9) €Z X Z* | (,y) ~ (8,10)} = {(z,y) € Z x Z* | 10.x = 8.9}

Desta forma, (4,5) € %; (—20,—-25) € 18—0; (2,3) ¢ %-

Perceba que % = %. De fato, como (4,5) ~ (8,10) as classes de equivaléncia geradas
por eles sao iguais. A partir desta defini¢ao fica bem claro o significado de fragao. Esta é
a mesma notacao utilizada com os nossos alunos. Uma fracao tem infinitos representantes
que sao, na verdade, todos os elementos da classe que se conectam através da relagao ~.

Chamamos estas fragoes de equivalentes.
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Teorema 3.1.1. (Propriedade fundamental das fragoes). Se (a,b) e (¢,d) sao elementos

de Z X Z*, entao § = § se, e somente se, a.d = b.c.

Demonstracao.
De imediato, usando a definicao da relagao ~ podemos escrever:

=< (a,b)~(c,d) e ad=bc

]

Esta propriedade é muito 1util para verificarmos de forma rapida se duas fracoes
sao equivalentes. Além disso, é através dela que podemos determinar fragoes que estao
conectadas pela relacao ~, da seguinte forma.

Seja § = 5 entao pela propriedade fundamental das frages podemos escrever que
a.d=b.c.

Agora, tome k € Z*, pelo item 5 da Proposi¢an2.3.2| temos que a.d.k = b.c.k e
podemos escrever que § = % Ou seja, temos por hipdtese que § = < e construimos que

d
a _ ke
b~ kd N o
Utilizando a propriedade transitiva, temos que 5 = =5, isto €, essas fragoes sao equiva-

lentes, ou seja representantes de uma mesma classe.

Constatamos que para determinar fragoes equivalentes basta multiplicar ambos os ter-
mos de uma fragao por um nimero inteiro nao nulo.

De posse do significado de fracao e depois da construcao da relagao ~, finalmente
podemos definir formalmente o conjunto dos niimeros racionais.

Definicao 3.1.3. O conjunto dos niumeros racionais é denotado pelo simbolo Q e repre-
senta o conjunto quociente de 7. x Z* pela relacao de equivaléncia ~, da sequinte forma,

@:ZXZ*/Nz{%;aEZ e bez*} (3.2)

3.2 Adicao de Numeros Racionais

Sabemos que para somar fragoes de um mesmo denominador devemos adicionar os
numeradores e conservar o denominador. Quando as fragoes tem denominadores distintos,
0 processo para soma-las consiste primeiro em determinar fragoes equivalentes as parcelas
dadas para entao efetuar o processo de soma para fragoes com um mesmo denominador.
Contudo, vamos generalizar a opera¢ao soma em um Unico processo.

C

Definigao 3.2.1. Dados § e 5 pertencentes a Q, definimos a soma ¢ + § como sendo o

ractonal %.

Exemplo 3.2.1. Soma de fracoes.

2, 3 _ 22435 _ 19
(a) $+5 = 5J.r2 =10
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5 1 _ 53416 _ 21 _ 7
(0) 6+3="63 =1 =6

6.3 8
11 |, 3 _ 11.1434 _ 23
(c) Tti=—4r =7

Vamos mostrar que a soma de fragoes esta bem definida, ou seja, a soma independe
do representante da classe.

a’ c c

a _d ,c_c jo @4 ¢ —a 4 ¢
Teorema 3.2.1. Se F=pes=g,entaio i+ o =5+5.
Demonstracao.
Sabemos que quando dois representantes de classe sao iguais podemos aplicar a
. ~ . / ~
propriedade fundamental das fragdes. Assim se § = {entao a-b' = a’'-b. Do mesmo modo

c

/ -
temos que se § = 5 entdo c¢-d = ¢ - d.

’ ’ . i . TR
Queremos mostrar que 7 + 5 = % + 5 ou seja ¢ dtch _ a ‘2,2? b

b-d
Por hipdtese temos as equacgoes:

a-b'=ad-b (3.3)

c-d=c-d (3.4)

Vamos multiplicar a equagao (3.3) por (d-d') e a equagao (3.4)) por (b-0') e somar
as equagoes obtidas encontrando ({3.8]):

a'.b

d
b

a.t/ - (d.d) (
cd - (bb)=<d.d-(bb)
ol - (dd) +ed - (bY) =db-(dd)+d.d- bY)
(

d.d)

I
N /N /N —/—
o ~J O Ot
— ~— ~— ~—

ad- (Vd)+ch- (Vd)=da.d-(bd) +c.V-(bd)

A equacao (3.8) foi obtida aplicando a propriedade comutativa da multiplicagao
em cada uma das parcelas da equagao (3.8)). Utilizando a propriedade distributiva dos
nimeros inteiros e a propriedade fundamental das fragdes na equagao (3.8]) obtemos:

a.d+cb B a.d+c.by
bd — b.d

(a.d+cb).(V'd) = (a'.d +V).(b.d) = (3.9)
[

Os elementos do conjunto dos niimeros racionais apresentam as mesmas proprieda-
des da adicao do conjunto dos inteiros, propriedades estas que sao tteis para a resolucao
de calculos algébricos.

Teorema 3.2.2. A adicao em Q € comutativa, associativa, tem % como elemento neutro
e todos os seus elementos apresentam elemento oposto.

Demonstracao.
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1. Comutativa: Sejam x,y € Q. Vamos mostrar que z +y =y + x.

; _a __c __a c _ adtecb _ cbtad __ c a __
Sejax—bey—dtemosquex—i-y—b—l—d— T T

a

2. Associativa: Sejam os nimeros racionais x = 3,y = e 2z = ? Vamos mostrar que

r+ (y+2)=(r+vy)+ 2.

T+ (y+2)= %+(§+§>

_ c.f+e.d
- e (47

a.d.f+c.f.b+e.d.b
bd.f

(a.d+b.c).f+e.(d.b)
bd.f

_ aderc
+7

- G

= (r+y +=

3. Elemento Neutro: Seja x = ¢ € QQ, vamos mostrar que [I) é o elemento neutro da
+

0_290
11

. : a
adigao, ou seja que ¥ = ¢ +

Salls]

4. Elemento oposto: Qualquer que seja o niimero racional z = § vamos mostrar que

existe apenas um 2’ tal que x + 2’ = %.

;CL _ abt(=ad) 0 _
entdo z + a2’ = + =3 — 5

=

3 /
Seja o' = =2,

Suponhamos que exista um z” = £ # = tal que v + 2" = % entao,

n__ a ¢ _ adtcdb _ 0
T+ =5+t9="%a —1

E pela propriedade fundamental das fragoes temos que (a.d + ¢.b) -1 =0b-d -0, ou seja
a.d + c.b = 0. Sendo assim, para ocorrer a.d + c.b = 0, pela propriedade do elemento
oposto dos nimeros inteiros a.d e ¢.b sao niimeros opostos, ou seja, ¢.b = —a.d, sem perda
de generalidade. Logo, em contradigao a nossa suposigao inicial, temos que § = =%, o que
¢ um absurdo. Concluimos, entao, que o elemento oposto de § ¢ tinico e igual a .

Denotamos o elemento oposto de x por —zx.
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3.2.1 Subtracao de Numeros Racionais

Vamos mostrar que a subtragao e suas propriedades também sao validas no con-
junto dos Racionais.

Definigao 3.2.2. Sejam = e y nimeros racionais. A subtra¢ao x—y é dada por x+ (—y).

Mais uma vez temos que a subtracao entre x e y nada mais é do que a soma entre
x e o oposto de y.

Proposicao 3.2.1. Para x, y e z € Q sao vdlidas as sequintes propriedades:
(a) =(—2) ==z

(b)) —x+y=y+ (-2

(c)x—(-y)=z+y

(d) —v—y=—(z+y)

(e) x—(y+z)=x—y— =z

Demonstracao.

(a) —(-z) ==
Seja r = 7. Entao vamos chamar de 2’ o elemento oposto de z, ou seja, ¥’ = —x = 3*.
Assim, —(—x) é o elemento oposto de 2/, —(—z) = —2' = # =2 =u1.

Sejax = § ey = 5. Queremos mostrar que —z+y = y+(—x), ouseja 7 +< = S+ 3%
De fato,

—a c —a.d+c.b b+(—a.d) c —a
b + d — bd : d.ba —d (_b )
(C) Xr — (—y) =x + Y.

Por definicao sabemos que a subtracao de dois niimeros inteiros x e a equivale a soma
de x com o elemento oposto de a.

r—a=2x+(—a)

Facamos a = —y , entao —a = y e podemos escrever:

r—(—y)=x—a=z+(—a)=x+y

46



(d) —z—y=—(z+y)
Seja x = ¢ e y = . Queremos mostrar que —x —y = —(z + y), vejamos:
_ _ —a (=¢) _ —ad+(—c).b _ —ad—cb _ —(a.dtcb) __ a.d+ecb __
—r—y=—r+(-y) = A g = bd bd  bd  _ bd

a.d+c.b

_( b.d ):—(x—i—y).

Logo, —x —y = —(x + y).

r—(y+z)=r—y—=z

Sejar=f,y=y=5Sez=y= % Vamos desenvolver = — (y + z) para chegarmos a
rT—y—z.
r—(y+2)= $-(5+%)
_a (c.f+e.d>
— b d.f

a.d.f—c.f.b—e.d.b

bd.f
_ ad—cb) e
- b.d f
— a__c¢c__ &€
= v 47
= r—y-—=z

3.3 Multiplicacao de Niumeros Racionais

Assim como fizemos para definir a soma de nimeros racionais, vamos utilizar dos
nossos conhecimentos prévios para definir a multiplicagao neste conjunto.

a

b
podendo escrever, simplesmente, 75.

Definicao 3.3.1. Dados

- a 4
racional § - <,

Sl s

Exemplo 3.3.1.

2 3 _23_ 6 _ 3
(@) 5-5=53=10—%

5 1 _ 51 __
(b) 6-5=63= 15

11 3 _ 11.3 _ 33
(¢c) T 1=4%1 =175
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Teorema 3.3.1. A multiplicagdo de fragoes estd bem definida. Sejam § = 37 e 5 =

a7
jo &.c—a
entao Iy T
Demonstracao.

Sabendo das seguintes implicagoes,

I
1. %:%éa.b’:a’be
!
2. gz%éad’:c’d.
a ¢ _ad
Queremos mostrar que ¢ - 5 = 7 - 5.

a. c a

Dizer que §-£ = & -% implica em dizer que acb'd’ = a’c'bd ,utilizando a propriedade
comutativa dos nimeros inteiros e redesenhando esta equagao, (abt’) - (ed’) = (a'b) - (¢'d)
percebemos, a partir das equagoes e , que ela é, de fato, verdadeira.

]

A multiplicagao em Q também goza de propriedades analogas as propriedades dos
nimeros inteiros.

Teorema 3.3.2. A multiplicacao em Q € comutativa, associativa , tem % como elemento
neutro e € valida a propriedade distributiva em relacao a adicao. Além disso, vale também,
o cancelamento multiplicativo, ou seja, se x,y,k € Q, com k # % ex-k=uy-k, entao

T =1y.

Demonstracao.

1. Comutativa: Sejam z,y € Q. Vamos mostrar que = -y =y - z.

c _ac _ca _

ar=%ey==< Ly=9.& -9 _c@_c . a_ .,
Sejar=jey=gtemosquer-y=4-9=3G=G=g"5=2"Y

<2

2. Associativa: Sejam os niimeros racionais z = ¢, y = S e 2 7 Vamos mostrar que

z-(y-2)=(z-y) 2

e
/N
N——

z-(y-z) =

I

e
/N &lo
SRR
N——— =0

Q
Q
a

|
—
IS
59k
&

| |
—~
R <
~ &
<
|

QUlo
SN—
N e

3. Elemento Neutro: Seja z = ¢ € Q, vamos mostrar que 1 ¢ 0 elemento neutro da
a 1
b1

1
multiplicagao, ou seja que x = a=2a

=1l.,a_2a
— 105 b
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Ll _al
1= =

b.1

e
e

Pela propriedade comutativa, ja demonstrada neste Teorema , temos que %% =

1 a 403 a
1% que éigual a ¢

4. Distributiva: Vamos mostrar a validade da propriedade distributiva da multiplicacao
em relacao a adi¢ao no conjunto dos nimeros racionais, ou seja, z-(y+z) = x-y+x-z

Sejam os numeros racionais r = 3,y = < € 2 =

(5+9)
a cfted

a
b df

a.(cf+ed)
b.df

acf+aed
bdf

b.(acf+aed)
b.(bdf)

bacf+baed
bbdf

ac(bf)+ae(bd)
(bd)(bf)

— ac 4 ae
= b TS

ulo
o

- (y+2)=

Salis]

~le

alo
[SIs]

(SlfS]

= z-yt+tx-z

5. Cancelamento multiplicativo: Sejam x,y,k € Q com k # % . Vamos mostrar que se
x-k=y -k, entaoxr =7y .

3 . a __C _— m _ =
Sejam x = § , ¥ =ac k=1, temos que se z - k = Y k entao podemos escrever que
= 9% e concluir que a.m.d.n = c.m.b.n. Pela lei do cancelamento multiplicativo
de Numeros Inteiros a equacao a.m.d.n = c.m.b.n é equivalente a a.d = c.b que pela

Propriedade fundamental das fragoes corresponde a § = 5. Logo = = y.

]

A operacao de divisao nem sempre é possivel no conjunto dos Numeros Inteiros,
contudo esta operacao sempre é possivel no conjunto dos Racionais devido a definicao e
teorema a seguir.

Definicao 3.3.2. Um elemento de x € Q diz-se inversivel se existe v1 € Q tal que
r-T1 = % Dizemos que x1 € o inverso multiplicativo de x, ou simplesmente, o inverso de

T €e o Tepr’esentaremos por l’il.
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Teorema 3.3.3. Todo elemento nao nulo de Q possui um unico inverso multiplicativo.

Demonstracao.
Queremos determinar um elemento racional r; que quando multiplicado por ¢
resulte em % Lembre que % é uma classe que representa todas as fracoes em que o

numerador e o denominador sao iguais, portanto o elemento x; que procuramos é aquele
que quando multiplicado por 3 resulte em uma classe de termos iguais.
; —a L0 ) 50 ¢ b —ab _ab _ 1
Seja x = 7 # 7 € Q. Tomemos x; = 2, entao 7.. = 2 = 0 = 7 .
. . P . “ . e
Alem1 disso, x; € tinico. Suponhamos, que exista xy = § # 71, ou seja § # ,tal
a. c _1
que § - 5= 1.

=1 ac _ 1 - c b
=1 pm=7>ac=bd= ="

O que é uma contradigao.

. b
Logo, 12 = 71 = .

]

Como a fragao é composta por numeros inteiros, podemos ter uma fracao com-
posta por numerador e denominador com sinais diferentes. Entao, como fica o sinal da
fracao? Positivo ou negativo? Esta é uma pergunta que sempre é feita em sala de aula.
Na proposicao a seguir essa questao serda pormenorizada.

Proposicao 3.3.1. Para (a,b) € Z x Z*, temos que, 3¢ = & = —§ = —=¢.

Demonstracao.

Tendo (a,b) € Z x Z* sao validas todas as propriedades dos inteiros para as
operacoes aritméticas sobre a e b, por este motivo todos os itens abaixo sao verdadei-
TOS.

o =% & (—a).(-b) =abs ab=alb.
o L =—-1%ab=—(a).(-b) & ab=—(—ab) & ab=ab
o ¢ =—"1& —(a).(-b) = —(—a).bs —(—ab) = —(—ab) & a.b=a.b

[l

De acordo com esta demonstragao, quando um nimero racional é negativo, pode-
mos considerar, exclusivamente, a oub negativo. Da mesma forma que, quando tomamos
ambos os termos negativos, estamos considerando um ntimero de QQ positivo. Sem perda
de generalidade, neste trabalho, vamos considerar que quando um nimero racional 3 for
negativo teremos a < 0 e b > 0.

A seguinte propriedade estabelece as regras de sinais para a multiplicacao de
nimeros racionais, além de detalhar a propriedade distributiva em relacao a subtracao.

Proposicao 3.3.2. Se z,y,z € Q, entdo:
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3. (Propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo a subtrag¢io) x.(y—z) = x.y—

T.Z.
Demonstracao.
3 4 3 3 _a __C __ €
Sejam os nimeros racionais v = §, y = $ e z = {.
1. Mostremos a validade de (—x).y = z.(—y) = —z.y. Para isto vamos desenvolver o

primeiro e o segundo membro desta igualdade chegando a um mesmo resultado, o
terceiro membro.

o (- )y—(—)

7 = - =—1y.
e al-m)=% (-

a
==y
2. Provemos qu (—x).(—y) = z.y.
(—2).(=y) = (=3)- (=8) =3 T =t =2v.

3. Para verificar que z.(y — z) = 2.y — x.z vamos explanar o primeiro membro desta
identidade para chegar ao segundo membro.

vy-2= 25— (5

Il
SIS
—
Qo
_l_
VS
|
ST
o N~—m 1
[

Il
Sl
alo

+

— ac _ ae
- bd ~ bf
= T — X2

]

Perceba que todas as operagoes aritméticas do conjunto Z sao mantidas quando
mudamos para o conjunto Racional.

3.4 Relacao de ordem em Q

Neste momento vamos estabelecer uma relacao de ordem dentro do conjunto Q
para que possamos comparar elementos deste grupamento.

Deﬁnigéo 3.4.1. Dados os inteiros § e 5, escrevemos 3 < 3, lé-se ¢ € menor que ou

igual a 5, quando a-d < b-c.

=

Os simbolos >, > e < definem-se de forma analoga a que fizemos para a relacao
de ordem em Z na Definicao [2.4.3]
Teorema 3.4.1. A relagio <, dada na Definigdo [3 estd bem definida, ou seja, se
Cog =g e g < entioy <
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Demonstracao.

- ., ’ ~ , /
Utilizando a hipétese temos que § = 3 entao a.b’ = a’b temos também que § = £

7
entao c.d’ = c'd . Partindo de que § < § queremos chegar em Z—,/ < %.

Para esta demonstragao é importante lembrar que mesmo que alguma classe referida acima
seja negativa, podemos, e vamos considerar que o termo localizado no denominador é
positivo e atribuiremos o sinal de negativo para o numerador. Caso a classe seja positiva,
temos ambos os termos maiores que zero. Portanto, todos os denominadores sao maiores
do que zero.

Partindo def < ¢ temos que ad < be. Multiplicando ambos os termos desta
desigualdade por b’ ficamos com ab'd < beb/. Usando que ab’ = a’b e substituindo no
primeiro termo desta desigualdade constatamos que a’bd < beb’ e pela lei do cancelamento
multiplicativo temos que a'd < cb'.

Tomando que a’d < ¢b’ vamos multiplicar a desigualdade por d’ o que gera a'd'd <
cd't/. Sabendo que cd’ = ¢’d e substituindo no segundo membro da desigualdade a'd'd <
cd'b encontramos a’d'd < /db’ que pela lei do cancelamento multiplicativo corresponde a
ad <V, logo Z—,’ < CCT:'

m
Teorema 3.4.2. A relacio <,é uma relagao de ordem em Q.
Demonstracao.
1. A relacao < é reflexiva, ou seja, 7 < 3.
De fato, < é reflexiva, ou seja,7 < ¢ pois a.b < a.b. Em particular ¢ igual.
2. < ¢ antissimétrica, ou seja, se § < 5 e < < ¢, entao § = 3.
Se % < g pela definicao temos que a.d < c¢.b. Por outro lado, se g < % entao
c.b < a.d. Como c.b e a.d sao nimeros inteiros, podemos considerar a sua relagao
3 _ a __ C
de ordem e concluir que a.d = c.b. Logo, § = 5.
3. < é transitiva, ou seja, se % < g e § < ?, entao % < ?
a ¢
—<-=ad<cb (3.11)
b~ d
‘<’ ocf<ed (3.12)
-<-=c e. .
d— f -

Multiplicando as equagoes (3.11]) e (3.12)) obtemos o seguinte resultado: a.d.c.f <
c.b.e.d, que pela lei do cancelamento multiplicativo equivale a a.f < e.b e implica
que ¢ <

~lo

Logo a relagao < é uma relacao de ordem, o que torna o conjunto Q ordenado. [J

Vamos utilizar no conjunto dos Nimeros Racionais a mesma notagao utilizada no
conjunto dos Numeros Inteiros em [2.4.3]

Vamos mostrar que o principio aditivo e o multiplicativo se conservam na relacao
< deste conjunto. Esse resultado é muito utilizado na resolucao de equagoes. Além disso,
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logo em seguida, vamos estabelecer que dois elementos racionais quaisquer ao serem com-
parados ou sao equivalentes, ou um ¢ maior do que o outro, ou seja a lei da tricotomia
rege 0s numeros racionais

Teorema 3.4.3. A relagao < definida acima é compativel com as operacoes em Q | isto
€, para quaisquer x,y, k € Q wvale:

(o) x<yez+k<y+k

(b)) x<yek>

=S

= x.k <y.k.

(c) z<yek<3I=uxk>uy.k.

=S

Demonstracao.
Sejamr=7€Q,y=5€Qek="¢€Q,

(a) x < yse,esomentesexr +k <y+k

r—k<y—-k& FHTISHT

(an +bm).dn < (en+ dm).b.n
(an +bm).d < (en + dm).b
and + bmd < e¢nb + bmnd

and < cnb

ad < c¢b

IN

alo

(T

8
IA
<

(b) Sex <yek>?entao z.k < y.k.

Sabendo que k£ > % podemos tomar que o numerador de k é nao negativo e o seu
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denominador, positivo, ou sejam € Z, e n € Z7.

IA
e

R S R

ad < be

[SIS]

ab'd < bel/
ad.(mn) < be.(mn)
a.m.(dn) < c.m.(bn)

a.m c.m
b.n S d.n

33

<

313

<
q

y.k.

e

8
>~
IN

(c) z<yek< % implica em z.k > y.k

Sendo k < % sabemos que um dos termos de k, e apenas um, é menor que ou igual a

zero. Tomemos, sem perda de generalidade, m € Z_ e n € Z}.

Sl
INA
aulo

A

ad < be
ab'd < beb/
ad.(n) < be.(n)

adn < ben.

Sabendo que m < 0 e utilizando a propriedade |[c| do Teorema na desigualdade
adn < ben temos que:

adn < ben = adn.(m) > ben.(m)

= a.m.(d.n) > cm.(b.n)

— am > cm
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Teorema 3.4.4. (Lei da tricotomia dos racionais) Para quaisquer x,y € Q, apenas
uma das situagoes, a sequir, ocorre: T =1y ou x > Y ou T < Y.

Demonstracao.

Sejam x = ¢ e y = § . Tomemos a.d e c.b que sao nimeros inteiros, pelo teorema
temos trés possibilidades exclusivas:

e a.d = c.b e entao teremos { = ¢, logo r =y

SIS]

® a.d < c.b e entao teremos § < § ja que b.d > 0, logo z <y

[SIS]

e a.d > c.b e entao teremos § > < jd que b.d > 0, logo x >y

SIS

]

Em particular, a lei de tricotomia dos racionais nos faz concluir que comparando
um numero racional r qualquer com o % temos tres possibilidades exclusivas, r = % ou
r > % our < %. Como o produto de racionais resulta em um niumero racional entao a
partir da lei de tricotomia de racionais podemos dizer que este resultado ou é positivo
ou é negativo ou é nulo. A “regra de sinais” que é sistematizada para a multiplicacao de
inteiros também pode ser utilizada ao multiplicar niimeros racionais. E esta afirmacao

que ¢é feita para os alunos de nivel fundamental serda demonstrada a seguir.

Proposicao 3.4.1. Para os numeros racionais genéricos x =
propriedades:

ey = 5, sao vdlidas as

e

1. Sex.y =0 entao x =0 ouy =0.
2. Sex>0ey >0, entao z.y > 0
3. Sex>0ey<0, entao z.y <0

4. Sex <0 ey<0, entao x.y >0

Demonstracao. Para fazer esta demonstragao vale lembrar que a, b, ¢, d sao niimeros in-
teiros e por isto usaremos a Proposicao [2.3.2] para estes ntiimeros.

1. Se xz.y =0 entao z =0 ou y = 0.
Seja x = ¢ # 0, ou seja a # 0 entdo se .y = 0 entdao podemos escrever que

s = Ooimp(l)ica em 35 = 0 logo ac = 0 Como a # 0 concluimos que ¢ = 0. Logo,

2. Sex>0ey>0,entao x.y >0
Sex = § > 0 entao a > 0. Da mesma forma que se y = £ > 0 entao ¢ > 0 logo
ac > 0. Dessa forma z.y é igual a - § que por sua vez é igual a 5. Como ac > 0
temos que 35 > 0, ou seja r.y >0
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3. Sex>0ey<0,entao x.y < 0.
Seja x = £ > 0 entao a > 0. Da mesma forma que tomando y = 5 < 0 entao ¢ < 0,
ac

logo ac < 0. Notemos que z.y ¢ igual a § - 5 que, por sua vez, ¢ equivalente a 35.
Como ac < 0 entao 75 < 0, ou seja, x.y < 0.

4. Sex <0ey<0,entao z.y >0
Sabendo que z = ¢ < 0 entao a < 0 e tomando y = 5 < 0 entao ¢ < 0, logo temos
ac

que ac > 0. Obsrvemos que z.y = ¢ - < entao 75.
Como ac > 0 temos que $5 > 0, o que significa que z.y > 0

[]

Notagao: Assim como fizemos com o conjunto dos nimeros inteiros, vamos usar
notacoes semelhantes para representar alguns subconjuntos de Q.

1. Chamaremos Q* = {% | (a,b) € Z* x Z*} de conjunto dos nimeros racionais nao
nulos.

2. Chamaremos Q* = {% | (a,b) € Z* x Z% } de conjunto dos nimeros racionais ne-

gativos.

3. Chamaremos Q_
positivos.

{41 (a,b) € Z_ x 7%} de conjunto dos niimeros racionais nao

4. Chamaremos Qf = {% | (a,b) € Z7 x Zi} de conjunto dos racionais positivos.

5. Chamaremos Q4 = {% | (a,b) € Z; % Zi} de conjunto dos nimeros racionais nao
negativos.

Ja vimos que todas as operacoes aritméticas de Z sao preservadas em Q, agora es-
tamos prontos para definir a fungao que mostrara que Z também tem uma cépia algébrica
em QQ, vamos definir a funcao imersao injetora de Z em Q, que é exatamente a justificativa
para afirmarmos que Z C Q.

Teorema 3.4.5. Seja i : Z — Q dada por i(n) = T para qualquer n inteiro, entio i ¢
injetora e preserva as operacoes e a relagao de ordem de Z em Q, no sequinte sentido:

1. i(m+n) =i(m) +i(n).
3. Sem <mn, entao i(m) < i(n).

Demonstracao.

Mostraremos inicialmente que i é injetora. Sejam n; e ny niimeros inteiros tais que
ny # ng, vamos mostrar que i(ny) # i(ns).
Temos por hipdtese que n; # ng, suponhamos, por absurdo, que i(n;) = i(ns), ou seja,

ol = 22, Mas isto equivale a dizer que n; = ny, o que é um absurdo. Logo ni # n.
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1. Provemos que i(m + n) = i(m) + i(n).

De fato, i(m +n) = 22 = meldndm 4 & — () 4 j(n).

2. Verifiquemos que i(m.n) = i(m) - i(n).

Desenvolvendo i(m.n) temos ™" = =t =

3. Vejamos que se m < n, entao i(m) < i(n). Tendo em vista que m < n, suponhamos,

: : ) S
contrariamente que, i(m) > i(n) entdao & > ¥ o que corresponde a afirmar que

m > n, o que ndo condiz com a hipdtese. Logo se m < n, entdo i(m) < i(n).

]

A fungao i(n) permite que qualquer nimero inteiro n possa ser escrito na forma
racional como 7, além de preservar as suas operagoes aritméticas e sua relacao de ordem.
Essa funcao também nos possibilita concluir que o conjunto dos nimeros racionais é
infinito, ja que i(n) é uma funcao injetora de Z em Q, e sabemos que N estd contido em
Z.. Dessa forma, temos uma copia algébrica dos Numeros Inteiros nos Racionais.

Neste capitulo definimos a operacao soma representada pelo simbolo de + e a
operacao subtracao representada por —, a partir da soma. Percebemos que a subtracao
entre os numeros r e y nada mais é do que a soma entre x e o oposto de y. Definimos
a operacao multiplicacao, representada por um ponto e agora, utilizando esta operacao,
vamos definir a divisao, denotada por <+ como veremos a seguir.

Definigao 3.4.2. Sejam v € Q ey € Q* comx = § ey = §, dizemos que x dwidido por
y € dado pelo produto entre x e o inverso de y, ou seja,

-1

TEY=2-Y
Exemplo 3.4.1.
@4+3=3-3=%
R N
@ 4r2=t+i=tiog=i=2

Proposicao 3.4.2. Se $,5€cQ ey # %, entdo & + & = Z_fci,

~ o o~ o e~ a c . a d
Demonstragao. Usando a definigao de divisao, temos que § <+ & equivale a § - £ que, por

sua vez, corresponde a %. O
Notacgao:
a
visio & - ¢ 4 in a.c
A divisdo § + £ também pode ser representada por £ouy g

Como a divisao entre x e y é, na verdade, a multiplicagao entre = e o inverso de y
constatamos que a divisao provera de todas as propriedades da multiplicacao entre x e o
inverso de y. Vamos, apenas, conhecer sobre o sinal do inverso de um nimero qualquer
na propriedade a seguir. Ademais, veremos que sempre ha um ntmero racional entre
dois numeros arbitrarios deste conjunto. Essa afirmacao é importante pois no conjunto Z
nao ha elemento entre dois inteiros consecutivos, ja no conjunto QQ, de acordo com essa
afirmagao, entre dois nimeros quaisquer, inclusive consecutivos, sempre hd um nimero
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racional o que nos faz concluir que nao estamos trabalhando com um conjunto bem or-
denado, pois podemos tomar um subconjunto de Q limitado inferiormente, como por
exemplo (z,+00) que é limitado inferiormente por x mas que nao tem elemento minimo
ja que pelo segundo item da propriedade a seguir, tomando um elemento y qualquer deste
subconjunto sempre havera um elemento entre eles. Veja a seguir.

Proposigao 3.4.3. Para os nimeros racionais genéricos x = ¢ ey = <, sao vdlidas as
propriedades:

1. Sex >0 entao = > 0.
2. Sex <yentior < (x+y)27! <y.
Demonstracao.

1. Se x > 0 entao 2! > 0. Seja z = 7 > 0, ou seja a eb tem o mesmo sinal e ambos

sao diferentes de zero. Logo, x71 = 2 > 0.

2. Sex >y entao x < (r+y).27! <y.Seja x < y entdao temos:

r<y=zcrt+r<ytr=2r<zxr+y (3.13)

r<y=zczty<yty=c+y<2y (3.14)

Através das equagoes (3.13) e (3.14) podemos escrever, 2z < x + y < 2y. Multipli-
cando todos os termos por 2! obtemos,

e <rH+y<2y=2"'20<2(z+y) <2 ' 2y=>r<(z+y) 27 <y

]

De acordo com [5], apesar de Q nao ser bem ordenado como Z e N, Q possui todas
as propriedades aritméticas de Z, além da propriedade de que todo elemento nao nulo
possui inverso.

Finalmente, fazendo uma analogia com o conjunto Z, podemos escrever:

Q=0Q u{o}uQ:
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Capitulo 4

Numeros Inteiros - O modelo

O modelo apresentado neste Capitulo [4] foi desenvolvido pela Experimentoteca, o
meu objetivo é mostrar o processo para a aplicagao deste modelo que pode ser visto em [3].

Para comecgar a desenvolver a atividade ¢ necessario construir alguns kits para
serem distribuidos para as equipes que devem ter cerca de trés alunos. Cada kit é consti-
tuido por 40 fichas que podem ser feitas com papel duplex, cartolina e fica muito bonito
com E.V.A.. Sao quadrados de lado 5 c¢cm que sao cortados ao meio. Uma metade é
pintada de vermelho simbolizando a unidade negativa e a outra metade ¢ pintada de azul,
simbolizando a unidade positiva. Vinte pecas de cada cor formam um kit.

Ao unir as duas pecas , negativa e positiva, eu escolhi formar o simbolo do conjunto dos
nimeros inteiros, Z, o simbolo formado também poderia ser o zero, ja que essas duas
pecas formam o elemento neutro da soma. Contudo ista marca é dispensavel.

/.

/i

Figura 4.1: Peca: A
unidade positiva.

Fonte: Prépria criada
com o auxilio do Power-
Point 2013

Figura 4.2: Peca: A
unidade negativa.

Fonte: Prépria criada
com o auxilio do Power-
Point 2013

Figura 4.3: A unido
das pegas.
Fonte: Prépria criada
com o auxilio do Power-
Point 2013

As pecas juntas representam o elemento neutro da adicao, o zero. Uma pega azul

anula uma pega vermelha e vice versa. E importante ressaltar para o aluno que pode-se
representar quantos zeros se queira. Cinco pecas azuis com cinco pecas vermelhas formam
cinco zeros, que continua sendo zero, como vemos abaixo.

Para formar o nimero +5, por exemplo, podemos usar cinco pecgas azuis.
Também podemos formar o niimero +5 unindo oito pecas azuis e trés vermelhas,

pois desta forma, estamos formando 3 zeros mais 5 unidades positivas que resulta no
numero desejado. Atente para o fato que estamos utilizando a propriedade do elemento

29



Figura 4.4: Cinco zeros.
Fonte: Proépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

/. /. /. // /.

Cinco pegas positivas

Figura 4.5: Cinco pecas positivas.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

neutro da adigdo, demonstrada em [3]

ﬂﬂlﬂﬂlﬂ
L g X J

Y

Cinco pegas positivas Pegas anuladas

Figura 4.6: Representagdo do nimero +5.
Fonte: Proépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

De forma andaloga, para representar o numero —2 podemos agrupar duas pecas
vermelhas, que sao duas unidades negativas. Ou, ainda, seis pecas vermelhas e quatro
pegas azuis, que vao formar quatro elementos neutros, pois uma pega azul ira anular uma
vermelha e vao sobrar duas pegas vermelhas, formando o nimero —2. Percebemos que
existem infinitas formas de representar um mesmo numero.

Apos esta explicacao, que podemos dizer, é a apresentacao das “regras do jogo”,
partimos para explicar as operacoes e pedimos para que, utilizando o material concreto,
respondam a algumas questoes que serao apresentadas, como sugestao, no final desta
secao, na pagina

4.1 Adicao de Numeros Inteiros

Inicialmente o professor deve lembrar o significado da palavra adi¢ao ou adicionar
que ¢ a idéia de juntar, que sera muito utilizada nesta etapa.
Um exemplo é adicionar (—3) com (+6), ou seja, devemos juntar 3 pecas vermelhas com
6 pecas azuis. E agora? Lembre—se que ao juntarmos uma peca azul com uma vermelha,
elas se anulam e podem ser desconsideradas. Entao ficaremos com 3 pecas da cor azul,
ou seja, (+3).
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Lz 7z
Y

Duas pecas negativas

aaaRa™™

Pecas neutralizadas Duas pegas negativas

Figura 4.7 Representacoes do niimero -2.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

B B B w2 w2 2

Pecas neutralizadas Restam trés pegas azuis: +3

Figura 4.8: A soma entre (-3) e (+6).
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

A operagao que acabou de ser feita, adicionar (-3) com (+6), pode ser representada
algebricamente na forma (—3) + (+6) e como a adigao é comutativa, como vimos em [I]
obteremos o mesmo resultado caso a operacao seja representada por (+6) + (—3).

4.1.1 Subtragao

Para realizar esta operacao é importante que seja resgatado o significado da sub-
tragao, que é, entre outros, “retirar”. Esta serd a palavra chave aqui! Para realizar
a operacao (—5) — (—2) vamos usar cinco pegas vermelhas e retirar duas destas pegas,
restando trés pecas vermelhas que representa o nimero —3.

7 72 72 72 WA
i

Pecas que serdo retiradas.

72 /A WA

Figura 4.9: A subtragdo entre (-5) e (-2).
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Agora vamos realizar a operagao (—-3)—(+2), que equivale retirar 2 pecas azuis das
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3 pecas vermelhas. Para fazer tal operacao usaremos o recurso de ”colocar zeros” que
consiste em acrescentar pecas azuis e vermelhas em quantidades iguais. Estes sao os “ze-
ros construidos”, vejamos a seguir.

el R Y]]

Figura 4.10: Zeros construidos.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Portanto, para realizar a operagao (-3)—(+2) vamos utilizar trés pecas vermelhas
e para retirar as duas pecas azuis, é necessario que elas aparecam, entao também precisa-
remos usar, no minimo, dois zeros construidos. Nao ha problema se houver mais de dois
zeros construidos, implicara apenas que ird sobrar zeros e como este é o elemento neutro
da adicao, nao alterara o resultado como veremos logo abaixo, considerando a construcao

de trés zeros.

74 72 /A

Trés pecgas vermelhas representando o "-3".
. ’

Vamos retirar duas pecas azuis, para efetuar a
operagdo "-(+2)".

Figura 4.11: A subtragso entre (-3) e (+2).
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Sobrarao cinco pecas vermelhas e um zero, formado por uma pega vermelha e uma
azul. O resultado a ser considerado, entao, sao as cinco pecgas vermelhas.

mmmmm

72 71 W72 WA 2

Figura 4.12: A subtragao entre (-3) e (+2).
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Logo, o resultado da operagao (-3)—(+2) é —5.
Note que ao realizar esta operacao, utilizamos algumas propriedades. Inicialmente a
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propriedade do elemento neutro da adigao[3], pois para criar zeros estamos escrevendo a
operagao na forma (-3) + 0-(42). Entao foi utilizada a propriedade do elemento oposto,
2.2.2] j& que escrevemos o zero na forma (—2) + (+2) e podemos reescrever a operagao
como (—3) + [(—2) + (+2)] — (+2). Dai foi utilizada a propriedade associativa, demons-
trada em 2] Efetuamos (—3) + (—2) + [(+2) — (+2)] e encontramos (—3) + (—2) + 0, para
finalmente efetuar (—3) + (—2) e encontar —5. Este resultado é coerente com a defini¢ao
de subtracao vista em . Mostrar para o aluno que esta operagao (—3)—(+2) nada
mais é do que a soma de —3 com o oposto de +2, ou seja, (—3) 4+ (—2), ou simplesmente
-3 -2

E significativo que o aluno descubra o niimero minimo de zeros a serem utilizados numa
operacao como esta, contudo caso a quantidade seja maior do que a minima, como vimos,
o resultado nao se altera, ja que o zero é o elemento neutro da adigao.

E relevante que fagamos mais de um exemplo, desta vez estimulando o nosso aluno
a determinar a quantidade minima de zeros a ser utilizada.

Qual o resultado de (—2) — (—6)? De duas pegas vermelhas queremos retirar seis
pecas vermelhas. Neste momento consideramos que teremos que construir alguns zeros
e abrimos a discussao para determinarmos quantos zeros, no minimo, serao necessarios.
Como temos duas pegas vermelhas e destas queremos retirar seis, devem “’aparecer” mais
quatro pecas desta cor. Esta aparigao se dard com os zeros, logo teremos que construir
quatro zeros, ou seja, colocar, além das duas pegas vermelhas que representarao o (—2),
usar quatro pecas azuis e quatro vermelhas que estarao se anulando e representarao os
zeros, para entao retirar seis pecas vermelhas.

Pegas que serdo retiradas

Sobraram quatro pegas azuis, I I I I
logo o resultado é "+4",

Figura, 4.13: A subtracdo entre (-2) e (-6).
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Logo, o resultado da operagao (—2) — (—6) = +4.

Assim, o professor finaliza a apresentacao do modelo e expoe algumas questoes para
serem resolvidas com o auxilio do kit. A seguir apresentamos alguns exemplos de questoes.
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Tabela 4.1: Atividades de soma de Inteiros

1. Queremos adicionar (—3) com (—6), ou seja, devemos
juntar 3 pecas vermelhas com 6 pegas vermelhas. Ao
todo, quantas pegas vermelhas teremos?

R. -9

2. Qual o resultado da seguinte operacao: (+3)+ (—6)7
Faca um desenho mostrando a operacao que vocé reali-
ZOU.

R. -3

3. Queremos fazer agora: (-3)—(—2), ou seja, de 3 pecas
vermelhas queremos retirar 2 pegas vermelhas. Com
quantas pecas vermelhas ficaremos?

R. -1

4. Determine o resultado de cada operacao abaixo.
Soma. Subtragao.

a. (+5) + (+3) = R. +8 | a. (+5)—(-3) = R. +8
b. (-1)+ (-4) =R. -5 b. (-5)-(-3) R. -2

c. (+8)+ (-9 =R.-1 |c (-5)(+3)=R.-8
d. (-5)+H7)=R.+2 | d. (+5)-(+3) = R. +2
e. (-6) + (+6) =R.0 e. (+2)-(+6) =R. -4
f. +2+7=R. 49 f. -71)-(-2)=R.-5
g. 1+1=R.0 gl-7=R. -6

h. 4+7=R. +3 h.2-3=R. -5

5. Numa determinada cidade, durante o dia, apresen-
tava uma temperatura de 5°C e a noite, a temperatura
caiu 7°C. Qual foi a temperatura desta cidade, a noite?
R. —2°C

4.2 Multiplicacao de Niumeros Inteiros

Neste primeiro momento vale relembrar que multiplicar niimeros naturais nada
mais é do que somar parcelas iguais uma determinada quantidade de vezes, por exemplo,
3 x 5 equivale a somar trés parcelas iguais a cinco cada uma. Relacionando esta definicao
com o nosso modelo concreto, operar 3 x 5 significa formar trés grupos de cinco unidades
cada um.

Utilizando o kit mostra-se alguns exemplos de multiplica¢do. Efetuar a operagao (+2) x
(—3) consiste em formar dois grupos de trés pegas vermelhas cada um.
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Dois grupos de trés pegas vermelhas resulta em seis pegas desta mesma cor.

Figura, 4.14: 0O produto entre (+2) e (-3).
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

O resultado de (4+2) x (—3) é —6.

Utilizando a propriedade comutativa da multiplicagao de inteiros, [T, podemos concluir que
(+2) x (=3) = (=3) x (+2) = =6 . Contudo também podemos interpretar (—3) x (+2)
como a retirada de trés grupos de duas pecas azuis. Assim, partindo do zero retiramos dois
grupos de pegas azuis, para isso usaremos, mais uma vez o recurso do “zero construido”.
Utilizaremos seis zeros construidos para, entao, retirarmos os trés grupos de 2 pegas azuis.

Zeros construidos

Retirada de trés grupos de 2 pegas azuis.

Figura 4.15: A retirada de trés grupos de 2 pecas azuis a partir do zero.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Aritmeticamente esta situacao consiste na utilizacao do elemento neutro da adicao,
e logo depois a propriedade do elemento oposto da adigao, da seguinte forma,
(=3) x (+2) =04 (=3) x (+2) = (=6) + (+6) + (—3) x (+2) = (—6) + (+6) — (+2) —
(+2) — (+2) = (—6) + (+6) — (+6) = —6.

De forma andloga temos que a multiplicacdo de (—4) x (+2) consiste em retirar
quatro grupos de duas pegas azuis. Mas como retirar pecas quando nao se ha nada?
Vamos utilizar mais uma vez o recurso do ”zero contruido”.

Retirar quatro grupos de duas pecas azuis equivale a retirar oito pecas azuis no total,
entao sera necessario contruir, no minimo oito zeros.

Logo, o resultado de (—4) x (4+2) = —8.

E fundamental mostrar que a multiplicacao é comutativa, e mostrar que este resul-
tado é igual ao resultado da multiplicagao (4+2) x (—4). Formar dois grupos com quatro
pecas vermelhas, cada um, também resulta em oito pecas vermelhas, ou seja, —8.

Uma das maiores dificuldades do professor quando se explica multiplicacao de
numeros inteiros é convencer os alunos sobre o sinal do produto entre dois niimeros nega-
tivos. Esta foi uma grande dificuldade minha e este modelo, de forma concreta, intuitiva
e logica, nos possibilita construir o fato de que o produto entre dois niimeros negativos é
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Grupo a ser retirado Grupo a ser retirado Grupo a ser retirado

72 72 WA WA WA A WA 2

Figura 4.16: O produto entre (-4) e (+2).
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

um nuimero positivo.

Para efetuar a operacdo (—3) x (—2) temos que retirar trés grupos de duas pecas
vermelhas, cada um. Mais uma vez teremos que construir alguns zeros. Analisando a
quantidade de pecas a serem retiradas, concluimos que temos que formar minimamente
seis zeros.

Grupo a ser retirado Grupo a ser retirado Grupo a ser retirado

g g g ey ey

Figura 4.17: O produto entre (-3) e (-2).
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Visualizamos que o produto entre (—3) e (—2), que sao dois nimeros negativos, é
igual a +6, um numero positivo.

Mais uma vez, podemos mostrar esta operacao de forma algébrica, (—3) x (=2) =
0+ (=3) x (=2) = [(+6) + (=6)] + (=3) x (=2) = (+6) + [(=6) + (=3) x (=2)] = +6.
Uma outra forma de mostrarmos esta situagao algebricamente é utilizando a propriedade
2.3.1] através dela sabemos que (—3) x 0 = 0. Vamos escrever o zero como (+2) + (—2)
e entdo (—3) x [(+2) + (—=2)] = 0. Aplicando a propriedade distributiva da multiplica¢ao
em relacao a adicao, temos (—3) x (+2) + (—3) x (—2) = 0. Como (—3) x (+2) é
igual a —6 podemos concluir que (—3) x (—2) é o seu oposto, ji que temos uma soma de
dois inteiros dando zero. Logo, (—3) x (—2) = +6.

Segue mais uma recomendacao de atividade para ser feita com o auxilio do material
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concreto.

Tabela 4.2: Atividades de multiplicacao de Inteiros

1. Dé o resultado de: (+3) x (+4). Faca um desenho
mostrando a operacao realizada.

R. 412

2 . Qual o resultado da operacao: (-4) x (+3)? Lembre
de construir zeros!

R. -12

3. Determine o multiplicagao a seguir.

a. (+5) x (+2) = R. +10 | g. (+4) x (+2) = R. +8
b. (-1) x (4) =R. +4 h. (+4) x (-2) = R. -8

c. (+3)x(-3)=R.-9 i. (4)x(-2)=R. +8
d. (1) x(-1)=R. +1 j. (—4) x (+2) = R. -8

e. (+5)x(0)=R. 0 k. (+2) x (+6) = R. +12
f. (+2) x (+2) =R. +4 L (-7)x (+1) =R. -7

4 . Qual o saldo de uma pessoa que sacou 3 reais, duas

vezes, sem ter dinheiro no banco?

R. Deve 6 reais, ou -6 reais.

5 .Existem dois pares de niimeros inteiros que multipli-
cados resultam em 3, quais sao eles?

R. +1e +3 ou-1e -3.

Em um outro momento, o professor deve sitematizar com os alunos as regras de
sinais, diferenciando a de soma para a de multiplicacao.

A divisao é a operacao inversa da multiplicacdo representada pelo simbolo +. A
divisao dos inteiros x e y é representada por x + y. Seja z o inteiro que representa o
resultado da divisao de x por y, z ~y = z,se s6 se y - 2 = . E importante lembrar que
nem sempre a divisao de nimeros inteiros resulta em um inteiro. Tal operagao deve ser
tratada como a operacao inversa da multiplicagao, ou seja, o resultado da divisao de 8
por (—2) é igual ao ntimero que multiplicado por (—2) que d4 8. Chamar a atengao que
a regra de sinais para a divisao é a mesma da multiplicagao.
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Capitulo 5

Numeros Racionais - O modelo

Para o estudo de fragdes, vamos iniciar lembrando ou introduzindo (caso seja uma
turma de 6° ano) o conceito de fragao.

FRAQAO E UMA PARTE OU PEDACO DO INTEIRO QUE FOI DIVIDIDO EM PARTES
IGUAIS.

Imagine uma folha de oficio que foi dividida em quatro partes iguais. Cada parte
representa um quarto da folha. E pode ser representada por ;11. Neste momento o professor
deve considerar os elementos da fracao. O numero acima do traco da fracao é chamado
de numerador, ele indica quantas partes do todo foram consideradas. Ja o nimero abaixo
do traco, chama-se denominador e indica em quantas partes o todo foi dividido.

Figura 5.1: Representacao de i,
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

O denominador, também denomina a fracao, ele determina em quantas partes o
inteiro esta sendo dividido. Ao se ler uma fracao, lé-se o numerador como o nimero que
ele é. Ja o denominador, se for 2 1é-se meios, se for 3 lé-se tercos e assim por diante, como
vemos na tabela abaixo.
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Tabela 5.1: Nomenclatura de fracoes

Fracao | Como se lé:
% Oito inteiros
% Um meio
% Um terco
% Tres quartos
g Trés quintos
% Cinco sextos
% Cinco sétimos
5 Um oitavo
% Dois nonos
% Sete déciomos

O denominador tem seu nome alterado, e assim denomina a fracao. Para fragoes que tem
como denominador os nimeros 10, 100 ou 1.000 serao lidas como décimos, centésimos ou
milésimos, respectivamente. Para as fracoes que tem denominadores maiores do que 10,
com excessao do 100 e 1.000, usamos a palavra avos apds a leitura do niimero escrito no
denominador. Observe:

Tabela 5.2: Nomenclatura de fracoes

Fracao Como se 1é:

= Um, quinze avos

= Nove, setenta avos

Vale lembrar que nao existe fragao com denominador igual a zero, como vimos na defini¢ao

de fragao em [3.1.2]

Para alguns alunos da rede publica, nao foi possivel aprender fracao, entao mesmo
sendo um professor das séries finais do Esino Fundamental II, vale a pena retomar este
assunto com calma para que o aluno tenha pré requisitos para prosseguir em assuntos
matematicos das séries futuras. Portanto este é o momento para exemplificar com figuras
e situagoes o uso da fracao. Segue alguns exemplos.
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(a) Um quarto de hora equivale ao tempo de uma hora, ou seja, 60 minutos, dividido em
quatro partes iguais. Logo um quarto de hora corresponde a 15 minutos.

(b) A fracao que 5 meses representa de um ano é %

(c) Maria comprou 12 balas e comeu % destas balas. Essa afirmacao significa dizer que
Maria pegou as balas e dividiu em trés partes iguais, e comeu duas destas partes.
Como 12 balas dividido por 3 resulta em 4 , temos que cada parte tem quatro balas.
J& que ela comeu duas destas partes, Maria comeu 8 balas.

(d) A parte pintada do triangulo ABC, abaixo, é representada pela fragao %.

Figura 5.2: Representagao de %.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

(e) O que representa a fracao %? Representa que um inteiro foi dividido em sete partes
iguais e destas, estao sendo consideradas cinco.

O professor deve dar diversos exemplos de inteiro. Um inteiro, é um referencial e
pode ser diversas coisas. E possivel ser uma barra de chocolate, uma quantia em dinheiro,
o comprimento de um pé, ou até mesmo a massa do seu corpo. Uma mesma fragao de
inteiros diferentes tem resultados diferentes. Por exemplo, um meio, ou seja a metade,
de dez reais equivale a cinco reais; e um meio de setenta reais resulta em trinta e cinco reais.

Ap0s este primeiro momento com a familiarizacao das fracoes, o professor comecara
a utilizar o kit de fracoes que também foi desenvolvido pela Experimentoteca do Centro
de divulgacao cientifica e cultural da Universidade de Sao Paulo e pode ser visto em [4].

O modelo é constituido por oito retangulos de dimensoes 24cm x 8cm que podem
ser feitos de papel duplex, E.V.A., ou de M.D.F. de 3 mm de espessura. Cada retangulo
sera dividido em uma quantidade de partes iguais:

Retangulo 1- Ficara inteiro e sem marcagoes.

Retangulo 2- Ficara inteiro, mas tera marcagoes. Ele estarad dividido em doze partes
iguais.

Retangulo 3- Serd dividido em duas partes iguais, formando duas pecas soltas de %

Retangulo 4- Sera dividido em trés partes iguais, formando trés pecas soltas de %
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Retangulo 5- Sera dividido em quatro partes iguais, formando quatro pecas soltas de
1

Z.
Retangulo 6- Sera dividido em seis partes iguais, formando seis pecas soltas de %.
Retangulo 7- Sera dividido em oito partes iguais, formando oito pegas soltas de %.

Retangulo 8- Sera dividido em doze partes iguais, formando doze pecas soltas de %

Reténgulo 1
Retangulo 2

Retangulo 3
Reténgulo 4

Figura 5.3: Kit do modelo de fragoes.
Fonte: LEMA - UFBA

~ Reténgulo 8

Vocé pode estar se perguntando, porque nao tem pecas de + ou i

5 g entre outras
neste modelo, simplesmente porque a medida do comprimento, 24 ¢m, nao é multplo nem
de 5, nem de 9 e nem de outro niimero natural que nao esteja representado. O que nao
impede que em seu modelo tenha tais pecas.

Para dar inicio as atividades, divide-se a sala em grupos de trés ou quatro alunos.
Vamos pedir para que eles respondam as nossas perguntas numa folha, utilizando o kit
entregue a cada grupo. Apds a entrega € interessante que o professor apresente alguns

pontos para os alunos (as regras do jogo):

e Neste modelo o retangulo é o nosso inteiro e vale a pena mostrar que a peca que
representa %, por exemplo, é uma parte das seis iguais que formam o inteiro. Vou
chamar este retangulo inteiro de nosso referencial.

e Para representar %, por exemplo, juntamos trés pecas de }1.
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5.1 Representacao do inteiro por partes

A fracao é uma parte do inteiro que foi dividido em partes iguais. Manuseando
o material concreto com os alunos mostraremos que sao necessarias duas metades para
formar um inteiro, ou seja, duas pegas que representam % formam o nosso referencial.
Utilizando, agora, as pegas que representam %, precisaremos de trés pecas para formar o
nosso inteiro. Sao necessarios oito oitavos para formar o nosso reténgulo todo, ou seja,
oito pegas que representam é.E podemos mostrar outros exemplos até que o aluno seja
tocado em seu intuitivo e consiga responder sem utilizar o material concreto, como por

1

exemplo, mesmo nao havendo pegas que representem j, ele responda a quantidade de

nonos sao necessarios para completar um inteiro. Esperamos que ele responda nove.

5.2 Identificando fracoes equivalentes

Fragoes equivalentes sao aquelas que representam a mesma parte do todo ou a
mesma propor¢ao.

Pegue a peca que representa %, verifique quais as outras fragoes que tem o mesmo
tamanho que esta pega. Perceba que duas pegas que representam ;11 se encaixam perfei-
tamente em % Assim temos que % é equivalente a % e representamos % = %. Na imagem
podemos perceber a equivaléncia de % e % numa suposta tentativa do aluno, contudo,

também percebemos a falta de equivaléncia entre % e % numa outra tentativa. Cabe ao

aluno determinar as outras fragoes equivalentes a % e completar a igualdade abaixo.
1_2_ _  _
5= T T =,

2
1 é equivalente a E — nio é equivalente a —
2 2 3
1 2 1 2
2 4 273

Figura 5.4: Equivaléncia de fragdes.
Fonte: LEMA - UFBA

Podemos sugestionar para os estudantes que neste momento eles possam determi-
nar outras equivaléncias, como por exemplo, formar uma pecga que represente % e deter-
minar as fragoes equivalentes a ela, verificando quais as fragoes que se encaixam nela.

2 _4_ 8
Espera-se que o aluno responda § = ¢ = 5.
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Uma outra sugestao é determinar as fragoes equivalentes a 1%, une-se nove pecas
de % e depois verifica-se as pecas que correspondem a ela.Espera-se o seguinte resultado:

9 3

—_ 6 _
12 7 8 4°

Aproveitamos o momento para sistematizar a equivaléncia de fragbes. Como de-
terminar fracoes equivalentes sem o uso de figuras? No primeiro exemplo descobrimos
agumas fragoes equivalente, observe-as. Note que:

Figura 5.5: Obtencao de fracoes equivalentes.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Por outro lado, analisando a igualdade do segundo item de tras para frente, temos
um trio de fragoes equivalentes que se relacionam da seguinte forma:

Figura 5.6: Obtengao de fragoes equivalentes.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Assim para determinar fragoes equivalentes sem o uso de figuras basta multiplicar
ou dividir o numerador e o denominador da fracao por um mesmo numero, diferente de
Z€ero.

Este processo que acabamos de fazer, que determina uma fracao equivalente com
os menores termos possiveis chama-se simplificacao de fragao e o resultado final, que é
uma fracao cujos termos sao primos entre si, chama-se fracao irredutivel.
Fracgao irredutivel é aquela cujo o tnico divisor comum de seus termos é o nimero 1.
Para simplificar a fragao % até encontrarmos uma fracao iredutivel, basta determinar o
numero inteiro, diferente de 1, que divida 12 e 18 simultaneamente e repetir o processo

com os termos da fracao até que nao exista mais um numero Natural, diferente de um,
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que seja divisor comum dos termos desta fracao.

Fracdo Irredutivel

Figura 5.7: Obtencao de fracao irredutivel.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

5.3 Comparacao de fracoes de um mesmo inteiro

Vamos utilizar as pecas deste kit para desenvolver a relacao de ordem do conjunto
dos numeros racionais e estimular a escrita das fragoes e dos sinais > e < definidos em
2.4.9l

Para determinar a maior fracgao, % ou %, sobrepomos as pecas em questao. Ao

chegarmos a uma conclusao fazemos o registro utilizando o sinal > e a escrita numérica
das fragoes.

1>1
2 3

Figura 5.8: Comparacao de fragoes: % > %
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

2 2
Da mesma forma que para comparar 3 e 3 valmos comparar as pecas que represen-

tam estas fragoes e ao chegar a uma conclusao fazemos o registro utilizando o sinal < .

2

Ainda podemos mostrar a equivaléncia entre as escritas 3

>

2 4 2 4
Ao comparar ¢ e g esperamos que o aluno responda z < g ou g >

. , ~ So20.3
vamos pedir, ta;nbem, para que comparem as fragoes 02130 t112)0 zes

sua resposta seja % > & ouem alternativa a esta escrita que 5 <3

espera-se que
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2 2

o

Figura 5.9: Comparacao de fragoes: % > %
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Apés a realizagao desta atividade, o professor também deve sistematizar, junto
com os alunos, a relacao de ordem entre as fracoes.

e Ao compararmos duas ou mais fragoes de mesmo denominador, serda maior a fracao
que apresentar o maior numerador.

e Ao compararmos duas ou mais fracoes de mesmo numerador, serd maior a fracao
que apresentar o menor denominador.

e Quando os termos forem diferentes, como por exemplo no quarto item acima po-

demos notar que a fragao % representa mais do que a metade do nosso referencial
enquanto que a fragao g ¢é exatamente a metade, concluimos que a maior fracao é

%, pois representa mais do que a metade um inteiro.

e Contudo, quando as fragoes sao, por exemplo, % e g que ambas representam uma

parte maior do que a metade de um inteiro, devemos encontrar fragoes equivalentes

a % e g que tenham o mesmo denominador. Para isto basta multiplicar ambos os

termos de cada fracao pelo denominador da outra fragao. Multiplicando ambos os

2 6. , 5 15 16 4 :
termlo58 de 3 por 8, teremos g;; e ¢ por 3 encontraremos 5;. Como g; é maior do
que

2 . ~ 9
31> entao a maior fragao é 3.

5.4 Soma e Subtracao de fracoes

A adigao e subtracao de fracoes devem ser bem trabalhadas. Instintivamente, a
primeira acao do aluno ao somar fragoes é operar numeradores e denominadores respecti-
vamente. Por isso, é interessante comecar falando das ideias elementares desta operacao
citando alguns exemplos, como o que sera feito a seguir.

Victor e Lucas compraram uma torta que estava dividida em 10 pedacos iguais. Victor
comeu 3 pedacos, enquanto Lucas comeu apenas 1 pedaco. Que fracao da torta cada um
comeu? E que fracao da torta os dois comeram juntos? Acredita-se que eles respondam
que Victor comeu % da torta, enquanto Lucas comeu apenas % e que eles comeram juntos
% da torta.

Outros exemplos podem ser introduzidos até que seja iniciada a dinamica com o kit.
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5.4.1 Soma e Subtracao de fracoes com mesmo denominador

O procedimento para somar ou subtrair fragoes é juntar as pegas do estojo uma

ao lado da outra para analisar a quantidade final. Para calcular a soma entre % + %
encontraremos um total de trés pecas de oitavos, concluimos que o resultado desta adicao

i+ =i

(§] 3"
Figura 5.10: Soma de fragbes com um mesmo denominador.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

De forma equivalente, para subtrair fracoes vamos utilizar as pecas que representam
o minuendo e retirar, destas, as pecas que representam o subtraendo. Para efetuar a

diferenca entre g e %, vamos buscar cinco pegas de oitavos e, destas, retirar duas. Restando
5_2_3

trés pegas de oitavos o que nos leva a concluir que ¢ — £ = £

H[_/

Pecas que serdo retiradas.

Figura 5.11: Subtragao de fracdes com um mesmo denominador.
Fonte: Proépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Apos esta orientacao, segue uma sugestao de operagoes para os alunos desenvolve-
rem de forma empirica. Exemplos de questoes sao dados a seguir.
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Tabela 5.3: Atividades de soma de fracoes com o mesmo denominador.

1.Efetue as operagao a seguir utilizando o material con-

creto.

1 2 Rl. o
a. §+§— . 1 inteiro
3 5 8 2
b.12—|-12 = R. 15 ou 3

T _ 3 _ 4 2 1
c. g— 5= R.80u40u2
_ 1 _ 5
d.1 5= R.6

_ 5 _ 3
e. 1 s = R.8

7 6 _ 13
f'124‘12_ R'12

2. Apesar de nao haver no kit, quintos ou nonos, através
das conclusoes obtidas na primeira questao, efetue as

seguintes operagoes.

N oW

R.
_ R 1

©oloo  olUw

=
Ol o
_l’_
[SCITEN

ou

o

Estruturando o conhecimento, verificamos que para somar ou subtrair fragoes com um
mesmo denominador, basta conservar o denominador e efetuar a operagao entre os nume-
radores.

5.4.2 Soma e Subtracao de fracoes com denominadores diferen-
tes

O desenvolvimento dessa operacao é semelhante ao que fizemos anteriormente, mas
é importante dar, também, esta orientacao para os investigadores. Para efetuar a soma
%+% vamos juntar as pecas que representam estas fracoes e depois comparar qual a fracao
que corresponde exatamente com o tamanho da uniao das pecas.

O aluno percebe que %—l—% = % ou ele pode fazer uma correspondéncia com a fracao
que representa %, o que também estd correto, pois é uma fracao equivalente a %.

O mesmo processo se aplica quando efetuamos uma subtragao com denominadores
distintos.
Para calcular % — %, inicialmente determina-se a parte que sobra quando retiramos a peca
que representa % da peca que representa % Esta retirada se faz visualmente quando so-

brepomos as duas pecas.

Em seguida, da mesma maneira que fizemos com a soma, vamos verificar que fracao
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A
4 =y
i
i
1
1

|

Tentativa de equvaléncia que nédo deu certo. Tentativa bem sucedida de equivaléncia.

Figura 5.12: Soma de fracoes.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

| e

Figura 5.13: Subtragao de fracées com denominadores distintos.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013



corresponde a parte que sobrou utilizando as pecas do nosso kit.

I

Tentativa mal sucedida de equivaléncia de fragdes. Tentativa bem sucedida de equivaléncia de fracdes.

Figura 5.14: Subtragao de fracoes.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Desta maneira constata-se que o resultado % — % = %.

Mais uma vez, aparece o momento da investigacao do aluno. propomos que, utili-
zando o kit de fragoes, eles realizem algumas operagoes, como por exemplo:

Tabela 5.4: Atividades de soma de fragoes com denominadores distintos.

1.Efetue as operagao a seguir utilizando o material con-
creto.

a. 1 +3= R. 5

b.§+%: R.%ou%ouainda%
c. % + % = R.% ou %

d3—-1= R. 1

e 31— R. T

f.2+2 R. I

Sabemos que o resultado do item f é maior do que um inteiro, esperamos que o
aluno verifique isto também e utilize o referencial de inteiro mais as pecas que faltam para
completar % + % Espera-se que o aluno responda %, pois ele interpretera o inteiro como
sendo g e soma, com % que é a pega que se encaixa. De forma andloga ele pode chegar a
% que é um resultado correspondente.
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A partir deste momento aproveitamos a falta de algumas fragoes no kit para per-
guntar como resolver estas operagoes sem o uso do material concreto, ou seja, algebrica-
mente. Lancamos a pergunta: Como determinar o resultado de % + %? E para responder
a esta questao vamos analisar os resultados que encontramos com a pratica que acabamos
de desenvolver.

O resultado de %%— % foi igual a % Como o denominador do resultado é 12, vamos
determinar uma fracao equivalente a }l com denominador igual a 12, ou seja, 13—2 Faremos
0 mesmo com % , que equivale a % . Entao }1 + % = % 1% = % E importante fazer
notar que 12 é um multiplo comum de 4 e 3.

De forma andloga, o resultado da operacao % + 1—12 foi igual a % Utilizando a per-
cepcao do item anterior, vamos buscar um multiplo comum de 8 e 12 para determinarmos
as fragoes equivalentes com denominador comum, que pode ser o numero 96. Posterior-

mente, vamos encontrar fragoes quivalentes a % e % com denominador 96 que sdo 22 e &

96 967

respectivamente. Logo, % % = % 9% = %. O que nao bate com a nossa resposta, a
. . +8
menos que simplifiquemos este resultado, % = %

De uma forma geral, para efetuar algebricamente a soma ou a subtragao de fracoes
com denominadores diferentes, deve-se primeiramente encontrar fragoes equivalentes as
dadas, com um mesmo denominador. Este niimero é miltiplo comum dos denominadores
das fragoes iniciais. Para enfim efetuar a operacao com fragoes de denominadores iguais.

5.5 Multiplicacao de fracoes

Para efetuar a pratica com a operacao multiplicacao é fundamental retormarmos
o seu conceito inicial. Multiplicar é somar parcelas iguais uma determinada quantidade
de vezes. Multiplicar 2 por 5 significa somar duas parcelas iguais a cinco, 5+5, ou, como
a multiplicacao é comutativa, somar cinco parcelas iguais a dois 242+424242.

5.5.1 Multiplicacao de um inteiro por uma fragao

Recordado este conceito fundamental para a obtencao do produto, mostra-se como

efetuar a operacao 2 - g. Vamos somar duas parcelas iguais a %, ou seja, g + %.

Bl 4 MRl = BBk

Figura 5.15: Multiplicacao entre um inteiro e uma fragao.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

O resultado é g, contudo utilizando os nossos conhecimentos sobre simplificagao
de fragoes adquiridos na Secao deste trabalho, podemos dizer que este resultado é

equivalente a %, que é uma fragao irredutivel.
Em seguida, o docente orienta os estudantes a fazerem algumas operacoes de mul-

tiplicagao com o auxilio do material concreto e em seguida solicitamos para que eles
escrevam uma conclusao sobre a sistematica da operacao.Segue, mais uma vez, uma pro-
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posta de atividade.

Tabela 5.5: Atividades de multiplicacao de fragoes com o mesmo denominador.

1.Efetue as operagao a seguir utilizando o material con-

creto.
1 2
a.23— R.3
2 _ 6 oy 3
b.38— R.gou4
c. 4-%: R. i—Qoulinteiro
d 3.3 = R. ¢
: 8 © 8
3 _ 15 ou 8
e.H 5= R.120u4

2. Como voce explicaria a um colega como efetuar a
multiplicacao de um nimero inteiro por uma fragao al-
gebricamente, sem o uso do material concreto?

R. A expectativa é que ele relate que deve-se
multiplicar o nimero inteiro pelo numerador da

fragcao e conservar o denominador.

Neste momento, é significativo que o professor lembre que todo ntmero inteiro
pode ser escrito como uma fracao de denominador igual a 1. Portanto, todas as operacoes
acima podem ser consideradas, também, como o produto entre duas fragoes e como o
nimero 1 é o elemento neutro da multiplicacao, poderiamos dizer que os resultados ob-
tidos foram gerados multiplicando os numeradores entre si e fazendo o mesmo com os
denominadores.
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Figura 5.16: Exemplos.
Fonte:Modificada. https://pixabay.com/pt/verde-quadro-negro-giz-borracha-307835/

A intensao é que o estudante comece a pensar como seria a multiplicacao entre fragoes,
ja que também tem que respeitar estes resultados.

5.5.2 Multiplicacao entre fragoes

Inicialmente vamos lembrar a definicao de multiplicacao, temos que o produto entre
os numeros a e b consiste em somar a parcelas iguais a b.

axb=b+b+b+..+b (5.1)

a parcelas

Ainda na defini¢ao de multiplicacdo, efetuar 1 x b significa considerar uma parcela
igual a b, que resulta em b.

O que seria multiplicar % por %? Utilizando a definicao de multiplicacao, significa
considerar % de parcela igual a %
Utilizando o conceito de fracgao, % de parcela, representa meia parcela de % e isto significa
adotar % como referencial, dividi-lo em duas partes iguais e usar uma!

A metade de % é igual a % Logo % . % = %

Mais um exemplo, qual seria o produto entre % e %? Nada mais é do que conside-

rar dois tercos de parcela igual a 1%. Sabendo disso utilizamos o conceito de fracao para

calcular dois tercos de 1%, ou seja, dividimos - em trés partes iguais e consideramos duas
destas partes.

12
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Figura 5.17: Divisio de 2 em trés partes

iguais. 12 Figura 5.18: Duas das trés partes de %, 0 que equivale
Fonte: Prépria criada com o auxilio do Power- a % X %
Point 2013 Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013
: 2.9 _ 6 _1
Logo, concluimos que 3°12 — 13 — 2

A fase de experimentacao, pede-se para que o aluno efetue as seguintes multi-

cariage 1.6 3
plicagoes: 5 -5, -5 €55

No fim desta etapa cabe ao mentor metodizar a multiplicacao entre fragoes.

O produto de duas fragoes é uma fracao em que o numerador é dado pelo produto dos
numeradores; e o denominador é dado pelo produto dos denominadores.

Nos exemplos acima podemos verificar que o método acima esta coerente.

N[ =

2. 09 _18_ 6 _1
* S m=3% =13 =3 OK

e Os alunos devem verificar a coeréncia com os outros produtos também.

5.6 Divisao entre fracoes

Nesta se¢ao vamos tratar de trés tipos de divisao: de nimero inteiro por fracao,
de fracao por numero inteiro e de fragoes. Vamos iniciar lembrando que a divisao é a
operacao inversa da multiplicacao e vice versa, inclusive este ¢ um conceito fundamental
para entendermos a algebrizacao da divisao.
Uma outra defini¢do importante é a de fragao inversa (ou inverso de uma fragao). Toda
fragao ¢,a # 0, admite inversa, e é igual a g A inversa de uma fracao com numerador
nao nulo é aquela que o numerador passa a ser denominador e o denominador passa a ser
numerador. Por exemplo, a fracao inversa de g é %.
Todo numero inteiro, nao nulo, pode ser escrito como uma fragao de denominador igual
a 1, e também admite inversa. A inversa de 5 é %, e a fracao inversa de 2% ¢ 20. O zero é
0 Unico nuimero que nao admite inversa.

Conscientes destes conceitos, gostariamos de fazer a seguinte anélise:
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Multiplicar 10 por % equivale a dividir 10 por 2, verifiquem!

1 10 10=+2 10=+2
o= = = =10+-2=5 5.2
2 2 2+2 1 (5:2)
Ou seja, multiplicar um ntimero n por uma fragao equivale a dividir n pela inversa
desta fracao. Da mesma forma que dividir n por b, equivale a multiplicar n pelo inverso

de b.

10

Depois de ter explicitado tais conceitos chegou a hora de anunciar uma das ideias
mais elementares da divisao. Dividir uma nimero a por b, sendo b nao nulo, significa
determinar quantas vezes b cabe em a. Por exemplo, dividir 6 por 2 é determinar quantas
vezes o numero 2 cabe em 6 e a resposta ¢é trés vezes.

2 2 2
unidades | unidades Junidades

~

6 unidades

Figura 5.19: Divisio entre 6 e 2.
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Logo, 6 +~ 2 = 3. E para verificarmos a validade da operagao podemos realizar a
propriedade fundamental da divisao que diz que, sejam a, b e ¢ nimeros inteiros em que
b # 0, a dividido por b € igual a ¢ se, e somente se, a é igual ao produto entre b e c.

Ya,b,c € Z,b#0;a+-b=c<a=b-c

Sendo assim, 6 + 2 ¢é realmente igual a 3, pois 6 = 2 - 3.

5.6.1 Divisao de um numero inteiro por fracao

Para dar inicio a esta pratica é imprescindivel que os conceitos supracitados sejam
trabalhados com a classe.

Vamos dividir, por exemplo, 2 por % Devemos procurar saber quantas vezes %
cabe em 2 inteiros. Para isso vamos fazer uso do material concreto. Vamos pegar os dois
retangulos inteiros do kit, que sao nossos referencias, sao os nossos dois inteiros.

Percebemos que % cabe trés vezes em cada inteiro, logo, 2 = % = 6.

Utilizando o conceito de operacgao inversa, 2 + % =2 % =2-3=060.

Um outro exemplo é dividir 2 por %. Quantas vezes % cabe em dois?

Neste caso, percebemos que % cabe em 2, duas vezes e meia. Logo 2+‘3l = 2—1—% = g
Mas como sistematizar esta operacao? Ai é que entraremos, mais uma vez com aquele
conceito de operacao inversa.

Efetuar uma divisao é equivalente a fazer uma multiplicacao entre dividendo e o inverso

do divisor, ou seja, 2 + % =2- % = % = %, o mesmo resultado encontrado empiricamente.
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Figura 5.20: Divisio de dois inteiros por 1 .
Fonte: Prépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013
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De uma forma geral, concluimos que para dividir um ntimero inteiro por uma fracao
basta conservar o inteiro e multiplicar pela fracao invertida.

5.6.2 Divisao de uma fragao por um inteiro

Dando continuidade, vamos efetuar uma divisao de uma fragdo por um numero
inteiro experimentalmente e depois verificar a validez da propriedade da operagao inversa.
Efetuar a operagao % + 2 significa descobrir quantas vezes 2 cabe em % E l6gico que dois
inteiros nao cabe em %, contudo teremos que descobrir que parte de dois inteiros cabe em
%. Como vimos acima, dois inteiros é composto por seis pecas de %, logo a parte de dois
inteiros que cabe em % é %.

Aplicando o conceito de operagao inversa, % ~2=1. % = %, o resultado é equivalente ao
encontrado empiricamente.

Nesta situacao, podemos dizer que para dividir uma fragao por um nimero inteiro,

basta conservar esta fracao e multiplicar pelo inverso deste inteiro.

5.6.3 Divisao de uma fracao por outra fragao

De forma anéaloga, para dividir % por %, temos que descobrir quantas vezes % cabe

1
em 3
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Figura 5.21: Divisio entre L e L.
Fonte: Proépria criada com o auxilio do PowerPoint 2013

Percebemos que % cabe duas vezes em %, logo, % : % = 2. Serd que o conceito de
30 i 4 4 7 l.-1_16_6_
operagao inversa também dd certo aqui? 3+ ¢ =3-7=3=2.

Assim, vimos que a propriedade é valida quando dividimos ntimero inteiro por
fracao, fracao por numero inteiro e fracao por fracao. Mas, serd que o estudante ficou
satisfeito? Uma forma de se justificar essa propriedade sem utilizar a intui¢cao como
fizemos até agora, é lembrar que existe uma propriedade de divisao que diz que o quociente
nao se altera se multiplicarmos dividendo e divisor por um mesmo numero (inclusive
utilizamos esta propriedade para determinar fragoes equivalentes). Exemplos:

e 204 =(20-5)= (4-5) =100 =+ 20 = 5.

0 4257 =(42-2) = (7-2) =84+ 14 =6.

Vamos usar esta propriedade para aplicar na divisao de fracoes, por exemplo

Ambos os termos desta divisao sera multiplicado pelo inverso do divisor, ou seja,
.5 _T.2.5.2_7.2.1_71.2
"2 35725357735 ' L '

Este raciocinio pode ser aplicado para todos os tipos de divisao. Concluimos, para
efetuar a divisao de fragoes, conservamos a primeira fracao e multiplicamos pelo inverso

da segunda fracao.

w3
(NI )]

, 3
2
5

Wl
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

A atividade ludica desperta na crianca interesse e possibilita maior compreensao
de muitas estruturas matemadticas existentes e de dificil assimilacao. Além de favorecer
positivamente a relacao entre o professor e o aluno, propiciando um ambiente socioafetivo
promissor para acontecer a aprendizagem. A mudanca das atividades em sala de aula
nao deixa o aluno desconfortavel, isso acontece com quem ministra a aula, a mudanca de
atitude e de metodologia pode nao ter éxito total nas primeiras aulas, mas com o tempo
o profissional vai se familiarizando e aprimorando a nova técnica.

O jogo possibilita um processo de aprendizagem mais livre, gera momentos mais
felizes e criativos em sala de aula mas apesar de alguns professores terem interesse de
fazer uma aula com mais brincadeiras, eles precisam de uma “receita de bolo” para ter
seguranca para modificar a sua metodologia. Além disso, a carga horaria dos professores
brasileiros é muito alta, conheco muitos que trabalham 60 horas semanais, o que propor-
ciona dificuldade para que a parte do cérebro responsavel pela imaginacao e criatividade
aflore no planejamento de suas aulas.

Espera-se que o aluno consiga efetuar calculos com nimeros inteiros utilizando a
regra de sinais e que desenvolva habilidade de efetuar as quatro operacoes basicas com
fracoes. A expectativa deste trabalho é motivar e promover aulas ricas em materiais,
oportunidades e investigacao para que o conhecimento possa ser construido e solidificado
na mente das pessoas que serao os futuros profissionais do nosso pais.
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