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Resumo

Neste trabalho sao apresentados os fundamentos da Programagao Linear, em espe-
cial, da Programacao Linear Geométrica, instrumento importante de otimizacao para
problemas de Economia, gestao de empresas, problemas de transportes, obtencao de
misturas 6timas, entre outros. Além disso, é apresentada uma proposta didatica para
os professores de educacao bésica da escola publica, utilizando o software GeoGebra
como instrumento motivador para o estudo de uma situacao de aprendizagem proposta
no material de apoio idealizado pela Secretaria da Educacao do Estado de Sao Paulo,

abordada no caderno do aluno do 3° ano do Ensino Médio.

Palavras-chave: Programacgao Linear, Algebra Linear, Programacao Linear Geomé-

trica.






Abstract

In this work presents the fundamentals of linear programming in particular, of ge-
ometric linear programming, important instrument of optimization for economic pro-
blems, business management, transport problems, obtaining optimal mixtures, among
others. In addition, presents a didactic proposal for teachers of the basic education of
public school, using the GeoGebra software as a motivating tool for the study of a le-
arning situation proposed in the support material designed by the Education secretary
of the State of Sao Paulo is presented, adressed in the student notebook of 3rd year of
high school.

Keywords: Linear Programming, Linear Algebra, Linear Geometric Programming.
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1 INTRODUCAO

A origem dos estudos sobre problemas de otimizar uma funcao linear sujeita a
restricoes remetem a Fourrier, em 1826, com seus estudos sobre sistemas lineares de
inequagoes.

Em 1939, percebeu-se a importancia pratica desses problemas, quando o russo Leo-
nid Kantorovich desenvolveu os primeiros Problemas de Programacao Linear para uso
durante a Segunda Guerra Mundial, para planejar gastos e retornos, a fim de reduzir
os custos para o exército e aumentar as perdas para o inimigo. Kantorovich, em 1975,
ganhou o Prémio Nobel da Economia, no entanto, seu trabalho ficou desconhecido
durante vinte anos.

Por volta de 1940, os estudos sobre a Programacao Linear atingiriam seu climax,
com os estudos de George Dantzig e com o premio Nobel da Economia entregue a
George Stigler.

Em 1947, Dantzig, além de formular o Problema de Programacgao Linear também
cria o Algoritmo Simplex para a sua solucdo. Apo6s a guerra, muitas empresas encon-
traram o uso em seu planejamento diario.

Para o desenvolvimento do presente trabalho, foram realizadas diversas leituras, nas
quais buscou-se embasamento teérico junto a diversos autores. As fontes consultadas
foram as mais diversas possiveis, desde livros, artigos, dissertacoes de mestrado e dou-
torado, bem como experiéncias vivenciadas na pratica. Através de conversas realizadas
com antigos e novos docentes da disciplina de matematica, ficou evidente a necessidade
de novas metodologias e praticas de como ensinar e aprender matematica, buscando
uma maior motivacao e interesse por parte dos discentes.

Para Melo(2012), o processo de ensino e aprendizagem da matematica é muito com-
plexo e cheio de obstaculos, o que pode servir de estimulo para a busca de novas técni-
cas e metodologias para a diminui¢ao gradativa de tais adversidades. Ainda, segundo
Melo(2012, pag. 3), ha "a imensa necessidade de buscarmos uma maior motivacao para
os discentes, através de uma matematica mais interessante e relacionada aos aspectos
socioculturais dos alunos." Em sua dissertagao de mestrado, o autor citado apresenta
uma proposta de ensino do assunto Programacgao Linear, juntamente com o contetido
de Matrizes e sistemas lineares para um grupo de alunos do Ensino Médio, em uma

escola da cidade de Porto Alegre. A proposta foi a aplicacdo de situacoes-problema
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20 INTRODUCAO

com parte da solucao fazendo uso do Software Graphmatica, como facilitador na so-
lucao geométrica dos sistemas de inequacao com duas varidveis. O uso do software
foi bastante elucidativo e esclarecedor. Quando foram apresentados problemas com
mais de duas varidveis, houve uma certa frustracao por nao ser possivel a utilizacao do
software para resolvé-los. Neste momento, foi comentado sobre o método simplex e a
funcao Solver do Excel.

Os resultados obtidos foram muito positivos, pois os alunos apresentaram 6timos
encaminhamentos para as solucoes dos problemas, onde muitos chegaram praticamente
sozinhos. Sentiu-se uma satisfacao geral e interesse em continuar a estudar o assunto,
pois muitos contetdos, como inequacao do 1° grau, passaram a fazer sentido.

Martins(2013) justifica seu trabalho pela necessidade de repensar o curriculo, bus-
cando estratégias e alternativas para responder aos questionamentos dos alunos, fa-
zendo assim, uma conexao da matemaéatica com o cotidiano. Em sua dissertacao de
mestrado, o autor ofereceu aos estudantes do Ensino Médio de uma instituicao privada
de Porto Alegre, atividades na modalidade de oficina, totalizando 20 horas de aulas em
8 encontros. Como o cumprimento das oficinas nao era obrigatério, o ntimero de par-
ticipantes variou durante a aplicacao da sequéncia. Apenas nove alunos participaram
de todas as oficinas.

A sequéncia didatica foi aplicada em grupos, através de resolucao de problemas,
permitindo aos alunos elaborar conclusoes. As atividades foram aplicadas sem expla-
nacao de conceitos teodricos prévios, a fim de despertar a percepcao de um método
para a resolucdo de problemas. A teoria foi desenvolvida no decorrer das oficinas,
paralelamente com a revisao de alguns contetidos. Fez-se uso do software GeoGebra.

Para Martins(2013, pag. 60) "as atividades oportunizaram que os alunos criassem
seu proprio algoritmo para a resolugao de Problemas de Programacao Linear", acre-
ditando no favorecimento do aprendizado por meios nao mecanizados de memorizagao
de procedimentos e algoritmos prontos.

Ao final das oficinas, Martins(2013), constatou, de modo geral, um interesse nesse
topico, até entao desconhecido, concluindo que houve entendimento de que, somente
tabelas nao resolvem todos os Problemas de Programacao Linear, surgindo a necessi-
dade de um método mais eficaz e do uso de equacoes e inequacoes. O estudo conectou
conhecimentos prévios e sem sentido até o momento, ja que nao houve a abordagem
de conceitos novos. O uso do software computacional foi um instrumento facilitador,
pois permitiu a manipulacao de parametros.

Ribas(2014) inicia seu trabalho citando George Polya em "A arte de resolver pro-
blemas", pois, ao levar em consideracao suas ideias, poderemos ampliar os conceitos
aprendidos pelos alunos, explorar novas possibilidades e instigar os alunos. O tema
de sua dissertacao foi motivado pelos questionamentos dos alunos sobre onde aplicar o
que se aprende em Matemaética e pelo desejo de despertar o interesse e a curiosidade

dos alunos.
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Ribas propoe atividades para 8 aulas, ou projeto no contra-turno, sendo as prin-
cipais atividades: discussao dos problemas apresentados, abordagem dos conceitos de
Programacgao Linear, construgoes no software GeoGebra, uso do software Excell ou
Linux Calc para resolucao dos problemas. Nao houve avaliacao dos resultados obtidos,
pois as atividades nao foram aplicadas aos seus alunos.

Riguetto(2015) escolheu este tema por estar presente no Material de Apoio ao Cur-
riculo do Estado de Sao Paulo, Caderno do Aluno da 3? série do Ensino Médio volume
1, apresentando varios Problemas de Programacao Linear, propiciando introduzir esse
assunto no Ensino Médio de maneira simples. Faz-se necessario abordar a Matematica
de forma que o aluno compreenda a importancia em aprendé-la, e nao simplesmente,
a obrigacao. Para isso, a autora sugere uma sequéncia didatica com 10 problemas, em
grau crescente de dificuldade, a serem resolvidos em duplas, utilizando a metodologia
de resolucao de problemas, concepcao esta preconizada no Parametros Curriculares
Nacionais.

Riguetto(2015) é professora na mesma unidade escolar desde 1983, sendo esta pu-
blica, na cidade de Ilha Solteira. A sequéncia foi aplicada a uma turma de 3° ano,
inicialmente na forma de pré-teste, entendendo que, desta forma, os alunos se empe-
nhariam na resolucao dos problemas.

Os problemas mais simples foram resolvidos sem dificuldades pela maioria, ja o
problema que envolveu todos os conceitos foi resolvido por apenas uma dupla, apesar
da intervencgao da professora.

Finalizando, Riguetto(2015) define sua proposta como uma forma de auxiliar o
professor na introducao deste assunto, pois observou uma escassez de material voltado
ao Ensino Médio.

Como visto nos estudo realizados, o tema Programacao Linear é de facil aplicacao e
consegue responder de maneira clara aos questionamentos sobre o uso da matematica
no dia a dia. Mesmo sendo um assunto interessante, é muito pouco explorado no Ensino
Médio, sendo abordado em poucos livros didaticos. O caderno de apoio do aluno do
3° ano do Ensino Médio do Estado de Sao Paulo - volume 1, traz uma situacao de
aprendizagem sobre Problemas de Programacao Linear,como motivacao para uso das
equagoes e inequacgoes associadas a retas e regioes do plano. Por este motivo optei
por explorar este tema, com o uso de software matematico GeoGebra como facilitador,
trazendo assim a possibilidade de introduzir assuntos mais concretos, tentando deixar
a mateméatica mais "palpavel" aos olhos dos discentes.

Quanto a organizacao deste trabalho, no segundo capitulo é feito o estudo sobre
conjuntos convexos.

O terceiro capitulo apresenta um estudo sobre Programacao Linear, suas motiva-
¢oes, formulacao de Problemas de Programacao Linear, modelos nas formas padrao e
canonica, além de exemplos de modelagem de Problemas de Programcao Linear.

O capitulo quatro taz uma breve abordagem sobre os métodos Analitico e Simplex
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de resolucao de Problemas de Programacao Linear, especificando qual serd mais viavel
para cada tipo de problema.

O capitulo cinco faz um estudo sobre Programagcao Linear Geométrica, abordando
defini¢oes e resultados importantes, esquemas de solugoes para problemas de duas
variaveis, além da resolugao de diversos exemplos que abordam as variacoes na natureza
das solucoes que podem ocorrer.

No capitulo seis sao abordadas as aplicagoes no Ensino Médio, com alguns exemplos
de aplicagoes propostas em livros didaticos, e a apresentacao de uma proposta didatica
para motivar uma situagao de aprendizagem apresentada no material de apoio do
curriculo do Estado de Sao Paulo, proposta no caderno do aluno do 3° ano do Ensino
Médio.

Finalmente, nos apéndices, incluimos um manual para uso do software GeoGebra e
o roteiro de aplicacao descrito no material dirigido descrito no caderno do professor do
curriculo do Estado de Sao Paulo, que motivou a situacao de aprendizagem utilizada
na proposta didatica deste trabalho.

Todas as figuras deste trabalho foram elaboradas pelo préprio autor.



2 CONJUNTOS CONVEXOS

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre conjuntos convexos, pois veremos no
capitulo 3 que o conjunto dos pontos vidveis para um Problema de Programacao Linear

€ um conjunto convexo cujos vértices correspondem as solucoes.

Definicao 2.1. Seja um conjunto de pontos x; € X. Diz-se que X € uma combinacao
linear convera dos pontos x; se Y . N, em que \; sao os coeficientes escalares que

terao que assumir os sequintes valores:

0< A\ <1
21;1 Ai =1
Em outras palavras, dois pontos definem um segmento de reta e uma combinagao

linear convexa, que é igual ao segmento que os une.

Definicao 2.2. Um conjunto K é convexo quando todos os segmentos de reta que
unem dois pontos quaisquer de K estao contidos em K. Um conjunto é fechado se ele

compreende a sua fronteira.

A representacao grafica de conjuntos convexos, por meio de um exemplo ilustrativo,

esta na Figura 2

il g

Conjunto Convexo Conjunto Ndo Convexo

Figura 2.1: Exemplos de conjuntos convexos e nao convexos.

Definicao 2.3. Um vértice é um ponto pertencente a um conjunto convexro que nao pode
ser obtido por meio de combinacao convexa dos outros pontos do conjunto. Podemos

dizer que um vértice € um ponto extremo de um conjunto convero. Ver Figura 2.2.

23



24 CONJUNTOS CONVEXOS

W

Figura 2.2: A, B e C sao vértices.

Definicao 2.4. A combinacdo convexra de dois vértices de dois vértices A e B € con-
siderada uma aresta se nenhum ponto de AB pode ser obtido pela combinacdo convexa

de pontos ndao pertencentes a AB. Ver Figura 2.3.

W

Figura 2.3: AB, BC, C'A sao arestas, BD nao é uma aresta.

No proximo capitulo serao abordados os conceitos e defini¢oes sobre Programacao

Linear.



3 PROGRAMACAO LINEAR

A Programagao Linear (PL) é um dos ramos da programacao matematica, e tam-
bém uma das principais ferramentas da Pesquisa Operacional (PO). A Pesquisa Ope-
racional teve suas primeiras atividades durante a Segunda Guerra Mundial, onde seus
estudos foram utilizados nas tomadas de decisoes sobre o uso de materiais de guerra.
Apos a Segunda Guerra Mundial, sua aplicacao pode ser vista em diversos segmentos
industriais e comerciais (estratégia, marketing, finangas, operacoes e logistica, recursos
humanos, entre outros).

Segundo Eiselt(2007, pag. 48), "problemas de programagao matemaética sao mode-
los matemaéticos que tentam modelar uma situacao da vida real", através de varidveis e
parametros, ambos representados por nimeros. Os parametros sao nimeros conhecidos
e devem ser tomados como um dado fixo, enquanto as variaveis sao ntimeros cujos valo-
res serao determinados no processo. Em geral, os parametros nao sao da competéncia
do tomador de decisao, enquanto que as variaveis sao. O termo programacao ¢ utilizado
aqui como sinonimo de otimizacao, fazendo referéncia ao termo "programa', utilizado
pelos militares norte-americanos, ao se referir a agenda de horarios para treinamentos
e acoes logisticas, e nao a programacao de computadores.

O desenvolvimento da Programacao Linear foi inspirado em trés tipos de problemas:

e Transporte: otimizagao de sistemas(programas) de distribuigao, conhecendo-
se os custos de transporte, a procura prevista para cada loja e as

capacidades maximas de producao de cada fabrica.

e Composicao: otimizacao da composicao de uma dieta, minimizando
0 seu custo e satisfazendo os niveis minimos de calorias e vitaminas

necessarios na alimentacao.

e Formacao e producao: otimizacao de programas de contratacao e for-
macao de pessoal, assim como de producao e armazenamento, de forma

a minimizar os custos e maximizar os lucros.(Carvalho, 2014, pag. 11)

Para Maculan(p.11, 1980), "o problema de tomada de decisdo leva em conta varia-
veis e as condicoes que "prendem" estas varidveis, as quais denominaremos restricoes",

podendo haver milhares de restricoes e variaveis. Geralmente, a decisao estd ligada

25
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a certo objetivo: minimizar os custos de producao, maximizar os lucros, melhorar as
condicoes de vida de uma populagao, entre outros.

Os problemas de tomada de decisdao, em geral, tratam de recursos limitados e a
ideia é melhorar seu rendimento ou produtividade.

3.1 Definicoes e resultados preliminares

Seguem algumas definicoes e resultados importantes para o desenvolvimento deste
trabalho:

Definicao 3.1. Uma funcao € linear quando envolve apenas constantes e termos com

varidveis de primeira ordem.

Definicao 3.2. As varidveis sao continuas quando podem assumir quaisquer valores

em um intervalo de nimeros reais.

Definigao 3.3. Seja X um conjunto de pontos X C R™ tal que para todo x = (x1,xa, ..., x,) €

X, existem a; e b, com pelo menos um a; nao nulo.
a1, + Ao + ... + apT, = b
€ um hiperplano em R"™.

Exemplo 3.1. Pontos sdo hiperplanos em R, retas sao hiperplanos em R? e planos sao
hiperplanos em R?

Definicao 3.4. Em R", um semiespaco é a regiao de um dos lados de um hiperplano.

Em outras palavras, sao os pontos x tais que
a1r1 + asxs + ... + apx, > b ou ayxy + asxs + ... + apx, < b

para determinados a; e b € R.

Definicao 3.5. As varidveis de decisao sao as incdgnitas, ou valores desconhecidos,
que serao determinados pela solucao do modelo. Podem ser classificadas de acordo
com as sequintes escalas de mensuracao: varidveis continuas, discretas ou bindrias.

As varidveis de decisao devem assumir valores nao negativos.

Definicao 3.6. A funcdo objetivo € uma funcdo matemdtica que determina o valor-
alvo que se pretende alcancar ou a qualidade da solucao, em funcao das varidveis de

decisao e dos parametros, podendo ser uma funcao de maximizacao ou de Minimizacao.

Definicao 3.7. As restricoes podem ser definidas como um conjunto de equacgoes e
inequacgoes que as varidveis de decisao do modelo devem satisfazer. As restrigoes sao
adicionadas ao modelo de forma a considerar as limitagoes fisicas do sistema, e afetam

diretamente os valores das varidveis de decisao.
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Definicao 3.8. Solucao vidvel ou factivel é aquela que satisfaz todas as restricoes do

modelo, inclusive as de nao negatividade.

A importancia dos pontos extremos de uma regiao viavel é mostrada pelo seguinte

teorema.

Teorema 3.1. Se a regiao vidvel de um Problema de Programacao Linear é nao-vazia
e limitada, entao a funcgao-objetivo atinge tanto um wvalor mdrimo quanto um valor
minimo e estes ocorrem em pontos extremos da regiao vidvel. Se a regido vidvel é
ilimitada, entdo a funcao-objetivo pode ou nao atingir valores mdrimo ou minimo;

contudo, se atingir um mdzimo ou um minimo, este ocorrerd em pontos extremos.

A Figura 3.1 sugere a ideia por tras da prova do teorema 3.1. Como a funcao
objetivo z = c1x1 + coxo de um PPL é uma funcao linear de z; e de x5, as suas curvas
de nivel(as curvas ao longo das quais z tem valor constante) sio retas. A medida que
deslocamos perpendicularmente estas retas, a funcao-objetivo ou cresce ou decresce
monotonamente. Dentro de uma regiao viavel limitada, os valores maximos e minimos

de z devem ocorrer, portanto, nos pontos extremos, como indica a Figura 3.1.

z minimizado

X2

Curvas de
Mivel

z decrescente

!

Z crescente

z maximizado

X1

Figura 3.1: Representacao da regiao viavel de um PPL e suas curvas de nivel.

Definicdo 3.9. Solucio Otima € a solu¢io factivel que apresente o melhor valor da

funcao objetivo.

Teorema 3.2. O conjunto S de solucoes vidveis para um Problema de Programacao
Linear € fechado, convezro e limitado por baixo.

Prova: Pela restricio x > 0, S € limitado por baizo. Além disso, S € intersecgao
dos semiespagos definidos pelas restricoes do problema e pela restricao de nao negati-

vidade. Como 0s semiespacos sao converos e fechados, o mesmo acontece com S.
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Teorema 3.3. Seja S o conjunto de solucoes vidveis para um Problema de Programacao
Linear. Entao, se existe solucao otima para o Problema de Programacao Linear, existe
um ponto extremo em S com valor dtimo.

Prova: Seja ¢ = (c1,ca,...,¢,) a matriz dos coeficientes da fun¢do objetivo e x =
(1, T2, ..., T,) a matriz das varidveis de decisao da fungao objetivo. Desta forma, a
fungdo objetivo pode ser representada por: z = c' .

S tem um numero finito de pontos extremos que denotamos por 7,5, ey Ty Seja

xo um ponto vidvel mazimizando c'x em S:
Ve e S, clay > clx

Suponha que xo nao é ponto extremo. Entdo xy pode ser descrito como combinacao

convezxa dos pontos extremos de S.
p
i=1
Seja entao x) o ponto extremo com maior valor objetivo. Entao,

p
Ty =T (> )
=1

Temos entdo cTxy > cTa*. Como xo é 6timo, cLxy = ca*, e existe o ponto extremo
T ) T2

xy onde o valor do objetivo € dtimo.

Teorema 3.4. O conjunto de solugoes otimas para um Problema de Programacao Li-
near € um conjunto convexo.

Prova: Seja K o conjunto de solugoes dtimas, x7,x7 € K, e 2* o valor dtimo da
funcao objetivo. Entao,

Como sao vidveis, x7,x7 € S e S é convero, portanto

A+ (1—=MN)zs e S.
0< AL

Temos entao

Izt a) = Aelap + (1 — Nl

=X+ (1= N)z" = 2",

Assim, \x7+ (1 — M)y € K, para0 < A <1, e K é convexo.
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3.2 Formulacao de um Problema de Programacao Li-

near

A resolugao de um Problema de Programacao Linear (PPL) consiste em maximizar
ou minimizar uma func¢ao linear com variaveis de decisao continuas denominada como
funcao objetivo, levando em consideracao um conjunto de restricoes, formado por um
sistema linear de igualdades ou desigualdades.

A formulacao de um modelo geral de Programacao Linear pode ser representada
como:

minimizar ou maximizar z = ¢1x1 + c222 + ... + ¢, T, , satisfazendo as restricoes

a111 + aj9xg + ... + a1,Ty Z b1

a21T1 + a29T9 + ...+ A2, Ty > b2

Am121 + Am2d2 + ...+ Amndn Z bm

em que z é a funcao objetivo;
As restri¢coes podem vir acompanhadas também dos sinais < ou =.

x; sao as variaveis de decisao, principais ou controlaveis, z; > 0, j=1, 2, ..., n;

a;; ¢ a constante ou coeficiente das i-ésima restricao da j-ésima varidvel, i=1, 2,

e, my g=1, 2, ..., n;

b; é o termo independente ou quantidade de recursos disponiveis da ¢-ésima restri-

cao, 1—1, 2, ..., m;

c¢; ¢ a constante ou coeficiente da j-ésima varidvel da funcao objetivo, j=1, 2, ...,

3.3 Modelo de Programacao Linear nas formas pa-

drao e canodnica

Um Problema de Programacao Linear pode ser resolvido por diversos métodos:
solucao grafica, analitica e Método Simplex. Faremos uma breve explanacdo sobre
os métodos analitico e Simplex no capitulo 4 e sobre o método de resolugao grafica
no capitulo 5. Para utilizar a forma de resolucao analitica ou o método Simplex, a

formulagao do modelo deve estar na forma padrao.
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3.3.1 Modelo de Programacao Linear na forma padrao

Definicao 3.10. Um modelo de Programacao Linear estd na forma padrao quando

atende aos sequintes requisitos:

1. Os termos independentes das restricoes devem ser nao negativos.

2. Todas as restricoes devem estar representadas por equacoes lineares e apresenta-

das na forma de igualdade.

3. As varidveis de decisao devem ser nao negativas.

A forma padrao sera representada matematicamente como:

minimizar ou maximizar z = ¢1x1 + c2x2 + ... + ¢, T, satisfazendo as restricoes

111 + A12T9 + ... + A1 T, = b1

(2121 + Q929 + ... + A9p,T, — b2

Am1T1 + Qa2 + .o + ATy = bm
comx; > 0,51, 2, ..., n.
bi>0i=1,....m.

3.3.2 Modelo de Programacao Linear na forma candnica

Em um modelo de programagao linear na forma candnica, as restricoes serao apre-
sentadas na forma de inequacoes, onde a funcao objetivo z poderé ser de maximizacao

ou de minimizagao.

Definicao 3.11. Para uma funcao objetivo z de maximizacao, todas as restri¢oes de-
vem ser representadas com sinal do tipo <, jd para uma funcdo objetivo z de minimi-

zacao, as restricoes devem estar com sinal do tipo >.

Para um problema de maximizacao, a forma canonica pode ser representada mate-
maticamente como:

maximizar z = ¢1x7 + coxg + ... + ¢, x,, satisfazendo as restricoes

a11%1 + a19%2 + ... + a1, < by

911 + A92T9 4+ ...+ Aon Ly S b2

Am1Z1 + Q22 + .o + ATy S bm

comz; >0,5=1, 2, ..., n
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J& para um problema de minimizacao, a forma canonica passa a ser:

minimizar z = ¢1x1 + o2 + ... + ¢, T, satisfazendo as restrigoes

a1 + 199 + ...+ ATy Z b1

a91%1 + A92%o + ... + G2,T, > bo

Am1T1 + Apm2Z2 + ... + ATy Z bm

comz; >0,5=1, 2, ..., n

3.3.3 Transformacoes para a forma padrao ou candnica

A partir de algumas operacoes elementares, podemos escrever varias formulacoes

equivalentes, para utilizacao da mais conveniente. Tais como:

1. Minimizar uma funcao equivale a maximizar seu negativo, ou seja, minimizar
z = c1x1 + CoTy + ... + ¢px, equivale a maximizar (—z) = (—cy)x; + (—co)xe +
ot (=cn)Tn.

2. Se tivermos desigualdades em vez de equacoes, podemos inserir novas variaveis,

conhecidas como varidveis de folga, obtendo igualdades.

Segue um exemplo de aplicagdo abordado em Maculan(1980).

Exemplo 3.2. Se tivermos: Jz; + 2xo < 5 a variavel de folga s; (s; > 0) pode

ser introduzida para conseguirmos 4x; + 2vo + s; = O

Podemos ver imediatamente que, para eliminar desigualdades do tipo (>), basta
colocar uma variavel de folga com sinal negativo, isto é, Jx; + 2x5 > § torna-se
41 + 2x9 - 51 = 5 (51 >0).

E necessario colocar uma variavel de folga diferente para cada linha. Se for usada
a mesma variavel de folga, obterfamos uma nova relacao entre as desigualdades

que nao foi imposta no problema.

3. Umaigualdade 4x; = 5, por exemplo, pode ser substituida por duas desigualdades
411 < b e x> b

4. Uma varidvel x; é considerada livre, ou seja, sem restri¢cao de sinal, se pode ser

substituida pela diferenca de duas varidveis nao negativas:
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3.4 Exemplos de modelagem de um Problema de Pro-

gramacao Linear

Para Bassanezi(2002, pag. 20) "modelo matematico ¢ um conjunto de simbolos e
relagoes matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado".

Ainda para Bassanezi, a modelagem matematica é um processo utilizado para a
obtencao e validacao de modelos mateméticos, permitindo abstrair e generalizar pre-
visao de tendéncias matematicas. Consiste, essencialmente, em transformar situacoes
da realidade em problemas matematicos.

A seguir seré feita a modelagem de alguns Problemas de Programacao Linear.

O exemplo 3.3 foi retirado de Maculan(1980) e os exemplos 3.4 e 3.5 foram retirados
de Favero(2012).

Exemplo 3.3. Um mercado oferece n alimentos diferentes. O custo por unidade de
cada alimento j é ¢; unidades de moeda (por exemplo, o alimento 1 custa R$ 15,00
por tonelada). Sabemos também que os alimentos possuem produtos nutritivos, tais
como vitaminas, calorias, etc., 0 que mantém o homem com boa satide. Consideremos
m produtos essenciais para a vida humana. Os nutricionistas fornecem a quantidade
de um produto nutritivo ¢ contida em uma unidade do alimento j e indicam também
a quantidade minima necessaria de cada produto i para manter o homem em perfeitas
condigoes fisicas, durante certo periodo de tempo (uma semana, por exemplo). Seja
b; para cada ¢ essa quantidade minima necessaria. Considerando os dados expostos,
desejamos uma dieta alimentar de menor custo total, que satisfaca as condicoes esta-
belecidas pelos nutricionistas para o periodo de tempo em questao, isto é, queremos
saber a quantidade de cada alimento j que deve ser comprada, de tal maneira que o
custo total da compra dos alimentos seja minimo e atenda as condicoes de nutricao

anteriormente mencionadas.

Para equacionarmos esse problema, consideraremos o conjunto de alimentos J={1,
2, 3, ..., n}, que representa os n alimentos do mercado e o conjunto I={1, 2, 3, ...,
m}, que indica os m produtos nutritivos colhidos nos alimentos.

Seja a;; a quantidade do produto nutritivo ¢ contida em uma unidade do alimento ;.
A variavel z; indica a quantidade do alimento j que serd adquirida. As varidveis x; sao
denominadas variaveis de decisao. Notemos que essas varidveis x; podem tomar apenas
valores positivos ou nulo; uma quantidade negativa do alimento j a ser comprada nao
tem sentido nesse problema. Teria, caso pudéssemos, também, vender o alimento j ao
mercado. Portanto, x; ¢ maior ou igual a zero, para todo alimento j que pertence ao

conjunto J, isto é,

r; >0,VieJ (3.1)
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Seja a;; a quantidade do elemento ¢ contida em uma unidade do elemento j: x;
unidades conterao a;;jz;;. Se comprarmos i, %2, s, ..., T, quantidades dos alimentos
1, 2, 3, ..., n, respectivamente, entao a;11, a;2Ts, @;3T3, ..., A;n T, indicard a quantidade
total do produto nutritivo 7 em todos os alimentos comprados. Essa quantidade deve

ser, no minimo, igual a b;, para cada ¢ que pertence ao conjunto I, isto é,

> ayr;=bviel (3.2)

jeJ
Supondo que haja valores de z; que satisfagam 3.1 e 3.2, passaremos a expressar o
custo total na compra dos alimentos. Para comprarmos z; unidades de j, pagaremos
c;x; unidades de moeda e, portanto, o custo total na compra de todos os alimentos

serd c1xry + coxy + ... + ¢, x,. Este somatorio serd denominado z, isto é:

z= chxj (3.3)

jeJ
Podemos concluir que desejamos tomar uma decisao em relacao as compras dos
alimentos j, de forma que o custo total z seja minimo e que os valores de z; satisfacam

a 3.1 e 3.2. Formalmente, escreveremos:

z = chxj (3.4)

minimizar

jeJ
sujeito as restricoes
Zaijxj Z bZ,VZ el (35)
=Y
x; > 0,VjeJ (3.6)

O problema designado por 3.4, 3.5 e 3.6 é denominado Problema de Programacao
Linear (PPL). A expressao 3.3 é denominada fungao objetivo ou fungao econdmica, e
as expressoes da forma 3.5 e 3.6 serao restricoes. O problema ¢é linear porque s6 ha

funcoes lineares das variaveis x; na funcao objetivo e nas restrigoes.

Exemplo 3.4. (Problema do Mix de Produgao) A empresa Venix de brinquedos esta
revendo seu planejamento de producao de carrinhos e triciclos. O lucro liquido por
unidade de carrinho e triciclo produzido ¢ de R$12,00 e R$60,00, respectivamente. As
matérias-primas e os insumos necessarios para a fabricacao de cada um dos produtos
sao terceirizados, cabendo a empresa os processos de usinagem, pintura e montagem.
O processo de usinagem requer 15 minutos de mao de obra especializada por unidade
de carrinho e 30 minutos por unidade de triciclo produzida. O processo de pintura
requer 6 minutos de mao de obra especializada por unidade de carrinho e 45 minutos
por unidade de triciclo produzida. Ja o processo de montagem necessita de 6 minutos

e 24 minutos para uma unidade de carrinho e triciclo produzido, respectivamente. O
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tempo disponivel por semana ¢ de 36, 22 e 15 horas para os processos de usinagem,
pintura e montagem, respectivamente. A empresa quer determinar quanto produzir de
cada produto por semana, respeitando as limitacoes de recursos, de forma a maximizar
o lucro liquido semanal.

Para formular o Problema de Programacao Linear que maximiza o lucro liquido da
empresa Venix, primeiramente, definem-se as variaveis de decisao do modelo:

x; = quantidade a ser fabricada do produto j por semana, j = 1, 2.

Assim, tem-se:

x1 — quantidade de carrinhos a serem produzidos por semana.

Ty = quantidade de triciclos a serem produzidos por semana.

Verifica-se, portanto, que as variaveis de decisao devem assumir valores inteiros,
pois nao se pode produzir valores fracionarios de carrinhos ou triciclos.

O lucro liquido por unidade de carrinho é R$12,00, enquanto o lucro liquido de
unidade de triciclo ¢ R$60,00. Busca-se maximizar o lucro liquido semanal gerado a
partir das quantidades de carrinhos e triciclos fabricados. Logo, a fun¢ao objetivo pode
ser escrita da seguinte forma: maximizar z = 12x; + 60z5.

Considerando o processo de usinagem, para produzir uma unidade de carrinho e
triciclo necessita-se de 15 minutos (0,25 hora) e 30 minutos (0,5 hora) de mao de obra
especializada, respectivamente (0,25x; + 0,5x5). Porém, o tempo total de mao de
obra para a atividade de usinagem nao pode ultrapassar 36 horas/semana, gerando a
seguinte restrigao: 0,25x; 4+ 0,524 < 36.

Analogamente, para a atividade de pintura, uma unidade de carrinho e triciclo
produzido requer 6 minutos (0,1 hora) e 45 minutos (0,75 hora) de mao de obra especi-
alizada, respectivamente (0, 1lx1 + 0, 75x5). Porém, o limite de mao de obra disponivel
para essa atividade é de 22 horas/semana: 0, 1z + 0, 75z, < 22.

J& para o processo de montagem, para produzir uma unidade de carrinho e triciclo
necessita-se de 6 minutos (0,1 hora) e 24 minutos (0,4 hora) de mao de obra, respecti-
vamente (0, 1z + 0,4x5). A disponibilidade de mao de obra para essa atividade é de
15 horas/semana: 0, 1y + 0, 4zy < 15.

Finalmente, tém-se as restri¢oes de nao negatividade das variaveis de decisao: x; >
0,7=1,2.

A formulacdo completa do modelo pode ser representada como: maximizar z =

12x1 4+ 60x4, sujeito a:

0,25z1 + 0, 529 < 36

0,1z, + 0, 752y < 22

0,1z, + 0,45 < 15
2;>0,j=1,2.

Exemplo 3.5. (Problema da Dieta) A anemia é uma doenca decorrente de baixos ni-

veis de hemoglobina no sangue, proteina esta responsavel pelo transporte de oxigénio.



Exemplos de modelagem de um Problema de Programacao Linear

Segundo a hematologista Adriana Ferreira, a "ferropriva" ¢ a anemia mais comum e
¢ causada pela deficiéncia de ferro no organismo. Para sua prevencao, deve-se adotar
uma dieta rica em ferro, vitamina A, vitamina B12 e acido f6lico. Esses nutrientes po-
dem ser encontrados em diversos alimentos, como espinafre, brocolis, agrido, tomate,
cenoura, ovo, feijao, grao de bico, soja, carne, figado e peixe. A Tabela 3.1 apresenta
as necessidades didrias de cada nutriente, a respectiva quantidade em cada um dos
alimentos e o preco referente a 100g de cada alimento. A fim de previnir que seus paci-
entes apresentem esse tipo de anemia, o Hospital Metropole esta estudando uma nova
dieta. O objetivo é selecionar os ingredientes, com o menor custo possivel, que farao
parte das duas principais refei¢oes didrias (almogo e jantar), de forma que 100% das

necessidades diarias de cada um desses nutrientes sejam atendidas nas duas refeigoes.

Além disso, o total ingerido nas duas refeicoes nao pode ultrapassar 1,5kg.

Porcao de 100 gramas

Ferro | Vitamina A | Vitamina B12 | Acido Félico | Preco

(mg) (uD (meg) (mg) (R$)

Espinafre 3 7.400 0 0,4 0,30
Brocolis 1,2 138,83 0 0,5 0,20
Agrido 0,2 4.725 0 0,1 0,18
Tomate 0,49 1.130 0 0,25 0,16
Cenoura 1 14.500 0,1 0,005 0,30
Ovo 0,9 3.215 1 0,05 0,30
Feijdo 7.1 0 0 0,056 0,40
Grao de Bico 4,86 41 0 0,4 0,40
Soja 3 1.000 0 0,08 0,45
Carne 1,5 0 3 0,06 0,75
Figado 10 32.000 100 0,38 0,80
Peixe 1,1 140 2,14 0,002 0,85

Necessidades diarias 8 4.500 2 0,4

Tabela 3.1: Tabela de nutrientes, necessidades diarias e custo por alimento.

Primeiramente, definem-se as variaveis de decisao do modelo:

r; = quantidade (kg) do alimento j consumido diariamente, j = 1, 2, ..., 12.

Assim, tem-se:

xr1 = quantidade
ro = quantidade
xr3 = quantidade

x4 = quantidade

r¢ = quantidade
r7 = quantidade

rg = quantidade

(
(
(
(
x5 = quantidade (kg
(
(
(

de tomate consumido diariamente.

kg) de agriao consumido diariamente.
kg

kg) de ovo consumido diariamente.

kg) de feijao consumido diariamente.

kg) de espinafre consumido diariamente.

kg) de brocolis consumido diariamente.

)
)
)
)
) de cenoura consumido diariamente.
)
)
)

kg) de grao de bico consumido diariamente.



36

PROGRAMACAO LINEAR

rg = quantidade (kg) de soja consumido diariamente.

r10 = quantidade (kg) de carne consumido diariamente.
r1; = quantidade (kg) de figado consumido diariamente.
r12 = quantidade (kg) de peixe consumido diariamente.

A fungao objetivo busca minimizar o custo total dos alimentos. Os valores na Tabela

3.1 estao expressos referentes a 100 gramas, porém, tanto na funcao objetivo como nas

restri¢oes, serao expressos por kg de alimento. Desta forma, a funcao objetivo seré

expressa por: minimizar z = 3z; + 229 + 1,823 + 1,624 + 325 + 326 + 47 + 43 +
4, 5139 + 51’10 + 8I11 + 8, 51’12.

As restricoes relacionadas as necessidades minimas diarias de cada nutriente de-

vem ser atendidas. Adicionalmente, deve-se considerar a restricao de peso méaximo

permitido nas duas refeicoes.

1. As necessidades minimas diarias de ferro devem ser atendidas:

30131 + 12372 + 2373 + 4, 9374 + 10%5 + 9;66 + 71$7 + 48, 6378 + 30%9 + 155610 +
1001’11 + 11[L’12 2 80.

. As necessidades minimas didrias de vitamina A devem ser atendidas:

74.000x1 4 1.388z9 + 47.25025 + 11.30024 + 145.000x5 4 32.150x6 4 41025 +
10.000z¢ + 320.000x1; + 1.400z12 > 45.000.

. As necessidades minimas diarias de vitamina B12 devem ser atendidas:

Ty -+ 10176 + 301‘10 + ]_OOOZEH + 21, 4ZE12 Z 20.

. As necessidades minimas diarias de acido félico devem ser atendidas:

41’1 + 5ZE2 + 3+ 2, 51‘4 + 0, 051’5 + 0, 51’6 + 0, 56ZE7 + 4ZL‘8 + 0, 8ZE9 + O, 6[E10 +
3, 83711 -+ 0, 02I12 Z 4.

. O total consumido nas duas refeicoes nao pode ultrapassar 1,5kg:

Ty + 2o+ 23+ x4 + 25 + 26 + 27 + T8 + Tg + T10 + 211 + 212 < 1,0,

. As variaveis de decisao do modelo sdo nao negativas:

L1,X2,X3,Ty4,Ts5, L6, L7, T8, L9, L10, L11, L12 Z 0.

. O modelo completo serd descrito como: minimizar z = 3z +2x9+1,8x3+1, 624+

31’5 + 31’6 + 41’7 + 4ZE8 -+ 4, 51’9 + 51’10 + 81‘11 + 87 51’12 Sujeito a.
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30%1 + 12172 + 21’3 + 4, 91’4 + 101’5 + 91’6 + 711‘7 + 48, 61’8 + 301’9 + 151‘10 +
100I11 + 11$12 Z 80

74.000x1 4 1.388z9 + 47.25025 + 11.30024 + 145.00025 4 32.150x6 4+ 41025 +
10.000zg + 320.000z1; + 1.400212 > 45.000

25 + 1026 + 30219 + 1.00021; + 21,4215 > 20

4%1 + 5ZEQ + 23+ 2, 5334 + O, 05285 + 0, 5266 + 0, 56$7 + 4338 + O, 8£E9 + O, 6£E10 +
3, 83711 -+ 0, 02.1'12 Z 4

Ty + Ty + X3+ Ty + x5+ 26+ 27+ 28+ T9g +T10+T11 +212 < 1,5

L1, X2,T3,T4,T5, L6, L7, T8, L9, L10, L11, L12 2 0

No proximo capitulo serao abordados os métodos de resolucao de um PPL.






4 METODOS DE RESOLUCAO DE
UM PROBLEMA DE
PROGRAMACAO LINEAR

Neste capitulo sera feita uma breve abordagem de dois métodos de resolucao de um
Problema de Programacao Linear, a saber, os métodos analitico e Simplex. O método
geométrico serd abordado no capitulo 5, de forma mais detalhada, pois se refere ao
tema central deste trabalho.

A escolha do método de resolucao dependera da quantidade de variaveis de decisao
que o problema apresentar, pois em um problema com muitas variaveis, o método
analitico e o geométrico tornam-se inviaveis, sendo utilizados o método Simplex ou

algum outro software.

4.1 Meétodo analitico

Nesta secao serda abordada a solugao analitica de um Problema de Programacao
Linear em que m < n. Para isto, serd considerado um sistema Az = b de m equacoes

lineares e n variaveis.

Teorema 4.1. Um sistema de equacoes lineares tem zero, uma ou uma infinidade de

solucoes.

Prova: Se Az = b é um sistema de equacoes lineares, vale exatamente uma das
afirmacoes:

(a) o sistema nao tem solugao;

(b) o sistema tem exatamente uma solugao;

(¢) o sistema tem mais de uma solugao.

A prova estard completa se conseguirmos mostrar que o sistema tem uma infinidade
de solugoes no caso (c).

Suponha que Az = b tenha mais de uma solucdo e seja g = x1 — 2, onde T e xg
sao duas solucoes distintas quaisquer. Como x; e x5 sao distintas, a solucao xy ¢ nao

nula; além disso,

39
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AZE():A(Jfl—ZL‘Q) :Al’l—Al’QZb—b:O
Se k for um escalar qualquer, entao

No entanto, isso significa que x; + kxy é uma solucdo de Az = b. Como xy é nao
nula e existe uma infinidade de escolhas para k, o sistema Az = b tem uma infinidade

de solucoes.

Defini¢ao 4.1. Varidveis ndo bdsicas (VNB) sdo as varidveis obtidas escolhendo-se

um conjunto de varidveis n - m de z, e atribuindo valores iguais a zero a elas.

Defini¢ao 4.2. Varidveis bdsicas (VB) sio as m varidveis restantes do sistema, que
serao determinadas.

Definicao 4.3. Solucdo bdsica (SB) sao os valores encontrados para as varidveis bd-

sicas.
Definicao 4.4. Base € o conjunto de varidveis bdsicas.

Definic¢ao 4.5. Solugdo bisica factivel (SBF) € a solu¢io que atende as restri¢oes de

nao negatividade.

A solugao do sistema Az = b, se dard seguindo os seguintes passos:

1) Determinar quem serdo as varidveis nao bésicas;

2) Determinar quem serao as variaveis bésicas;

3) Resolver o sistema das varidveis basicas encontrando assim, a solu¢ao basica.

4) Calcular a solu¢do otima, aplicando na fungdo objetivo z todas as possiveis

solucoes béasicas e escolher a melhor alternativa.

n!
m!(n—m)!?

analisando todas as possiveis combinacoes de n variaveis escolhidas m a m, escolhendo,

O ntimero maximo de solucoes bésicas sera calculado pela combinacao C7, =

em seguida, a melhor delas.

Este método é adequado para valores pequenos de m e n, pois caso contrério, a
resolugao do sistema se tornaria impraticavel. Segue o exemplo retirado de Favero,
2012, pag.124.

Exemplo 4.1. Considere o seguinte Problema de Programacao Linear:
maz 3x, + 2x9
sujeito a

$1+ZL’2§6
5$1+2(L’2§20

1,22 20
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Resolvendo o problema de forma analitica, é preciso deixa-lo na forma padrao. Para

isto, serao incluidas as variaveis de folga x3 e x4, sendo reescrito como:
maz 3x, + 219
sujeito a

l’1+$2+1’3:6
5$1+2I2+SL’4:20

X1,T9,T3,T4 Z 0

O novo sistema tem 2 equacoes e 4 variaveis. Assim, haverd 4 - 2 = 2 variaveis
nao bésicas, e os valores das 2 variaveis béasicas restantes serao determinados por um
sistema de equagoes.

O total de solucoes béasicas serd calculado pela combinagao a seguir:

4 4! 4 4-3-2! 12 _
02 To2l(4=2)! T o220 72120 T2 T 6

Assim, serao 6 solucdes basicas nesse sistema.

1? solucao basica:

Variaveis nao bésicas: x1,xs , Variaveis basicas: s, x4

Solucao nao bésica: 1 = 0,29 =0

Sistema para o calculo da solucao basica

0+04+23=6=23=06
5:0+2-04+24=20= 24 =20

Funcao objetivo: z = 321 + 220 =3-0+2-0=0

22 solucao basica:

Variaveis nao basicas: x,, x4 , Variaveis basicas: xq, r3

Solucao nao bésica: xo = 0,24 =0

Sistema para o calculo da solugao basica

21+ 04+23=6=214+23=06=>44+23=06= 23 =2
521+2-04+40=20=52; =20 = 2, =4
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Funcao objetivo: z =3z + 22 =3-442-0=12

32 solucao basica:
Variaveis nao bésicas: xy,xr3 , Variaveis basicas: xy, x4
Solucao nao bésica: xo = 0,23 =0

Sistema para o calculo da solugao béasica

z1+0+0=6=2,=6
B £2 0424 =20=5-6424=20= 24 =20 — 30 = 24 = —10

Como x4 < 0, a solucao é infactivel.

4? solucao basica:

Variaveis nao basicas: x3,x, , Variaveis basicas: xq, o
Solugao nao basica: x3 =0,24 =0

Sistema para o calculo da solucao béasica

I1+ZL’2+O:6$I1+ZE2:6$ZE2:3733
51 + 229+ 0 =20 = bz + 229 = 20 = 21 = 2,67

Funcao objetivo: 2z = 3x1 + 22, =3-2,67T+2-3,33 =14,7
52 solugao basica:

Variaveis nao basicas: xq,x3 , Variaveis basicas: xo, x4
Solugao nao basica: x; = 0,23 =0

Sistema para o calculo da solugao basica

0+$2+0:6:>ZL’2:6
5:-04+2094+24=20=22-64+24=2022,=20—12= 24 =8

Funcao objetivo: 2 =321+ 22 =3-04+2-6 =12

62 solugao basica:
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Variaveis nao bésicas: x1, x4 , Varidveis basicas: s, r3
Solucao nao bésica: 1 = 0,24 =0

Sistema para o calculo da solucao basica

O+x2+x3:6:>10+x3:6—>x3:6—10—>x3:—4

Como x3 < 0, a solucao ¢ infactivel.

Como queremos maximizar a funcao objetivo, a solucao 6tima é a 4* solugao bésica,
com x; = 2,67, 10 =3,33, 23=0, 24, =0e 2z = 14,67.

4.2 O Meétodo Simplex

Este método teve origem em 1947 com a disseminacao da Pesquisa Operacional
nos Estados Unidos, depois da Segunda Guerra Mundial, sendo hoje o mais conhecido
para resolver Problemas de Programacao Linear. A vantagem deste método, é que, ao
contrario da resolucao grafica ou do método analitico, que sao invidveis para problemas
com mais de trés variaveis, ele pode ser aplicado a qualquer Problema de Programacao
Linear.

Para Taha(2008), "os céalculos do método simplex sdo particularmente tediosos,
repetitivos e, acima de tudo, macgantes". Desta maneira, torna-se inviavel seu estudo
no Ensino Médio.

O desenvolvimento dos célculos do Método Simplex serao facilitados quando:

1) Todas as restri¢oes (com exce¢ao da nao negatividade das variaveis) sdo equagoes
cujos lados direitos sao nao negativos;

2) Todas as variaveis sao nao negativas.

O algoritmo Simplex é um procedimento algébrico e iterativo, com um ntmero finito
de iteracoes, obtendo a cada iteracao uma solucao basica factivel inicial, buscando,
a cada nova iteracao, uma nova solucao bésica factivel com melhor valor na funcao
objetivo, até que o valor 6timo seja atingido.

O algoritmo Simplex pode ser descrito no fluxograma conforme Figura 4.1.

Os passos do algoritmo geral descrito na Figura 4.1 estao detalhados a seguir,
considerando um problema de maximizacao.

Inicio: O problema deve estar na forma padrao.

Passo 1: Encontrar uma solucao basica factivel (SBF) inicial para o PPL. Uma

SBF inicial pode ser obtida atribuindo valores iguais a zero as variaveis de decisao. Para
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Inicio:

Forma
padrio

Encontrar uma Solucdo Basica
Factivel inicial

W

A solugio

& otima?

Determinar uma Solugdo Basica

Factivel adjacente melhor

Figura 4.1: Fluxograma da descricao geral do algoritmo Simplex.

que essa solucao seja factivel, nenhuma das restricoes do problema pode ser violada.

Passo 2: Teste de otimalidade. Uma solucao béasica factivel é 6tima se nao houver
solucoes basicas factiveis adjacentes melhores. Uma SBF adjacente é melhor do que
a SBF atual se houver um incremento positivo no valor da funcao objetivo 2. Ana-
logamente, uma SBF adjacente é pior do que a SBF atual se o incremento em z for
negativo. Enquanto pelo menos uma das varidveis nao basicas da funcao objetivo z
tiver coeficiente positivo, ha uma SBF melhor.

Iteracao: Determinar uma SBF adjacente melhor. A direcao de maior incremento
em z deve ser identificada, para que uma melhor solucao béasica factivel seja determi-
nada. Para isso, trés passos devem ser tomados:

1. Determinar a variavel nao béasica que passara para o conjunto de variaveis basicas
(base). Ela deve ser aquela que tem maior incremento em z, isto é, com maior coeficiente
positivo em z.

2. Escolher a variavel basica que passard para o conjunto de varidveis nao basicas.
A variavel escolhida a sair da base deve ser aquela que limita o crescimento da varidvel

nao bésica selecionada no passo anterior a entrar na base.
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3. Resolver o sistema de equacgoes recalculando os valores da nova solucao bésica
adjacente. Antes disso, o sistema de equacoes deve ser convertido para uma forma mais
conveniente, por meio de operagoes algébricas elementares, utilizando o método de
eliminacao de Gauss-Jordan. A partir do novo sistema de equacoes, cada nova equagao
deve possuir apenas uma variavel basica com coeficiente igual a 1, cada variavel basica
deve aparecer em apenas uma equacao, e a funcao objetivo deve ser escrita em funcao
das variaveis nao basicas, de forma que os valores das novas variaveis béasicas e da
funcao objetivo z podem ser obtidos diretamente, e o teste de otimalidade pode ser
verificado facilmente.

No exemplo 4.1 foram calculadas todas as possiveis solucoes béasicas e escolhida a

melhor delas. O mesmo exemplo sera resolvido pelo Método Simplex.
Exemplo 4.2. Considere o seguinte Problema de Programacao Linear:
maz 3x + 229
sujeito a

T+ X9 S6
55E1—|—21’2 S 20
xr1,22 >0

Para resolver o problema de forma analitica do método Simplex, o problema deve

estar na forma padrao.

maz : 3x; + 29 (4.1)
sujeito a
1+ a9 +23=20 (4.2)
511 + 229 + x4 = 20 (4.3)
X1, T, T3, T4 > 0 (4.4)

Passo 1: Encontrar uma SBF inicial para o PPL.

Uma solugao béasica inicial pode ser obtida atribuindo valores iguais a zero as varia-
veis de decisao x1 e x9, que sao varidveis nao basicas. Os valores das variaveis basicas
r3 e x4 podem ser obtido a partir do sistema de equacgoes envolvendo as restrigoes, ja
que cada equacao possui apenas uma varidvel basica com coeficiente 1 e aparece em
apenas uma equacao.

Resultado completo da solucao inicial:
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Variaveis nao basicas: xq, xo. Variaveis bésicas x3, zy4.

Solugao nao basica: x; = 0,29 = 0.
Sistema para o calculo da solucao basica

0+0+z3=06=25="6
5-0+2-0+x4 =20 = 24 =20

Solugao: (z1,xq,x3,24) = (0,0,6,20).
Funcao objetivo: z =321 + 22, =3-0+2-0=0.

Passo 2: Teste de otimalidade.

Podemos afirmar que a SBF inicial obtida no Passo 1 nao é 6tima, ja que os coefi-
cientes das variaveis nao béasicas x; e xo na funcao objetivo do sistema de equacoes sao
positivos. Se qualquer uma das variaveis deixar de assumir o valor zero, passando a
assumir um valor positivo, havera um incremento positivo no valor da funcao objetivo
z. Dessa forma, é possivel obter uma SBF adjacente melhor.

Iteracao 1: Determinar uma SBF adjacente melhor.

Cada um dos trés passos a serem implementados nessa iteracao esta detalhado a
seguir:

1. Variavel nao béasica que entrari na base.

De acordo com o sistema de equagoes, pode-se verificar que a variavel x; possui
maior coeficiente positivo na funcao objetivo comparada com a variavel x,, gerando
assim maior incremento positivo em 2z, caso fossem consideradas as mesmas unidades
de medida para x; e x5. Logo, a variavel nao bésica escolhida a entrar na base é x;.

2. Variavel basica que saira da base.

Para selecionar a variavel basica que saird da base, devemos escolher aquela que
limita o crescimento da varidvel nao bésica escolhida no passo anterior a entrar na
base (z1). Para isso, primeiramente, devemos atribuir o valor zero as variaveis que
permaneceram nao basicas (neste caso apenas xs) em todas as equagoes. A partir dai,
pode-se obter as equacgoes de cada uma das varidveis basicas em funcao da variavel nao
bésica escolhida a entrar na base (z;). Como todas as variaveis béasicas devem assumir
valores nao negativos, inserindo-se o sinal de desigualdade do tipo > 0 em cada uma
das restricoes pode-se identificar a variavel bésica que limita o crescimento de z;.

Assim, atribuindo o valor zero a variavel x5 nas equagoes 4.2 e 4.3 do sistema de

equacoes, pode-se obter as equacoes das varidveis basicas x3 e x4 em funcao de xy:

ZL‘3:6—I1
x4 = 20 — by

Como as variaveis x3 e x4 devem assumir valores nao negativos, logo:
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r3=6—21>0=>2, <6
24=20—-521>20=121 <4

Podemos concluir que a variavel que limita o crescimento de z; é a variavel x4, ja
que o valor maximo que x; pode atingir a partir de x4, é menor comparado a variavel
x3. Portanto, a variavel basica escolhida para sair da base é x4.

3. Transformar o sistema de equacgoes utilizando o método de eliminacao
de Gauss-Jordan e recalcular a solucao basica.

Conforme mostrado nos dois passos anteriores, a variavel x; entra na base no lugar
da varidvel x4 de forma a gerar uma solucao basica adjacente melhor. Portanto, o con-
junto de variaveis nao bésicas e o conjunto de variaveis basicas passa a ser: s, T4, 1, T3,
respectivamente.

Busca-se, nessa etapa, recalcular os valores da nova solucao béasica factivel. Como
x4 representa a nova variavel nao basica na solucao adjacente, juntamente com x5 que
permaneceu nao basica, tem-se que zo = 0 e x4 = 0. A partir dai, os valores das
varidveis basicas x; e x3 da solucao adjacente devem ser recalculados, além do valor da
funcao objetivo z.

Primeiramente, o sistema de equagoes deve ser convertido, por meio de operagoes
elementares, para uma forma mais conveniente, utilizando-se o método de eliminagao
de Gauss-Jordan, de modo que cada equagdo possua apenas uma variavel basica (1
ou x3) com coeficiente igual a 1, cada variavel basica aparega em apenas uma equagao
e de forma que a funcao objetivo possa ser escrita em funcao das varidveis nao bésicas
To € Ty4.

Para isso, os coeficientes da variavel x; no sistema de equacoes atual devem ser
transformados de 3, 1 e 5 para 0, 0 e 1.

Converteremos o coeficiente da variavel x; na equacao 4.3 de 5 para 1. Para isso,
basta dividir esta por 5, de forma que a nova equacao 4.5 passa a ser escrita em funcao
de uma tnica variavel bésica (x1) com coeficiente 1:

1

+ 20yt tey = 4 (4.5)
1 5332 5%4— .

Outra transformacao deve ser efetuada de modo a converter o coeficiente da variavel
x1 na equacao 4.2 de 1 para 0. Para isso, basta subtrair a equacao 4.5 da equagao 4.2,
de forma que a nova equacgao 4.6 passa a ser escrita em funcao de uma tnica variavel
bésicas (x3) com coeficiente 1:
1

3
5.172 + T3 — g.’lﬂ'4 =2 (46)

Finalmente, deve-se converter o coeficiente da variavel x; na fungao objetivo de 3
para 0. Para isso, basta multiplicar a equacao 4.5 por 3 e subtrai-la da equacao 4.1,

de forma que a nova equagao 4.7 possa ser escrita em funcao de x5 e y4:
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4 3
Z=—T9— —x4+ 12 4.7
P02 = p 0 (4.7)
O sistema de equacoes completo, obtido apds a aplicagao do método de eliminacao

de Gauss-Jordan, é:

4 3
2= POy = Rl +12 (4.8)
3 1
g$2 + x3 — 31'4 =2 (49)
2 1

A partir do novo sistema de equacoes é possivel obter imediatamente os novos
valores de z1, x5 e z. O resultado completo da nova solucao é:

Variaveis nao basicas: xo, x4.

Variaveis basicas: x, x3.

Solucao nao bésica: o = 0,24 = 0.

Solucao bésica factivel: x1 = 4, x3 = 2.

Solugao: (z1, s, x3,24) = (4,0,2,0).

Funcgao objetivo: z =3z + 22, =3-4+2-0=12.

Houve um incremento positivo em z comparado com a SBF atual, portanto foi
possivel obter uma SBF adjacente melhor. A SBF adjacente obtida nessa iteragao
passa a ser a SBF atual.

Passo 2: Teste de otimalidade.

A SBF atual ainda nao é 6tima, ja que o coeficiente da variavel nao bésica s na
equacao 4.8 é positivo. Se essa variavel passar a assumir qualquer valor positivo, havera
um incremento positivo no valor da fungao objetivo 2. Dessa forma, é possivel obter
uma SBF adjacente melhor.

Iteracao 2: Determinar uma SBF melhor

Os trés passos a serem implementados para determinar uma SBEF melhor estao
detalhados a seguir:

1. Variavel nao béasica que entraria na base.

De acordo com o sistema de equacgoes, pode-se verificar que a variavel x, é a tinica
com coeficiente positivo na equacao 4.8, de forma a gerar um incremento positivo na
funcao objetivo z para qualquer valor positivo que a variavel x5 possa assumir. Logo,
a variavel nao basica escolhida a passar do conjunto de variaveis nao basicas para o
conjunto de varidveis basicas é x».

2. Variavel basica que saira da base.

A variavel basica que saird da base é aquela que limita o crescimento da varidvel
nao bésica escolhida no passo anterior a entrar na base (z4). Atribuindo o valor zero a

variavel que permaneceu nao béasica (x = 0), em cada uma das equagoes 4.9 e 4.10, é
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possivel obter as equacoes de cada uma das variaveis bésicas x; e xo da solugao béasica

atual em func¢ao da variavel nao basica escolhida a entrar na base (z3):

2
$1:4—§l’2
1’3:2—5372

Como as variaveis z; e x3 devem assumir valores nao negativos, logo:

2
m1:4—5x22():>x2§10
10

3
$3:2—5IQZO:>CC2§§

Podemos concluir que a variavel que limita o crescimento de x5 é a variavel z3, ja
que o valor méximo que x5 pode assumir a partir de x3 ¢ menor comparado a variavel
1. Portanto, a variavel basica escolhida para sair da base é x3.

3. Transformar o sistema de equacgoes utilizando o método de eliminacao
de Gauss-Jordan e recalcular a solucao basica.

Conforme mostrado nos dois passos anteriores, a variavel x, entra na base no lugar
da variavel x3 de forma a gerar uma solucao béasica adjacente melhor. Portanto, o
conjunto de variaveis nao basicas e o conjunto de variaveis bésicas passa a ser: variaveis
nao basicas: xs3, x4 , variaveis basicas: x, xs.

Antes de calcular os valores da nova solucao béasica, o sistema de equacoes deve ser
convertido por meio do método de eliminacao de Gauss-Jordan.

Neste caso, os coeficientes da varidvel xo no sistema de equacoes atual devem ser

3 2
transformados de = E e R para 0, 1 e 0.

. . . . 3
Primeiramente, converteremos o coeficiente da variavel x5 na equacao 4.9 de - para
. - . 5 .
1. Para isso, basta multiplicar a equacao 4.9 por —, de forma que a nova equacao 4.11
passa a ser escrita em fungao de uma unica variavel basica (z3) com coeficiente 1:
5 1 10

e — g = — 4.11
ZL’Q+ 31’3 3$4 3 < )

Analogamente, deve-se converter o coeficiente da varidvel x5 na equagao 4.10 de R

2
para 0. Para isso, basta multiplicar a equagao 4.11 por — e subtrai-la da equacao 4.10,
de forma que a nova equacao 4.12 passa a ser escrita em funcdo de uma tnica variavel

bésicas (x1) com coeficiente 1:

2 1 8

4
Finalmente, deve-se converter o coeficiente da varidvel x5 na funcao objetivo de R

4
para 0. Para isso, basta multiplicar a equacao 4.11 por = e subtrai-la da equacao 4.8,

de forma que a nova equagao 4.13 possa ser escrita em funcao de x3 e x4:
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4 1 44
S e S B 4.13
z 3ZL‘3 31'4‘|‘ 3 ( )

O sistema de equacoes completo esta representado a seguir:

4 1 44

) 1 10

To + §[L’3 — 5$4 = g (415)
2 1 8

T — §$3 + 51’4 = 3 (4.16)

A partir do novo sistema de equacdes é possivel obter imediatamente os novos
valores de z1, x5 e z. O resultado completo da nova solucao é:

Variaveis nao basicas: x3, x4 , Variaveis basicas x, o
Solugao nao basica: x3 = 0,24 =0

8 10
Solucao bésica factivel: xq = 3= 2,67 e 19 = 3= 3,33

8 10
SOIUQ&OZ T1,T2,x3,Ty = —, 3, 0,0

3

8 10 44
Funcao objetivo: z = 3zy + 229 = 3 - 3 +2- 3=3 = 14,67

Assim, foi possivel obter uma SBF adjacente melhor, ja que houve um incremento
positivo em z, comparado com a SBF atual. A SBF adjacente nessa iteracao passa a
ser a SBF atual.

Passo 2: Teste de otimalidade.

A SBF atual é a 6tima, ji que os coeficientes das varidveis nao basicas x5 e x4 na
equagao 4.14 sao negativos. Portanto, nao é mais possivel nenhum incremento positivo

no valor da funcao objetivo z, finalizando aqui o algoritimo do exemplo 4.2.

Existe também a resolucao na forma tabular do método Simplex para problemas
de maximizacao, método simplex para problemas de minimizacao, entre outros, mas
como este nao é o tema deste trabalho, nao serao explanados.

No capitulo a seguir apresentaremos a PL. do ponto de vista geométrico.



5 PROGRAMACAO LINEAR
GEOMETRICA

Este capitulo aborda a resolucao grafica de um Problema de Programacao Linear.
Este método de resolucao nao pode ser visto como ferramenta pratica, pois é adequado
somente para problemas simples, que envolvem duas variaveis de decisao. Para proble-
mas com 3 variaveis de decisao, a resolugao se dard de forma muito complexa, porém
possivel. No entando, ele é o mais adequado para a proposta deste trabalho, que é
a aplicacao no Ensino Médio, pois permite aprofundar a compreensao do que é um

Problema de Programacao Linear e de suas solugoes.

5.1 Uma solugao geométrica para Problemas de Pro-

gramacao Linear

Cada problema a ser abordado neste capitulo é um caso especial do seguinte pro-
blema:

Problema: Encontrar valores de z; e 25 que ou maximizam ou minimizam

Z =11 + Caa (5.1)
sujeito a
a1 + ajpxrs > by
2171 + A22%2 > by
(5.2)
Am1T1 + AmaTa > by,
e

51
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ry > 0exy >0 (5.3)

Em cada uma das condi¢oes de 5.2, pode ser usado também um dos simbolos < ou

O problema acima é chamado Problema geral de Programacdo Linear em duas
varidveis. A funcao linear z em 5.1 é chamada funcdo-objetivo. As equacoes 5.2 e 5.3
sao chamadas restricoes ou vinculos; em particular, as equagoes em 5.3 sao chamadas
de restricoes de nao-negatividade das varidveis z; e .

Para resolver graficamente um PPL em duas variaveis, sera encontrado um par de
variaveis (z1,12;) que satisfaz todas as restrigdes, chamado de solu¢do vidvel. O conjunto
de todas as solucgoes viadveis determina um subconjunto do plano z;z; chamado regiao
vidvel. Nosso objetivo é encontrar uma solugao viavel que maximize a funcao-objetivo,
ou seja, a solu¢ao dtima.

Para examinar a regiao viavel de um Problema de Programagao Linear, observa-se

que cada restricao do tipo
a1+ apTs = b;
define uma reta no plano z;z,, enquanto cada restricao da forma
ainT1 + ATy < by ou a; Ty + apTy > b
define um semiplano que inclui a reta de fronteira
a1 71 + ATy = b;

Assim, a regiao viavel é sempre uma interseccao de um numero finito de retas e semi-

planos.

5.2 Esquematizacao grafica de solucoes de Problemas

de Programacao Linear com duas variaveis

Aqui serao abordadas algumas possiveis solucdes para um Problema de Programa-
cao Linear, de acordo com a regiao vidvel obtida em cada caso.

As regioes vidveis podem ser limitadas ou ilimitadas, desta forma, as solucoes po-
derao ser dadas como:

e Uma tnica solucao 6tima;

Todos os pontos de um segmento de reta sao solugoes 6timas;

Solucao ilimitada;

e Uma semi-reta contendo todos os pontos de solugao 6tima;

Conjunto solugao vazio.



Esquematizacao grafica de solu¢oes de Problemas de Programacao Linear com duas

variaveis 53

A Figura 5.1 representa a solu¢do 6tima de uma regiao viavel:

X2

Figura 5.1: Solucao 6tima de uma regiao viavel.

Todos os pontos de um segmento de reta sao solugoes 6timas, e dao 0 mesmo valor

para a funcao objetivo, como pode-se ver na Figura 5.2

xz M

Figura 5.2: Solucao 6tima representada por um segmento de reta.

Uma solucao ilimitada esta representada na Figura 5.3
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xE M

Figura 5.3: Solucao ilimitada.

Uma semi-reta contendo todos os pontos de solucao 6tima estd representada na

Figura 5.4

X2

Figura 5.4: Solucao 6tima dada por uma semi-reta.

Um conjunto de solugoes vazio, isto ¢, quando nao ha interseccao das regioes repre-

sentadas pelas restricoes esta representado na Figura 5.5
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X2

Coum Lfit il o

VAZLo

%xl

N

Figura 5.5: Conjunto solugao vazio.

5.3 Exemplos de resolucao de PPL pelo método geo-
métrico
Os exemplos abordados a seguir foram retirados de Anton(2012):

Exemplo 5.1. Minimizando o custo Um estudante quer projetar um desjejum com
flocos de milho e leite que seja o mais economico possivel. Levando em conta o que
ele consegue comer nas suas outras refeicoes, ele decide que seu café da manha deveria
supri-lo com pelo menos 9 gramas de proteinas, pelo menos uma terca parte da neces-
sidade diaria recomendada(NDR) de vitamina D e pelo menos uma quarta parte da
NDR de célcio. Ele encontra as informacgoes nutricionais nas embalagens do leite e do

flocos de milho contidas na Tabela 5.1:

Leite(meio copo) Flocos de Milho(1 xicara)
Custo 7,5 centavos 50 centavos
Proteina 4 gramas 2 gramas
1 1
Vitamina D — de NDR 0 de NDR
Célcio 6 de NDR Nada

Tabela 5.1: Tabela Nutricional do exemplo 5.1.

A fim de nao ter uma mistura muito empapada ou muito seca, o estudante decide
limitar-se a misturas que contenham de no minimo 1 a no méaximo 3 xicaras de flocos
de milho por copo de leite. Quais quantidades de leite e de flocos de milho ele deve

utilizar para minimizar o custo do seu desjejum?
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Solucao:

Para a formulacao matemaéatica desse problema, sejam z; a quantidade de leite

utilizada(medida em meios copos) e z» a quantidade de flocos de milho utilizada(medida

em xicaras). Entdo, sendo z o custo do desjejum em centavos, podemos escrever as

restricoes seguintes:

Custo do desjejum:

Pelo menos 9 gramas de proteina:

Pelo menos E NDR de vitamina D:

Pelo menos 1 NDR de Célcio:

Pelo menos 1 xicara de flocos de milho por
copos(dois meios copos) de leite:

No maximo 3 xicaras de flocos de milho por

copo(dois meios copos) de leite:

z =17,5x1 + 50x9

4$1+2$229

% 0 3
6171

T2 1

= > - <2
xl_z(ouxl_ To)
i) 3

=< = 31> 2
x1_2(0u x1 > 219)

Como antes, também estamos supondo implicitamente que z; > 0 e 2o > 0. Assim,

a formulacao matemaética completa do problema é como segue: encontrar valores de z;

e o que minimizam

sujeito a

z = 7, 5551 + 50%’2

4IL'1+21E229

R

8t 107773
11
_I —
61— 4
T1 < 219

3331 2 21’2

1'120
IQZO

A regiao viavel deste problema é indicada na Figura 5.6. Por ser ilimitada, o Te-

orema 3.1 ndo nos garante que a fungdo-objetivo atinge um valor méximo. De fato,

é facil verificar que, como a regiao viavel contém pontos nos quais ambos z; e 1, sao

arbitrariamente grandes e positivos, a funcao objetivo toma valores arbitrariamente

grandes e positivos. Este problema nao tem solucao 6tima. Em vez disto, n6s dizemos

que o problema tem uma soluc¢ao ilimitada.
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Figura 5.6: Regiao viavel do exemplo 5.1.

Exemplo 5.2. Maximizando o lucro de vendas

Um fabricante de bombons tem estocado bombons de chocolate, sendo 130 kg com
recheio de cerejas e 170 kg com recheio de menta. Ele decide vender o estoque na forma
de dois pacotes sortidos diferentes. Um pacote contém uma mistura com metade do
peso em bombons de cereja e metade em menta e vende por R$ 20,00 o kg. O outro
pacote contém uma mistura de um terco de bombons de cereja e dois tercos de menta e
vende por R$ 12,50 o kg. O vendedor deveria preparar quantos quilos de cada mistura

a fim de maximizar seu lucro de vendas?

Solucao:

Inicialmente vamos formular este problema matematicamente. Chamamos de A a
mistura com metade de cereja e metade de menta e o nimero de quilos desta mistura
que deveré ser preparada é z;. Chamamos de B a mistura com um terco cereja e dois
tercos menta e o nimero de quilos desta mistura que devera ser preparada é x,. Como
a mistura A vende por R$ 20,00 e a mistura B vende por R$ 12,50 por quilo, o total z

de vendas(em reais) seré
2=20,00z, +12,501,.

Como cada quilo da mistura A contém meio quilo de bombons de cereja e cada
quilo da mistura B contém um terco de quilo de bombons de cereja, o ntimero total de

quilos de bombons de cereja usados em ambas misturas é

1 n 1
21’1 31’2.
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De maneira similar, como cada quilo da mistura A contém meio quilo de menta
e cada quilo da mistura B contém dois tercos de quilo de menta, o ntimero total de

quilos de bombons de menta usados em ambas misturas é

L2
—T —T9.
DR

J& que o fabricante s6 pode usar, no maximo, 130 quilos de bombons de cereja e

170 quilos de bombons de menta, nés devemos ter

Além disso, como z; e 73 ndao podem ser nimeros negativos, temos
1 > 0e x> 0.

Isto mostra que o problema pode ser formulado matematicamente, como segue:

Encontrar valores de z; e 2, que maximizam
2=20,00x, + 12,5015

sujeito a
1 1
%1'1 + él‘g S 130
§I1 + 5%’2 S 170
I 2 0

$220

As quatro restrigoes

1 1
—T1 + g[L’Q S 130

2

! +2 < 170

2$1 3$2_
1'120
.Z'QZO

definem os semiplanos indicados nas partes (a), (b), (c) e (d) da Figura 5.7. A regiao
viavel deste problema ¢é, portanto, a interseccao destes 4 semiplanos, que é a regiao

indicada na Figura 5.7(e).
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1 2
X% +3x, 170

(a) (b)

X2

200 i

=4 (180, 120)

1004 -

Xq

100 200 (260, :O)

-100

(d) (e)
Figura 5.7: Semiplanos indicados pelas restricoes do Exemplo 5.2 e a regiao viavel.

Pode ser mostrado que a regiao viavel de um Problema de Programacao Linear
tem uma fronteira que consiste de um ntmero finito de segmentos de retas. Uma
regidao viavel é dita limitada (Figura 5.7(e)) se puder ser englobada num circulo sufi-
cientemente grande; caso contrario, ela é ilimitada(Figura 5.10). Se a regiao viavel é
vazia(ou seja, nao contém pontos), entao as restrigoes sao inconsistentes e o Problema
de Programacao Linear nao possui solugao(Figura 5.11).

Os pontos de fronteira de uma regiao viavel que sao intersec¢oes de dois segmentos
de retas de fronteira, sao chamados pontos extremos. (Também sdo chamados pontos
de esquina ou de vértice.) Por exemplo, pela Figura 5.7(e), a regido viavel tem quatro

pontos extremos,
(0,0), (0,255), (180,120), (260,0)

A Figura 5.7(e) mostra que a regido viavel é limitada. Consequentemente, pelo
Teorema 3.1 a funcao-objetivo

z = 20,00z + 12,50z,
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atinge tanto um valor minimo quanto um valor maximo em pontos extremos. Os quatro

pontos extremos e os correspondentes valores de z sao dados na Tabela 5.2.

Ponto Extremo Valor de
(21,22) z = 20,001 + 12, 50x5
(0,0) 0
(0,255) 3187,50
(180,120) 5100,00
(260,0) 5200,00

Tabela 5.2: Tabela de pontos extremos do Fxemplo 5.2.

Nos vemos que o maior valor de z é 5.200,00 e a correspondente solucao otima é
(260,0). Assim, o fabricante de balas atinge um méaximo de R$ 5.200,00 de vendas

quando ele produz 260 quilos da mistura A e nada da mistura B.

Nos proximos exemplos vamos usar o Teorema 3.1 para resolver varios Problemas
de Programacao Linear e ilustrar as variagoes na natureza das solucoes que podem

ocorrer.
Exemplo 5.3. Encontre valores de x; e x5 que maximizam

z =11+ 39

sujeito a
201+ 31y < 24
T1 — T2 S 7
T2 S 6
I 2 0
HE) Z 0.
Solucao:

Na Figura 5.8 apresentamos a regiao viavel deste problema. Por ser limitada, o
valor maximo de z ¢ atingido em um dos cinco pontos extremos. Os valores da funcgao-
objetivo nos cinco pontos extremos sao dados na Tabela 5.3.

A partir da Tabela 5.3 vemos que o valor maximo de z é 21, atingido em ;=3 e

1,'2:6.
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Figura 5.8: Regiao vidvel do exemplo 5.3.

Ponto extremo Valor de
(z1,22) z =11+ 322
(0,6) 18
(3,6) 21
(9,2) 15
(7,0) 7
(0,0) 0

Tabela 5.3: Tabela de pontos extremos do FExemplo 5.3.

Exemplo 5.4. Encontre valores de x; e x5 que maximizam
z =4z + 624
sujeito a

201 + 3x0 < 24
T, — X9 <7
To <6
>0
T >0

Solugao:

As restricoes deste problema sao idénticas as restricoes do Exemplo 5.3, portanto
a regiao viavel deste problema também é dada pela Figura 5.8. Os valores da funcao-
objetivo nos cinco pontos extremos sao dados na Tabela 5.4.

Vemos que a funcao-objetivo atinge um valor maximo de 48 nos dois pontos ex-
tremos adjacentes (3,6) e (9,2). Isto mostra que uma solugdo 6tima em um PPL nao
precisa ser tnica. Se a funcao-objetivo assume o mesmo valor em dois pontos extremos

adjacentes, ela tem o mesmo valor em todos os pontos do segmento de reta da fronteira
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que conecta estes dois pontos extremos. Assim, neste exemplo, o valor maximo de z é

alcancado em todos os pontos do segmento de reta que conecta os pontos (3,6) e (9,2).

Ponto extremo Valor de
(21,12) z = 4z + 625
(0,6) 36
(3,6) 48
(9,2) 48
(7,0) 28
(0,0) 0

Tabela 5.4: Tabela de pontos extremos do Exemplo 5.4.

Exemplo 5.5. A regido viavel é um segmento de reta.

Encontre valores de x1 e x5 que minimizam

2= 2T — X9

sujeito a
2.151 + 3.732 =12
201 — 329 >0
I 2 0
T2 2 0
Solucao:

Na Figura 5.9 apresentamos a regiao viavel deste problema. Como uma das res-
tricoes é uma restricao de igualdade, a regiao vidvel é um segmento de reta com dois

pontos extremos. Os valores de z nos dois pontos extremos sao dados na Tabela 5.5.

Ponto extremo Valor de
(21,12) 2 =211 — To
(3,2) 4
(6,0) 12

Tabela 5.5: Tabela de pontos extremos do FExemplo 5.5.

Assim, o valor minimo de z é 4, atingido em z;=3 e 1,=2.
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7 °13.,2)

Figura 5.9: Regiao viavel do exemplo 5.5.

Exemplo 5.6. Encontre valores de x; e x5 que maximizam
z = 2x1 + dx9
sujeito a

201 + 19 > 8

—4dxy + 29 <2

201 — 315 <0
>0
5 >0

Solucao:

A regiao viavel deste PPL ¢ indicada na Figura 5.10. Por ser ilimitada, o Teo-
rema 3.1 nao nos garante que a funcao-objetivo atinge um valor maximo. De fato, é
facil verificar que, como a regiao vidvel contém pontos nos quais ambos ; e z» sao

arbitrariamente grandes e positivos, a funcao objetivo
z =2x1 + dxo

toma valores arbitrariamente grandes e positivos. Este problema nao tem solucao

6tima. Em vez disto, nos dizemos que o problema tem uma solucdo ilimitada.
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2 (3.2)

-2 -1 dlo 1 2 3 \ 5 5
-1

Figura 5.10: Regiao viavel do exemplo 5.6.

Exemplo 5.7. Encontre valores de x; e x5 que maximizam
z = —9x1 + X
sujeito a

201 + 29 > 8
—4dxy + 19 <2
2r1 — 315, <0
>0
o >0

Solucao:

As restrigoes acima sao as mesmas que as do Exemplo 5.6, portanto a regiao vidvel
deste problema também é dada pela Figura 5.10. A fungao-objetivo deste problema
atinge um méximo na regiao viavel e, pelo Teorema 3.1, este maximo deve ser atingido
num ponto extremo. Os valores de z nos dois pontos extremos sao dados na Tabela
5.6.

Ponto extremo Valor de
(21,12) 2= —Hx| + 29
(1,6) 1
(3,2) -13

Tabela 5.6: Tabela de pontos extremos do FExemplo 5.7.
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Assim, o valor maximo de z é 1 e é atingido em z;=1 e 1,=6.
Exemplo 5.8. Encontre valores de x; e x5 que minimizam

z = 3x1 — 813

sujeito a
21’1 — T S 4
31’1 + 111)2 S 33
31}1 -+ 4:[}2 2 24
I Z 0
T2 Z 0
Solucao:

Como pode ser visto na Figura 5.11, a interseccao dos cinco semiplanos definidos
pelas cinco restricoes é vazio. Este PPL nao possui solugoes viaveis pois as restricoes

sao inconsistentes.

Figura 5.11: Regiao viavel do exemplo 5.8.

Nao ha pontos comuns a todas as cinco regioes sombreadas.

No proximo capitulo sera feita uma breve abordagem de aplicacoes no Ensino Médio

e, em seguida a proposta de uma sequéncia didatica.
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Em seu trabalho, Martins(2013) faz uma analise de sete livros didaticos indicados
no "Guia de livros didaticos" do Programa Nacional do Livro Didatico 2012 (PNLD
2012), verificando quais deles abordavam o contetido sobre Programagao Linear. Dos
sete livros analisados, apenas dois fizeram uma breve referéncia ao tema, como podemos

ver na Figura 6.1:

Colecio - Editora Autor (es) Aborda PL?

Conexdes com a Juliane Matsubara Barroso Nio
matemsitica - Moderna
Matematica: contexto & Luiz Roberto Dante Sim

aplicacies — Atica

Matemidtica: Paiva — Manoel Paiva Nio
Moderna
Matemitica: Ciéncia e David Degenszajn Sim

Gelson lezzi
Nilze de Almeida
Osvaldo Dolce
Roberto Périgo

aplicacdes — Saraiva

Matemitica: Ciéncia Jackson Ribeiro Nio

Linguagem e tecnologia —

Scipione

Matematica: Ensino médio  Maria Ignez Diniz Nio
; Katia Stocco Smole

— Saraiva

Novo olhar: Matemitica - Joamir Souza Nio

FTD

Figura 6.1: Colegoes do PNLD 2012 - Fonte: Martins(p.53, 2012).

Dante(2011) aborda a Programacao Linear como um assunto optativo, fazendo
uma breve introducao sobre a importancia do uso de sistemas lineares e inequagoes
em problemas de Economia, transporte, dietas, entre outros, definindo o que é um
Problema de Programacao Linear.

Em seguida, Dante(2011) introduz um problema que sera resolvido no exemplo 6.3

67
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e faz somente um passo a passo de como resolver um Problema de Programacao Linear

pelo método geométrico, descrito abaixo:

Diante de um Problema de Programacao Linear, consideramos a seguinte orientagao

para resolvé-lo:

1. Estabelecemos a funcao objetivo, isto é, a funcao que queremos maximizar ou

minimizar.

2. Transformamos as restricoes impostas no problema num sistema de inequacoes

lineares.

3. Tragamos o grafico do poligono convexo correspondente a essas restricoes deter-

minando as coordenadas dos seus vértices.
4. Calculamos os valores da fungao objetivo em cada um dos vértices.
5. O maior desses valores é o maximo e o menor é o minimos da funcao objetivo.

6. Voltamos ao problema e damos a sua solucao.

Depois, Dante(2011) resolve alguns exemplos de aplicagao, seguindo o passo a passo,

como pode ser visto nos exemplos 6.1, 6.2 e 6.3.

Exemplo 6.1. Um comerciante vende dois tipos de artigos, A e B. Na venda do
artigo A tem um lucro de 20 por unidade e na venda do artigo B tem um lucro de 30.
Em seu deposito s6 cabem 100 artigos e sabe-se que por compromissos ja assumidos
ele vendera pelo menos 15 artigos do tipo A e 25 do tipo B. O distribuidor pode
entregar ao comerciante, no maximo, 60 artigos do tipo A e 50 artigos do tipo B.
Quantos artigos de cada tipo deverd o comerciante encomendar ao distribuidor para
que, supondo que os venda todos, obtenha o lucro maximo?

SOLUCAO:

Seja x o nimero de artigos do tipo A e y o tipo de artigo do tipo B.

1. Funcao objetivo
Se para cada artigo do tipo A que vende tem um lucro de 20 e para cada artigo do

tipo B tem um lucro de 30, o lucro total é dado pela funcao objetivo L = 20z + 30y.

2. Restrigoes

a) Cabem no maximo 100 artigos: z + y < 100.

b) Serao vendidos pelo menos 15 artigos A: z > 15.
¢) Serao vendidos pelo menos 25 artigos B: y > 25.

d) O distribuidor entregara no maximo 60 artigos A: z < 60.
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e) O distribuidor entregara no maximo 50 artigos B: y < 50.

3. Grafico

X

1 I I I 1 I Ry

10|20 30 40 30 60 70 80 90 100

Figura 6.2: Regiao viavel do exemplo 6.1.

4. Valor da funcao objetivo nos vértices

Como pode ser visto na Tabela 6.1 as coordenadas dos vértices do poligono resul-

tante se encontram facilmente resolvendo os pares de equacoes que correspondem aos
lados que determinam o vértice. As coordenadas sao: (15,25), (15,50), (50,50), (60,40),

(60,25).
Vértice L = 20x + 30y
(15,25) | 20 - 15 + 30 - 25 = 1050 < minimo
(15,50) |20 - 15+ 30 - 50 = 1800
(50,50) | 20 - 50 + 30 - 50 = 2500 - maximo
(60,40) | 20 - 60 + 30 - 40 = 2400
(60,25) |20 -60 + 30 - 25 = 1950

Tabela 6.1: Tabela dos pontos extremos do exemplo 6.1.

5. Solucao 6tima:

Concluimos que a solucao 6tima, que corresponde ao valor maximo de lucro L, é

(50,50) e o lucro méaximo é 2500.

6. Resposta do problema
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O comerciante, para obter lucro maximo nas condi¢oes do problema, deverd enco-
mendar 50 artigos do tipo A e 50 artigos do tipo B. Com isso, vendendo todos, tera
um lucro de 2500.

Exemplo 6.2. Uma firma comercial tem 40 unidades de mercadoria no depésito Dy e
50 unidades no depdésito D,. Deve enviar 30 unidades ao cliente A e 40 ao cliente B. Os
gastos de transporte por unidade de mercadoria estao indicados no esquema da Figura
6.3. De que maneira deve enviar essas mercadorias para que o gasto com transportes

seja minimo?

10

W

Dy Fiils

14

12

Figura 6.3: Esquema de gastos de transporte por unidade de mercadoria.

Seja x a quantidade que deve ser enviada a A do depoésito Dy e y a quantidade que
deve ser enviada a B do mesmo deposito Dy. Assim, (30 - x) serd a quantidade que

deve enviar a A do deposito Dy e (40 - y) a que deve enviar a B do depdésito Ds.
1. Funcao objetivo:

O gasto G do transporte sera dado por: G = 10z + 14y + 12(50 - ) + 15(40 - y)
— 960 - 2 -y .
Pretendemos minimizar a funcdo G = 960 - 2z - y .

2. Restricoes:

a) z > 0, y > 0 (sdo unidades de mercadoria).

b) z < 30, y < 40.

¢) z + y < 40 (em D; ha somente 40 unidades).

d) (30 - z) + (40 - y) < 50 ou equivalentemente, z + y > 20 (em Dy ha somente
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50 unidades).

3. Grafico:

Figura 6.4: Regiao viavel do exemplo 6.2.

As coordenadas dos vértices sao (0,20), (0,40), (20,0), (30,0), (30,10).

4. Valor da funcao objetivo em cada vértice:

Veértice | Valor dos gastos G = 960 - 2x - y
(0,20) 960 -2 -0 -20 = 940 + maximo
(0,40) | 960 -2 -0-40 = 920
(20,0) [ 960-2-20-0 =920
(30,0) |[960-2-30-0=900
(30,10) | 960 - 2 - 30 - 10 = 890 < minimo

Tabela 6.2: Tabela dos pontos extremos do exemplo 6.2.

5. Solucgao 6tima:
A solugao 6tima do problema é dada pelo vértice (30,10) = (x,y). Assim, 30 - z =
0e 40-y = 30

6. Resposta do problema:
O gasto minimo se obterd enviando 30 unidades de mercadoria de D; a A, 10 de
D; a B, 30 de D, a B e nenhuma de Dy a A.

Exemplo 6.3. Dois produtos P e Q contém as vitaminas A, B e C nas quantidades
indicadas no quadro a seguir. A tltima coluna indica a quantidade minima necessaria
de cada vitamina para uma alimentacao sadia, e a ultima linha indica o preco de cada
produto por unidade. Que quantidade de cada produto uma dieta deve conter para

que proporcione uma alimentacao sadia com o minimo custo?
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PlQ
A3 1|12
B|3]|4]30
C|2|7]28

3|2

Tabela 6.3: Quantidade de vitaminas A, B e C presentes nos produtos P e Q.

Seja x a quantidade do produto P e y a quantidade do produto Q nas condi¢oes
do problema.

1. Funcao objetivo

O custo é dado por C' = 3z + 2y, o qual queremos minimizar.

2. Restrigoes

As condic¢oes impostas pelo problema sao:

&
~—r

o
~—
Lo
S
-+
B
<
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)
S

\1”

-10 10 zn\\

Figura 6.5: Regiao vidvel do exemplo 6.3.

Como pode ser visto na Figura 6.5, a regiao de possibilidades é a parte do plano
ilimitado pelas retas ¢ = 0, y = 0, 3v +y = 12, 3z + 4y = 30 e 2z + Ty = 28 . Os
vértices sao dados pelas solugoes dos sistemas:
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x=0 3 +y =12 2x 4+ Ty = 28 2x 4+ Ty = 28
3z +y=12 3z + 4y =30 3z +4y =30 y=0
- . 98 24
As solugbes sdo, respectivamente, (0,12), (2,6), (E, 1—3) e (14,0).

4. Valores que a funcao objetivo assume nos vértices

Vértice | Valor da fungao C = 3x + 2y
(0,12) | C=3-0+2-12=24

(26) |C=3-2+2-6= 18« minimo
98 24 98 98

P lc=3.2 2.2 953
(13713) 13TL 13 ’

(140) |C=3-14 + 2 -0 = 42 < maximo

Tabela 6.4: Pontos extremos do exemplo 6.3.

5. Resposta do problema
A dieta 6tima, que é sadia e tem custo minimo, consiste em consumir 2 unidades
do produto P e 6 unidades do produto Q.

Como pode ser visto, apesar desses autores abordarem o assunto, eles o colocam
da forma tradicional, sem nenhum "atrativo" para o aluno. O uso de um software

matematico ajudaria a ilustrar e motivar a resolucao destes problemas.

6.1 Sequéncia didatica para aplicacao no Ensino Mé-
dio

O Caderno do Aluno da 3? série do Ensino Médio, volume 1, aborda o tema em
uma das situacoes de aprendizagem, mas sem mencionar o termo Programagao Linear,
como podemos ver na Figura 6.6.

A proposta desta sequéncia didatica é de acrescentar o uso do software GeoGebra
como facilitador na construcao grafica e interpretacao dos sistemas de equacoes e ine-
quagoes assim como a visualizagao das regioes planas, facilitando o entendimento do
calculo do ponto de interseccao de retas dos exercicios propostos no caderno do aluno,
situagao de aprendizagem 3(ano 2014 a 2017), com inicio na pagina 27.

Esta sequéncia didatica poderd ser aplicada individualmente ou em grupos, de
acordo com a estrutura fisica da escola. O uso do software GeoGebra se deu por ser
um software gratuito, disponivel para PC, notebook, tablet e smartfone, viabilizando
o acesso de todos os alunos.

Todas as Figuras foram retiradas do material de apoio ao curriculo do Estado de

Sao Paulo - Caderno do Professor - 3° ano do Ensino Médio - Volume 1.
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Figura 6.6: Contetudos e temas, competéncias e habilidades e sugestao de estratégia da

situacao de aprendizagem 3 sobre Problemas Lineares - Maximos e Minimos.

Segue abaixo a sequéncia didatica:

Atividade 1: Apresentar o software GeoGebra, e explorar os passos descritos no
manual do apéndice A.

Este momento serd para o aluno se familiriazar com o software e aprender manuseé-
lo. Desta forma, se o professor sentir necessidade, repetir os passos com conjuntos de
inequacoes diferentes, até que os alunos se sintam aptos a utilizar o GeoGebra como
instrumento facilitador.

Atividade 2: Fazer o exercicio 1 da situacao de aprendizagem 3, pagina 27, des-

crito na Figura 6.7

1. Em uma fibrica que produz um sé tipo de produto, o custo C da producio de x unidades é a
soma de um custo fixo C, com um custo varidvel C , que ¢ proporcional a x. Se o processo de
producio for ral que cada unidade produzida a mais tenha sempre 0 mesmo custo, independen-
temente do valor de x, entao C, = kx, onde k representa o custo de cada unidade do produto.
Em uma fibrica como a descrita acima, tem-se: C = 3000 + 150x (x ¢ o niimero de artigos;
C ¢ o custo da producio em reais).

a) Esboce o grifico de C em funcio de x.

b) Para qual valor de x o custo fixo se iguala ao custo varidvel?

¢) A partir de qual valor de x o custo fixo passa a representar menos de 10% do custo total da
producio?

Figura 6.7: Atividade 1 da situacao de aprendizagem 3 do caderno do aluno.

Para este exercicios nao ha necessidade do uso do GeoGebra. Como pode-se ob-
servar na Figura 6.8, o uso do software neste caso, nao sera didatico, pois a reta nao

ficara visualmente apresentéavel.
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Figura 6.8: Grafico da funcao C = 3000 + 150z.

Atividade 3: Fazer o exercicio 2 da situacao de aprendizagem 3, pagina 28, des-

crito na Figura 6.9

2. Uma fibrica produz dois tipos de produtos: A e B. A quantidade produzida diariamente de A
¢ igual a x, e a quantidade diiria de B ¢ igual a y. O processo de producio € tal que cada uni-
dade produzida de A custa sempre 5 reais e cada unidade de B custa 8 reais, sendo, portanto,
o custo da producio conjunta de A e B igual a C = 5x + 8y (C em reais).

a) Sendo o valor de C, em determinado dia, igual a R$ 2400,00, determine dois pares de
valores possiveis parax e y.

b} Sendo o mdximo valor admissivel para C igual a RS 3 200,00, qual é o valor maximo possivel
para x? E qual € o valor miximo possivel para y? (Observagio: x = 0,y 2 0.)

c) Represente em um sistema de coordenadas no plano os pares (x; y) para os quais se tem
C = 3200.

Figura 6.9: Atividade 2 da situacao de aprendizagem 3 do caderno do aluno.

O item 2a podera ser explorado com o uso do GeoGebra, conforme descricao na
Figura 6.10. Aqui o professor podera clicar em diversos pontos, explorando com os
alunos quais os melhores pontos a serem escolhidos, e ja introduzir o conceito de nao
negatividade das variaveis, explorando os pontos do 1° quadrante. Orientar os alunos

a escolherem também os pontos sobre os eixos coordenados.
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> Janela de Visualizagao

f
Clicar aqui e depois clicar

em vaérios pontos da reta.

® B-=(5064,268.35)
® C=(11096,230.65)
® D= (197.98,176.26)

4= 40,0)
Reta » \\ A cada clique os pontos

aparecerdo nesta area.

Figura 6.10: Grafico da equacao 5z + 8y = 2400 e alguns pontos da reta.

Para a resolucao do item 2b, acrescentar a equacao sz + Sy = 3200, e explorar
o fato das retas serem paralelas. Clicar novamento no icone "Ponto" do GeoGebra
e marcar os pontos sobre os eixos coordenados nesta reta. O professor poderé cli-
car em varios pontos da reta e ajudar o aluno a perceber que os valores maximos para
x e y estao nos eixos coordenados. O resultado deste passo esta descrito na Figura 6.11

Figura 6.11: Grafico das equacoes oz + 8y = 2400 e 5z + Sy = 3200.

Para a resoucao do item 2c, inserir no GeoGebra a inequacao oz + Sy < 3200,

conforme descri¢ao no tutorial do apéndice A. O resultado estd descrito na Figura

6.12.



Sequéncia didatica para aplicacao no Ensino Médio 7

€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdies Feramentas Janela Ajuda

(B%120)|8) | 2N S5 |50 16D

Desigualdade
5x+8y < 3200

164, 268.35)
=(110.96, 230.65) i
- (197.98,176.26)
- (249.5,144.06)
- (337.84,88.85)
- (366.79, 70.76)

D
3
F
G
H

- (480,0)

1-(0, 400)
® J-(540,0)
Reta

@ T5x+8y=2400
® g:5x+8y=3200

i =0
Desigualdade a

Figura 6.12: Grafico da inequacao 5z + 8y < 3200.

Atividade 4: Fazer o exercicio 3 da situacao de aprendizagem 3, pagina 29, des-
crito na Figura 6.13.

3. Uma pessoa deve fazer uma dieta que forneca pelo menos 6 mg de vitamina B, alimentando-se
exclusivamente dos alimentos [ e I1, oferecidos em pacotes de 100 g. Cada pac-o te do alimento [
fornece 1,2 mg de B, e cada pacote do alimento Il fornece 0,15 mg de B,. Sendo x 0 nimero
de pacotes do alimento [ a serem ingeridos, e y o nimero de pacotes do alimento I1:

a) Escreva a relacio que deve existir entre x e y para que a dieta seja satisfeita.

b) Represente graficamente os pares (x; y) que satisfazem essa relacio.
(Lembre-se de que devemos ter, naturalmente, x = 0, y = 0.)

Figura 6.13: Atividade 2 da situacao de aprendizagem 3 do caderno do aluno.

No item 3a, introduzir o conceito de restrigoes, ajudando o aluno na interpretacao
do enunciado e formulacao da inequacao.

Para a resolucao do item 3b, falar sobre as restricoes de negatividade e da restricao
encontrada no item 3a. Representar no GeoGebra as inequacoes 1,2z + 0,15y > 6,
x > 0ey > 0. Lembre-se de seguir os passos descritos no manual do apéndice A,
e construir primeiro as equagoes, depois as inequacoes e por fim a intersecao entre
as equacoes. Explorar as regioes de interseccao passando o "mouse" sobre as regides.

Neste momento, o software mostra quais desigualdades estao inseridas na interseccao
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daquela regiao. O resultado est& descrito na Figura 6.14.

O GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

o /%b‘@ @_J{:VXV_ABC EE_‘%’

| &l

» Janela de Algebra [ | » Janelade Visualizagdo

Desigualdade
: 1.2x+0.15y =0

T1.2x+015y=6
0:x=0

Desigualdade b
Desigualdade c
Desigualdade a

Figura 6.14: Grafico interseccao das inequacoes 1.2z + 0.15y > 6, x > 0e y > 0.

Atividade 5: Fazer o exercicio 4 da situacao de aprendizagem 3, pagina 29, des-
crito na Figura 6.15.

No item 4a, falar sobre fungao objetivo e auxiliar o aluno na formulacao da mesma.

Para o item 4b, construir no GeoGebra a equacao proposta no enunciado. Marcar
os pontos de interseccao com os eixos coordenados. Explorar os conceitos de valor
maximo e valor minimo. Ver resultado na Figura 6.16.

Para o item 4c, representar no GeoGebra as equacoes pedidas no enunciado e suas
interseccoes com os eixos coordenados, introduzir o conceito das curvas de nivel, sem
entrar em termos técnicos, utilizar somente a ideia. Falar sobre o paralelismo de retas
e a intersecgao das retas com os eixos coordenados. Ver resultado na Figura 6.17.

Para o item 4d, utilizar o grafico feito no item 4c, explorando o que foi pedido.
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4. Retome o enunciado da atividade anterior. Considere que cada pacote de 100 g do alimento [
custa 5 reais e cada pacote de Il custa 2 reais.

a) Expresse o custo C da alimentagio, se forem urilizados x pacotes de | e y pacotes de IL

b) Represente graficamente no plano cartesiano os pares (x; y) que correspondem ao custo
CI = 40 reais, norando que eles correspondem a uma rera r.

c) Represente os pontos que correspondem ao custo de C, = 60 reais e C} = 80 reais, notando
que eles correspondem as retas r, e Iy paralelas a reta r, do item anterior.

d) Mostre que, quanto menor o custo, menor a ordenada do ponto em que a reta que o repre-
senta intercepta o eixo y.

e) Para qual dos pares (x; y) tem-se a dieta sarisfeita e o custo da alimentacio o menor
possivel?

Figura 6.15: Atividade 4 da situagao de aprendizagem 3 do caderno do aluno.

¥ GeoGebra
Arguive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
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L@ FSK+2y=40

=

20

Figura 6.16: Grafico da equacao 5z + 2y = 40.
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Figura 6.17: Grafico das equacoes oz + 2y = 40, bz + 2y = 60 e bz + 2y = 80.

Para o item 4e, acrescentar as inequacoes(restri¢oes) trabalhadas no exercicio 3,
inclusive as de nao negatividade, fazendo as devidas interpretacoes dos pontos de in-
terseccao e introduzir o conceito de regiao viavel. Fazer a conclusao do exercicio.

Atividade 6: Fazer os exercicio 5 (Ligdo de Casa) da situagdo de aprendizagem
3, pagina 31.

No item ba, auxiliar o aluno na interpretacao e elaboragao da funcao.

Em 5b, auxiliar a interpretacao do enunciado e definicdo da inequacao e, em seguida,
representar no GeoGebra a funcao z + y < 8. Ver o resultado na Figura 6.19.

Para 5c, seguir os mesmos passos de 5b, e representar a inequaco 2z + y < 12. Ver
resultado na Figura 6.20.

No item 5d, representar todas restricoes no GeoGebra, inclusive as de nao nega-

tividade. Explorar esses conceitos com os alunos e, passando o mouse sobre a figura,
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verificar qual a interseccao das regioes. Ver resultado na Figura 6.21.

Para be, utilizar o grafico feito em 5d e representar a equagao 2000x + 15000y =
75.000. Mostrar que a mesma, pode ser simplificada, podendo ser escrita por 4x + 3y =
15. Fazer o mesmo para 2000x + 15000y = 75.000, reescrita como 4x + 3y = 24. Ver
resultado na Figura 6.22.

Em 5f, utilizar o grafico de be e explorar o solicitado no exercicio.

Em 5g, utilizar o GeoGebra para marcar os pontos extremos da regiao viavel encon-
trada em Se, em seguida montar uma tabela com todos os pontos extremos da regiao
viavel, fazer os calculos aplicando-os na funcao objetivo e debater com os alunos qual

a melhor solucao. O resultado pode ser visto na Figura 6.23 e na Tabela 6.5.

5. Um pequeno fazendeiro dispoe de 8 alqueires para plantar milho e cana. Ele deve decidir
quanto plantar de milho e quanto de cana, em alqueires, de modo que seu rendimento total
seja o maior possivel. Cada alqueire de milho plantado deve resultar em um rendimento
liquido de R$ 20 mil e cada alqueire de cana deverd render R$ 15 mil. No entanto, cada al-
queire de milho requer 20000 L de dgua para irrigacio e cada alqueire de cana requer somen-
te 10000 L de dgua, sendo que, no periodo correspondente, a quantidade de dgua disponivel
para tal fim ¢ 120000 L.

Considere x e y as quantidades de alqueires plantados de milho e cana, respecrivamente.

a) Como se pode representar, em termos de x e y, o rendimento total R a ser recebido pelo
fazendeiro, supondo que venda a totalidade de sua produgio?

b) Qual ¢ a relagio entre x e y que traduz a exigéncia de que o total de alqueires plantados
nio pode ser maior do que 87 Represente no plano cartesiano os pontos (x; y) que satisfazem
essa relacio.

¢) Qual é a relagio entre x e y que traduz a exigéncia de que o total de dgua a ser urtilizado
nio pode superar os 120000L? Represente no plano cartesiano os pontos (x; y) que
satisfazem essa relacio.

d) Represente no plano cartesiano o conjunto dos pontos que satisfazem simultaneamente as
duas exigéncias expressas nos itens b e ¢ (lembrando que devemos terx = 0, y = 0).

¢) Determine o conjunto dos pontos (x; y) do plano que correspondem ao rendimento
Rl = 75 mil e os que correspondem ao rendimento R, = 120 mil.

f) Mostre que, quanto maior o rendimento R, maior a ordenada do ponto em que a reta que
o representa intercepta o eixo OY.

g) Determine o ponro da regiio do item d que corresponde ao rendimento total maximo.

Figura 6.18: Atividade 5 da situagao de aprendizagem 3 do caderno do aluno.

Ponto extremo Valor da fungdo objetivo
(4,4) R=20.000 . 4 + 15.000 . 4 = 140.000
(6,0) R=20.000 . 6 + 15.000 . 0 = 120.000
(0, 8) R=20.000 . 0 + 15.000 . 8 = 120.000
(0,0) R=20.000 . 0 + 15.000. 0 =0

Tabela 6.5: Tabela dos pontos extremos e valores da funcao objetivo.

Com esses passos, chegard ao resultado do problema.
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Figura 6.19: Gréfico da inequacao z + y < §.
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Figura 6.20: Gréfico da inequacao 2z + y < 12.
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Figura 6.21: Grafico da interseccao das inequacoes 2z + y < 12, 2z + y < 12, 2 > 0
ey > 0.
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Figura 6.22: Retas 42 + 3y = 15 e 4x + 3y = 24 inseridas no grafico do item 5d.



84 APLICACAO NO ENSINO MEDIO

O GeoGebra
Arquive Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda

[&] LA PO O] 4]

» Janela de Algebra [ [ » Janela de Visualizagio
Desigualdade

@ a:2xty<12
@ b:x+y<8

@ cix >0

@ diy>0
Ponto

~ @ A=(4,4)

@ B=(6,0)

@ C=(0,0)

@ D=(0,8)
Reta

[

\ABC
L=

N

@

Entrada:

Figura 6.23: Pontos extremos da regiao viavel.

Atividade 7: Fazer o Desafio da pagina 33, descrito na Figura6.24, como forma
de avaliagao de aprendizado.

Desafio!

Uma fibrica uriliza dois tipos de mdquinas, M, e M,, para produzir dois tipos de
produtos, l"I e Pz. Cada unidade de PI exige 2 horas de trabalho de MI e 2 horas de Mz; cada
unidade de I, exige 1 hora de M| e 4 horas de M,. Sabe-se que as mdquinas M, e M, po-
dem trabalhar, no maximo, 10 horas por dia e 16 horas por dia, respectivamente, e que o
lucro unitirio, na venda de P, é igual a 40 reais, enquanto na venda de P,, o lucro unitirio
& de 60 reais. Representando por x a quantidade didria a ser produzida de PI €y a quanti-
dade a ser produzida de P, responda as questies seguintes.

a) Qual éa relacio entre x e y de modo que o rempo de urilizacio da miaquina M, nio ulrrapasse
as horas didrias permiridas? Represente os pontos correspondentes no plano cartesiano.

b) Qual éa relagio entre x e y de modo que o rempo de urilizagio da miquina M, nio ultrapasse
as horas didrias permiridas? Represente os pontos correspondentes no plano cartesiano.

c) Represente a regido do plano cartesiano que correspande aos pontos (x; y) que satisfazem
simultaneamente as duas restricoes dos itens a e b.

d) Qual é a expressio do lucro total L que resulta da venda de todas as unidades produzidas
deP eP?
15

€) Represente os pontos do plano que correspondem a um lucro total igual a 120 reais.

f) Qual ¢ o ponto da regiio do item ¢ que corresponde ao lucro roral miximo?

Figura 6.24: Desafio da situacao de aprendizagem 3 do caderno do aluno.



7 CONSIDERACOES FINAIS

Acreditamos que este trabalho possa contribuir para uma abordagem diferenciada
no ensino de sistemas lineares, equagoes e inequacoes, pois os mesmos sao trabalhados
sempre de forma mecanica, sem atrativos e sempre desvinculado de aplicagoes reais.

Em nossa proposta foi possivel explorar as definicoes e conceitos da Programacao
Linear de forma natural, sem se prender a conceitos teéricos e massantes. O uso do
software GeoGebra como apoio ilustra de maneira paupavel o problema, pois o aluno
pode manipular os graficos, e entender o que realmente acontece na construcao grafica,
e nao somente ficar na mecanizagao dos célculos.

O desenvolvimento de atividades como esta, pode levar o aluno a se interessar por
uma area de conhecimento até entao desconhecida, mas de grande aplicabilidade no
cotidiano de muitas empresas.

Com o uso do GeoGebra, acreditamos que esta proposta possa contribuir para o
trabalho dos docentes que utilizam o material idealizado pela Secretaria da Educacao
do Estado de Sao Paulo, servindo como ferramenta para respostas a alguns questiona-

mentos dos discentes.
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A TUTORIAL GEOGEBRA PARA
UTILIZACAO NA SEQUENCIA
DIDATICA

A escolha do GeoGebra se deu por ser um software gratuito, podendo ser utlizado
em computadores de mesa, tablet e smartfone, se tornando acessivel a todos os alunos.

A seguir, uma descricdo mais detalhada retirada dos sites do GeoGebra e do Insti-
tuto GeoGebra do Rio de Janeiro.

Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra é um software gratuito de
matemaética dinamica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da mate-
mética nos varios niveis de ensino (do basico ao universitario). O GeoGebra
retine recursos de Geometria, Algebra, tabelas, graficos, probabilidade, es-
tatistica e calculos simboélicos em um tinico ambiente. Assim, o GeoGebra
tem a vantagem didatica de apresentar, ao mesmo tempo, representagoes
diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si. Além dos aspectos
didaticos, o GeoGebra é uma excelente ferramenta para se criar ilustra-
¢oes profissionais para serem usadas no Microsoft Word, no Open Office
ou no LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o GeoGebra é
multiplataforma e, portanto, ele pode ser instalado em computadores com
Windows, Linux ou Mac OS.

GeoGebra é também uma comunidade na expansao rapida de milhoes de
usudrios localizados em quase todos os paises. Tornou-se lider no forneci-
mento de software de matematica dinamica, apoio a educacao e inovagoes
da ciéncia, tecnologia, engenharia e mateméatica (STEM) no ensino e apren-

dizagem em todo o mundo.
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90 TUTORIAL GEOGEBRA PARA UTILIZACAO NA SEQUENCIA DIDATICA

Para utilizar o GeoGebra na sequéncia didaticapitulo proposta no capitulo 6, foi
elaborado um tutorial, cujos passos estao descritos abaixo:

1. Entre no site www.geogebra.org e em seguida clique em "Downloads", como na
Figura A.1.

¥ GeaGebra X
<« Q1 www.geogebra.org
G eQG e b rO Materials Downloads Community Help

Materials Start GeoGebra

Figura A.1: Pagina inicial do site GeoGebra com indicac¢ao de onde realizar o download

do software.

2. Conforme Figura A.2, selecione qual tipo de aparelho esta usando, tablet, desktop
ou celular, e faca o download. Neste tutorial, serd utilizado desktop com sistema
operacional windows.

7 GeoGebra x

&« C' [ www.geogebra.org/download

=

GeoGebra for Tablets GeoGebra for Desktops GeoGebra for Phones
L Download from ANDROID APP ON
8 Windows Store G iR P> Google play
£ Download on the
« App Store
ANDROID APP ON
P> Google play X Mac 0S X
A Linux
S

Figura A.2: Pagina do GeoGebra indicando como escolher o sistema operacional e o

tipo do aparelho a ser utilizado.
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3. Instale, escolhendo a lingua "Portugués Brasileiro", concorde com o "Acordo de

licenca', escolha a versao "standard" e clique em "instalar". Aguarde até que todo o
b

processo seja concluido. Clique em terminar. O GeoGebra esta pronto para ser usado,

e serd exibido na area de trabalho o icone representado pela Figura A.3.

Figura A.3: Icone a ser exibido pelo GeoGebra apos sua instalacio.

4. Ao clicar no icone representado na Figura A.3, serd exibida a janela que pode
ser vista na Figura A.4:

€7 GeoGebra - X

Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

AL D OIS ] N fec] =2l ]

» Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagio X

]
5

a

Entrada o @

Figura A.4: Janela principal do GeoGebra e ambiente de trabalho.

5. Para este tutorial, serao utilizadas as restricoes do "Exemplo 3: Problema de
dieta" descritas no capitulo 7.

x>0

y >0

St +y> 12

3x + 4y = 30

2¢ + Ty > 28

Em "Entrada:" iniciaremos digitando as equacoes correspondentes as inequacoes e
em seguida apertar "Enter". (Ver Figura A.5).
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7 GeoGebra

Arquivo  Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

L\\S .Av /7 ”:’F? I::'? ®7 ®7 é.o‘v x? ABC? if_zv ‘%.7

» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagédo

Entrada: x=0|

Figura A.5: Janela principal do GeoGeobra indicando o local para a digitacao das

equacoes, inequacgoes, pontos, entre outros.

Faremos isto com todas as equagoes, obtendo o seguinte resultado(Ver Figura A.6):
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0 GeoGebra
Arquive Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda

A o) a=2
DREEENcERNEER
i < v El e b v i E v
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagi
Reta gl a &
ax=0
@ hy=0
@ c3xry=12 s
® d:3x+dy=30 £
@ e:2x+7y=28
3
2
1
g 0
4 3 2 1 [ 1 2 3 H & 7 8 9 1 11 12 12

Emrada.‘

Figura A.6: Janela principal do GeoGebra apos a digitacao de todas as equagoes.

Em seguida faremos o mesmo procedimento digitando as inequacoes, obtendo o

seguinte resultado(Ver Figura A.7).

©F GeoGebra
Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

A b_ ‘{,'V ‘&' a=2
‘ hd ad| ,././V A/V ) ®V @V o ABCV +V %.V
b Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
Desigualdade
i@ frx>0
-@ giy>0

@ h:3xty>12
®i:3x+4y>30

@ ji2x+Ty>28
Reta

vl @ 2x+Ty=28

Entrada"

Figura A.7: Janela principal do GeoGebra apos a digitacao de todas as inequagoes.

Ao passar o mouse pela Figura, abre uma janela mostrando quais regides fazem
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parte da interseccao. Ver Figura A.8.

£ GeoGebra
Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
® =7
DRERNCERENEEE
i ] ] | ] ] Eed ] b |
b Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo
Desigualdade
- Frx>0
@ g:ry>0

@ h:3x4y>12
®i:3x+4y>=30

@ jr2x+Ty>28
Reta

ax=0

b:y=0

c:3x+y=12

d:3x+dy=30

er2x+Ty=28

Desigualdade f
Desigualdade g
Desigualdade h
Desigualdade i
Desigualdade j

Entrada: “

Figura A.8: Janela principal do GeoGebra mostrando a interseccao das regioes.

Ao posicionar o cursor na interseccao de duas retas, abre-se uma janela mostrando
quais as retas fazem parte desta interseccao. Ver Figura A.9.

Para ver qual o ponto de interseccao, basta inserir na guia "Entrada", o comando
intersecaold, ], um ponto sera exibido no gréfico, e na "janela de algebra", sera exibido

um ponto com o valor numérico correspondente. Ver Figura A.10.
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L7 GeoGebra
Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

. N
"A/A’I)'G@‘ﬁv&mci.i &
d v ) | v v ) v ) |
» Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
~ Desigualdade
@ fix>0
@ g y20

| @ h:3x4y>12
L i 3x+4y>30
L@ ji2x+Ty>28

[Desigualdade f

Desigualdade i
Desigualdade j

Entrada: |

Figura A.9: Janela principal do GeoGebra mostrando a visualizacao da interseccao de

duas retas.

O GeoGebra
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A . a=2
DREESoOEHANSEE
b Janela de Algebra b Janela de Visualizagio

Desigualdade
®F:x>0
®g:y>0

-@ h:3x+y>12
@ i:3x+4y>30

z > 28
Ponto
@ A=(7.54,1.85)
Reta
Lx=0

@ by=0

@ c3x+y=12
® d:3x+4y=30
® ex2x+Ty=28

Entrada: “

Figura A.10: Janela principal do GeoGebra indicando o ponto de intersec¢ao de duas

retas.






B ROTEIRO PARA APLICACAO
DA SITUACAO DE
APRENDIZAGEM 3 DESCRITA NO
CADERNO DO PROFESSOR

O material de apoio ao curriculo do Estado de Sao Paulo - Caderno do Professor
trds o seguinte roteiro para aplicagdo da Situagdo de Aprendizagem 3, utilizada na

sequéncia didatica:

1. Em uma fabrica que produz um
% \'\/ so tipo de produto, o custo C da
producdo de x unidades € a soma
de um custo fixo C, com um custo variavel C,,
que é proporcional a x. Se o processo de produ-
¢ao for tal que cada unidade produzida a mais
tenha sempre o mesmo custo, independente-
mente do valor de x, entao C, = kx, onde k re-
presenta o custo de cada unidade do produto.
Em uma fabrica como a descrita acima, tem-se:
C =3000 + 150x (x ¢ o nimero de artigos; C ¢
o custo da produgao em reais).
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98 ROTEIRO PARA APLICACAO DA SITUACAO DE APRENDIZAGEM 3
DESCRITA NO CADERNO DO PROFESSOR

a) Esboce o grafico de C em fungdo de x.
O grafico de C = 3000 + 150x é uma reta de inclinacdo

m = 150, cortando o eixo OY, em que esta representado o
custo C, no ponto (0; 3 000):

3000

b) Para qual valor de x o custo fixo se igua-
la ao custo variavel?

O custo fixo € 3 000 e o custo varidvel € 150x; eles sao iguais

quando x = 20.
Cy . C=3000 + 150x
1

|
i

3000 |
|
i
i20
| X




¢) A partir de qual valor de x o custo fixo
passa a representar menos de 10% do
custo total da producao?

O custo fixo passaré a corresponder a 10% do custo total na

seguinte situagao:

3000 = 10% de (3000 + 150x), ou seja, na seguinte situacao

3000 = 0,1(3000 + 150x), e entdo x = 180.

2. Uma fébrica produz dois tipos de produtos:
A e B. A quantidade produzida diariamente
de A € igual a x, e a quantidade diaria de B
¢ igual a y. O processo de produgao € tal que
cada unidade produzida de A custa sempre
5 reais e cada unidade de B custa 8 reais, sen-

do, portanto, o custo da produ¢do conjunta
de A e Bigual a C = 5x + 8y (C em reais).
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DESCRITA NO CADERNO DO PROFESSOR

a) Sendo o valor de C, em determinado
dia, igual a R$ 2400,00, determine dois
pares de valores possivels para x e y.

Para 2400 = 5x + 8y, podemos ter x = 0 e y = 300, ou entao,

y =0 e x =480, ou ainda, x = 400 e y = 50. Existem infinitos pares

de valores de x e de y que satisfazem a relacéo dada: sdo os cor-

respondentes aos pontos da reta cuja equacao 5x + 8y = 2400

é representada a sequir:

F

¥

300

5x + 8y =2400

50 f---mmmmmmmmmmee
480
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b) Sendo o maximo valor admissivel para
Cigual a R$ 3200,00, qual o valor ma- L
ximo possivel para x? E qual € o valor 405(;
maximo possivel para y? (Observagao:

x20,y20).

300 5x + 8y = 3200

Sendo C =3 200, entao temos:

5x + 8y =3200. Os pares (x; y)
correspondentes situam-se sobre a reta
5x + 8y =3 200 (que & paralela areta

5x + 8y =2 400).

. 5x + 8y = 2400
Quando y = 0, x assume o valor maximo possivel: x = 640. Y

Quando x = 0, y assume o valor maximo possivel: y = 400. 0 480 640 X

¢) Represente em um sistema de coorde-
nadas no plano os pares (X; y) para os
quais se tem C < 3200.

Teremos o custo C menor ou iqual a 3200 na regido do pri-

meiro quadrante situada na reta 5x + 8y = 3 200 ou abaixo dela:

y '
400

5x + 8y = 3200

\

0 640 X
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DESCRITA NO CADERNO DO PROFESSOR

3. Uma pessoa deve fazer uma dieta que for-
ne¢a pelo menos 6 mg de vitamina B, ali-
mentando-se exclusivamente dos alimen-
tos I e II, oferecidos em pacotes de 100 g.
Cada pacote do alimento I fornece 1,2 mg
de B,, e cada pacote do alimento II for-
nece 0,15 mg de B,. Sendo x o numero de
pacotes do alimento I a serem ingeridos, e
y o numero de pacotes do alimento II:

a) Escreva a relacdo que deve existir entre
X € y para que a dieta seja satisfeita.
Como cada pacote do alimento | fornece 1,2 mg de vitamina B,,
x pacotes de | fornecerao x - 1,2 mg de vitamina B,; se cada pa-
cote de Il fornece 0,15 mg de B,, entdo y pacotes de Il fornece-
rao 0,15 -y mq de B,. Logo, ingerindo x pacotes de | e y pacotes
de I, a quantidade ingerida de B, serdigual a 1,2x + 0,15y. Para a

dieta ser satisfeita, devemos ter 1,2x + 0,15y > 6.
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b) Represente graficamente os pares (X; y) que
satisfazem essa relagdo. (Lembre-se de que
devemos ter, naturalmente, x >0, y > 0.)

y.l
40

1,2x + 0,15y =6

L

0 5

Os pontos (x; y) que satisfazem a relagao 1,2x + 0,15y > 6 sdo
os pontos do primeiro quadrante que se situam acima da ou
nareta 1,2x + 0,15y = 6. Essa reta intercepta o eixo OX no pon-

to (5; 0) e 0 eixo OY no ponto (0; 40).

4. Retome o enunciado da atividade anterior.
Considere que cada pacote de 100 g do ali-
mento I custa 5 reais, e que cada pacote do
alimento II custa 2 reais.

a) Expresse o custo C da alimentagdo, se
forem utilizados x pacotes de I e y pa-
cotes de II.

Como cada pacote de | custa 5 reais e cada pacote de Il custa 2

reais, 0 custo C serdigual a 5x + 2y, ou seja, C = 5x + 2y (C em realis).
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DESCRITA NO CADERNO DO PROFESSOR

b) Represente graficamente no plano car-
tesiano os pares (X; y) que correspon-
dem ao custo C, = 40 reais, notando que
eles correspondem a uma reta r,.

Sendo o custo C, = 40, os pares (x; y) que satisfazem a relagao

40 = 5x + 2y sdo os pontos da reta r,, representada a sequir.

Para representar tal reta, basta notar que quando x =0,y = 20, e que

quandoy =0,x =8, ou seja, os pontos (0; 20) e (8; 0) pertencemar..

C, =40
5x+2y =40
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¢) Represente os pontos que correspondem
ao custo de C, = 60 reais e C, = 80 reais,
notando que eles correspondem as retas
1, e 1;, paralelas a reta r, do item anterior.

Os pontosque correspondem ao custo C,=60e C, =80 sao pon-

tos, respectivamente, das retasr,: 5x + 2y =60 e r,: 5x + 2y = 80,

representadas a sequir.

Para representar r,, basta notar que:

sex=0,entaoy =30;

sey=0,entdaox=12.

Para representar r,, analogamente, temos:

x=0,y=40;,y=0,x=16.

(As retasr, e r,5ao paralelas, pois tém a mesma inclinagao m,

5
determinada pelos coeficientes 5 e 2: m = ——-)
2
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d) Mostre que quanto menor o custo, me-
nor a ordenada do ponto em que a reta
que o representa intercepta o €1xoy.

Para cada valor fixado de C, a reta C = 5x + 2y intercepta o eixo

QY no ponto (0; ); assim, quanto menor o custo, menor

2

ovalor de i Podemos observar esse fato nos exemplos dos
2
itens anteriores, para C iqual a 40, 60 e 80.

y [

40

30

20
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e) Para qual dos pares (x; y) tem-se a dieta
satisfeita € o custo da alimentac¢do o me-
nor possivel?

Y

40

1.2x + 0,15y 2 6

\

Recordemos, da atividade 3, que para a dieta ser satisfeita, os
pares (x; y) devem pertencer a regido do primeiro quadrante
situada na reta 1,.2x + 0,15y = 6, ou acima dela. Estamos, agora,
procurando o par (x; y) que corresponde ao custo minimo en-
tre os pontos da regido em que 1,2x + 0,15y 2 6.

Vamos observar como as retas que traduzem os custos da ali-
mentacao, representadas anteriormente, situam-se na regiﬁo
que satisfazem a dieta.

Notamos que:

12,5

* para os diversos valores do custo, as retas representativas
= T 5
sao paralelas [ inclinacao iqual a -—— |;

2

+ quanto mais baixa for a reta que representa o custo, menor

¢ esse custo - seu valor determina o ponto em que a reta

cortao eixoy, que é (0; i)
2

+ 0 ponto mais baixo a que se pode chegar sem sair da regido

que satisfaz a dieta (acima ou nareta 1L2x + 0,15y = 6), é 0

ponto (5; 0);

* nesse ponto, o custo serd C=5-5+2-0=25queéo

custo minimo.

Todos esses fatos estao reunidos na figura a sequir:

Y

40

30

20 2x+ 0,15y 26

0 e 8 12 16 X

fora da regié(; Coratnimo
de satisfacdo C=25
da dieta

Portanto, o custo minimo, nas condi¢des do enunciado,
ocorre com 5 pacotes do alimento | e nenhum pacote do

alimento II; tal custo corresponde a 25 reais.
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5. Um pequeno fazendeiro dispoe

i:‘;)» de 8 alqueires para plantar milho e
cana. Ele deve decidir quanto plan-

tar de milho e quanto de cana, em alqueires,
de modo que seu rendimento total seja o
maior possivel. Cada alqueire de milho plan-

tado deve resultar em um rendimento liquido
de RS 20 mil, e cada alqueire de cana devera

render R§ 15 mil. No entanto, cada alqueire
de milho requer 20000L de agua para irriga-
¢io e cada alqueire de cana requer somente
10000L de agua, sendo que, no periodo cor-
respondente, a quantidade de agua disponi-
vel para tal fim ¢ 120000L.

Considere x e y as quantidades de alqueires
plantados de milho e cana, respectivamente.

a) Como se pode representar, em termos
de x ey, o rendimento total R a ser rece-
bido pelo fazendeiro, supondo que ven-
da a totalidade de sua producio?

Cada alqueire de milho rendera 20 000; logo, se plan-

tar x algueires, o rendimento serd 20 000x. Cada alqueire

de cana renderd 15 000; logo, se plantar y alqueires de
cana, o rendimento sera 15 000y. O rendimento total sera

R =20000x + 15 000y.
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b) Qual a relagéo entre x e y que traduz
a exigéncia de que o total de alqueires
plantados nio pode ser maior do que 8?
Represente no plano cartesiano os pon-
tos (x; y) que satisfazem essa relacio.

Sendo x a quantidade de alqueires a ser plantados de milho ey

a quantidade de alqueires plantados de cana, a soma x + y nao

pode ultrapassar os 8 alqueires disponiveis, ou seja: x + y < 8.
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¢) Qual é a relacdo entre x e y que traduz
a exigéncia de que o total de 4dgua a ser
utilizado ndo pode superar os 120000L?
Represente no plano cartesiano os pon-
tos (x; y) que satisfazem essa relacio.
Como cada alqueire de milho requer 20000L de &qua, x al-
queires requererao 20000x L; da mesma forma, y alqueires de
cana utilizardao 10000y L de dqua. Assim, o total de litros de
aqua utilizados sera 20000x + 10000y, e nao podera ultrapas-
sar o limite de 120000, ou seja: 20000x + 10000y = 120000. Isso
corresponde aos pontos situados abaixo da reta ou na reta

20000x + 10000y = 120000. Veja a representa¢ao:

A

2x+y=12

>

2x+y=<12

Para representar a reta, podemos simplificar os coeficientes,
obtendo 2x +y = 12.
* parax =0, temosy = 12;

* paray =0, temosx = b.
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d) Represente no plano cartesiano o conjunto
dos pontos que satisfazem simultaneamen-
te as duas exigéncias expressas nos itens b e
¢ (lembrando que devemos ter x 20, y 2 0).
Os pontos do plano que satisfazem simultaneamente as duas
restricdes sao os pontos situados abaixo ou naretax + y = 8,

e abaixo ou na reta 2x + y = 12. Formam o quadrilatero ABCD

indicado na representacao a sequir.

-

Y

12

8 A

e¢) Determine o conjunto dos pontos
(x; y) do plano que correspondem ao
rendimento R, = 75mil e os que corres-
pondem ao rendimento R, = 120 mil.
Os pontos (x; y) que correspondem ao rendimento
R, = 75 000 reais s3o os pontos da reta r, de equa¢do
75000 = 20000x + 15000y,0u seja, simplificando os coefi-
cientes, 4x + 3y = 15.
Os pontos que correspondem ao rendimento R, = 120000 sao
05 pontos da reta r, de equacao 120000 = 20000x + 15000y, ou
seja, simplificando os coeficientes, 24 = 4x + 3y. As duas retas sao

paralelas e estao representadas a sequir:

R, = 75000

©

oy

r:dx+3y=15

x=0—y=5

Y’:U—b){:_

4

r 4%+ 3y =24
x=0—>y=8
y;[]—a-x;ﬁ
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f) Mostre que, quanto maior o rendimento
R, maior a ordenada do ponto em que a
reta que o representa intercepta o eixo OY.

Para cada valor fixado do rendimento R, a reta R = 20 000x +

+ 15 000y corta o eixo OY no ponto em que x = 0, ou seja,

emquey = lsso significa que quanto maior o ren-

15000
dimento, maior & a ordenada do ponto em que a reta que o

representa intercepta o eixo v.

g) Determine o ponto da regido do item d que

corresponde ao rendimento total maximo.
Buscamos agora o ponto da regido de viabilidade do pro-
blema, ou seja, que foi determinada no item d, no qual o
rendimento total R & o maior possivel. O maior valor possivel
paraareta R =20 000x + 15 000y cortar o eixo y sem sair da re-
gido de viabilidade corresponde & reta que passa pelo ponto
de intersecdo das refas x + y =8 e 2x + y = 12. Calculando tal
ponto, obtemos x = 4 ey = 4. No ponto (4; 4), portanto, o valar
de R € o maior possivel, respeitadas as condigdes dex + y < 8
e 2x + y = 12. Calculando o valor de R nesse ponto, obtemos:
R=20000-4 +15000- 4, ouseja, R = 140 000 reais. Acompa-
nhe o raciocinio que foi feito na figura abaixo:

fora da regido
da viabilidade ¥

Rosine .". e
R, = 120000
R, = 75000
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Desafio!

Uma fabrica utiliza dois tipos de maquinas, M, e M,, para produzir dois tipos de produtos, P, e P,.
Cada unidade de P, exige 2 horas de trabalho de M, e 2 horas de M,; cada unidade de P, exige 1 hora
de trabalho de M, e 4 horas de M,. Sabe-se que as maquinas M, e M, podem trabalhar, no méximo,
10 horas por dia e 16 horas por dia, respectivamente, e que o lucro unitario, na venda de P,, & igual a 40
reais, enquanto na venda de P,. o lucro unitirio ¢ de 60 reais. Representando por x a quantidade dia-
ria a ser produzida de P, e por y a quantidade a ser produzida de P.. responda as questoes seguintes:

a) Qual ¢ a relagdo entre x e y de modo que o tempo de utilizagio da maquina M, nao
ultrapasse as horas diarias permitidas? Represente os pontos correspondentes no plano
cartesiano.

Cada unidade de P, utiliza 2 h de M ; cada unidade de P, utiliza 1 h de M; logo, produzindo-se x unidades de P, e y unidades de

P,.amaquina M, ficard ocupada x - 2 + y - 1 horas. Como M, podera trabalhar no maximo 10 h, devemnos ter 2x + 1y < 10. Corres-

ponde a regiao do plano abaixo da ou na reta 2x + y = 10 (ver a sequir).

2x+y<10
2x+4y <16

b) Qual é a relagdo entre x e y de modo que o tempo de utiliza¢do da maquina M, ndo
ultrapasse as horas diarias permitidas? Represente os pontos correspondentes no
plano cartesiano.

Da mesma maneira, a0 itemn anterior, cada unidade de P, utiliza2 h de M,, e cada unidade de P, utiliza 4 h de M,. Logo, x unidades

de P, e y unidades de P, utilizardo 2 + 4y horas de M,, e devemos ter 2x + 4y < 16. O gréfico estd representado anteriormente.
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¢) Represente a regido do plano cartesiano que corresponde aos pontos (X; y) que satisfa-

zem simultaneamente as duas restrigoes dos itens a e b.

Trata-se da reqgido do primeiro quadrante situada abaixo das ou nas refas 2x + y = 10 e 2x + 4y = 16; & o quadrildtero A de vértices

(0; 0). (5: 0), (0; 4) e (4; 2). Para encontrar o vértice (4; 2), basta achar a intersecdo das retas 2x +y = 10 e 2x + 4y = 16

10

2x +y <10

d) Qual € a expressdo do lucro total L que resulta da venda de todas as unidades produzidas

de P, eP,?

O lucro total L, que resulta da venda de todas as x unidades produzidas de P, e y unidades produzidas de P,, & igual a 40x + 60y, pois

cada unidade de P, gera um lucro de 40, e cada unidade de P, gera um lucro de 60. Assim, temos L = 40x + 60y.

e) Represente os pontos do plano que correspondem a um lucro total igual a 120 reais.

Se o lucro L for igual a 120 reais, temos: 120 = 40x + 60y. Os pontos que satisfazemn a essa relagao pertencem a uma reta, represen-

tada a sequir:

120 = 40x + 60y
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f) Qual é o ponto da regido do item ¢ que corresponde ao lucro total maximo?
Devemnos encontrar o ponto da regiao A, indicada no item ¢, para o qual o lucro total L seja maximo. A regizo A é formada pelos
pares (x; y), que obedecem &s duas restricdes inicialmente apresentadas, constituindo, assim, a regiao de viabilidade para o pro-

blema. Para descebrir tal ponto, vamos relacionar o lucro L com a regiao A.

Lucro crescente

mdxima

L=240

£
P

L=120
2

Para cada valor de L, a expressdo L = 40x + 60y representa uma reta; para valores diferentes de L, as retas correspondentes sao
todas paralelas. Por exemplo, para L = 240, ternos 240 = 40x + 80y, que & uma reta que intercepta o eixo x no ponto (§; 0), e o eixo y
no ponto (0; &).

Para encontrar o lucro maximo, basta procurar entre as retas paralelas L = 40x + 80 - y aquela que corta o eixo y o mais alto pos-
sivel, sem sair da regiao de viabilidade do problema. Tal reta € a que passa pelo ponto (4; 2); o valor de L correspondente &

L=40-4 +60-2=280. O lucro total maximo &, portanto, 280 reais.



