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RESUMO

DESIGUALDADE DAS MEDIAS EA RESOLUCAO DE PROBLEMAS
GEOMETRICOS

AUTOR: Mauro Rigodanzo
ORIENTADORA: Carmen Vieira Mathias

O presente trabalho apresenta algumas sugestdes de atividades para o ensino de matematica,
com vistas a aplicacdo da desigualdade triangular e da desigualdade das médias geométrica,
quadratica, aritmética e harmoénica para nimeros reais positivos. Tais atividades envolvem
problemas com geometria plana, geometria espacial e geometria analitica, utilizando, ainda, o
software de Matematica Dinamica, GeoGebra, na ilustracdo das solucGes. Justifica-se a
escolha de um aplicativo computacional pelo fato de acreditar que, com sua utilizacdo, a
percepcao de conceitos e propriedades geométricas pode ser facilitada. Dessa forma, espera-se
que os alunos possam ampliar suas habilidades em geometria e célculos algébricos. A
dissertacdo destaca também alguns trabalhos relacionados ao assunto desigualdades,
apontando suas contribui¢des para o ensino de matematica.

Palavras-chave: Desigualdades. Geometria. GeoGebra.



ABSTRACT

INEQUALITY FOR MEANS AND GEOMETRIC PROBLEMS
SOLVING

AUTHOR: Mauro Rigodanzo
ADVISOR: Carmen Vieira Mathias

The research presents some suggestions of activities for Mathematics teaching, in order to
application of triangle inequality and inequality of the geometric, quadratic, arithmetic and
harmonic mean to positive real numbers. These activities involve problems with plane
geometry, spatial geometry and analytic geometry, using also the Dynamic Mathematics
software, GeoGebra, in the illustration of the solutions. The choice of a computer application
is justified because I believe that with its use, the perception of concepts and geometrical
properties may be facilitated. In this way, it is expected that students can expand their skills in
geometry and algebraic calculations. The study also points some researches related to the
theme inequalities, contributing to the mathematics teaching.

Keywords: Inequalities. Geometry. GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

Atuo no ensino médio desde 2003 e 0 encantamento com a geometria comegou
durante a graduacdo, no ano de 2002, na Universidade Regional Integrada do Alto Uruguai e
das Missbes — URI, campus Santo Angelo, com o desenvolvimento de um projeto de iniciagio
cientifica, no qual fui bolsista. Tal projeto abordava uma experiéncia de transposicao didatica
de conceitos geométricos num ambiente informatizado com alunos da 72 e 82 séries do ensino
fundamental, utilizando o software Cabri-Géométre® como recurso didatico. As atividades
desenvolvidas abordavam a construcdo de conceitos geométricos bem elementares como
segmentos de reta, ponto médio, retas paralelas, concorrentes, angulos, segmentos
proporcionais, entre outros. Tal experiéncia mostrou uma maior interacdo do educando na
construcdo de conceitos geométricos e, na minha opinido, um aprendizado mais efetivo.

Durante o ano de 2003 iniciei a carreira como docente e uma especializagdo em
Matemaética pela mesma universidade em que cursei a graduagdo. Desenvolvi na monografia
algumas possibilidades de trabalhar a geometria em sala de aula. O assunto foi escolhido
depois de levantamentos bibliograficos apontarem que o ensino de geometria, por uma série
de fatores, encontrava-se comprometido nas escolas. Desta forma, levantei algumas
possibilidades com o objetivo de provocar pelo menos uma pequena reflexdo sobre o ensino
de geometria.

Muitas vezes, comeco a delinear um conteGdo programatico com um desafio
geométrico e sempre que possivel procuro associar 0s conceitos desenvolvidos as
circunstancias geométricas. Percebo, entdo, que a maioria dos educandos apresenta
dificuldades de lembrar ou usar os conceitos geométricos necessarios para a resolucao dos
desafios, sendo que os mesmos foram construidos no ensino fundamental. Além disso, a
maioria dos educandos apresenta pouca habilidade durante a manipulacdo de equagdes nos
calculos algébricos, principalmente no desenvolvimento das operagdes basicas.

Durante as aulas do mestrado PROFMAT, na disciplina de MA12 (Matematica
Discreta) foram desenvolvidos varios problemas utilizando desigualdades, principalmente a
desigualdade triangular e as desigualdades entre as médias quadréatica, aritmética, geométrica
e harmonica. Nas aulas de MA13 (Geometria) foram desenvolvidos alguns problemas cujo
objetivo era provar desigualdades geométricas, os quais eram provados com propriedades

geométricas. Nas aulas de MA21 (Resolucdo de Problemas) foram desenvolvidos problemas

! Software comercial de geometria dinamica
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de geometria, 0s quais eram demonstrados por propriedades geométricas e por desigualdades.
Comparando as duas formas de demonstracgdo, percebia-se que, na maioria das vezes, a forma
mais simples era apresentada por desigualdades.

Entdo, influenciado pelo fato dos educandos apresentarem dificuldades em conceitos
geométricos e célculos algébricos, surgiu a ideia de aplicar essas desigualdades apenas em
problemas geométricos. Desta forma, o objetivo desse trabalho é propor atividades em forma
de problemas, nas quais, as desigualdades sejam expressivas ferramentas na exploracéo das
solugdes. Em alguns problemas, as solucdes também sdo exploradas por funcdes.

Com o objetivo de tornar o aprendizado em geometria mais dindmico, além de
explorar as desigualdades na resolucdo dos problemas, propde-se a ilustracdo dos problemas
no GeoGebra.

O GeoGebra é um software gratuito de matematica dinamica, pertencente ao grupo de
mesmo nome (organizagdo sem fins lucrativos), o qual é formado pelo Instituto GeoGebra
Internacional e GeoGebra GmbH com localizacdo em Linz, na Austria. Segundo Hohenwarter
et all (2013), é:

[...] um software de matematica dindmica para todos os niveis de ensino que retne
Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Gréficos, Probabilidade, Estatistica e
Caélculos Simbolicos em um Unico pacote facil de usar. O GeoGebra possui uma
comunidade de milhGes de usuarios em praticamente todos os paises. O GeoGebra
se tornou um lider na area de softwares de matematica dindmica, apoiando o ensino
e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica.

O programa esta disponivel em portugués e pode ser instalado em computadores com
Windows, Linux ou Mac OS, sendo uma excelente ferramenta para a criacdo de imagens e
ilustracoes.

A escolha do GeoGebra deve-se ao fato de que é possivel desenvolver diferentes
representacfes de um mesmo objeto, que interagem entre si e adaptam-se automaticamente as
mudancas realizadas em qualquer uma delas, independentemente da forma como esses objetos
foram inicialmente criados.

Sendo assim, é possivel representar de forma dindmica a situagdo do problema
proposto, associar expressoes e/ou fungdes representativas, construir graficos associados a
construcdo feita, manipular a construgéo, observar o0 que acontece nas diversas representacoes
da construcdo e explorar diversas possibilidades de conclusdes.

Um fato essencial a considerar é que o tempo dedicado a Matematica nas escolas,
muitas vezes, € insuficiente para desenvolver todo o conteudo programéatico. Como a

Geometria € um contetido de extrema relevancia e as desigualdades das médias apresentam



12

uma vasta aplicabilidade e é muito utilizado na resolugdo de problemas das olimpiadas de
Matematica, destacando aqui a OBMEP, acredita-se que as desigualdades podem ser
abordadas juntamente com a geometria, sem comprometer o tempo dedicado a outros
conteddos. O segundo capitulo foi dedicado ao relato de pesquisas realizadas sobre alguns
trabalhos relacionados a aplicacdo das desigualdades, como sdo empregadas e 0 que motivou
a escolha do assunto.

No terceiro capitulo sdo definidas as médias geométrica, aritmética, quadratica e
harmonica, apresentadas e demonstradas as desigualdades triangular e das médias.

No quarto capitulo, sdo apresentadas as aplicacdes das desigualdades em problemas
envolvendo geometria plana, espacial e analitica. Destaca-se que a solucdo de alguns
problemas exige a aplicacdo de varios conceitos geométricos. No quinto capitulo sdo

apresentadas as consideracdes finais.
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2 TRABALHOS RELACIONADOS

Em PROFMAT (2016) encontra-se 0 banco de dissertacdes de mestrado defendidas
pelos alunos do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, no qual é possivel
realizar uma busca, respeitando 0s seguintes parametros: instituicdo, titulo ou aluno. Todas as
dissertacOes estdo disponiveis para download em formato pdf. Nesta se¢do sdo destacados
alguns trabalhos selecionados desse banco, os quais foram buscados pelos titulos
desigualdade triangular e desigualdade entre as médias.

Cartagenes (2014) apresenta as definicbes das médias, as demonstragdes das
desigualdades entre médias, aplicacdo das desigualdades em problemas de geometria, algebra,
funcbes, relacbGes trigonométricas, entre outros, além de demonstrar e aplicar outras
desigualdades como as de Cauchy-Schwarz e Jensen. O autor decidiu explorar o assunto, pois
considera de vasta aplicabilidade na resolucdo de problemas, entretanto, é pouco mencionado
nas bibliografias adotadas no Ensino Médio. Em algumas aplica¢fes envolvendo geometria
plana, espacial e analitica, além da solucdo por desigualdades, o autor apresenta uma solucao
alternativa usando funcgdes e derivadas. O mesmo considera que as desigualdades entre as
médias e outras desigualdades podem ser utilizadas na resolucdo de problemas do ensino
médio em diversas situacfes. Ressalta a importancia deste trabalho na regido de So Luis—
MA, sendo que neste local o tema é pouco explorado em sala de aula. Enfim, ele aponta
vantagens no uso das desigualdades no ensino médio comparado ao uso de outros recursos
matematicos, pois elas anulam a necessidade de formula¢Ges mais avancadas.

Outro trabalho analisado foi Fonte (2013), que apresenta o conceito de média, define
as médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica, demonstra as desigualdades entre
essas medias e aplica a desigualdade em problemas de otimizacdo. O autor escolheu este
assunto por sugestdo de um professor do mestrado, tendo como base a recomendacdo da
Coordenadoria Nacional do PROFMAT, a qual sugere que o trabalho de conclusdo seja
voltado a melhoria do ensino basico de matematica. Entdo, a proposta ¢ oferecer um modo
alternativo a derivada, que é uma das principais ferramentas utilizadas para resolver
problemas de otimizacdo. Nas defini¢des das médias, o autor relaciona a média aritmética a
progressao aritmética, a média geométrica a progressdo geomeétrica, a média harménica a
progressdao harmoénica, cujos inversos multiplicativos dos termos estdo em progressao
aritmética, e, ainda, relaciona a média quadratica ao desvio padrdo da estatistica. Os
problemas de otimizagdo utilizados pelo autor envolvem geometria plana, espacial, analitica,

relagGes trigonométricas, problemas de vasédo e algebra entre outros. Por fim, Fonte (2013)
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sugere tentar resolver problemas de otimizacdo encontrados em livros de Céalculo apenas com
ferramentas e “truques” apresentados em seu trabalho.

Neto (2014) apresenta as desigualdades aritméticas envolvendo nimeros reais, as
quais estabelecem uma relacdo de ordem entre dois ou mais elementos. A desigualdade
triangular é apresentada no conjunto dos nimeros reais e nos tridngulos. A desigualdade entre
as medias é apresentada para dois, trés e n nameros reais. O autor apresenta também a
desigualdade de Bernoulli, de Cauchy-Schwarz, de Jensen, de Young, de Holder e
Minkowski. Ainda, apresenta algumas desigualdades geométricas como a desigualdade de
Euler, de Leibniz, de Erdds-Mordell, de Ptolomeu, de Weitzenbdck e, por fim, a desigualdade
Isoperimétrica. O autor cita que os alunos precisam conhecer algumas desigualdades
algébricas e geométricas para obterem éxito na resolucdo de boa parte das questdes propostas
nas olimpiadas de matematica. Neto (2014) ainda menciona que o estudante ndo se sente
atraido a participar desse tipo de competicdo se ndo houver uma preparacéo especifica, entdo,
ele expbe algumas desigualdades como um ponto de partida ao estudo do tema. Percebe-se
que o trabalho é tedrico, com énfase em demonstracdes e apresenta poucas aplicagdes.

Silva ES (2013) apresenta algumas desigualdades algébricas e geométricas e as aplica
na resolucdo de problemas de maximos e minimos. Entre as desigualdades apresentadas e
demonstradas estdo a desigualdade triangular, entre as médias, de Cauchy-Schwarz, de
Jensen, de Weitzenbock, de Erdds-Mordell e de Euler. O autor relata que durante o ensino
basico o aluno tem pouco contato com problemas de otimizacao e desigualdades e ainda que
0s problemas de otimizacdo geralmente sdo explorados com o uso da funcdo quadratica no 1°
ano do ensino médio. O autor coloca ainda que as desigualdades podem comecar a ser
exploradas no ensino fundamental. O foco do trabalho é aplicar as desigualdades na solucéo
de problemas que sejam acessiveis a alunos do ensino basico e ensino universitario e que
sirvam de subsidio para o professor do ensino basico. Nas aplicacdes, o autor explora
situagbes com geometria plana, espacial e relagdes trigonométricas e dedica um capitulo a
problemas de méaximos e minimos em geometria euclidiana, dividindo-os em problemas
denominados isoperimétricos e isorradianos. Com esse trabalho, o autor espera dar um ponto
de partida para um estudo sistematico do assunto, contribuindo com o ensino de matematica
no Brasil, bem como o crescimento profissional de cada docente.

Silva LEL (2013) apresenta a desigualdade entre as médias geométrica e aritmética e a
desigualdade de Cauchy-Schwarz. O autor considera estas duas as mais importantes
desigualdades da matematica e apresenta vérias demonstracdes para cada desigualdade,

utilizando uma diversidade de recursos como algebra elementar, geometria euclidiana,
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inducdo matematica e convexidade de fungdes. Entre outros objetivos, o autor pretende
estimular o ensino de desigualdades no ensino médio, pois ndo requer conhecimentos
matematicos mais avancados. O trabalho foi uma revisdo bibliografica em livros e artigos,
sendo alguns voltados especificamente para olimpiadas de matematica e as aplicacOes
abordam principalmente problemas de geometria plana, espacial e &lgebra. O autor considera
que diversos problemas seriam bem mais dificeis de resolver, sem o uso das desigualdades, ou
até mesmo impossiveis a nivel elementar. Por fim, 0 mesmo considera imprescindivel o
estudo do assunto para estudantes de licenciatura em Matematica e recomenda o ensino das
desigualdades no ensino médio, bem como para alunos que participardo de competicGes
olimpicas de matematica.

Velame (2014) apresenta a desigualdade triangular, as desigualdades entre as médias
aritmética e quadratica, aritmética e geométrica, geométrica e harmonica e, ainda, as
desigualdades de Cauchy-Schwarz, de Jensen, de Young, entre outras. Para facilitar o
entendimento das desigualdades, antes das demonstracdes, sdo abordos pré-requisitos como o
Principio de Inducdo Matematica, modulo de um namero real, funcdes convexa e cdncava,
nimeros complexos, produto interno, entre outros. Segundo o autor, o tema desigualdades é
pouco abordado no ensino médio e existe uma grande lacuna em suas aplicacfes. Assim, ele
propde o0 tema para incentivar a linguagem matematica e o pensamento algébrico dos alunos
do ensino médio, destacando suas aplicacbes em diversas situacfes como maximos e
minimos, perimetro, areas e volume. Destaca ainda que a desigualdade de Cauchy-Schwarz
possui grandes aplicacbes em andlise, algebra linear, mecénica quéantica, probabilidade,
estatistica, entre outras. Velame (2014) coloca que a desigualdade triangular é aplicada em
geometria euclidiana e numeros complexos e a desigualdade entre as médias € aplicada em
problemas de otimizacdo, tanto no ensino médio quanto no ensino superior. Cita que a
desigualdade de Jensen é aplicada no estudo de otimizacdo de fun¢Bes convexas na area de
mecanica, termodinamica, probabilidade, etc. As aplicacbes das desigualdades sdo em
problemas de geometria, funcdes, analise combinatoria, algebra e célculo diferencial. O autor
conclui citando que existem varias desigualdades e muitas formas de demonstra-las, no
entanto, priorizou formas mais basicas devido ao publico que pretende atingir.

Silva (2015) apresenta algumas desigualdades geomeétricas, a desigualdade das
médias, e ainda as desigualdades de Bernoulli, de Cauchy-Schwarz, de Chebishev e de
Suranry. O mesmo considera as desigualdades uma parte importante da estrutura dos nimeros
reais. Nas demonstracOes e aplicagdes, sdo utilizadas propriedades elementares sem fazer uso

de técnicas de calculo diferencial. As desigualdades das médias sdo demonstradas para duas,
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trés e n variaveis e as desigualdades geométricas ndo sao demonstradas, apenas abordadas em
forma de exemplos de aplicacdo envolvendo tridngulos. As Unicas aplicagdes envolvendo
geometria sdo as desigualdades geométricas, sendo que todas as outras aplicagcdes envolvem
expressoes algébricas.

Moreira (2016) apresenta algumas desigualdades numéricas, a desigualdade triangular,
a desigualdade entre as médias, a desigualdade de Bernoulli, de Cauchy-Schwarz, além de
algumas desigualdades avancadas com o objetivo de analisar o comportamento de funcdes
derivaveis. Em muitas demonstracBes é utilizado o Principio da Inducdo Finita e todas as
desigualdades apresentadas e demostradas possuem aplicacdes. E interessante destacar a
guantidade e a variedade de problemas de aplicacdo utilizados pelo autor, em problemas de
probabilidade, expressdo modular, geometria plana, espacial, analitica, relacdes
trigonomeétricas, expressdes algébricas, analise combinatdria, matrizes e sistemas lineares.
Nas desigualdades numéricas € abordada, principalmente, a comparacdo entre duas poténcias
quaisquer. Utilizando algumas ideias do Calculo, juntamente com o recurso das
desigualdades, é apresentada uma bela demonstracdo da infinidade dos nimeros primos. S&o
estabelecidas conclusdes bastante atraentes sobre geometria combinatéria, enumerando alguns
conjuntos previamente construidos juntamente com a desigualdade triangular. A desigualdade
de Cauchy-Schwarz ¢ utilizada no auxilio da localizacdo dos zeros de um polinémio.

Moreira (2016) escolheu o tema, motivado pela sua pratica docente durante anos. Em
uma de suas experiéncias, desenvolveu um projeto cujo objetivo era preparar os alunos para a
olimpiada de matematica, no qual, percebeu que alguns componentes matematicos apareciam
no rol de preocupacgdes do programa olimpico, mas, na matriz curricular do ensino regular
eram desconsiderados ou pouco explorados. Entdo, o autor acredita que enriquecer essa
matriz com as desigualdades pode trazer melhores resultados no aproveitamento dos alunos.
Seu enfoque consiste na aplicabilidade como estratégia de atrair mais a atencdo do aluno e,
desta forma, pretende minorar o efeito devastador que abordagens pouco significativas
causam no processo ensino-aprendizagem. Para 0 mesmo, é latente a necessidade de discutir
uma matriz curricular para o ensino médio, abordando uma matematica mais provocadora,
pratica e instigante. Sobre a prética docente na educacdo bésica, quando a postura for
desenvolver as ideias de forma geral para, em seguida, particularizar ou dar exemplos, ele
sugere mudanca na ordem em que 0s conceitos sdo abordados em sala de aula.

Comparando os trabalhos citados acima com a proposta da atual dissertacdo, destaca-
se a construcdo e a exploragéo das solucGes dos problemas no software GeoGebra, as quais

sdo apresentadas apenas no presente trabalho. Tal proposta enriquece a investigacdo dos
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conceitos geométricos, tornando a resolucdo dos problemas mais ludica e mais desafiadora.
Nas construcdes, procura-se diversificar o uso das ferramentas disponiveis no software
GeoGebra.

Acredita-se que os procedimentos de construcdo elencados em cada um dos problemas
propostos poderdo auxiliar outros professores que desejarem utilizar a abordagem proposta
nesta dissertacdo, mesmo que por algum motivo ndo tenham familiaridade com o aplicativo.

Assim como proposto em alguns trabalhos citados acima, na atual dissertacdo €
apresentada, em muitos problemas, uma solucdo alternativa com o uso de funcdes e derivadas,

além da solucdo por desigualdades.



18

3 DESIGUALDADES

As desigualdades sdo ferramentas muito Uteis na resolucédo de problemas que abordam
a necessidade de comparar um conjunto de medidas, pois estabelecem uma relacdo de ordem
entre suas expressoes e, podem ser aplicadas em contextos que variam do nivel mais simples
até o mais avancado.

Neste capitulo sdo apresentadas apenas a Desigualdade Triangular e a Desigualdade
entre as Médias, cujas demonstracdes tiveram como base Muniz Neto (2013) e Oliveira e

Fernandez (2010), respectivamente.
3.1 DESIGUALDADE TRIANGULAR

A desigualdade triangular é a formulacdo matematica da ideia intuitiva de que uma
reta € o caminho mais curto entre dois pontos no plano. Partindo dessa ideia, no que segue,
mostra-se que em todo triangulo cada lado tem comprimento menor que a soma dos
comprimentos dos outros dois lados. Para comparar as medidas dos lados de qualquer
triangulo é interessante estabelecer uma relacéo entre os comprimentos dos lados e as medidas

dos angulos a eles opostos, a qual é feita pela proposicéo que segue.

Proposicéo 3.1.1. Se ABC é um triangulo tal que B > C, entdo AC > AB.

Demonstracdo: Como por hipdtese, B > C, pode-se tracar uma semirreta BX,

intersectando o segmento AC no ponto P, tal que CBP = %(E — (), conforme Figura 1.

Figura 1 — Ordem dos lados e angulos do triangulo.

Fonte: o autor.
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O teorema do angulo externo afirma que a medida de cada angulo externo de um

triangulo é igual & soma das medidas dos angulos internos ndo adjacentes a ele. Assim,

Mas, como

APB =CBP+BCP=2(B-C)+C=2(B+0).

A A~ 1/a A 174 A~
ABP=B-_(B-C)=3(B+(),

segue que o triangulo ABP é isosceles de base BP. Entdo,

Mas

ou seja,

Assim,

ou seja,

Portanto,

AB = AP.
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AC > AB.

Desta forma, pode-se estabelecer a relacdo de que o maior lado de um triangulo é

aquele oposto ao maior angulo interno.

No que segue, prova-se a proposicdo 3.1.2, a qual é conhecia como Desigualdade

Triangular.

Proposicdo 3.1.2. Em todo triangulo, cada lado tem comprimento menor que a soma

dos comprimentos dos outros dois lados.

Demonstracdo: Seja ABC um tringulo, tal que:

AB = c,
AC =b
BC = a.

Seja D € CA4, tal que AD = c, conforme Figura 2. Mostra-se que a < b + ¢, sendo a

provade b < a + c e c < a + b totalmente analoga.
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Figura 2 — Desigualdade Triangular.

Fonte: o autor.

O tridngulo BCD possui lado CD = b + c. O triangulo ADB é isosceles de base BD.
Assim, ABD = ADB. Ento,
CBD = CBA+ ABD = CBA+ ADB > ADB (1)
Tem-se, no triangulo BCD, que o lado AD é oposto ao angulo CBD e o lado BC é
oposto ao angulo ADB. Segue de (1) e da proposi¢ao 3.1.1 que:
BC < CD,
ou seja,
a<b+c.

Como se queria demonstrar.

3.2 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Uma média de uma lista de ndmeros reais é um valor que pode substituir todos os
elementos da lista sem alterar certa caracteristica desta. Se essa caracteristica for a soma dos
elementos da lista, obtém-se a mais simples de todas as médias, a média aritmética. Tal média
é muito utilizada na educagdo basica em estatistica, a qual estd associada a uma medida de
tendéncia central, que sintetiza um unico valor em torno de um conjunto de dados observados.
Amplia-se aqui a ideia de média para mais caracteristicas além da soma. Se a caracteristica a
ser observada for o produto dos elementos da lista, obtém-se a média geométrica. Se a
caracteristica a ser observada for a soma dos inversos dos elementos da lista, obtém-se a
média harmonica. Se a caracteristica a ser observada for a raiz quadrada da meédia aritmética

dos quadrados dos elementos da lista, obtém-se a média quadratica.
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As médias serdo aplicadas em problemas de geometria, onde os n elementos da lista
serdo medidas representadas por numeros reais positivos. Entdo, definem-se aqui as médias
apenas para numeros reais positivos, evitando-se a possibilidade das médias geométrica e

harmonica nao existirem. Sendo assim, seguem as defini¢cbes das médias acima citadas.
3.2.1 DefinigBes das médias geométrica, aritmética, quadratica e harmonica.
Definicdo 3.2.1. Sejam a4, a,, ..., a,_1 € a, nUMeros reais positivos. As quantidades

MG = ’{/(al)(az) - (ap),

ajt+tax+---+ an

MA =222 2
n
MQ :\/(al)2+<a2)2+---+(an)2’
n
MH = .

GGG
sdo chamadas, respectivamente, de média geométrica, média aritmética, média quadratica e
média harménica dos nimeros a;, i = 1, 2, ..., n.

As médias definidas acima se relacionam por uma relacdo de desigualdade. Inicia-se

com a demonstracdo da relacdo entre as médias geomeétrica e aritmética.
3.2.2 Desigualdade das médias geométrica e aritmética.

Proposicao 3.2.2. Desigualdade das médias geométrica e aritmética.

Dados a4, a,, ..., a, ndmeros reais positivos, tem-se:

Via)(ay) -~ (ay) < w,

ou seja,
MG < MA.
Além disso, a igualdade vale se, e somente se,

a, =0a; = = ay.

Demonstracdo: Seguindo a orientacdo de Oliveira e Fernandez (2010), divide-se a
prova dessa desigualdade em duas etapas.

Etapa 1. A desigualdade vale para n = 2™, com m inteiro positivo.
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Procede-se por inducdo em m. Para m = 1, ou seja, n = 2 a desigualdade vale. De

fato,
Wa; — \/a_z)z =a; +a; —2y/(a;)(az) = 0.
Assim,
a; + ap = 24/(ay)(az),
ou seja,

G =+/(a))(ay) < % = A.
Suponha que se a desigualdade vale para m = k, entdo se prova que vale para
m = k + 1. De fato,

A _ aj+ax+---+ a2k+1 _ a1+"'+a2k+a2k+1
2k+1 2.2k

Ttk

Usando o fato de que a desigualdade vale para m = 1, tem-se:

A= l a1+-..+a2k 4 a2k+1+-..+a2k+1 > a1+...+a2k a2k+1+"'+a2k+1
2 Zk Zk - 2k Zk .

Usando o fato acima juntamente com a hipotese da inducédo, tem-se:

nz () (B ) o [ e (s ),

ou seja,

A>""\laD) - (@) (ageeg) - (agers) = G.
Logo, G < A para todo n da forma 2™ com m inteiro positivo.

Observa-se que a igualdade ocorre se, e somente se,

(a1+ -2-;(+a2k) _ <a2k+1+ Zk +a2k+1) )

a; = A ="""= 0,k ©)
e

Apkyq = Qpkyp =777 = Agk+1 (4)
De (2), (3) e (4) tem-se:
2ka2k _ zkazkﬂ

(%)= (=)

ou seja,

azk = a2k+1.
Portanto,
a1=a2= "'=an.

Etapa 2. Dado m inteiro positivo, entdo a desigualdade vale para n < 2™.
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Para verificar isto, define-se o niimero:

b="(a)(a) -+ (an).

Considere as sequéncias dos numeros aq,a,, **-,a, € b,b, ---,b . Como a
~—————— —
(2m—n) vezes

desigualdade vale paran = 2™, tem-se, entdo, para 0s numeros das sequéncias acima que:

(@ + - +ap)+(b+-- - +b) > zm\/(al) . (an)(bzm_n) — 2m\/(bn)(b2m—n) = b.

2m

Portanto,
(a;+-+a,) +(b+---+b) =b2™,
logo,
a; +++ +a, = b2™ - b(2™ —n) = nb,
obtendo-se assim:
a;+ - +ay

b <
n

ou seja,
MG < MA.
Como para qualquer inteiro positivo n sempre existe um inteiro positivo m, tal que
n < 2™, a desigualdade fica provada para todo n.
Além disso, a igualdade G = A vale se, e somente sg,

a=0a; = """ =ay |

Segue-se com a demonstracdo da relacdo entre as médias aritmética e quadratica.

3.2.3 Desigualdade das médias aritmética e quadrética.

Proposicao 3.2.3. Desigualdade das médias aritmética e quadratica.

Dados a4, a,, ..., a, ndmeros reais positivos, tem-se:

Gutas+ot an _ J(a1>2+<a2>2+---+(an)2
n - n

ou seja,
MA < MQ.

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, a; = a, = = a,.

Demonstracao: Usando a igualdade:
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Y (@-a)=m-D) @?-2 ) (@ (a) (5)
1<i<jsn i=1 1<i<jsn
conclui-se que,
2 ) (@(a)<m-1) @? ()
1<i<jsn i=1

dado que, em (5) o termo da esquerda é ndo negativo.

Somando a quantidade

Zn:(ai)z'

em ambos os membros de (6), obtém-se:

(i al-)z < nzn:(ai)z.

i=1 i=1

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por % e tomando a raiz quadrada,

obtém-se:

ou seja,

Gtdyt-t an (@1)? + (a2)® + -+ (an)?
n - n '
Portanto,

MA < MQ.

A igualdade em (6) é atingida se, e somente se,

Z (a; - aj)2 =0,

1<i<jsn

0 que é verdade se, e somente se,

a =0a, = "= da,. [ |
A seguir, demonstra-se a relacéo entre as médias harmonica e geométrica.
3.2.4 Desigualdade das médias harmonica e geométrica.

Proposicéo 3.2.4. Desigualdade das médias harmoénica e geometrica.

Dados a4, a,, ..., a,, NUMeros reais positivos, tem-se:
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(L)+(L>n+___+(i)g 1i/(“1)(a2)"'(an),

ai az

an

ou seja,
MH < MG.
Além disso, a igualdade vale se, e somente se, a; = a, = - = a,.
Demonstracao: Aplicando em ai ai e ai a desigualdade MG < MA, tem-se:
1 2 n

1 1 1
1\ _atat " ta
—) <=2
an n

CICE

De onde segue que:

n 1 1 1
T —t =+ +—.
Vi@a(az) (ap) — a1 a an

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por

Ti/(aﬂ(az)' (an)

1 1 1
(—+—+ e +—)’
a1 ap an

obtém-se:

< V(@)@ (ay),
ou seja,
MH < MG.

A igualdade ocorre se, e somente se,

0 que € verdade se, e somente se,

a1:a2:---:an. |

O préximo resultado resume as relagdes provadas nas proposicdes 3.2.2, 3.2.3 e 3.2.4
para as medias MH, MG, MA e MQ.

3.2.5 Desigualdade das médias harmoénica, geométrica, aritmética e quadratica.

Teorema 3.2.5. (Desigualdade das Médias). Para toda colecdo de numeros reais
positivos a4, a,, ...,a,_; € a,, verificam-se as seguintes desigualdades:
MH < MG < MA < MQ.

Além disso, em cada caso a igualdade ocorre se, e somente se,
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a1:a2: "':an.

Demonstracdo: Da proposicdo 3.2.2, tem-se que MG < MA e da proposicdo 3.2.3,
tem-se que MA < MQ. Assim,
MG < MA < MQ.
Da proposicéao 3.2.4, tem-se que MH < MG. Assim,
MH < MG £ MA < MQ.
Ocorrendo a igualdade em cada caso se, e somente se,
a=0a; = " =Qa,.

Como se queria demonstrar.
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4 APLICACOES

No que segue, apresentam-se quinze aplicacdes das desigualdades triangular e das
médias, em situacdes que foram organizadas da seguinte forma: problemas envolvendo
geometria plana, do 01 ao 09; problemas envolvendo geometria analitica, do 10 ao 12 e
problemas envolvendo geometria espacial, do 13 ao 15.

Observa-se que nas construcdes realizadas no software GeoGebra, sempre que for
citado Selecionar, entende-se Selecionar na Barra de Ferramentas.

Em alguns problemas, além das solucGes por desigualdades, também sdo apresentadas

solugdes envolvendo célculo diferencial e integral.

4.1 PROBLEMAS ENVOLVENDO GEOMETRIA PLANA

Problema 01

Quatro cidades rurais, A, B, C e D, estdo situadas geograficamente formando um
quadrilatero convexo. Deseja-se construir uma central de distribuicdo de energia para as
quatro cidades de modo que a soma total das distancias da central a cada uma das quatro

cidades seja a minima possivel. Onde devera ser construida a central?

Solucdo: como o quadrilatero é convexo, suas diagonais se intersectam em algum

ponto interior 0. Sejam A, B, C e D os vértices do quadrilatero, conforme apresenta Figura 3.

Figura 3 — Representacédo da situagdo descrita no problema 1.

Fonte: o autor.
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A soma das distancias de O aos Vvértices € igual a 0OA + OB + 0C + 0D = AD + BC.
Mas, a central de distribuicdo pode ser instalada em qualquer outro ponto interior P, conforme

Figura 4.

Figura 4 — Central de distribuicéo.

Fonte: o autor.

Pela desigualdade triangular, tem-se que:
PA+ PD > ADe PB + PC > BC.
Somando as desigualdades, tem-se que:
PA+PB+PC+PD>AD+BC=0A+ 0B+ 0C + 0OD.

Isto significa que a soma das distancias de P aos vertices ndo é menor que a soma das
distancias de O aos vértices. E claro que esta soma s6 sera igual a AD + BC se 0s pontos P e
O coincidirem. Portanto, conclui-se que a central de distribuicdo deve ser construida no ponto
0.

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).

Em um primeiro momento, constréi-se o quadrilatero ABCD. Para isso, seleciona-se a
ferramenta Poligono e, na Janela de Visualizacdo, constroi-se um quadrilatero convexo cujos
vértices sdo A, B, C e D. Utilizando a ferramenta Ponto em Objeto, marca-se 0 ponto P,
interior ao quadrilatero ABCD. Ap0s a construcdo do ponto, para nomea-lo de P, clica-se duas
vezes sobre o ponto, seleciona-se Propriedades, na opcdo Nome, digita-se P. Cada segmento

de cada lado do quadrilatero € nomeado por uma letra. Para que este nome ndo apareca na
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construcdo, clica-se duas vezes sobre o segmento, seleciona-se Propriedades e desativa-se a

opcédo Exibir Rétulo. Construgdo representada na Figura 5.

Figura 5 — Cidades formando um quadrilatero.

_ .'C

Fonte: o autor.

Logo apds, seleciona-se a ferramenta Segmento, constroem-se os segmentos AC € BD
e desativa-se a op¢do Exibir Rétulo. Marca-se 0 ponto de interseccdo dos segmentos AC e
BD. Para isto, seleciona-se a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos, clica-se sobre o

segmento AC e em seguida sobre o segmento BD. Nomeia-se de 0. Construcdo representada

na Figura 6.

Figura 6 — Diagonais do quadrilatero.

Fonte: o autor.

Em seguida, constroem-se os segmentos AP, BP, CP e DP, desativando-se a opgao

Exibir Rotulo. A construgdo esta representada na Figura 7.
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Figura 7 — Distancias ao ponto P.

Fonte: o autor.

Observa-se que a construcdo esta pronta. Falta agora, explorar a soma das distancias
dos pontos O e P aos veértices A, B, C e D. Para isto, no Campo de Entrada, digita-se
Segmento[A, C]+Segmento[B, D], seguido de um Enter, ativando-se, assim, na Janela de
Algebra, o valor numérico da soma das distancias do ponto O aos vértices. Usando a
ferramenta Texto, constroi-se na Janela de Visualizagdo a expressao que representa esta soma,

usando os valores numéricos dos segmentos, conforme Figura 8.

Figura 8 — Soma das distancias do ponto O aos Vvértices.

OA+ OB+ 0OC + 0D = AC + BD = 10.26 + 12.39 = 22.65

Fonte: o autor.

Usando a ferramenta Texto, repete-se o procedimento para soma das distancias do

ponto P aos veértices, conforme Figura 9.
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Figura 9 — Soma das distancias do ponto P aos vértices.

OA+ OB+ 0OC+0D =AC + BD = 10.17 + 11.99 = 22.16
PA + PB+ PC + PD = 8.18 + 4.34 + 3.62 + 8.09 = 24.23

Fonte: o autor.

Observa-se a desigualdade PA + PB + PC + PD > 0A+ OB+ 0C + 0D. Neste
momento, pode-se clicar sobre o ponto P, arrasta-lo para qualquer posicéo e verifica-se que a
desigualdade permanece. Pode-se, também, clicar e arrastar qualquer vértice e observa-se a
mesma desigualdade, ocorrendo a igualdade se, e somente se 0s pontos O e P coincidirem.
Portanto, o dinamismo do aplicativo ilustra que a soma das distancias € minima quando o

ponto for a intersecdo das diagonais.

Problema 02
Provar que, para qualquer triangulo, a soma dos comprimentos das medianas € menor

gue o seu perimetro e maior que o semiperimetro deste.

Solucdo: sejam a, b e c, as medidas dos lados do triangulo ABC. Sejam D, E e F, 0
pontos médios dos lados a, b e c, respectivamente. Sejam ainda, m,, m;, e m., as medidas
das medianas relativas aos lados a, b e c, respectivamente, conforme Figura 10.

Inicialmente prova-se que a soma dos comprimentos das medianas de um triangulo é

a+b+c
2

maior que o semiperimetro deste, ou seja, m, + m;, + m, >

Aplicando a desigualdade triangular nos triangulos ACF, BCE e ABD, encontram-se:

c

mc +-E >b

b
mb+5>a

ma+%>c.
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Figura 10 — Construcdo das medianas.

Fonte: O autor.

Somando as trés tltimas desigualdades obtém-se:

a+b+c
2

mg +my, +mg + >a+b+c,

0 que resulta em

a+b+c
2

Agora, prova-se que em um triangulo a soma dos comprimentos das medianas € menor

mg, +m, +m; >

que o perimetro deste, ou seja, my, + my, + m, < a+ b + c.
Para isto, prolonga-se a mediana m;, e, a partir do vértice A, se traca um segmento de
comprimento a e paralelo ao lado BC, que intersectara o prolongamento de m,; em G. Assim,

ABCG é um paralelogramo, em que, BE = EG, conforme Figura 11.

Figura 11 — Prolongamento m,,.

Fonte: o autor.



Aplicando-se a desigualdade triangular no triangulo ABG, encontra-se:

2my, < a+c.
Fazendo-se processos analogos as medianas m, e m., encontram-se:
2m, < b +c,
2m. < a+b.
Somando-se as desigualdades acima, encontra-se:
2mg, +2my +2m. <b+c+a+c+a+b,
0 que resulta em
mg+my+m.<a+b+c.

Conforme se desejava demonstrar.

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).
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Primeiramente, constroi-se o tridngulo ABC. Para isso, seleciona-se a ferramenta

Poligono e constrdi-se o triangulo ABC. Segue-se com a construcdo dos pontos médios e das

medianas. Entdo, seleciona-se a ferramenta Ponto Médio ou Centro, clica-se, em sequéncia,

nos segmentos a, b e c, definindo-se assim, os pontos médios D, E e F, respectivamente.

Seleciona-se a ferramenta Segmento e constroem-se as medianas d = AD, e = BE e f = CF.

Troca-se 0 nome de d por ma, de e por mb e de f por mc. Para isto, clica-se duas vezes

sobre 0 segmento, seleciona-se Propriedades e na op¢cdo Nome, digita-se 0 nome desejado,

conforme Figura 12.

Figura 12 — Medianas do triangulo ABC.

Fonte: o autor.
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Deve-se, agora, definir na Janela de Algebra o valor numérico do perimetro, do
semiperimetro e da soma das medianas. Para isso, no Campo de Entrada, digita-se a + b + c,
seguido de um Enter e digita-se, na sequéncia, (a + b + ¢)/2, seguido de um Enter. Ainda,
digita-se ma + mb + mc, também seguido de um Enter. A partir deste momento é possivel
comparar as medidas propostas no problema.

Por opc¢éo, primeiramente, explora-se a desigualdade:

a+b+c

ma + mb + mc >

Entdo, com o auxilio da ferramenta Texto, constroi-se, na Janela de Visualizacdo, a

desigualdade, com seus respectivos valores numéricos, conforme Figura 13.

Figura 13 — Soma das medianas.

124+6.74 +12.22 a+b+c

ma +mb+ me =7.83+ 11.63 + 7.58 = 27.04 > 15.48 = 2 2

Fonte: o autor.

Arrastando-se qualquer um dos vértices do tridngulo, observa-se que a desigualdade
permanece.
Explora-se, agora, a desigualdade:
ma+mb+mc<a+b+c.
Entdo, com o auxilio da ferramenta Texto, constroi-se, na Janela de Visualizagdo, a
desigualdade, com seus respectivos valores numéricos, conforme Figura 14.
Novamente, arrasta-se qualquer um dos vértices do tridngulo e observa-se que a

desigualdade permanece.
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Figura 14 — Desigualdade com o perimetro.

ma+mb+mc=49+7744+547=1811 < 20.77=832+461+ 784 =a+b+c

Fonte: o autor.

Problema 03
Prove que o comprimento de qualquer lado de um tridngulo ndo é maior do que a

metade de seu perimetro.

Solucdo: sejam a, b e ¢, as medidas dos lados deste triangulo. Deseja-se mostrar que:

a+b+c a+b+c a+b+c
a< 5 b < 5 ec<——.

Pela desigualdade triangular, tem-se que a < b + c¢. Somando a, a ambos os lado da

desigualdade, tem-se 2a < a + b + ¢, 0 que é equivalente a a < a+:+c.

+b+ +b+
Analogamente, encontra-se que b < = . ) =

equec <——.

Mas sera que existe a possibilidade da igualdade?

a+b+c

Aplicando, em a e >

, a desigualdade entre as médias aritmética e geomeétrica,

encontra-se:

a+b+c

a+b+c a+
a ( ) < 2
2 2

a(a+b+c) < 2a+a+b+c
\/ 2 - 4 )

Elevando ambos os membros da desigualdade ao quadrado, encontra-se:

Ou seja,

a(a+b+c) < 4a?+4a(a+b+c)+(a+b+c)?
2 - 16 '

Portanto,

8a(a+b+c)<4a’+4a(a+b+c)+ (a+b+c)
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Reduzindo os termos semelhantes, tem-se:
4a(a+b+c)<4a’?+ (a+b+c)?
4a? — 4a? + 4ab + 4ac < (a + b + ¢)?.
Entdo,

(a+b+c)?
alb+c) < —

ab +¢) < (222" (7)

Pela desigualdade triangular, tem-se que:
a<b+ec.
Como a > 0, multiplicando ambos os membros da desigualdade por a, tem-se:
a.a<a(b+c)
a? < a(b+ c).

Assim, usando a inequacao (7), vem que:

a’?<a(b+c) < (a+b+c)2,

ou seja,

2
a? < (a+b+c).
2
Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros da desigualdade, obtém-se:

a+b+c
>

A igualdade sé existiria se a = b + ¢, 0 que contraria a desigualdade triangular,

b
portanto, a < “=*<,

Analogamente, conclui-se que:

b < a+b+c

a+b+c
>

c <

Assim, pode-se afirmar que o comprimento de qualquer lado de um triangulo € menor

do que a metade de seu perimetro.

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).
Primeiramente, seleciona-se a ferramenta Poligono e na Janela de Visualizagéo,

constroi-se o tridngulo ABC de lados a = BC, b = AC e ¢ = AB, conforme Figura 15.
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Figura 15 — Lados do tridngulo ABC.

Fonte: o autor.

Em seguida, define-se, na Janela de Algebra, o valor numérico do semiperimetro deste
triangulo. Para isto, no Campo de Entrada, digita-se (a + b + ¢)/2, seguido de um Enter.
Agora, seleciona-se a ferramenta Texto e, na Janela de visualizacéo, constroi-se a expressao,

conforme Figura 16.

Figura 16 — Semiperimetro do triangulo.

] ; .1 5.1 .
(a+s+c) _ (7 2+026+666) 04T

Fonte: o autor.

Pode-se ativar a visualizacdo do valor numérico de cada lado do triangulo. Para isto,
clica-se duas vezes sobre 0 segmento a, seleciona-se Propriedades e na opg¢ao Exibir Rétulo,
marca-se Nome & Valor. Repete-se 0 procedimento para 0s segmentos b e ¢, conforme
Figura 17.

Neste momento, podem-se explorar diferentes triangulos, arrastando-se qualquer
vértice do tridngulo. Para isto, seleciona-se a ferramenta Mover, clica-se sobre o vértice

desejado e arrasta-se.
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Figura 17 — Medidas dos lados do triangulo.

tbte)  (T1245.16 +6.66
(“+2+“):( *"2 * ):9.47

Fonte: o autor.

Arrastando-se 0 vértice A, percebe-se que as medidas dos segmentos b e ¢ sao
alteradas e a medida que o vértice se aproxima do lado a, a medida do semiperimetro se
aproxima da medida do lado a, chegando a uma igualdade, somente quando o vértice A for
arrastado sobre o segmento a. Neste caso, ndo se forma um triangulo. Pode-se arrastar

qualquer vértice que sempre se percebem as desigualdades:

a+b+c
2

a+b+c
2

b <

a+b+c

Problema 04
Provar que em um triangulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa € menor ou igual

a metade da hipotenusa.

Solucéo: sejam b e c, os catetos deste tridngulo retangulo, a a hipotenusa, h a altura
relativa a hipotenusa, n a projecdo do cateto b sobre a hipotenusa e m a projecdo do cateto ¢

sobre a hipotenusa, conforme Figura 18.



Figura 18 — Tridngulo retangulo.

Fonte: o autor.

Deseja-se provar que h < =.

Da semelhanca de triangulos tém-se as relacfes métricas:
m.n = h?

b’=anen=

cl=amem=

Q% |

Da desigualdade entre as médias geométrica e aritmética, tem-se

Vvm.n < me
Substituindo as igualdades na desigualdade, tem-se:

2, b
1/h2< a_a
__2 .

De onde segue que:

b2 +c2

h <

Do Teorema de Pitagoras, tem-se que:

b? + ¢ = a?.

Assim,
aZ
h <%
2
O que é equivalente a:
h<<
2

Conforme se desejava demonstrar.

39
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Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).

Utilizando o GeoGebra é possivel construir um tridngulo retangulo de varias formas.
Sugere-se, aqui, a construcdo de um triangulo inscrito numa circunferéncia.

Inicia-se, entdo, com a construcdo de uma circunferéncia qualquer. Para isso,
seleciona-se a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, clica-se sobre a Janela
de Visualizagdo, arrasta-se o mouse até definir o tamanho do raio desejado e clica-se
novamente, definindo-se assim, a circunferéncia de centro A e que passa por B, conforme

Figura 19.

Figura 19 — Circunferéncia de centro A.

Fonte: o autor.

Na sequéncia, seleciona-se a ferramenta Reta, clica-se em A e depois em B, definindo-

se assim a reta a. Constroi-se 0 ponto C, intersecdo da reta AB com a circunferéncia.
Seleciona-se, ainda, a ferramenta Ponto em Objeto e clica-se sobre a circunferéncia,

definindo-se assim, o ponto D, conforme Figura 20.

Figura 20 — Ponto D.

Fonte: o autor.
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Com o auxilio da ferramenta Poligono, constroi-se agora, o triangulo BCD, inscrito na

circunferéncia e que passa pelo centro A, conforme Figura 21.

Figura 21 — Tridngulo inscrito na Circunferéncia.

Fonte: o autor.

Por proposicdo, conhecida como teorema do angulo inscrito, a medida do angulo
inscrito BDC é igual & metade da medida do angulo central BAC correspondente. Portanto, o
triangulo BCD é retdngulo em D. Segue-se com a construcdo da altura relativa a hipotenusa.
Para isso, seleciona-se a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se sobre o ponto D e sobre a
reta a, definindo-se, assim, a reta e. Seleciona-se a ferramenta Interse¢do de Dois Objetos e
clica-se sobre as retas a e e, definindo-se assim o ponto E. Seleciona-se a ferramenta

Segmento, clica-se sobre D e E, definindo-se, assim, a altura f, conforme Figura 22.

Figura 22 — Altura do Triangulo.

Fonte: o autor.
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Modifica-se, agora, a aparéncia da construcdo. Seguindo passos ja mencionados no
problema 02, troca-se 0 nome da altura f para h, da hipotenusa d para a, do cateto c; para c.
Desativa-se a opc¢do Exibir Objeto das retas a e e e dos Pontos A e E. Na circunferéncia,
desativa-se a op¢do Exibir Rotulo e seleciona-se o Estilo Pontilhado. Por fim, para os lados e
a altura do triangulo, na op¢do Exibir Rétulo, seleciona-se Nome & Valor. Para todas as
modificacdes, clica-se duas vezes sobre o objeto desejado, clica-se em Propriedades e

seleciona-se a opgédo desejada. Aparéncia fica modificada, conforme Figura 23.

Figura 23 — Elementos do Triangulo.

a=28.76

Fonte: o autor.

Arrastando-se 0s vértices B ou D, sempre se verifica a desigualdade h < % Encontra-
se uma igualdade quando os catetos sdo iguais, ou seja, quando o triangulo retdngulo for
isdsceles. Para auxiliar essa verificacdo, seleciona-se a ferramenta Texto, clica-se na Janela de

Visualizacdo e constrdi-se a desigualdade h < % conforme Figura 24.

Problema 05
Seja o triangulo ABC de baricentro G. Denotando-se por g,, gp, ¢, as distancias de G

aos lados a, b e c, respectivamente, mostre que se r € o raio da circunferéncia inscrita neste

- A ~ + +
triangulo, entdo Z¢—=%¢ > 3.
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Figura 24 — Triangulo retangulo e isosceles.

Fonte: o autor.

Solucdo: unindo-se 0 ponto G aos Vvértices A, B e C, obtém-se os tridngulos ABG, ACG

e BCG, conforme Figura 25.

Figura 25 — Baricentro G.

Fonte: o autor.

Por propriedades das medianas, os triangulos ABG, ACG e BCG sdo equivalentes, ou

seja, possuem a mesma area. Seja S a area de triangulo ABC, assim:

a.ga _ b.gp — cgc _ S

2 2 2 3

ou seja,

28
a.ga=b.gb=c.gb=?.
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Seja I o incentro do triangulo ABC. A éarea deste triangulo € equivalente a soma das
areas dos triangulos BIC, AIC e AIB, que possuem altura igual a r, raio da circunferéncia
inscrita e bases a, b e c, respectivamente. Entéo,

ar . br  cr (a+b+c)r
S=S4 4=
2 2 2 2

Logo, tem-se que:

(a+b+o)r
a.gq=b.gy=c.gp = 3
De onde segue que:
__ (a+b+O)T
a~— 3a
(a+b+o)Tr
9p =%
€
_ (a+b+o)r

¢ 3¢

Aplicando, em g,, g, € g., a desigualdade entre as médias aritmética e harmonica,
tem-se que:

+gp+ 3
dat gb gc> -

3 =1 1
da 9p 9c
T (a+b+o)r (a+b+o)Tr (a+b+o)Tr i
Substituindo g, =  gp = e g. = ————, encontra-se:
3a 3b 3c
Jat Ibt gc 3
3 = 3a , 3 | 3¢ 1
(a+b+0)r ' (atb+o)r  (at+b+o)r
logo,
Jat gbt gc 3
3 2 3(a+b+c) *
(a+b+o)r
Entéo,

gat g+ 9gc >i_ r
= - ’

3
3 2)
0 que resulta em:

Jat gbt gc >3,
r

Conforme se desejava demonstrar.

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).
As medianas intersectam-se num mesmo ponto, entdo, para a construcao do baricentro
G é suficiente construir a intersecdo de apenas duas medianas. Seguindo 0s passos ja descritos

no problema 02, inicia-se com a construgédo do baricentro G, conforme Figura 26.
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Figura 26 — Baricentro do triangulo.

Fonte: o autor.

Para ndo poluir a construcdo com muitas informac6es, desativa-se a opgdo Exibir
Objeto dos pontos médios D e E e das medianas d e e. Em seguida, seleciona-se a ferramenta
Reta Perpendicular, clica-se sobre o ponto G e sobre o lado a, sobre o ponto G e sobre o lado
b e, ainda, sobre o ponto G e sobre o lado c, definindo-se, assim, as retas f, g e h. Em seguida,
seleciona-se a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos e constroem-se os pontos F, H e I,
intersecOes das perpendiculares f, g e h com os lados a, b e c, respectivamente. Seleciona-se,
ainda, a ferramenta Segmento e constroem-se 0s segmentos GF, GH e GI, nomeando-0s por

ga, gb e gc, respectivamente, conforme Figura 27.

Figura 27 — Distancias do ponto G aos lados do triangulo.

Fonte: o autor.

Desativam-se as opc¢Oes Exibir Objeto das perpendiculares f, g e h e Exibir Rotulo,
dos pontos F, H e I. Segue-se com a constru¢do da circunferéncia de raio r, inscrita no
triangulo ABC. Para isso, seleciona-se a ferramenta Bissetriz, clica-se, na sequéncia, nos

veértices B, A e C e ainda, nos Vértices A, B e C, definindo-se, assim, as bissetrizes i e j.
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Seleciona-se a ferramenta Interse¢cdo de Dois Objetos, clica-se sobre as bissetrizes i e j,
definindo-se assim o incentro J. Seleciona-se, ainda, a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se
sobre incentro J e sobre um dos lados do triangulo, por escolha, o lado b, definindo-se assim a

perpendicular K, conforme Figura 28.

Figura 28 — Incentro do triangulo.

Fonte: o autor.

Em seguida, seleciona-se a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos e clica-se sobre a
perpendicular k e sobre o lado b, definindo-se assim o ponto K. Seleciona-se, agora, a
ferramenta Circulo, dados Centro e Um de seus Pontos, clica-se sobre os pontos | e K,
definindo-se assim a circunferéncia p, inscrita no triangulo ABC. Seleciona-se, ainda, a
ferramenta Segmento e constroi-se o segmento /K, nomeando-o de r, definindo-se assim o

raio da circunferéncia inscrita, conforme Figura 29.

Figura 29 — Raio da circunferéncia inscrita.

Fonte: o autor.
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Em seguida, desativa-se a opgdo Exibir Objeto das bissetrizes i e j e da perpendicular
k, desativa-se a opc¢do Exibir Rétulo dos pontos J e K e do circulo p, além de desativar a

opcédo Exibir Rétulo, seleciona-se o Estilo tracejado, conforme Figura 30.

Figura 30 — Circunferéncia de raio r inscrita no triangulo de baricentro G.

Fonte: o autor.

Agora, com o auxilio da ferramenta Texto, constrdi-se a expressao m > 3,

conforme Figura 31.

Figura 31 — Desigualdade com as distancias do baricentro G.

ga+gb+ge  3.634 4.09 4 4.32

= =3.02>3
r 3.99 -

Fonte: o autor.
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Arrastando-se qualquer um dos vértices do triangulo, observa-se que a desigualdade

dal b7 % > 3 permanece. Encontra-se uma igualdade, quando o baricentro G coincide com o

centro da circunferéncia de raio .

Problema 06

Qual é a area méxima de um retangulo que possui semiperimetro p?

Solucéo: sejam a e b os lados e S a area do retangulo. Tem-se que a + b = p. Assim,
S = a.b. Aplicando, em a e b, a desigualdade entre as médias geométrica e aritmética, tem-se

que:

Vab <2
Ou seja,
Vab<?
Elevando ambos os membros da desigualdade ao quadrado, tem-se:

2
ab<Z
4

A igualdade ocorre se, e somente se, a = b = g, ou seja, quando o retangulo for um

2
quadrado de lado g. Portanto, a area maxima é %.

Outra solugdo: Sejam a e b os lados do retdngulo. Tem-se que a + b = p, ou sgja,
b = p — a. Considerando S a area do retangulo, tem-se que S = a.b. Assim, S = a(p — a),
ou seja, S = S(a) = —a? + pa. A érea é dada por uma funcdo quadratica, cuja representacio
grafica € uma parabola com a concavidade virada para baixo. A parabola apresenta alguns
pontos notaveis, sendo o vértice o ponto onde a funcdo assume o valor maximo ou minimo.

Considere a funcdo quadratica:
fx) =a.x*+b.x+c= a[x2 +Zx +§]
As duas primeiras parcelas dentro dos colchetes sdo as mesmas do desenvolvimento

2
do quadrado (x + %) . Completando o quadrado, pode-se escrever:

2 2 2
fe=al?+2x+5|=alx?+ 2. x -+ =a[(x+i) +
a a 2a a 2a

4qa?

4ac-b?
4a2  4q? ]'

Essa maneira de escrever a fungdo quadratica € chamada forma candnica e tem

algumas consequéncias. No interior dos colchetes, tem-se uma soma de duas parcelas, a
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2
. . . b
primeira dependente de x e a segunda é constante. Como (x + Z) > 0, 0 menor valor dessa

2
soma € atingido quando (x + %) = 0, ou seja, quando x = — % Neste ponto, f(x) também

assume seu valor minimo, se a > 0. Assim, quando a > 0, 0 menor valor assumido por f(x)

é:
f (—_b) _ ﬁ _ z c= b?-2b%+4ac _ 4ac—b?
2a)  4a 2a - 4a T 4a
-b 4ac-b? | .
Sea<0,ovalor f (Z) = —,— € 0 maior dos valores de f(x), para qualquer x €
. . 2 (P p*  p*_p?
R. Portanto, o maior valor da area S(a) = —a“ +pa é S(E) =—— t5 =7 ¢ ocorre
quandoa=b =2

>

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).

Seleciona-se a ferramenta Segmento e clica-se em dois pontos no canto superior
esquerdo da Janela de Visualizagdo, construindo-se assim o segmento AB = a. Em seguida,
seleciona-se a ferramenta Ponto em Objeto e clica-se sobre o segmento AB, construindo-se
assim o ponto C. Novamente, seleciona-se a ferramenta Segmento e constroem-se 0S
segmentos AC = b e BC = c. Abaixo do segmento AB, constrdi-se o ponto D, conforme

Figura 32.

Figura 32 — Construcdo dos segmentos.

[ ]

Fonte: o autor.

Logo apds, seleciona-se a ferramenta Circulo dados Centro e Raio, clica-se sobre o
ponto D e digita-se b na medida do raio, clica-se novamente sobre o ponto D e digita-se ¢ na

medida do raio, construindo-se assim, os circulos d de raio b e e de raio c. Agora, seleciona-
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se a ferramenta Ponto em Objeto e clica-se sobre o circulo d, construindo-se assim o ponto E,

conforme Figura 33.

Figura 33 — Circulos concéntricos.

Fonte: o autor.

Em seguida, seleciona-se a ferramenta Segmento e constrdi-se o segmento DE = f.
Seleciona-se, agora, a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se sobre D e sobre o segmento
DE, clica-se, ainda, sobre E e sobre o segmento DE, construindo-se, assim, as perpendiculares

g e h, conforme Figura 34.

Figura 34 — Construcdo dos circulos.

-/

Fonte: o autor.

Agora, seleciona-se a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos e constroi-se o ponto F,

intersecdo da perpendicular g com o circulo e. Logo apds, seleciona-se a ferramenta Reta
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Perpendicular, clica-se sobre o ponto F e sobre a reta g, construindo-se assim a reta i. Marca-
se, agora, a intersecdo G das retas i e h. Seleciona-se, ainda, a ferramenta Poligono e constroi-

se a regido poligonal DEGF, conforme Figura 35.

Figura 35 — Construcdo do quadrilatero.

N

Fonte: o autor.

Neste momento, pode-se modificar a aparéncia da construgdo. Para todas as
modificagdes, clica-se duas vezes sobre o objeto desejado, clica-se em Propriedades e
seleciona-se a opc¢do desejada. Pode-se desmarcar a op¢do Exibir Objeto, das retas g, h e i,
dos segmentos a e f e dos circulos d e e. Em seguida, para todos os lados do retangulo, na
opcao Exibir Rotulo, seleciona-se Valor. Por fim, modifica-se a posicdo do retangulo,

conforme Figura 36.

Figura 36 — Retangulo com dimensdes vinculadas.

1.8 1.8

Fonte: o autor.
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O retangulo construido possui as medidas dos lados DE = FG equivalentes ao
segmento AC = b e as medidas dos lados DF = EG equivalentes ao segmento BC = c.
Assim, arrastando-se o ponto C, as medidas dos lados sdo alteradas e o semiperimetro do
retdngulo permanece constante. Para acompanhar a variacdo da &rea desse retdngulo com
semiperimetro constante, constroi-se uma Janela de Visualizacdo auxiliar. Para isso, na Barra
de Menus, clica-se em EXxibir e seleciona-se a op¢do Janela de Visualizacdo 2. Seré exibida a

janela, conforme Figura 37.

Figura 37 — Janela de Visualizacéo 2.

» Janela de Visualizagio X]| » Janela de Visualizagio 2 X
A B 6

b c

F 2.7 G

| 3
1.86 1.86
P 2

D 2.7

Fonte: o autor.

Agora, seleciona-se a ferramenta Ponto e clica-se sobre a Janela de Visualizacdo 2,
construindo-se, assim, o ponto H. Em seguida, seleciona-se a ferramenta Mover, clica-se duas
vezes sobre o ponto H, redefinindo-o por (b, poll). Este comando vincula o Eixo X a medida
do segmento b e o0 Eixo Y a medida da area do retangulo DEFG. Novamente, clica-se duas
vezes sobre o ponto H, em Propriedades, habilita-se a opcdo Exibir Rastro. Em seguida,
movimenta-se o0 ponto C em direcdo aos pontos A e B, gerando a imagem, conforme Figura
38.

Percebe-se que a area maxima € atingida quando a medida do segmento b € igual a
medida do segmento c, ou seja, quando as medidas dos lados do retangulo séo iguais. A
solucdo deste problema também foi apresentada por funcdes, entdo, é possivel digitar, na
caixa de entrada, a referida funcdo S(x) = —x2 + px e observar que tracado do grafico

coincide com o rastro obtido na imagem da Figura 38.
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Figura 38 — Variacdo da area do poligono.

» Janela de Visualizacio = [X||» Janela de Visualizagio 2 X
A C B H
*————— o — e
b c 5
\
4
2.31 .
F G \
A
3 )

oee
e
- et

Fonte: o autor.

Problema 07
De todos os retangulos com a mesma medida de diagonal, determine qual tem maior

perimetro e qual tem maior area.

Solucdo: sejam a, b as medidas dos lados e ¢ a medida da diagonal do retangulo,
conforme ilustra a Figura 39.

Figura 39 — Retangulo com diagonal definida.

Fonte: o autor.

Sejam P = 2(a + b) o perimetro e S = ab a &rea do retangulo. Aplicando, em a e b, a

desigualdade entre as médias aritmética e quadratica, tem-se:
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a+b a2+b?
2 2

IA

Pelo Teorema de Pitagoras, tem-se que ¢? = a? + b%. Assim:
atb /f,
2 2

a+b c
— <=
2

ou seja,

=

V2(a+b) < 2c.
Multiplicando ambos os membros da desigualdade por v2, tem-se:

2(a+b) < 2V2c

P < 2/2c.
Pela desigualdade acima, o maior perimetro do retangulo é 2v/2c. Para P = 2+/2c, tem-
Se:
a+b=+2c.

Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade, encontra-se:

(a + b)? = 2¢2.
Como a desigualdade das médias foi aplicada em a e b, a igualdade acima ocorre se, e

somentese,a = b = — = Ve,
V2 2

Portanto, de todos os retangulos com a mesma medida de diagonal ¢, o de maior
V2c

>

perimetro é o quadrado de lados

Falta determinar o retangulo de maior area. Aplicando, em a e b, a desigualdade entre

as médias geomeétrica e aritmética, tem-se:

msa+b

2
Elevando ambos os membros da desigualdade, encontra-se:

2
ab < (a+b) ’
4

ou seja,
4ab < a® + 2ab + b?
2ab < a? + bZ.

Pelo Teorema de Pitagoras, tem-se que c? = a? + b%. Assim:

| %

ab <

logo,

N-l a,
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. . . , n , 2 2
Pela desigualdade anterior, a maior area do retangulo é dada por % Para S = % tem-se:

2

c
ab = —.
2

. 2
Essa igualdade ocorre se, e somente se, a = b = %

Portanto, de todos os retangulos com a mesma medida de diagonal ¢, 0 de maior area
V2c

também é o quadrado de lados -

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).

Inicia-se com a construcdo de um controle deslizante. Para isso, seleciona-se a
ferramenta Controle Deslizante, clica-se, na Janela de Visualizacdo, na posicdo desejada em
que o controle apareca, define-se o intervalo [0,10] e denomina-se de f.

Em seguida, seleciona-se a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo, clica-se em
um ponto qualquer e digita-se f, definindo-se, assim, o segmento AB = a, de comprimento f,

conforme Figura 40.

Figura 40 — Segmento com comprimento fixo.

[ ]
>
IS

®

Fonte: o autor.

Constroi-se um circulo ¢ de didmetro AB. Para isso, seleciona-se a ferramenta Ponto
Médio ou Centro, clica-se sobre o segmento AB, definindo-se, assim, o ponto médio C.
Seleciona-se a ferramenta Circulo dados Centro e Um de Seus Pontos, clica-se, na sequéncia,
sobre os pontos C e A, definindo-se, assim, o circulo ¢, conforme Figura 41.

Logo apos, seleciona-se a ferramenta Ponto em Objeto e clica-se sobre a
circunferéncia, definindo-se, assim, o ponto D, distinto de A e B. Seleciona-se, agora, a
ferramenta Segmento e constroem-se os segmentos AD e BD. Em seguida, seleciona-se a
ferramenta Reta Perpendicular, clica-se, na sequéncia, no ponto A e no segmento AD e ainda

no ponto B e no segmento BD, definindo-se, assim, as retas e e g. Seleciona-se a ferramenta
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Intersecdo de Dois Objetos, clica-se, na sequéncia, sobre as retas e e g, definindo-se, assim, 0

ponto E, conforme Figura 42.

Figura 41 — Circulo de diametro AB.

f=4.95
@

C
U
Fonte: o autor.

Figura 42 — Retangulo de diagonal AB.

Fonte: o autor.

Para finalizar a construcdo do retdngulo inscrito na circunferéncia, seleciona-se a
ferramenta Poligono e constroi-se o retangulo ADBE. Logo apds, seleciona-se a ferramenta
Distancia, Comprimento ou Perimetro e clica-se sobre o retangulo. Seleciona-se, ainda, a

ferramenta Area e clica-se sobre o retangulo, gerando a imagem, conforme Figura 43.
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Figura 43 — Retangulo inscrito.

Area de ADBE =7.86

Fonte: o autor.

Em seguida, modifica-se a aparéncia da construcdo acima. Para todas as modificacoes,
clica-se duas vezes sobre 0 objeto desejado, clica-se em Propriedades e seleciona-se a opc¢éo
desejada. Desativa-se a opgdo Exibir Objeto, das retas e e g, dos segmentos AD e BD, do
ponto C, do Perimetro e da Area. Para a circunferéncia, seleciona-se o Estilo Pontilhado e
desativa-se a opc¢do Exibir Rotulo. No retangulo, nomeia-se o lado AD por a e na opgao
Exibir Rétulo, seleciona-se Nome & Valor, repete-se 0 processo para o lado BD, nomeando-o
por b e para a diagonal AB, nomeando-a por c. Ainda no retangulo, desativa-se a op¢ado Exibir

Rétulo dos lados AE e BE. Com o auxilio da ferramenta Texto, podem-se construir as

’ 2 -
expressOes Perimetro = P < 2v2c e Area = S < -, conforme Figura 44.

Figura 44 — Desigualdades com a area e o perimetro do retangulo.

_,,
1}
LN

C2

Area=5=7.41§8=5

Perimetro = P=11.1 < 11.31 = 2+/2¢

Fonte: o autor.



58

Arrastando-se 0 vértice D, observa-se, nos textos dindmicos, a variacdo da Area e do
Perimetro. Para acompanhar melhor essa variagcdo, como proposto no problema 06, exibe-se a
Janela de Visualizagcdo 2, nesta constroi-se o Ponto F de coordenadas (a, perimetropoll) e o
ponto G de coordenadas (a, poll). Observa-se que, ao realizar essa acao, o0 ponto F descreve a
variacdo do perimetro ao variar um dos lados do retdngulo e o ponto G descreve a variacdo da
area ao variar um dos lados do retangulo. Pode-se, ainda, construir segmentos auxiliares as
coordenadas dos pontos F e G. Em seguida, habilita-se a opcdo Exibir Rastro dos pontos F e

G e movimenta-se o vértice D, gerando a imagem, conforme Figura 45.

Figura 45 — Variacao da area e do perimetro do retangulo.

X

» Janela de Visualizacao X |» Janela de Visualizagdo 2

f=4

121 Perimetro F

Area

|

ATeu:S:SﬁS:E o 7

Perimetro = P=11.31 < 11.31 = 2v/2¢ 0 2 3

Fonte: o autor.

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABD, encontra-se c¢? = a? + b?, ou
seja, b =Vc? —a?.
Assim,

P(a) =2(a+b) =2(a+Vc2—a?)

S(a) =ab = am
sdo, respectivamente, as funcdes que representam o perimetro e a area do retangulo ADBE,
ambos em funcdo do lado AD = BE = a, cuja variacdo é descrita pelo rastro dos pontos F e
G. E possivel variar a medida da diagonal ¢ arrastando o controle deslizante e explorar a

variacdo do perimetro e da &rea para novos retangulos.
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Conforme a Figura 45 tem-se que de todos os retangulos com a mesma medida da
diagonal, neste caso, tomando-se, por exemplo, ¢ = 4, 0 de maior area e o de maior perimetro
é o de lados:

a=b=€f=m5=23&
Ou seja, um quadrado.

Concluséao que é valida para qualquer que seja a medida da diagonal c.

Problema 08

Um quadrado e um triangulo tém areas iguais. Qual deles tem maior perimetro?

Solucdo: sejam a, b e ¢ as medidas dos lados do triangulo e [ a medida do lado do

quadrado, conforme Figura 46.

Figura 46 — Poligonos de areas iguais.

Fonte: o autor.

Seja p 0 semiperimetro do tridngulo. Assim, o perimetro do tridngulo é a + b + ¢ = 2p.

A area do triangulo pode ser determinada pela férmula de Herdo

NCICEIICEIOI D}
O perimetro e a area do quadrado sdo, respectivamente,

I+1+1+1=4l

L.l=12

Como as areas séo iguais, tem-se que:

Jr@ =) - b)(p—c) = 12,

ou seja,

plp—a)lp—-b)p—-c)=1*
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Aplicando, em p, (p —a), (p —b) e (p—c), a desigualdade entre as medias

geomeétrica e aritmética, tem-se:

VP = @)(p = b)(p — ) < PHEIIIRNERS = AEES,

Como a + b + ¢ = 2p, entdo:

V- (p—b)p—o) < TL="

Substituindo p(p — a)(p — b)(p — ¢) = 1*, obtém-se:
VE<?
<
ou seja,

41 < 2p.

Para a possibilidade de igualdade dos perimetros 41 = 2p, encontrar-se-ia:

dl=p+(p-a)+(@-b)+{@-o.
A qual seria possivel se, e somente se:
p=@-a=@-b=0@-o0,
0 que acarretaria em
a=b=c=0.
O que é um absurdo, pois a, b e c sdo as medidas dos lados do triangulo.
Portanto, tem-se que:
4l < 2p,

ou seja, o perimetro do triangulo é maior que o perimetro do quadrado.

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).

Seleciona-se a ferramenta poligono e constrdi-se o triangulo ABC de lados a, b ¢ c,

conforme Figura 47.

Figura 47 — Tridngulo de lados a, b e c.

Fonte: o autor.
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a+b+c
2

Em seguida, no campo de Entrada, digita-se , sequido de um Enter, definindo-se,

assim, na Janela de Algebra, o nimero d que representa o semiperimetro do triangulo, ou seja,

a+b+c
2

d =

Logo apos, no Campo de Entrada, digita-se:
sqrt(d(d —a)(d — b)(d — ¢)),
seguido de um Enter, definindo-se, assim, na Janela de Algebra, o nimero e, que representa a

area do triangulo, ou seja,

e =./d(d —a)(d — b)(d — c).

Agora, deseja-se construir um quadrado com a mesma area e do triangulo. Como a
area do quadrado é 2, tem-se que [? = e, ou seja, | =+/e. Assim, a medida do lado do
quadrado deve ser v/e. Entdo, no campo de Entrada, digita-se sqrt(e), seguido de um Enter,
definindo-se assim, na Janela de Algebra, o nimero £, que representa a medida do lado do
quadrado que se deseja construir, ou seja,

f=e

Logo apds, seleciona-se a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo, clica-se na
Janela de Visualizacdo e no campo Comprimento digita-se f, definindo-se assim o segmento
DE = g, com a mesma medida do numero f. Seleciona-se, agora, a ferramenta Poligono
Regular, clica-se sobre os pontos D e E e no campo Vértices, digita-se 4, definindo-se, assim,

0 quadrado DEFG, conforme Figura 48.

Figura 48 — Quadrado de mesma érea.

pol2

B & C D

Fonte: o autor.

Agora, seleciona-se a ferramenta Area, clica-se sobre o Triangulo e sobre o Quadrado,

definindo-se, assim, os Textos com as medidas das Areas de cada Poligono. Percebe-se que as
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areas sdo iguais e, ainda, arrastando-se qualquer um dos vértices do triangulo, observa-se que
as areas sempre serdo iguais, ou seja, os poligonos sdo equivalentes. Falta explorar os
perimetros. Entdo, seleciona-se a ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro, clica-se
sobre o Triangulo e sobre o Quadrado, definindo-se, assim, os Textos com as medidas dos
Perimetros de cada Poligono. Percebe-se que o perimetro do tridngulo é maior que o
perimetro do quadrado. Modifica-se a aparéncia dos Textos, conforme Figura 49.

Figura 49 — Areas e perimetros dos poligonos.

pol2

E

B C D g
a
Area de DEFG = 16.03

Areade ABC =16.03 :
Perimetro de ABC = 19 19 Perimetro de DEFG = 16.01

Fonte: o autor.

Pode-se arrastar novamente qualquer um dos vértices do triangulo e observar a
desigualdade entre os perimetros. Conclui-se que, para quaisquer valores de a, b e ¢, tem-se
4] < 2p.

Portanto, entre um quadrado e um triangulo de areas iguais, o triangulo tem maior
perimetro.

A escolha dos procedimentos apresentados nesta construcdo teve como objetivo
apresentar uma funcionalidade diferente, que o aplicativo oferece. Porém, a construcao
também pode ser explorada utilizando a régua e compasso eletrdnicos, em substituicdo aos
convencionais, conforme os procedimentos descritos na sequéncia.

Sejam b e h, respectivamente, as medidas da base e da altura do triangulo ABC e seja [
a medida do lado do quadrado. Como as areas sao iguais, tem-se que:

bh
2 =0

I = /b.ﬁ.
2

7 ST S . h
Observa-se que [ é a média geométrica entre as medidas b e >

ou seja,
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Das relagcBes métricas no triangulo retdngulo, tem-se que a altura relativa a hipotenusa
y JORT o - ~ - . h
é a média geométrica das projecdes dos catetos sobre a hipotenusa. Considerando b e 5 as

projecdes dos catetos de um tridngulo retangulo sobre a hipotenusa, tem-se que:

[ = /b.ﬁ
2

é a altura relativa a hipotenusa de medida b + g

No aplicativo, seleciona-se a ferramenta Poligono e constrdi-se um tridngulo qualquer
ABC, denominando a base de b. Para a construcdo da altura h, relativa ao lado b, seleciona-se
a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se sobre o vértice B e sobre o lado AB, definindo-se,

assim, a reta f. Seleciona-se a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos, clica-se sobre f e sobre
o0 lado AB, definindo-se assim o ponto D. Para definir a medida % seleciona-se a ferramenta
Ponto Médio e constrdi-se 0 ponto E, médio do segmento BD, definindo-se assim, DE =

BE = g conforme Figura 50.

Figura 50 — Triangulo de base b.

Fonte: o autor.

Em seguida, seleciona-se a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo e

constroem-se 0s segmentos FH de comprimento AC = b e FG de comprimento AC + DE =
b+ % Seleciona-se a ferramenta Circulo dados Centro e Raio e constréi-se a circunferéncia d,

de centro F e raio AC = b. Seleciona-se a ferramenta Interse¢do de dois Objetos e constroi-se

0 ponto H, intersecdo de d com FG. Seleciona-se, ainda, a ferramenta Semicirculo Definido
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por Dois Pontos, clica-se sobre os pontos F e G, definindo-se assim a semicircunferéncia e,

conforme Figura 51.

Figura 51 — Construcdo da semicircunferéncia.

Fonte: o autor.

Agora, para determinar a altura do triangulo inscrito na semicircunferéncia e que um
dos lados é o didmetro, seleciona-se a ferramenta Reta Perpendicular e constréi-se, passando
por H, a reta h, perpendicular a FG. Seleciona-se a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos e

constrdi-se o ponto I, intersecdo do arco e com a perpendicular h, conforme Figura 52.

Figura 52 — Construcdo do triangulo tangente ao semicirculo.

Fonte: o autor.



65

Observa-se que 0 segmento HI € a altura do triangulo FGI, retangulo em I. Observa-

se, ainda, que os segmentos FH = AC = b e HG = g sdo as projecdes dos catetos FI e GI,

respectivamente, sobre a hipotenusa FG = b + g Assim, tem-se que | = HI é a medida do

lado do quadrado de mesma area do triangulo ABC. Falta construir tal quadrado. Para isso,
seleciona-se a ferramenta Circulo dados Centro e Raio e constroi-se a circunferéncia k, de
centro H e raio HI = L. Seleciona-se a ferramenta Intersecdo de dois Objetos e constroi-se 0
ponto /, intersecdo de k com FG. Seleciona-se a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se sobre
0 ponto I e sobre a reta h, definindo-se, assim, a perpendicular [; clica-se, ainda, sobre o
ponto / e sobre o segmento FG, definindo-se, assim, a perpendicular m. Seleciona-se a
ferramenta Intersecdo de Dois Objetos e constréi-se 0 ponto K, intersecdo das perpendiculares
[ e m. Seleciona-se a ferramenta Poligono e constrdi-se o quadrado HIK], conforme Figura
53.

Figura 53 — Construcdo do quadrado de lado L.

ta

Fonte: o autor.

Como sugerido na primeira proposta de construcdo deste problema, definem-se 0s
Textos com as medidas das Areas e dos Perimetros de cada Poligono, observando-se que as
areas sao iguais. Arrastando-se qualquer um dos Vvértices do tridngulo, observa-se que 0s
poligonos sempre sdo equivalentes e que o perimetro do triangulo sempre é maior que o
perimetro do quadrado. Pode-se ainda modificar a aparéncia da construcdo, gerando a

imagem, conforme Figura 54.
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Figura 54 — Desigualdade entre os perimetros.

Area de ABC = 1147 | Areade HIKJ=1147

Perimetro de ABC =16.29

'\ Perimetro de HIKJ = 13.55
\

Fonte: o autor.

Conclui-se que, para quaisquer valores de a, b e ¢, tem-se:
4l <a+b+c,

ou seja, entre um quadrado e um triangulo de areas iguais, o triangulo tem maior perimetro.

Problema 09
Em um tridngulo equilatero de lado [, inscreve-se um retangulo de modo que um de
seus lados fique sobre um dos lados do triangulo. Admitindo-se o retdngulo de maior area

possivel, determine, em funcéo de [, as medidas dos lados deste retangulo.

Solucdo: sejam ABC o triangulo equilétero de lado [ e DEFG o retangulo inscrito no

triangulo, conforme enunciado. A representacdo do problema é apresentada na Figura 55.

Figura 55 — Triangulo equilatero.

Fonte: o autor.

Sejam AD =BG =x, DE=FG =y e CH = ? a altura do triangulo ABC, relativa

ao Vvértice C, conforme Figura 56.
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Figura 56 — Retangulo inscrito no triangulo.

Fonte: o autor.

Pelo caso AAA (Angulo, Angulo, Angulo), os tridngulos AHC e ADE s&o

semelhantes. Assim,

b _ DE
AH ~ CH'
ou seja,
x _ Yy
=W
2 2
Logo,
y=x\/§.

Sejam z = (I — 2x) e y = x/3, as medidas dos lados do retdngulo DEFG € S a sua
area, ou seja,
S=(-2x).y=xV3( - 2x).
Aplicando, em [ e 2x, a desigualdade entre as médias geométrica e aritmética, tem-se:

1+2
l.2x < Tx

Elevando ambos os membros da desigualdade ao quadrado, encontra-se:

2% < (1+2x)?
. =—

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por +/3 e substituindo [ por
l — 2x > 0, encontra-se:
V3(l —2x)2x < V3U-2x+22)?
Assim,

3l - 20 <28,
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ou seja,

1243
S < 5

. , n . . , 124/3 .
Portanto, a maior area do retangulo Inscrito e T\/—. A55|m,

xV3(l — 2x) =12T\/§.
Logo,

lZ
x(l—2x) = 5
1

Essa igualdade ocorre se, e somente se, x = "

Portanto, as medidas dos lados do retangulo de maior area sao:

Z=(l—2x)=(l—zzl):é

y=xV3= %.

Outra solucédo: pela semelhanca de triangulos, ja estd definido que as medidas dos

lados do retangulo sdo z = (I — 2x) e y = x+/3, € a area é dada por:
S=(-2x).y =xV3( — 2x).
Assim,
S = xv3(l — 2x) = —2/3x? + I\/3x ,
ou seja,
S(x) = —2v3x2 + I/3x

é uma funcédo quadratica, cuja representacdo grafica é uma parabola com a concavidade virada
para baixo. Como ja citado no problema 06, considerando a fun¢do quadratica:

f(x)=a.x?+b.x+c,

quando a < 0, f(x) assume seu valor maximo no ponto x = _%'

Portanto, o maior valor da &rea S(x) = —2v3x? + [/3x é

$(3)=-2/3() + 135 =57
:,

€ ocorre quando X= 2

Portanto, as medidas dos lados do retangulo de maior area séo:

21 l

z=(-20=(1-%)=3

2
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Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).

Seleciona-se a ferramenta Controle Deslizante, clica-se sobre a Janela de Visualizagdo
e define-se o intervalo em, por exemplo, [0,20]. Repete-se o procedimento, definindo-se,
assim, os controles a e b. Seleciona-se a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo, clica-
se sobre a janela de visualizacdo e digita-se a na opg¢do comprimento, definindo-se, assim, o
segmento AB = ¢ de comprimento vinculado ao controle deslizante a. Em seguida, seleciona-
se a ferramenta Poligono Regular, clica-se em A e B e digita-se 3 na opgdo Veértices,
definindo-se, assim, o tridngulo equilatero ABC de medida do lado vinculada ao controle
deslizante a. Novamente seleciona-se a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo, clica-
se sobre o ponto A e digita-se b na opcdo comprimento, definindo-se, assim, sobre AB 0

segmento AD = g, conforme Figura 57.

Figura 57 — Triangulo Equilatero com lados vinculados.

pol1

Fonte: o autor.

Em seguida, seleciona-se a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se sobre o ponto D e
sobre o segmento c, definindo-se, assim, a reta h. Seleciona-se a ferramenta Intersecdo de
dois objetos, clica-se sobre h e sobre o lado AC, definindo-se, assim, sobre AC o ponto E.
Seleciona-se novamente a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se sobre o ponto E e sobre a
reta h, definindo-se, assim, a reta i. Seleciona-se novamente a ferramenta Intersecdo de dois
objetos, clica-se sobre i e sobre o lado BC, definindo-se, assim, sobre BC o ponto F.
Seleciona-se a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se sobre o ponto F e sobre a reta i,
definindo-se, assim, a reta j. Seleciona-se a ferramenta Intersecdo de dois objetos, clica-se
sobre j e sobre o lado AB, definindo-se, assim, sobre AB o0 ponto G. Seleciona-se ainda a

ferramenta Poligono e constrdi-se o retangulo DEF G, conforme Figura 58.
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Figura 58 — Intersecéo de retas perpendiculares.

a=6 h i
® c
b=2
-
E F
i =
pol2
d f
{ ! pol
A ¢ 91 B
9D c G

Fonte: o autor.

Arrastando-se o controle deslizante b, alteram-se apenas as medidas dos lados do
retangulo inscrito e, arrastando-se o controle deslizante a, alteram-se as medidas dos lados do
tridangulo equilatero e consequentemente também as medidas dos lados do retangulo inscrito.
Pode-se, agora, explorar a semelhanca entre os tridangulos. Entéo, seleciona-se a ferramenta
ponto Médio e clica-se em A e em B, definindo-se, assim, o Ponto médio H. Seleciona-se a
ferramenta Segmento e clica-se sobre C e H, definindo-se, assim, a altura k do triangulo ABC,
relativa ao vértice C. Seleciona-se, agora, a ferramenta Angulo e constroem-se as medidas dos

angulos EDA, DAE, AED, CHA e ACH, conforme Figura 59.

Figura 59 — Angulos internos do triangulo.

a=13.4 h C i
L
b=3.6
® 30°
k
E F
[ &1
30°
pol2
pol1
d, f
60°  90° 90°
A & 9 » B
g
D H G
(o}

Fonte: o autor.
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Arrastando-se os controles deslizantes a ou b, percebe-se que sempre EDA = CHA =
90°, AED = ACH =30° e DAE = HAC = 60°. Assim, pelo caso AAA (Angulo, Angulo,

Angulo), os triangulos AHC e ADE s&o semelhantes. Da relacdo de semelhanca %=%

encontra-se DE = AD.+/3, ou sgja, % = /3. Com o auxilio da ferramenta Texto pode-se inserir

esta relagédo na Janela de Visualizag&o.

Modifica-se, agora, a aparéncia da construgdo. Para isso, desativa-se a opgdo Exibir
Obijeto das retas h, i e j e do segmento c; desativa-se a op¢do Exibir Rotulo da altura k, dos
lados DG e FG, dos angulos EDA e CHA e ainda do triangulo e do retangulo. Segmentos DE,
EF e AD, na opcdo Exibir Rotulo, seleciona-se Valor. Seleciona-se, ainda, o Estilo Tracejado
para a altura CH, conforme Figura 60.

Figura 60 — Tridangulos semelhantes.

a=6
® DE 295
= —— =" —
b=13 AD 13 B=V3
™
c
304
e 5 :
3.4
309
2.25 i
A 6?3 = °Fb
3D H G

Fonte: o autor.

Falta explorar a variacdo da area do retangulo inscrito. Como proposto no problema
06, exibe-se a Janela de Visualizagdo 2, nesta constroi-se o ponto I de coordenadas (b, pol2).
Observa-se que ao realizar essa acdo, o ponto I descreve a variacdo da area do retangulo
DEFG ao variar o controle deslizante b, que consequentemente altera a medida dos lados do

retdngulo. Para o ponto I, habilita-se a opcdo Exibir Rastro, seleciona-se Valor na opcao
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Exibir Rétulo e ainda podem-se construir segmentos auxiliares as coordenadas do ponto,

conforme Figura 61.

Figura 61 — Area do retangulo inscrito no triangulo.

Fonte: o autor.

» Janela de Visualizacao
a=6
* DE 225
b=13 —— = 173=3
° AD 1.3
C
30
E F
34
30
2.25
A 4 60° [] [l » B
1.3p H G

» Janela de Visualizagdo 2

12

(1.3, 7.66)

E possivel variar a medida do lado do tridngulo equilatero arrastando o controle

deslizante a e explorar a variacao da area para qualquer triangulo equilatero.

Sendo a = 6, arrastando o controle deslizante b, observa-se a variacdo da area do

triangulo, conforme Figura 62.

Figura 62 — Variacdo da area do retangulo inscrito no tridngulo.

» Janela de Visualizagdo
a=6
-

b=15
-

Fonte: o autor.

DE

AD

C

2.508
1.5

1.732 =3

» Janela de Visualizagao 2

12

(1.5, 7.794)

.
.

e,

o*
o
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O rastro do ponto I descreve a variacdo da area S do retangulo DEFG, definida por
S(x) = —2v3x? + I\/3x, sendo x a medida do segmento AD e [ a medida do lado do triangulo

ABC. Conclui-se que a area maxima do retangulo é atingida quando AD = %, ou seja, quando

l AB A ~
x = Sendo AD = - 08 lados do retangulo sdo:

pG=2-!
2 2
e
DE:AD,\/_:AB"EZE.
4 4
Assim a area maxima é:
2
SZL.Ezﬂl
2 4 8

Observando a Figura 62, tem-se que [ =6 € x :E: 1,5. Com isso, os lados do

retdngulo DEFG sao:

l
EF=DG==-=-=3
2

DE=FG=¥=64—\/§=2,598.

Nessas condices, a area S = 3 - 2,598 = 7,794 é maxima.
4.2 PROBLEMAS ENVOLVENDO GEOMETRIA ANALITICA.

Problema 10
Considere a circunferéncia de equacgdo x2 + y? = r2, sendo r a medida do raio. Qual
é o maior valor que a soma das coordenadas de um ponto, pertencente a circunferéncia, pode

assumir?

Solucdo: sejam x e y as coordenadas de um ponto pertencente a circunferéncia. Para
que a soma das coordenadas assuma o maior valor real possivel, deve-se considerar x > 0 e
y >0, ou seja, um ponto pertencente ao primeiro quadrante. Aplicando, em x e y, a

desigualdade entre as médias aritmética e quadréatica, obtém-se:

x+y xZ+y2  Nr?
2 = 2 V2

Entao,
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2r
< ==
xX+y< 75 rv2.
Portanto, o valor méximo que a soma das coordenadas pode assumir é x +y = rv2.

Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade x + y = r+/2, encontra-se:
(x +y)2=2r2,

. 2
A igualdade ocorre se, e somente se, x =y = %

Outra solucéo: sejam x e y as coordenadas de um ponto pertencente a circunferéncia
de equacdo x? + y> =r? e S = x + y a soma das coordenadas desse ponto. Para que a soma
das coordenadas assuma o maior valor real possivel, deve-se considerar x > 0 e y > 0, ou
seja, um ponto pertencente ao primeiro quadrante. Isolando o y na equagdo x? + y? = r2,
encontra-se:

y=VrE-—x2,

Assim,

S=x+y=x+Vrz—x2 =5(x).

Assim, S é uma funcdo de x. Usando ferramentas do Calculo, analisam-se os pontos
criticos da funcéo S(x).

No célculo da derivada primeira, obtém-se:

-2

, _ X 4 x
S =1+ =1 -

Para funcgdes derivaveis, os candidatos a extremos locais sdo 0s pontos onde a fungéo

derivada se anula. Nem todo ponto de derivada nula é extremo local. Portanto, encontrando 0s
pontos onde a derivada se anula, se obtém os candidatos a extremos locais.
Assim, fazendo S’ (x) = 0, encontra-se:
x == a2
Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado, obtém-se:

2

x% =r?—x?

2x2 =12,

. . , -~ 2
Isolando o x da igualdade acima, obtém-se o ponto critico x = %—

O ponto x = %7 é candidato a extremo local da funcéo S.

Sendo S uma funcdo derivavel em um intervalo aberto I e ¢ € I, tal que S'(c) = 0,
tem-se, pelo Teste da Derivada Segunda, que se S”'(c) existe e S"(c¢) < 0, entdo, S possui um

méximo local em c.
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Assim, no célculo da derivada segunda obtém-se:

2
VrZ 242X
Sll(x) _ 2yr2-x2 _ r2
- 72 (r2—x2)VrZ—xZ '
(Vr2—x2)

Substituindo o ponto critico x = % na derivada segunda S (x), obtém-se:

5 ()=~ = -2

> —2—=—T<0.

()
vz

Conclui-se que S(x) possui um valor maximo em x = -

Assim,

2 /2
y=vVr2—x?= |r2 ——=—,

2 2
Para a soma x + y, tem-se:

S=r2£+$=r\/7.

Portanto, 0 maior valor que a soma das coordenadas pode assumir é /2 e ocorre
vz

quando x =y = —~.

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).

No Campo de Entrada, digita-se o comando A = (0,0) seguido de um Enter,
construindo-se, assim, o ponto A na origem do plano cartesiano. Seleciona-se a ferramenta
Controle Deslizante e constrdi-se o Controle a de intervalo [0,10]. Em seguida, seleciona-se a
ferramenta Circulo dados Centro e Raio, clica-se em A e digita-se a na medida do Raio,
construindo-se, assim, o circulo ¢ de centro na origem e raio vinculado ao Controle Deslizante

a, conforme Figura 58.

Figura 63 — Circulo dados centro e raio.

f‘ﬂ)
"
N

Fonte: o autor.
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Logo apds, seleciona-se a ferramenta Ponto em Objeto e clica-se em ¢, construindo-se
assim o ponto B. Agora, seleciona-se a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se em B e sobre
0 eixo y, novamente em B e sobre 0 eixo X, construindo-se, assim, as retas b e d. Seleciona-
se a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos, clica-se em b e no eixo y e ainda em d e no eixo
X, construindo-se, assim, os pontos C e D. Seleciona-se a ferramenta Segmento e constroem-

se 0s segmentos BC = e, AB = f e BD = g, conforme Figura 64.

Figura 64 — Ponto pertencente a circunferéncia.

Fonte: o autor.

Modifica-se, agora, a aparéncia da construcdo. Desativa-se a opcao Exibir Objeto das
retas b e d, desativa-se a op¢do Exibir Rotulo dos pontos C e D, nomeia-se 0 segmento AB
por r. Entre diversos comandos que o GeoGebra possui, por opcao, ao invés de trabalhar com
as ferramentas Ponto e Rastro, utiliza-se 0 comando Funcdo para obter a representacédo grafica
da soma das coordenas do ponto pertencente a circunferéncia. O comando tem a seguinte
sintaxe:

Funcdo[ < Fungdo >, < Valor de x Inicial >,< Valor de x Final >].

Entdo, para melhor visualizacdo, como proposto no problema 06, exibe-se a Janela de
Visualizacdo 2. Com ela ativa, digita-se no Campo de Entrada o comando f(e) = Fungio[e +
sqrt(r*2 —e”"2),0,10].

Aparecerd, na Janela de Visualizacdo 2, o grafico da funcéo:

fe)=e+ V2 —e?,

definido no intervalo [0,10], sendo e a abscissa, conforme Figura 65.
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Figura 65 — Soma das coordenadas do ponto B.

X

b Janela de Visualizagdo X]|» Janela de Visualizagao 2
a=4
& 6

Fonte: o autor.

Em seguida, seleciona-se a ferramenta Caixa para Exibir / Esconder Objetos, clica-se
na Janela de Visualizacdo 1, em Legenda digita-se gréafico, seleciona-se o objeto Funcédo f e
clica-se em aplicar. Esse comando permite ativar e desativar o grafico da Funcdo f. No
Campo de Entrada, digita-se e + g, definindo-se, assim, na Janela de Algebra, o nimero i,
que indica a soma das coordenadas do ponto B. Agora, clica-se na Janela de Visualizacédo 2,
seleciona-se a ferramenta Ponto e constroem-se 0s pontos E e F. Redefinem-se E por (e, i) e
F por (g, 1), assim, a abscissa do ponto E fica vinculada a abscissa do ponto B, a abscissa do
ponto F a ordenada do ponto B e as ordenadas de E e F vinculadas a soma das coordenadas
do ponto B. Seleciona-se, agora, a ferramenta Extremum e clica-se sobre o gréfico de f,

definindo-se assim o ponto G, extremo valor da funcéo, conforme Figura 66.

Figura 66 — Valor extremo da soma das coordenadas do ponto.

» Janela de Visualizagio o [X]| » Janela de Visualizaggo 2 X
36= 4 Soma das Coordenadas
[/]Grafico .
G E
¢ F
5
2
e B 4
f
r
9 3
3 B
2
1
0 Coordenadas
IR 09 7 3 4 5 5 T 8 3

Fonte: o autor.
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Para o caso em que r = 6, arrastando-se o0 ponto B, observa-se, no grafico, que a soma
das coordenadas atinge o valor maximo quando E = F, ou seja, quando a abscissa for igual a
ordenada do ponto. Para visualizar a medida das coordenadas do ponto, na opgdo Exibir
Rétulo, seleciona-se Nome & Valor para 0s segmentos e e g. Neste caso tem-se:
x+y=rV2=6V2 =848,
Essa igualdade ocorre se, e somente se,

x=y=22=3V2=1424,

conforme imagem da Figura 67.

Figura 67 — Variacdo da soma das coordenadas do ponto.

» Janela de Visualizacdo [X]| » Janela de Visualizag3o 2 X
a=6 10 Soma das Coordenadas
& ] Gréﬂco F E
| /;\
6
f
4
3 2
il Coordenadas
-2 i 2 4 5 ] 10 12 14 16
-2
-4
-8

Fonte: o autor.

Problema 11

Determine as dimensdes do retangulo de area maxima, com seus lados paralelos aos

xZ 2

eixos coordenados, que esteja inscrito em uma elipse de equagéo — y—z =1.
a b

Solucdo: seja S = 2x.2y = 4xy a area do retangulo inscrito na elipse. A Figura 68

representa a situagcdo, conforme o enunciado.



Figura 68 — Retangulo inscrito na elipse.

2b

Fonte: o autor.

Se:

Yy
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Aplicando, em z e, a desigualdade entre as médias geométrica e quadratica, obtém-

EREES

2
Substituindo 2—2 t:= 1 na inequag&o acima, obtém-se:

Elevando ao quadrado ambos os membros da desigualdade /ﬁ < \E obtém-se:

Sendo S = 4xy, obtém-se:

N |-

=S <

4ab
Ou seja,

S < 2ab.

Logo, a &rea maxima é S = 2ab e ocorre se, e somente se,

H-0)=-%

de onde segue que:
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Portanto, as dimensdes do retangulo de &rea maxima s&o:

2x = av2

2y = bv/2.
Outra solucéo: da relagdo Z—z + Z—j =1, paray > 0, obtém-se:
y =2VaZ = xZ. (8)

Substituindo (8) em S = 4xy, encontra-se:

S =4x -gm.
Assim, a area do retangulo é determinada pela fungéo:

S(x) ==2VaZ =22,
Usando ferramentas do Calculo se analisam os pontos criticos da funcéo S(x).

No célculo da derivada primeira, obtém-se:

, _4b 7 | 4bx  —2x _4b( > > x? )
S'(x) = a\/a x% + e el va? —x =)

Como citado no problema anterior, encontrando os pontos onde a derivada se anula,

obtém-se os candidatos a extremos locais. Fazendo S’(x) = 0, encontra-se:

ﬂ(m_x_z) — 0.

a vaz—x2
Ou seja,
2
o2 — 2 = %
Y e
x? = a? — x2.
Entéo,
2
a
x? ==

Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros da igualdade, encontra-se:

a? av2
X = |[—=—
2 2

Assim, 0 ponto x = %ﬁ é candidato a extremo local da funcéo S.

No célculo da derivada segunda, obtém-se:

2
JaZ oz Xo(=X)
S (x) = 2B (=% ap [ PN X ——3
=\ =
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Ou seja,

$'() == [((zz _j:)(ﬁ/aZxZ;Z) B vazx—xz]
S"(x) = (Wi;%:J

Substituindo o ponto critico x = aTﬁ na derivada segunda S"' (x), obtém-se:

/ &Q

avz \ —a3«/—
_4b 2 3(2) _
( ) “l\ ar /az r/ ( )

(D)2

Como a derivada segunda no ponto critico existe e ainda S”’ ( \/_) < 0, pelo Teste da

Ou seja,

a2

Derivada Segunda, conclui-se que S(x) possui um valor maximo em x = -

2
Parax = %_ tem-se:

b b / 2
y:—\/az—xzz— a—:—
a a 2
Assim, as dimensdes do retdngulo de area maxima séo:

2x = a2
2y = bV/2.

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao):

Seleciona-se a ferramenta Controle Deslizante e constroem-se os Controles a e b,
ambos de intervalo [0,20]. Em seguida, no campo de Entrada, digita-se:

2 2
S+ =1,

definindo-se, assim, a elipse c, vinculada aos controles a e b. Seleciona-se a ferramenta
Ponto em Objeto e clica-se sobre a elipse no primeiro quadrante, definindo-se, assim, 0 ponto
A. Seleciona-se a ferramenta Reta Paralela, clica-se sobre A e sobre o Eixo Y, definindo-se,
assim, a reta d, clica-se, ainda, sobre A e sobre o Eixo X, definindo-se, assim, a reta e,

conforme Figura 69.
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Figura 69 — Elipse vinculada a controles deslizantes.

-7 -6 -5

Fonte: o autor.

Em seguida, seleciona-se a ferramenta Ponto em Objeto e no segundo quadrante clica-
se sobre a intersecdo da reta e e da elipse c, definindo-se, assim, o ponto B. Seleciona-se a
ferramenta Reta Paralela, clica-se sobre B e sobre o Eixo Y, definindo-se, assim, a reta f.
Seleciona-se a ferramenta Ponto em Objeto e no terceiro quadrante clica-se sobre a intersecao
da reta f e da elipse c, definindo-se assim, o ponto C. Seleciona-se a ferramenta Reta
Paralela, clica-se sobre C e sobre o Eixo X, definindo-se, assim, a reta g. Seleciona-se a
ferramenta Ponto em Objeto e no quarto quadrante clica-se sobre a intersecdo da reta g e da
elipse c, definindo-se, assim, o ponto D. Seleciona-se a ferramenta Poligono e constroi-se o

retdngulo ABCD, conforme Figura 70.

Figura 70 — Retangulo de lados paralelos aos eixos coordenados.

a=4 f 5 g
b=25 c
. B 281 A
e
1
b 0 d
-7 6 -5 ] -2 -1 0 1 2 3
-1
g
C -2f1 D

Fonte: o autor.
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Modifica-se, agora, a aparéncia da construgdo. Para isso, desativa-se a opgdo Exibir
Objeto das retas d, e, f e g e desativa-se a opgao Exibir Rotulo dos lados AB, BC, CD e AD.

Para explorar a variacdo da area do retangulo inscrito, como sugerido no problema 06,
exibe-se a Janela de Visualizacdo 2. Nesta, utiliza-se o comando Funcdo para obter a
representacdo grafica da do retangulo ABCD. Entdo, no Campo de Entrada digita-se o
comando:

S = Funcao[(4bx/a)sqrt(a™2 — x"2),0,20]
Aparecera, na Janela de Visualizacdo 2, o grafico da funcdo éarea S(x) =

4%’C\/a2 — x2, do retangulo ABCD, definido no intervalo [0,20], sendo a e b os controles

deslizantes vinculados, conforme Figura 71.

Figura 71 — Gréfico da variacdo da area do retangulo.

» Janela de Visualizagio [X]| » Janela de Visualizagio 2 X
¥
8
h=5 @
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c
B
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B B 4 2 |0 2 4 8 & 10 12 14 15 18
C D
-5
-20
-8
10 -40

Fonte: o autor.

Agora, seleciona-se a ferramenta Intersecdo de dois Objetos, clica-se sobre o segmento
AB e sobre o Eixo Y, definindo-se, assim, o ponto E. Seleciona-se a ferramenta Segmento e
constroi-se o0 segmento AE = h. Em seguida, seleciona-se a ferramenta Ponto e clica-se sobre
a Janela de Visualizagdo 2, construindo-se, assim, o ponto F. Em seguida, seleciona-se a

ferramenta Mover, clica-se duas vezes sobre o ponto F, redefinindo-o por (h, poll). Esse
2 2
comando vincula o Eixo X & medida x da elipse z—z + % =1 edaéreaS(x) = 4i’Tx\/az —x2e

ainda, o Eixo Y a medida da area S(x) = 4i’Tx\/aZ — x?, do retangulo ABCD.
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Com o auxilio da ferramenta Texto, digita-se, na Janela de Visualizacdo, a expressdo
Z—z + Z’—j =1 e com a ferramenta Caixa para Exibir \ Esconder Objetos, clica-se na Janela de
Visualizagdo, em Legenda digita-se Elipse, seleciona-se o Objeto textol e clica-se em
Aplicar, definindo-se assim a Caixa Elipse, que exibe ou esconde a expressao z—z + 2’—2 =1.
Repete-se 0 processo, para a construcdo da Caixa Area, na Janela de Visualizacdo 2, que

. ~ 4b . .
exibe ou esconde a expressdo S(x) =Tx\/a2—x2, construida como texto2. Por fim,

constroem-se os textos com as medidas x e y, conforme Figura 72.

Figura 72 — Variacdo da area do retangulo inscrito na elipse.

» Janela de Visualizagao X[ » Janela de Visualizago 2 X
a=4 4 2 p) .
oy /|Elipse| 25 dbr 5 j
. St =1 ¥ S(2) = — Vi~ 2* = 15.29 V/]Area
= < 3
-

Fonte: o autor.

Arrastando-se o Controle Deslizante a, altera-se o comprimento do eixo focal 2a da
elipse. Arrastando-se o Controle Deslizante b, altera-se 0 comprimento do eixo vertical ndo
focal 2b. Alterando-se qualquer um dos eixos, consequentemente, altera-se a posi¢do do
gréafico que representa a variacdo da Area S. Arrasando-se o vértice A, do retangulo ABCD,
altera-se a posicéo do Ponto F, o qual indica a medida da Area S. Pode-se Exibir ou Esconder
o texto Elipse e o texto Area clicando-se, respectivamente, em suas Caixas.

Para explorar o enunciado do problema, define-se o valor do Controle a, define-se o
valor de Controle b, arrasta-se o vértice A do retangulo e observa-se, na Janela de
Visualizacdo 2, a variacdo do ponto F. Definindo-se a =4 e b = 2, encontra-se a area

maxima quando:
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x =22 =2V2 =283
y="2=VZ=141.
Para estas medidas de x e y encontra-se a area:

S(x) =*=Va? =xZ = 4V2.V8 =44 = 16,

conforme ilustra a Figura 73.

Figura 73 — Area maxima do retangulo.

» Janela de Visualizagio X[ » Janela de Visualizagdo 2 X
a=4 4 2 9 -
=y +/|Elipse| 25 4bx - - i
_6 =z + =i 1 P S(x) = i Va—az? =16 Area
b=2 3 a
-
c 20
B E A F
1 h 15
0 q
3 2 1 0 1 2 3 10
-1
o] D 518
-3 0
y =141 r =283 0 ! 2 3 4 5 & U
-4
-5
4

Fonte: o autor.

Pelos célculos efetuados na desigualdade entre as médias geomeétrica e quadratica, foi
concluido que a area maxima pode ser determinada pela expressdo S = 2ab. Assim, conforme
a Figura 73 tem-se que:

S=2ab=242=16,
a qual ocorre quando
(z) _nz_vz_ (z)

a 4 2 b/’
2 2
Explorando o caso em que a = b, conclui-se que a elipse de equacéo % + % =1éum
circulo de equacdo x? + y2 = a? = b? e o retangulo de area maxima é um quadrado de

dimensdes 2x = 2y, tais que:
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Problema 12

Seja a parabola de equacdo y = b+ ax?, com a<0 e b > 0. Seja o triangulo
isdsceles com um de seus Vvértices na origem do sistema cartesiana, 0s demais pertencentes a
parabola, sua base paralela ao eixo x e localizada acima do mesmo. Determine a maior area

do tridngulo nessas condic¢6es. Adaptado Fonte (2013).
Solucgéo: sejam 0(0,0), B(x,y) e C(—x,y), os Vvértices do triangulo isosceles descrito
acima, com x > 0 e y > 0, satisfazendo relagcdo y = b + ax?, conforme representacéo da

Figura 74.

Figura 74 — Tridngulo isdsceles com um vértice na origem.

Fonte: o autor.

Seja S a area do triangulo BCO. Assim,

_(x+x).y_2x_y_
S=FEL =T =y,

Observagédo: como a < 0, deve-se considerar —a > 0 nos célculos da desigualdade das

médias.

Aplicando-se, em —, = e o @ desigualdade entre as médias geométrica e

aritmética, obtém-se:

Entao,
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—ax2+y
3|—axy)?® _ —p
| o b (09)

Darelacdo y = b + ax?, tem-se que:

—ax*+y =b.
Dividindo ambos os membros da igualdade por b, encontra-se:

—ax?+y
- =

Substituindo (10) em (09), obtém-se:

1. (10)

3 [—a(xy)?
4p3

<i.
3

Elevando ambos os membros da desigualdade ao cubo e fazendo xy = S, encontra-se:

—aS? 1
<—.
4p3 27

Ou seja,

§2 < 4p3
- —27a’

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros da desigualdade, encontra-se:

2bVb
S= 3v=3a’

2b\Vb
3v-3a’

Portanto, a maior area do tridngulo € S =

Outra solucdo: sejam 0(0,0), B(x,y) e C(—x,y), 0s Vértices do triangulo is6sceles

descrito no problema, com x > 0 e y > 0. Seja S a area do triangulo BCO. Assim,

critico:

_(x+x).y_2ﬂ_
S——2 ==Xy

Substituindo a relagdo y = b + ax?, obtém-se:
S =x(b + ax?) = ax3 + bx.
Assim, a area do triangulo é determinada pela funcéo:
S(x) = ax® + bx .
Usando ferramentas do Calculo se analisam os pontos criticos da funcéo S(x).
No célculo da derivada primeira, obtém-se:
S'(x) =3ax*+b.

Fazendo S’ (x) = 0, encontra-se:

Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros da igualdade, obtém-se o ponto
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_ b
T V=3a’
_ Vb : «
O ponto x = =° candidato a extremo local da funcéo S.
No célculo da derivada segunda, obtém-se:
S"(x) = 6ax .
Substituindo o ponto critico x = \/% na derivada segunda S"' (x), obtém-se:
(3B _ g . B _ 6avb
S (T) = 6a V=3a +v-3a'
Como a < 0, tem-se que 6avh < 0 e, consequentemente S”'(x) < 0. Assim, pelo
Teste da Derivada Segunda, conclui-se que S(x) possui um valor maximo em x = ‘_/za.
VB
Para x = Ne=ri obtém-se:
Vb 1\ b _ 2b
— 2 — - =
y=b+ax —b+a(\/__3a) —b+_3— -
A area méaxima sera:
g = _ Vb 2b _ 2bVb
=X =T33 T e
Portanto, a maior area do triangulo é:
5= 2bVb
" 3V=3a
e ocorre quando
_ b2
X=T=3aY ™3

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).

Seleciona-se a ferramenta Controle Deslizante e constroi-se o Controle a, de intervalo
[—10,0]. Repete-se o processo para a constru¢cdo do controle b, de intervalo [0,10]. Em
seguida, no campo de Entrada, digita-se y = b + ax?, definindo-se assim a parabola c,
vinculada aos controles a e b. Seleciona-se a ferramenta Ponto em Objeto e, acima do eixo
das abcissas, clica-se sobre a parabola, definindo-se, assim, o ponto A. Seleciona-se a
ferramenta Reta Paralela, clica-se sobre A e sobre o Eixo x, definindo-se, assim, a reta d,

conforme Figura 75.
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Figura 75 — Parabola vinculada aos controles deslizantes.

*

76543/2101X34
-1

Fonte: o autor.

Em seguida, seleciona-se a ferramenta Ponto em Objeto e, no primeiro quadrante,
clica-se sobre a intersecdo da reta d com a parabola c, definindo-se, assim, o ponto B. Clica-
se, ainda, na origem do plano cartesiano, definindo-se assim o ponto C. Seleciona-se a

ferramenta Poligono e constrdi-se o triangulo ABC, conforme Figura 76.

Figura 76 — Triangulo com dois vértices pertencentes a parabola.

Fonte: o autor.

Logo apos, exibe-se a Janela de Visualizagdo 2. Tem-se que a area do tridngulo de
vertices A(—x,y), B(x,y) e C(0,0),comx >0ey > 0é:
S=xy=x(b+ax?) =ax3+bx .
Com a Janela de Visualizacéo 2 ativa, digita-se, no Campo de Entra, 0 comando:
S = Funcao[ax® + bx,0,10] .
Aparecera, na Janela de Visualizagdo 2, o grafico da area S do tridngulo ABC, definido

no intervalo [0,10], sendo a e b o0s controles deslizantes vinculados, conforme Figura 77,
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Figura 77 — Area do triangulo isdsceles.

b Janela de Visualizag&o [X]| » Janela de Visualizagao 2 X
a=-07 5
-
b=4 4
- c .
A 3
B
d 1 :
b11 a S
1
0
-7 -6 -5 -4 -3 2 -1 UC 1 2 3 4 -3 -2 - 0o 2 3 4 5 ]
1 -1
-2
-2

Fonte: o autor.

Agora, seleciona-se a ferramenta Intersecdo de dois Objetos, clica-se sobre a reta d e
sobre 0 Eixo Y, definindo-se, assim, o ponto D. Seleciona-se a ferramenta Segmento e
constroi-se 0 segmento BD = e. Em seguida, clica-se na Janela de Visualizacdo 2, seleciona-
se a ferramenta Ponto e constréi-se o ponto E. Redefine-se E por (e, poll), assim, a abscissa
do ponto E fica vinculada ao segmento e, que representa a medida x das funcdes S = ax3® +
bx ey = b + ax? e a ordenada fica vinculada a area S do triangulo ABC. Seleciona-se, agora,
a ferramenta Caixa para Exibir \ Esconder Objetos, clica-se na Janela de Visualizac¢do 2, em
Legenda, digita-se Grafico S, seleciona-se o Objeto Funcdo S e clica-se em Aplicar,

definindo-se assim, a Caixa Gréfico S, conforme Figura 78.

Figura 78 — Gréfico S.

b Janela de Visualizagdo X]| » Janela de Visualizagio 2
a=-06

X

5

[/|Grafico S

4

Fonte: o autor.
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Desativa-se a op¢do Exibir Objeto, da reta d; desativa-se a op¢do Exibir Rétulo, dos
segmentos AB, BC e AC e do ponto D. Na Janela de Visualizacdo, nomeiam-se o0s Eixos X e
Y por x e y, respectivamente. Seleciona-se a ferramenta Area e clica-se sobre o triangulo
ABC, definindo-se assim a area S do triangulo. Seleciona-se, ainda, a ferramenta Caixa para
Exibir \ Esconder Objetos, clica-se na Janela de Visualizagdo, em Legenda, digita-se Area S,
seleciona-se 0 Objeto Textopoll e clica-se em Aplicar, definindo-se, assim, a Caixa Area S.
Na Janela de Visualizagdo 2, nomeiam-se os Eixos X e Y por x e Area S, respectivamente.
Além de construir segmentos auxiliares as coordenadas deste ponto, nomeia-se o ponto E por

Area, conforme Figura 79.

Figura 79 — Gréfico da variacdo da area S.

» Janela de Visualizagio [X]| » Janela de Visualizagéo 2 X
a=-1 Area S

y
® [V]Area s [|Graficos &

Area

Fonte: o autor.

Arrastando o Controle Deslizante a, define-se a abertura do gréafico da parabola
y = b + ax?. Arrastando o Controle Deslizante b, desloca-se verticalmente o grafico da
parabola y = b + ax?. Arrastando o vértice A do triangulo ABC, altera-se a area S do
tridngulo. Pode-se Exibir ou Esconder o texto Area S e o Gréafico S, clicando-se,
respectivamente, em suas Caixas.

Para explorar o enunciado do problema, define-se o valor do Controle a < 0, define-se
o valor do Controle b > 0, arrasta-se o vértice A do triangulo e observa-se, na Janela de

Visualizacio 2, a variacio da Area S.
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Na Figura 79 explora-se a situacdo em que a = —1 e b = 6. Nessa situacdo, a area

maxima é:

_ 2bvb _ 12V6 _ _

§= 3V=3a  3v3 42 =566,
e ocorre quando
_ Vb _Ve_ 5 _

x=—==rz=V2=141

e
2b 12

4.3 PROBLEMAS ENVOLVENDO GEOMETRIA ESPACIAL

Problema 13
Considere um paralelepipedo reto com soma das dimensdes das arestas constante.

Quais as dimensdes desse paralelepipedo para que seu volume seja méximo?

Solucdo: sejam a, b e c as dimensdes das arestas do paralelepipedo, conforme Figura
80.

Figura 80 — Paralelepipedo reto.

b
Fonte: o autor.
O volume de um paralelepipedo reto é o produto das trés dimensdes, ou seja, V = abc.

Aplicando, em a3, b3 e c3, a desigualdade entre as médias geométrica e quadratica,

obtém-se:

3

V@ 30 < J @+ V)
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ou seja,

ab+b6+co
abc < /T

Substituindo V = abc, obtém-se:
ab+b6+cb
V< /T .

A igualdade ocorre se, e somente se,

ou seja,
a=b=c.
Portanto, o cubo €é o paralelepipedo reto de maior volume com a soma das dimensdes
das arestas constante.

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).

Na Barra de Menus, clica-se em EXxibir e seleciona-se a op¢éo Janela de Visualizacéo
3D, conforme ilustra a Figura 81.

Figura 81 — Janela 3D.

» Janela de Visualizagdo X]| » Janela de Visualizagao 3D

X

Fonte: o autor.

Antes de construir as arestas do paralelepipedo, precisa-se definir uma soma fixa para

as dimens0es das arestas. Define-se, por exemplo, a + b + ¢ = 30. Assim, as dimensdes do



94

paralelepipedo podem ser a, b e, para garantir que a soma das dimensdes seja constante e,
nesse caso, igual a 30, define-se a outra dimensdo como ¢ = 30 —a — b.

Agora, na Janela de Visualizacdo, seleciona-se a ferramenta Controle Deslizante e
constroem-se 0s controles a e b, de intervalos [0,30]. No Campo de Entrada, digita-se
30 — a — b, seguido de um Enter, definindo-se, assim, na Janela de Algebra, o nimero c, que
representa a terceira dimensdo do paralelepipedo. Com a ferramenta Texto, digita-se, na
Janela de Visualizagdo, o Texto com a medida c. Em seguida, seleciona-se a ferramenta
Segmento com Comprimento Fixo, clica-se na Origem do sistema de Coordenadas 3D e no
campo Comprimento, digita-se a, definindo-se assim, o segmento AB de comprimento a.
Repete-se 0 processo para a construcdo dos segmentos AC de comprimento b e AD de

comprimento ¢, como na Figura 82.

Figura 82 — Dimens6es vinculadas aos controles deslizantes.

» Janela de Visualizagdo X]| » Janela de Visualizagio 3D ) _ =

a=6
-
bh=8

Fonte: o autor.

Em seguida, seleciona-se a ferramenta mover e direcionam-se 0s segmentos
exatamente um sobre cada eixo coordenado, de modo que sejam ortogonais dois a dois,
conforme Figura 83.

Logo apos, seleciona-se a ferramenta Reta Paralela, clica-se sobre o ponto B e sobre 0
Eixo que contém o segmento AC e, ainda, clica-se sobre o ponto C e sobre 0 eixo que contém
0 segmento AB, definindo-se, assim, as retas i e j. Seleciona-se, agora, a ferramenta

Intersecdo de dois Objetos e clica-se sobre as retas i e j, definindo-se, assim, o ponto E.



95

Seleciona-se a ferramenta Prisma e clica-se, na sequéncia, sobre os pontos 4, B, E, C, Ae D,
definindo-se assim o prisma d, que é um paralelepipedo reto de base ABEC e altura AD,

conforme Figura 84.

Figura 83 — Dimensfes ortogonais.

X

» Janela de Visualizagéo » Janela de Visualizagdo 3D
a=11.1

b=8
e .

c=10.9

Fonte: o autor.

Figura 84 — Paralelepipedo.

X

b Janela de Visualizagédo » Janela de Vi izagao 3D
a=10.95

b=11.85

c=7.2

Fonte: o autor.
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Arrastando os Controles Deslizantes a ou b, as medidas das arestas séo alteradas, mas
a soma a + b + ¢ permanece constante e igual a 30. Falta explorar a variacdo do volume.
Para isso, no Campo de Entrada, digita-se a * b, definindo-se, assim, o0 nimero e, que indica a
area da base ABEC. Agora, exibe-se a Janela de Visualizacdo 2, seleciona-se a ferramenta
Ponto, clica-se nesta Janela, definindo-se, assim, o ponto I. Redefine-se esse ponto por (e, d),
vinculando-se, assim, a abscissa do ponto I & area da base ABEC e a ordenada do ponto ao
volume do prisma d. Clica-se duas vezes sobre o ponto, em propriedades, habilita-se a opgéo
Exibir Rastro. Agora, arrastam-se os Controles Deslizantes a e b e observa-se a variagéo do
volume. Definindo a = 10 e arrastando o controle deslizante b, observa-se que o volume
méaximo, d = 1000, ¢é atingido quando b = 10 e, consequentemente, ¢ = 30 —a — b = 10,

ou seja, quando o paralelepipedo é um cubo, conforme Figura 85.

Figura 85 — Cubo.

» Janela de Visualizagi| ¥ Janela de Visualizagéo 3D } Janela de Visualizagao 2
w0 [0 Orc- 5> 9-EEG-
. S
b=10 Ny I

& - . 1000

800

600

400

.
2001«

.
.
[0
o

Entrada: H &

Fonte: o autor.

Escolhendo a # 10 e arrastando o controle deslizante b, observa-se que o volume
maximo é d < 1000.

Definindo b = 10 e arrastando o Controle Deslizante a, chega-se a mesma conclusao,
de que o volume maximo, d = 1000, é atingido quando a = 10 e, consequentemente,
¢ =30—-a—b =10, ou seja, quando o paralelepipedo é um cubo. Também, para qualquer
escolha de b # 10, arrastando o controle deslizante a, observa-se que o volume méaximo é
d < 1000.
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E possivel explorar para outras somas das dimensdes. Para isso, deve-se alterar a
igualdade a + b+ c = 30, para a soma desejada. Consequentemente, sdo alteradas as
medidas de c, d e e. Dependendo da escolha, é necessério alterar também o intervalo [0,30]
dos controles deslizantes a e b.

Para qualquer escolha da soma a + b + ¢, chega-se as mesmas conclusdes de a + b +
¢ = 30. Portanto, de todos os paralelepipedos com soma das dimensdes constante, 0 cubo € o

de volume méaximo.
Problema 14
Qual deve ser o formato de uma lata cilindrica (cilindro circular reto) de volume V

para minimizar o gasto de material para confecciona-la?

Solucdo: sejam r o raio do circulo da base e h a altura do cilindro, conforme Figura
86.

Figura 86 — Cilindro reto.

Fonte: o autor.

O volume do cilindro é dado pelo produto da area da base rr? pela altura h, ou seja,

V = nr?h.
Assim,
|4
h=— (11)
A érea total S é dada pela soma das areas das duas bases e da area lateral, ou seja,
S = 2nr? + 2mrh. (12)

Substituindo (11) em (12), obtém-se:
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S =¥+2m’2.

. Vv v - ‘- . L o
Aplicando, em — e 2nr?, a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica,

obtém-se:

ou seja,

Assim, a area minima é:

S = 332nV2,
A igualdade acima ocorre se, e somente se,
; = 2mr?,
ou seja,
V =2nr3 = (nr?)(2r).

Da igualdade acima, conclui-se que:
h = 2r.

Portanto, a lata cilindrica de volume V deve ter o formato de um cilindro circular reto

equilétero, para minimizar o gasto de material para confecciona-la (area total minima).

Outra solugdo: seja V = nr?h o volume do cilindro reto. A area total S do cilindro reto

é dada pela soma da area lateral e das areas das duas bases. Assim,
S =2nrh + 2nr?,

ou seja,
S(r) = ¥+ 2mr? .

Usando ferramentas do Calculo, analisam-se os pontos criticos da fungéo S(r).

No célculo da derivada primeira, obtém-se:

S'(r) =_r—22V+47TT'.

Fazendo S’(r) = 0, encontra-se:

ou seja,
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Opontor = 3\/; é candidato a extremo local da funcéo S(r).

Sendo S uma funcdo derivavel em um intervalo aberto I e ¢ € I, tal que S'(c) = 0,
tem-se, pelo Teste da Derivada Segunda, que se S"'(c) existe e S''(¢) > 0, entdo, S possui um
minimo local em c.

Assim, no célculo da derivada segunda, obtém-se:

S”(T') —

4rv
r4

+4n=%+4n.
T

Substituindo o ponto critico r = 3\/% na derivada segunda S"' (), obtém-se:

S”<3\/;>=%+4n=8n+4n=12n>0.

21

. . - 3|V
Conclui-se que S(r) possui um valor minimo em r = /E

Assim, a area minima é:

2
v _zv 2 _ 2V Jia
S( 2n>—r+2nr —3\/2+2n< 2n>.
2T
De onde segue que:

S(B\/%> = 232nV2 +2rV2 = 3V2nV2.

Der = iﬁ obtém-se que:
21

V =2nr3 = (nr?)(2r).
Da igualdade acima, conclui-se que:
h = 2r.

Portanto, a lata cilindrica de volume V deve ter o formato de um cilindro circular reto

equilatero para minimizar o gasto de material para confecciona-la (area total minima).

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao).
Determinando o volume de qualquer cilindro, encontra-se como resposta uma
constante a, multiplicada pelo valor de m, ou seja, V = am.

Da expressdo V = mr2h, que representa o volume do cilindro, obtém-se:

V. _—amr _ a

nr?2 mr?2 r?’
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Considerando a relacdo h = % inicia-se 0 processo de construcdo do cilindro reto de

volume ¥V, com a construcdo de controles deslizantes. Entdo, seleciona-se a ferramenta
Controle Deslizante e constroi-se o controle a, de intervalo [0,1000], em seguida, constroi-se
o controle b, de intervalo [0,20] e incremento 0,01. No campo de Entrada, digita-se a/b?,

seguido de um Enter, definindo-se, assim, na Janela de Algebra, o nimero c. Com a

ferramenta Texto, digita-se, na Janela de Visualizagdo, o Texto ¢ = biz conforme Figura 87.

Figura 87 — Controles deslizantes com intervalos definidos.

Fonte: o autor.

Considera-se o controle deslizante a como sendo a medida da constante a e o controle
deslizante b como sendo a medida do raio r. Assim, obtém-se h = z;iz = ¢, 0OU Seja, 0 controle
deslizante c indica a medida da altura h do cilindro. Em seguida, na Barra de Menus, clica-se
em Exibir e seleciona-se a opc¢do Janela de Visualizacdo 3D. Com as ferramentas Girar Janela
de Visualizagcdo 3D e Mover Janela de Visualizacdo, arrasta-se a Janela 3D, de modo que

fique com o aspecto semelhante a Figura 88.

Figura 88 — Janela de visualizacdo 3D.

X

» Janela de Visualizagdo [X]|» Janela de Visualizagio 3D -
a =800 I - h

Fonte: o autor.
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Logo apds, seleciona-se a ferramenta Segmento com Comprimento Fixo, clica-se na
Origem do Sistema de Coordenadas 3D e no campo Comprimento, digita-se b, definindo-se
assim, o segmento AB de comprimento b. Repete-se 0 processo para a construgdo dos
segmentos AC de comprimento c¢. Em seguida, seleciona-se a ferramenta Mover e direciona-
se 0 segmento AC verticalmente, de modo que fique ortogonal ao segmento AB, conforme

Figura 89.

Figura 89 — Segmentos ortogonais.

¥ Janela de Visualizagio [X/|» Janela de Visualizagio 3D ) X
a =800
-
b=10
[
a T k
c=i5=8 30

20

Fonte: o autor.

Em seguida, seleciona-se a ferramenta Cilindro, clica-se sobre os pontos A € C e no
campo Raio digita-se b, sequido de um Enter, definindo-se assim, o cilindro d, de raio da base
b e altura c. Agora, no campo de Entrada, digita-se pi * b2, seguido de um Enter, definindo-
se, assim, a area da base do cilindro, j = wb?; digita-se j = ¢, seguido de um Enter, definindo-
se, assim, o Volume do cilindro k = jc; digita-se, ainda, 2 * pi * b(b + ¢), seguido de um
Enter, definindo-se, assim, a area total do cilindro [ = 2b(b + c¢). Com a ferramenta Texto,
digita-se, na Janela de Visualizagéo, o Texto com a informacao do volume:

V= (Area da Base)(Altura) =()(c)=k
e da area total do cilindro
S=2nb(b+c) =1,

conforme ilustra a Figura 90.
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Figura 90 — Cilindro de volume V e area S.

» Janela de Visualizac@o = » Janela de Visualizagao 3D -
a=6283
-
b=6
>

a

:F:17'45 —

Cc
V = (113.1)(17.45) = 1073.86

S = 2nb(b+ c) = 884.15

Fonte: o autor.

Arrastando o controle deslizante a, altera-se a medida do volume V do cilindro e,
consequentemente, a medida da altura do cilindro, que é indicada por ¢ = b%, também ¢é
alterada.

Fixando a = 1000, a medida do volume serd V = ar = 3141,593. Arrastando o
controle deslizante b, que indica a medida do raio da base do cilindro, observa-se a variagdo
da area total S do cilindro, permanecendo fixo o volume V.

Para acompanhar melhor a variacdo de S, exibe-se a Janela de Visualiza¢do 2,
seleciona-se a ferramenta Ponto, clica-se sobre a Janela de Visualizagdo 2, definindo-se,
assim, o ponto D. Redefine-se o ponto por (c, ). Esse comando vincula a abscissa do ponto D
a medida da altura c e a ordenada do ponto a &rea total [ do cilindro. Clica-se duas vezes sobre
0 ponto D, em propriedades, habilita-se a opcdo Exibir Rastro. Na Barra de Menus, em
Opcoes, é possivel selecionar mais casas decimais para a op¢do Arredondamento.

Agora, arrastando o controle deslizante b, observa-se, conforme a Figura 91, que:

S =1187,448
é 0 menor valor assumido pela area total e ocorre quando
b =794

c = 15,862.
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Figura 91 — Grafico da variacdo da area total do cilindro.

» Janela de Visualizagao ~ Janela de Visualizagdo 3D » Janela de Visualizagao 2
a=1000 COrc~ D~ I~ EHF]D~ -
. e —
b=7.04 / —
-
a 2500
c=— = 15.862
b2
an
V = (198.057)(15.862) = 3141.503 | |  — ——f — 2000

S =27b(b+ ¢) = 1187.448 1500

1000

500

Entrada: E1)

Fonte: o autor.

Da desigualdade entre as médias, tem-se que a area minima é determinada por:
S = 332nV2,
Sendo 3141,593 = V = am, obtém-se:
S =332nV? = 33/2n(an)? = 3n3V2a2.
Como a = 1000 = 103, entdo:
S = 3m3/2(10)¢ = 300n3/2 = 1187,448.

E ocorre quando h = 2r, ou seja, quando ¢ = 2b.

Para qualquer valor do controle deslizante a, a area total minima é encontrada quando:
c =2b.
Portanto, a lata cilindrica de volume V deve ter o formato de um cilindro circular reto

equilatero para minimizar o gasto de material para confecciona-la.

Problema 15
Determine as dimens6es de um cilindro circular reto de maior volume que pode ser

inscrito em um cone circular reto de raio da base R e altura H.

Solucéo: sejam r o raio do circulo da base e h a altura do cilindro inscrito no cone de

raio da base R e altura H, conforme Figura 92.
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Figura 92 — Cilindro reto inscrito no cone reto.

Fonte: o autor.

Realizando um corte perpendicular a base, passando pelo vértice superior do cone,
define-se a imagem no plano, conforme Figura 93.

Figura 93 — Relacéo entre as dimensdes do cone e do cilindro.

h

B

Fonte: o autor.

Observa-se que o triangulo isosceles ABC representa o cone e o retangulo DEFG
representa o cilindro.
Pelo caso AAA (Angulo, Angulo, Angulo), os tridangulos BIC e BGF s&o semelhantes.

Assim,

| g
o)
Q

ou seja,

T
0



105

de onde segue que:

(R-r)H
P

Seja V o volume do cilindro inscrito no cone. Multiplicando a area da base pela altura,

h =

encontra-se o volume do cilindro. Entdo, obtém-se:

V=nrz-h=nr2-¥=m‘-(R—r)-%.

Aplica-se em r, a(R—r71) e ﬁ;fH a desigualdade entre as médias geométrica e

aritmética, utilizando-se do artificio de utilizar as constantes a e 8, de modo a néo alterar o
produto na expressdo da media geométrica e tornar a expressdo da média aritmética

independente de r. Entdo, obtém-se:

BrH

3\/7«4 . a(R _ T) ) ﬁ:f[-] S T‘+(Z(R—3T')+T.

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por ° /% encontra-se:

BrH
3 (R =) B <3[R
aﬁ\/ra(R r)RSaﬁ< . .

Ou seja,

3 rH 3 s r+a(R—r)+BTTH _3fn r(l—a+ﬁTH)+aR
\/”’” R-r)Z =<5 (f =Jus\T = )

O valor maximo para o volume V ocorre na igualdade:

W _3[m <r+a(R—r)+BrTH>

af 3

a qual ocorre se, e somente se

r=a(R—r)= BrTH.
De onde segue que:
T
a=—
R-7r
(]
R
B =

Para que a expressdo da média aritmética seja independente de r, deve-se ter:

(1-a+2)=0.

R ~
Comoa = —e B =—, entdo:
R-1 H
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ou seja,
r 2
R—7r
2R
r=—.
3
2R ,
Parar = Y obtém-se:
R—-1r)H 2R H H
h = &1 =(R——)-—=—.
R 3 R 3
Portanto, as dimensdées do cilindro de volume méximo sao:
2R
r=—.
3
e
H
h=-.
3

O volume méaximo é:

V=nr’h=

Outra solucdo: sejam r o raio do circulo da base, h a altura do cilindro inscrito no cone
de raio da base R e altura H, e V o volume do cilindro. Multiplicando-se a area da base pela

altura, encontra-se o volume do cilindro, ou seja,

V =mnr?-nh.
Pela semelhanca de tridngulos ja demonstrada, tem-se que:
h= (R—T)H.
R
Assim,
— 3
V = mr? -MznrzH—ﬂ
R R

Usando ferramentas do Calculo se analisam os pontos criticos da funcdo V ().

No calculo da derivada primeira, obtém-se:

2
V'(r) = 2nrH — mr i
Fazendo V'(r) = 0, encontra-se:
2
2mrH = 3nr H’
R
ou seja,

2R
r=—

3

O pontor = % é candidato a extremo local da funcédo V (r).

No célculo da derivada segunda, obtém-se:
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V' (r) = 2wH — @

Substituindo o ponto critico r = ? na derivada segunda V"' (r), obtém-se:

ou seja,

v (?) — 2nH — 4mH = —27H.

Como V" (?) < 0, pelo Teste da Derivada Segunda, conclui-se que V(r) possui um

, . 2R
valor maximo em r = <

2R
Parar = < tem-se:

ou seja,

Portanto, as dimensdées do cilindro de volume méximo sao:

_ 2R
==.
(5]
H
h = 3
O volume maximo é:
_ 2y TmrPH _ 4nR’H _ 8mR*H
V =mr°H R 9 27 '
ou seja,
4TTR?*H

V= .
27

Explorando no GeoGebra (procedimentos de construcao):

Na Barra de Menus, clica-se em Exibir e seleciona-se a opcdo Janela de Visualizacéo
3D. Seleciona-se a ferramenta Ponto em Objeto e constroem-se os pontos A = (0,0,0),
B = (0,3,0) e C = (0,0,4). Seleciona-se a ferramenta Segmento e constroem-se 0s segmentos
AB e AC, nomeando-os, respectivamente, de R e H. Seleciona-se a ferramenta Cone, clica-se
sobre A, sobre C e digita-se R na opc¢édo Raio, definindo-se, assim, o cone a de raio R e altura

H, conforme Figura 94.



Figura 94 — Cone.
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» Janela de Visualizagido 3D

Fonte: o autor.

Seleciona-se a ferramenta Controle Deslizante e, na Janela de Visualizacdo, constroi-

se o0 controle vertical de nome P, intervalo [0,10] e incremento 0.01. No campo de Entrada,

digita-se d = P, construindo-se, assim, o plano horizontal d, distante P unidades do plano que

contém a base do cone. Seleciona-se a ferramenta Intersecdo de Duas Superficies, clica-se

sobre o plano d e sobre o cone a, definindo-se assim o circulo e, conforme Figura 95.

Figura 95 — Intersecéo do cone com o plano d.

» Janela de Visualizago | » Janela de Visualizagdo 3D

Fonte: o autor.
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Seleciona-se a ferramenta Intersecéo de Dois Objetos, clica-se sobre o plano d e sobre
0 segmento H, definindo-se, assim, o ponto D, que é o centro do circulo e. Seleciona-se a
ferramenta Reta Paralela, clica-se sobre o ponto D e sobre R, definindo-se assim a reta f.
Seleciona-se a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos, clica-se sobre f e sobre o circulo e,
definindo-se, assim, os pontos E e F. Seleciona-se a ferramenta Segmento e constroi-se 0
segmento DE, nomeando-o de r e o segmento AD, nomeando-0 de h. Seleciona-se a
ferramenta Cilindro, clica-se sobre A e D e digita-se r, na op¢do Raio, definindo-se assim o

cilindro g, conforme Figura 96.

Figura 96 — Cilindro inscrito no cone.

» Janela de Visualizacdo | P Janela de Visualizagdo 3D ~

Fonte: o autor.

Na caixa de Entrada, digita-se pi * 2 * h, definindo-se, assim, o volume do cilindro j.
Na Barra de Menus, seleciona-se Janela de Visualizacdo 2 e nesta constroi-se o ponto G,
redefinindo-o por (j,r). Observa-se que ao realizar essa a¢do, 0 ponto G descreve a variagao
do volume do cilindro ao variar a medida do raio da base. Clica-se duas vezes sobre 0 ponto
G, em propriedades, habilita-se a opcdo Exibir Rastro. Desativa-se a opg¢do Exibir Objeto da
reta f, do ponto F, do circulo e e desativa-se a op¢do Exibir Rétulo dos pontos 4, B, C, D e
E. Com o auxilio da ferramenta Texto, constroem-se os textos com as informacdes de R, H, 1,
h e V. Arrastando o controle deslizante, observa-se a variagdo do volume V do cilindro,

conforme Figura 97.
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Figura 97 — Variagéo do volume do cilindro.

» Janela de \| > Janela de Visualizacdo 3D

} Janela de Visualizagio 2
[lac~ 5> 7+ ER)G~

351voiume do Ciiindro

30
P=2 '

25

20
R=3

t
'
£
+
1
1
1
1

r=2
h=2 L
V = 25.06

Raio de Cilindro
5 5

/ 0 1 2 3 4
Entrada:

Fonte: o autor.

Arrastando o ponto B, observa-se a variagdo da medida do Raio R e arrastando o ponto

C, observa-se a variacdo da medida da altura H do cone. Arrastando o controle deslizante,

observa-se a variacdo do raio r e da altura h do cilindro e, consequentemente, a variacao do
volume 1, descrita pelo rastro do ponto G.

Na figura 97, definiu-se R = 3 e H = 6. Arrastando o controle deslizante, observa-se
que, quando:

encontra-se 0 volume maximo,

V = nr2h = 81 = 25,06 = 4”572”

Essa aproximacdo do volume é orientada pela configuragdo do GeGebra, que estd em
Arredondamento com 2 casas decimais, o0 qual pode ser alterado para mais casas decimais.

E possivel, ainda, mover a Janela de Visualizacio 3D, de modo que o sélido fique com
aspecto 2D, conforme Figura 98.

Assim, explorando a semelhanca de triangulos, tem-se que:

R-1r h
R H
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Figura 98 — Sélido com aspecto 2D.

» Janela de'|~ Janela de Visualizag&o 3D » Janela de VisualizagZo 2
Li[rec~y D> a~EH=]T~ 35 1Volume do Ciiindro
30
P=2 ? ¢
i 25
I
I
1 20 \-.
R=3 H : H
H=6 ! 15 :
r= Lo .
h=2 10 M
V =2506 .
5 .
R b
0 i Raio do Cilindro
il 1 2 3 4 5 5
Entrada: ®
Fonte: o autor.
De onde segue que:
(R-T)H
h =———

R
Substituindo as dimensdes da Figura 98, obtém-se:

h= (R-r)H _ (3-2)6 _
R 3

2.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O principal objetivo deste trabalho foi apresentar propostas de atividades para o ensino
de matematica em forma de problemas, envolvendo geometria plana, geometria espacial e
geometria analitica, que possam ser aplicadas na educagdo bésica, iniciando j& no ensino
fundamental. As principais ferramentas utilizadas nas solucdes de tais problemas foram as
desigualdades das médias, tendo como auxilio o software GeoGebra.

A desigualdade triangular é abordada no ensino fundamental na condicdo de existéncia
do triangulo e, muitas vezes, resume-se apenas a isso. Espera-se, entdo, que esta desigualdade
seja desenvolvida no ensino fundamental de forma mais investigativa como, por exemplo, nas
propostas apresentadas nos problemas 1, 2 e 3 do quarto capitulo.

Deseja-se, com este trabalho, que o tema “desigualdades” seja uma ferramenta
significativa no aprimoramento da habilidade de manipular expressbes algébricas dos
educandos, envolvendo todas as operacdes basicas.

A sondagem dos trabalhos relacionados no segundo capitulo contribuiu para o autor
constatar a ampla aplicabilidade das desigualdades em mdltiplos temas, além de problemas
geomeétricos, e em Varios niveis de dificuldade.

Espera-se que ao realizar as atividades propostas neste trabalho, alunos e professores
sintam-se desafiados a elaborar estratégias de resolucdo e investiguem conceitos geométricos
Uteis e necessarios para a solucdo. Acredita-se que o grande desafio em cada problema, ao
utilizar a desigualdade das médias, € descobrir entre quais médias pode ou deve ser utilizada
e, além disso, decidir em quais medidas geométricas € mais interessante aplicar a
desigualdade. Dependendo da escolha que for realizada, pode-se ndo chegar a uma concluséo
valida para a proposta do problema, precisando fazer reconsideracdes.

Existem outras ferramentas, além das desigualdades, que podem ser utilizadas na
solugdo dos problemas propostos, como, por exemplo, funcGes e derivadas, que foram
sugeridas como solucéo alternativa em algumas das atividades. Quando o problema permite a
exploracdo pela funcdo quadratica, destacam-se as conclusfes que podem ser extraidas da
pardbola, que sdo exploradas no 1° ano do ensino médio. Entretanto, a solugdo ndo seria téo
desafiadora como é por desigualdades. Sobre a exploracdo da solucdo por derivadas, €
interessante relatar que poucas escolas incluem as derivadas nos conteudos trabalhados na
educacdo bésica e, ainda, a solucdo também ndo seria tdo desafiadora como é por

desigualdades. Mas, é relevante destacar que o uso de funcbes tem uma considervel
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contribuicdo para a ilustragdo dos problemas no software GeoGebra, principalmente na
associacao com a construcdo de graficos.

Percebe-se que ao realizar a ilustracdo dos problemas no GeoGebra, estes sdo tratados
de forma dinamica; € possivel constatar de forma mais simples quais conceitos geométricos
podem ser empregados na construgdo e solucdo do problema. Também, torna-se viavel
realizar a investigacdo das ferramentas que podem ser associadas a constru¢do como, por
exemplo, a producdo de graficos e textos dinamicos. Por meio da interacdo com o software,
pode-se manipular a construcdo, observar os resultados obtidos durante a solucéo e analisar as
possiveis conclusdes. Espera-se, também, que 0s procedimentos de construcao descritos passo
a passo, possam auxiliar aos professores que desejarem utilizar-se dessa tecnologia em sala de

aula.
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