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RESUMO

O objetivo deste estudo é oferecer a alunos graduandos de cursos como Ma-
temética, Fisica ou Engenharia e a professores de matematica, um texto que
facilite o estudo dos principais conceitos de Célculo Diferencial e Integral de
fungoes de duas varidveis e algumas de suas aplicagoes. Este trabalho foi
elaborado através de uma pesquisa bibliografica sobre Calculo Diferencial e
Integral, ferramentas de resolugao de problemas de areas e volumes e tipos de
asas de aeronaves. O texto se inicia com o contexto historico do tema, mos-
trando a evolucao da Geometria no célculo de areas e volumes, até se chegar
ao surgimento do Calculo Diferencial e Integral, que possibilitou resultados
mais precisos para o célculo de areas e volumes. Em seguida, sao abordados
os principais conceitos de Calculo Diferencial e Integral de funcoes de duas
variaveis, com defini¢oes, exemplos, graficos e uso de softwares matematicos
como ferramenta na interpretacao e na resolucao de problemas. Através dos
principais conceitos, ¢ dado ao leitor um exemplo de aplicagao do contetido: o
calculo da area da superficie da asa do tipo retangular de uma aeronave. Em
seguida, o texto traz uma proposta de atividade a ser aplicada a alunos do
Ensino Médio. Através do conceito de area sob curvas pelo Axioma das Somas
de Riemann; da aplicacao de uma férmula de céalculo de volume de cilindro
deduzida no capitulo trés e de ferramentas computacionais, como o GeoGebra
e o Riemann Sum, propoe-se que o aluno calcule o volume de um cilindro cuja
base é uma regiao formada pela intersecao de duas curvas. A partir dessa pro-
posta de atividade, podera o professor usar os softwares aqui apresentados (ou
buscar por outros que o melhor atenda) em diversos contetdos da matematica,

a fim de tornar as aulas mais dinamicas e contextualizadas.

Palavras-chave: Area; Volume; Software; Contextualizacio.



ABSTRACT

The aim of this study is to provide graduate students in courses such as mathe-
matics, physics or engineering and mathematics teachers, a text that facilitates
the study of the major concepts of Differential and Integral Calculus of functi-
ons of two variables and some of its applications. This paper was done through
a literature search on Differential and Integral Calculus, areas of problem-
solving tools and volumes and types of aircraft wings. The text begins with
the historical background of the subject, showing the evolution of geometry to
calculate areas and volumes, until reaching the emergence of differential and
integral calculus, which provided more accurate results for the calculation of
areas and volumes. Next, the main concepts of Differential and Integral Calcu-
lus of functions of two variables, with definitions, examples, graphics and use
of mathematical software as a tool in the interpretation and problem solving
are presented. Through the main concepts, the reader is given an example of
application of the substance: calculating the surface area of rectangular type
of an aircraft wing. Then, the text brings a practical activity to be applied
to high school students. Through the concept of area under curves by Axiom
of Riemann Sums; applying a cylinder volume calculation formula deduced in
chapter three and computational tools like GeoGebra and Riemann Sum, it
is proposed that the student calculate the volume of a cylinder whose base
is a region formed by the intersection of two curves. From this proposed ac-
tivity, the teacher can use the software presented here (or search for better
ones) on mathematics content, in order to make the classes more dynamic and

contextualized.

Keywords: Area, Volume, Software, Contextualization.
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INTRODUCAO 1

INTRODUCAO

Um dos maiores desafios do professor da Educagao Bésica é apresentar
aos alunos justificativas e aplicagoes de conceitos matematicos. Introduzir o
conceito de area e volume através de aproximacao por poligonos e apresentar
softwares matemaéticos, despertarao, sem duvidas, a curiosidade e o interesse

do aluno pela matemética e areas correlatas, como Fisica e Engenharia.

O ensino de Calculo Diferencial e Integral em cursos superiores se jus-
tifica pelas intmeras aplicacoes da matematica para resolver problemas coti-
dianos, principalmente na area de fisica e engenharia. No entanto, mesmo se
tratando de uma disciplina de Ensino Superior, alguns conceitos de Calculo
Diferencial e Integral podem ser aplicados no Ensino Médio, a fim de apre-
sentar aos alunos resolucao de problemas de areas que a Geometria vista até

entao nao resoluciona.

O trabalho foi dividido em cinco capitulos: Justificativa e objetivos
(capitulo 1), Contexto Historico (capitulo 2), Célculo Diferencial e Integral de
fungoes de duas variaveis: principais conceitos (capitulo 3), Aplicacdo: a asa

retangular (capitulo 4), O volume do cilindro (capitulo 5).

No primeiro capitulo, serao apresentadas as justificativas e os objetivos
para a elaboragao desse trabalho. Sera feita uma analise da necessidade de
contextualizacao e aplicabilidade dos contetidos mateméticos, assim como da

necessidade de utilizagcao de recursos computacionais.

Em seguida, no segundo capitulo, seré feito um contexto histérico do
calculo da area: surgimento, conceitos, métodos e técnicas de 2000 a.C. até os

dias atuais.

UFTM PROFMAT



SUMARIO 2

Adiante, no capitulo 3, serdo estudados os principais conceitos, defi-
nigoes e exemplos no estudo de Céalculo Diferencial e Integral de fungoes de
duas varidveis. Este capitulo sera a base para os capitulos seguintes, que sao
aplicacoes para este. A leitura do capitulo é recomendada a graduandos das

disciplinas de Calculo superficie e a professores de matemaética.

No capitulo 4, é apresentada uma aplicacao de Célculo Diferencial e
Integral de fungoes de duas varidveis na area da aviagao. Trata-se do célculo
da area da superficie da asa de uma aeronave de competicao construida por

alunos de cursos de Engenharia Elétrica ou Engenharia Aeronautica.

Por fim, no quinto capitulo, temos uma aplicacao do Capitulo 3 para
alunos e professores do Ensino Médio. Trata-se do célculo do volume de um
cilindro cuja base é delimitado por uma reta e uma curva de fungao polinomial
de terceiro grau. Para isso, é usado um importante Axioma, a deducao de uma

formula do capitulo 3 e dois softwares mateméaticos.

O trabalho se encerra com as consideracoes finais, na intencao de ter
deixado ao aluno graduando uma outra fonte de estudos e aos professores
do Ensino Médio, uma atividade produtiva para seus alunos, a busca pela
elaboragao de outras atividades e o incentivo a pesquisa e criacao de outros

métodos de ensino.

UFTM PROFMAT



CAPITULO 1: Justificativa e objetivos 3

CAPITULO 1: Justificativa e

objetivos

Segundo alguns historiadores, a Geometria surgiu da necessidade de
medigao de areas de terrenos. O historiador grego Herddoto (484 - 420 a.C.)
atribuiu a origem da geometria egipcia a necessidade de, ap6s cada inundacao
do Rio Nilo, redistribuir os campos cultivaveis entre seus proprietarios. Por
meio de tentativas e aproximagcoes, obtinham métodos eficazes do ponto de
vista da aplicagao [13]. Com o passar do tempo, viu-se a necessidade da ge-
neralizagao, surgindo, assim, formulas mais precisas e elaboradas para célculo

de &reas.

Alguns problemas s6 puderam ser resolvidos com precisao, com o sur-
gimento do Calculo Diferencial e Integral, que possibilitou o calculo da &area
de figuras que nao eram possiveis de serem feitos na Geometria. Como, por

exemplo, o célculo da area de uma elipse.

Outra aplicacao do Calculo Diferencial e Integral, o calculo de volumes,
é utilizado na Engenharia e possibilita a construcao de barragens, pontes, e

tantas outras construgoes imprescindiveis ao mundo moderno.

Para o calculo do volume, como se tratam de grandezas tridimensionais,

hé a necessidade de se usar mais de uma variavel. Por exemplo: O Volume "V"
2
mreh

do cone circular é dado por V = ,onde r é o raio e h é a altura. Dizemos
que o volume "V" é determinado em funcao das variaveis independentes r e

h. Ou seja,

V. =V(r,h),

UFTM PROFMAT



CAPITULO 1: Justificativa e objetivos 4

que representa uma funcao de duas variaveis, conforme ilustra a figura 1.1.

n

— —— — — 8

~

Figura 1.1: Fungdo de duas variaveis

Um dos grandes desafios do professor de matemaética é o de contextu-
alizar e exemplificar aplicagoes do conteudo. Tratar os contetidos de forma
contextualizada significa aproveitar ao maximo as relagoes existentes entre es-
ses contetidos e o contexto pessoal e social do aluno, de modo a dar significado
ao que esta sendo aprendido [4]. Além disso, tornar a matematica mais inte-

ressante ao aluno podera ajuda-lo a descobrir suas vocagoes profissionais.

Segundo os PCN (Parametros Curriculares Nacionais) [12], os objetivos

da contextualizacao socio-cultural na area da matematica sao:

e desenvolver a capacidade de utilizar a Mateméatica na interpretacao e

intervengao no real;

e aplicar conhecimentos e métodos mateméticos em situacoes reais, em

especial em outras areas do conhecimento;

e relacionar etapas da histéria da Matematica com a evolugao da humani-

dade;

e utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas

limitagoes e potencialidades.

Diante desses objetivos, foi elaborada, no capitulo cinco, uma adapta-

¢ao e aplicacao de contetdo de nivel superior no ensino médio. O objetivo da

UFTM PROFMAT



CAPITULO 1: Justificativa e objetivos 5

atividade é calcular o volume de um cilindro cuja érea base nao pode ser calcu-
lada diretamente pelo uso de férmulas da Geometria Analitica ou Geometria

Plana.

O objetivo desse trabalho é o de mostrar aplicagoes do Célculo de super-
ficie, através de alguns conceitos e softwares matematicos, abordando contexto
histérico e conceitos basicos de calculo diferencial e integral de fungoes de duas

varidveis.

Diante do exposto, conclui-se que o estudo do tema Calculo Diferencial
e Integral de fungoes de duas variaveis é muito relevante para alunos do nivel
superior na area de ciéncias exatas, além de se tratar de um tema com muitas
aplicacoes no Ensino Médio. Nao se pode deixar de lado o estudo de infor-
matica bésica, pois a tecnologia tem muito a contribuir para a construcao do

conhecimento e aplicacao do contetdo.

O presente trabalho foi dividido de tal forma que alguns capitulos sao
destinados a alunos do nivel superior e a professores de matemética, e outros
destinados a alunos e professores do 3° ano do Ensino Médio. Como ferramenta
para os calculos de integrais e para a construcao de gréficos, sao utilizados

softwares matematicos livres.

UFTM PROFMAT



CAPITULO 2: Contexto histérico 6

CAPITULO 2: Contexto historico

A matemaética primitiva originou-se em certas areas no Oriente Médio,
inicialmente como uma ciéncia pratica para assistir a atividades ligadas a agri-
cultura e a engenharia. A énfase inicial da Matematica ocorreu na aritmética

e na mensuragao pratica. (Veja [6].)

Nao ha exatidao quanto as datas e registros das descobertas matemaéti-
cas feitas no Oriente Antigo devido, principalmente em relagao aos materiais
de escrita utilizados na época. Os babilonios usavam tabulas de argila cozida e
os egipcios, pedra e papiro, materiais mais resistentes ao tempo e ao clima. Ja
os primitivos chineses e indianos usavam casca de arvore e bambu, materiais

muito pereciveis. (Veja [14].)

Figura 2.2: Tabula de argila

A geometria babilonica se relacionava intimamente com a mensuragao
pratica. Ha registros de que no periodo de 2000 a. C. a 1600 a. C., os babilonios
ja deviam estar familiarizados com as regras gerais de areas de algumas figuras

planas.

UFTM PROFMAT



CAPITULO 2: Contexto histoérico 7

Alguns registros matematicos importantes sao datados da época do Ori-
ente Antigo, como por exemplo, o papiro de Moscou e o papiro de Rhind. O
primeiro contém 25 problemas e remonta aos anos de 1850 a. C. Ja o segundo,
escrito aproximadamente em 1650 a. C., representa um texto matematico
na forma de manual pratico com 85 problemas em escrita hieratica, escrita

hieroglifica simplificada. (Veja [14].)

Figura 2.3: O papiro de Rhind

No papiro da figura 2.4, é apresentada uma forma de célculo do volume
do tronco de uma piramide de base quadrada. O problema é "Um tronco de

piramide tem 6 cubitos de altura, 4 ctbitos de base por 2 cubitos de topo.

h(a®? + b + ab
Qual o volume?". Os egipcios teriam chegado & formula V' = (a +3 Ta )

Hid | lind ees

e Ve Sl o v
T e
=TIeaTT

s M R AFRE

Bihel{d | o e M rsd

Figura 2.4: O papiro de Moscou

Vinte e seis dos 110 problemas dos dois papiros s@ao geométricos. Além

UFTM PROFMAT



CAPITULO 2: Contexto histérico 8

da férmula para o volume do tronco de piramide, hé registros da solucao para
um problema que alguns acreditam tratar-se da érea de um hemisfério. Ha
também problemas de medidas sobre areas de figuras planas mais familia-
res, com varias resolucoes muito precisas. Calculava-se com precisao areas
de retangulos, triangulos e trapézios isésceles, provavelmente pelo método de

decomposicao e recomposigao de figuras. (Veja [6].)

Mais tarde, surge a necessidade de calcular a area de figuras curvilineas.

De acordo com [3], temos:

"Os primeiros problemas que apareceram na Historia rela-
cionados com as integrais sao os problemas de quadratura.
[...] Quando os antigos gedmetras comegaram a estudar as
areas de figuras planas, eles as relacionavam com a area do
quadrado, por ser essa a figura plana mais simples. Assim,
buscavam encontrar um quadrado que tivesse area igual a da
figura em questao. A palavra quadratura é um termo antigo
que se tornou sinénimo do processo de determinar areas."

Quadraturas que fascinavam os gedmetras eram as de figuras curvili-
neas, como o circulo, ou figuras limitadas por arcos de outras curvas. Hipocra-
tes de Chios realizou as primeiras quadraturas, ou célculo de areas, da historia
por volta de 440 A.C.

O matematico procurou encontrar a quadratura do circulo através de
uma sequéncia infinita de poligonos regulares inscritos: primeiro um quadrado,
depois um octoégono, em seguida um hexadecagono, e assim por diante. Havia,
entretanto, um problema: essa sequéncia nunca poderia ser concluida. Apesar

disso, essa foi uma ideia genial que deu origem a0 METODO DA EXAUSTAO.

Por volta de 225 a.C., Arquimedes provou um teorema para a quadra-
tura da parabola, que pode ser encontrado em [20]. Arquimedes gerou tam-
bém uma soma com infinitos termos e conseguiu provar rigorosamente o seu
resultado através do METODO DA EXAUSTAO. Este ¢ o primeiro exemplo
conhecido de soma infinita que foi resolvido. Outra contribui¢ao de Arquime-
des foi a utilizagao desse método para encontrar a area do circulo, obtendo

uma das primeiras aproximacgoes para o nimero 7.
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Contribuigoes seguintes para o Calculo Integral apareceram somente ao
final do século X VI e inicio do XVII. Nesse periodo, Simon Stevin (1548 - 1620)
e Luca Valerio (c. 1552 - 1618) tentaram evitar a "redugdo por absurdo'"no
método da exaustao. Kepler (1571 - 1630) , em seu trabalho sobre o movimento
dos planetas, também desenvolveu ideias relativas a infinitésimos, quando teve
que encontrar as areas de varios setores de uma regiao eliptica, provando a

segunda lei do movimento planetario. (Veja [3].)

S6 a partir desse periodo é que foram construidos conceitos de célculos
que possibilitaram calcular areas de figuras curvilineas, com os matematicos
Fermat e Cavalieri. Em sua obra mais conhecida, Geometria indivisibilibus
continuorum nova, Cavalieri desenvolveu a ideia de Kepler sobre quantidades

infinitamente pequenas. Fermat obteve resultados a respeito de areas sob

b
curvas, produzindo um método para calcular, na notacao moderna, / z"dx,
a

para n fracionario, com n # 1.

A partir das grandes contribui¢oes de matematicos ao longo dos sécu-
los, aliado aos avancos da tecnologia, hoje é possivel construir modelos que
permitem calcular, medir, otimizar, analisar o desenvolvimento e performance
de projetos grandiosos, como avioes, navios, pontes, viadutos, dentre outros.
Um exemplo de aplicacao é o cilculo da area da superficie de uma asa do tipo

retangular de uma aeronave, um dos problemas propostos nesse trabalho.
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CAPITULO 3: Calculo Diferencial
e Integral de funcoes de duas

variaveis: principais conceitos

Neste capitulo, serao estudados alguns conceitos bésicos de Calculo Di-
ferencial e Integral de fungoes de duas variaveis. O publico ao qual se destina o
capitulo é o de alunos de graduacao de cursos de Matematica, Fisica ou Enge-
nharia do 2° ou 3° periodo e professores de matematica. Sao pré-requisitos para
concretizacao de tais conceitos: geometria analitica, algebra linear e nocoes de

calculo diferencial de uma variavel real.

Serao apresentados neste capitulo defini¢oes, exemplos e aplicagoes. As

demonstragoes podem ser consultadas nas referéncias [16] e [8].

3.1 Funcoes de duas variaveis

Defini¢ao 3.1.1 (Fungao de duas variaveis:). Seja D um subconjunto do
R2. Denomina-se funcio de D em R toda relacio que associa a cada par
ordenado (x,y) pertencente a D um unico nimero real indicado por f(x,y).

O conjunto D € chamado dominio da fungao e f(x,y) € chamado de imagem

de (z,y) ou valor de f em (z,y). (Veja [2].)
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3.2 Graficos

O gréafico de fungoes de duas varidveis representa uma superficie no
espago tridimensional. A visualizagao geométrica auxilia na interpretagao do
problema e no estudo de tais funcoes. Todos os graficos constantes neste traba-
lho foram plotados no programa GeoGebra, um software gratuito de mateméa-
tica dindmica que retne recursos de geometria, algebra e célculo. O software

pode ser usado online ou baixado através do site www.geogebra.org.

De acordo com a referéncia [8], temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.2.1 (Gréfico:). O grdfico de uma fungao de duas varidveis

z = f(z,y) € o conjunto de todos os pontos (z,1,z) pertencentes a R3, tais
que (z,y) € D(f) e 2= f(z,y).

Simbolicamente, escrevemos:
G(f) ={(z.y,2) eR?/2 = f(z,y)}.
Considere, por exemplo, para z,y e z reais, a funcao z = % + y>.
Percebe-se que, tanto x quanto y, podem receber quaisquer valores reais. Mas

z assume apenas valores nao negativos, por se tratar da soma de quadrados.

Veja o gréafico da funcao na figura 3.5.

Figura 3.5: Grafico de z = 22 + ¢
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3.3 Funcao vetorial e parametrizacao de curvas

Segundo [16], temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.3.1 (Fungao vetorial:). Uma fun¢do cujo dominio é um con-
Jjunto de numeros reais e cuja imagem € um conjunto de vetores é chamada de

funcao vetorial.

Uma fungao vetorial definida em um intervalo real I, com valores em
R3, & expressa por
o(t) = (z(t), y(t), 2(t)) te, (3.1)
onde z(t), y(t), z(t) s@o fungdes reais definidas no intervalo real I.

Geometricamente, o vetor o(t) é representado pelo vetor O?, tal que
P = (:U(t), y(t), z(t)), quando o ¢é continua em I. Ou seja, para cada t € I,
obtemos um ponto P = (z,y, 2z) € C, onde

z=ua(t), y=y(), 2= 2(t) (3.2)

A equacgao 3.1 é denominada parametrizagao da curva C'. As equa-
¢oes 3.2 sao chamadas equagoes paramétricas da curva C. A variavel t é
chamada de parametro. Podemos definir também equagoes paramétricas no
R2, basta considerar a terceira componente do vetor nula. Como veremos no

exemplo 1.1 a seguir.

Exemplo 3.1. Uma parametrizacao da func¢ao da circunferéncia de centro
na origem e raio 1 pode ser o(f) = (cosf, send), com 0 < 6 < 2w. De fato,
como a equacao da circunferéncia é v2+y? = 1, e pela Relagcao Fundamental da
Trigonometria, temos que cos® +sen?0 = 1. Multiplicando ambos os membros
da igualdade por r > 0, obtem-se rcos? 0 + rsen®d = r. Portanto, sendo uma
circunferéncia de centro na origem e raio r, uma parametriza¢do da curva €

o(0) = (rcosf,rsend), com 0 < 0 < 2w, conforme figura 3.6.
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(z, y)

Figura 3.6: Parametrizagao da circunferéncia de centro na origem e raio r

Exemplo 3.2. A hélice circular reta é o lugar geométrico descrito por um
ponto que se move sobre um cilindro circular reto de raio a, de modo que a
distdncia por ele percorrida, paralelamente ao eixo do cilindro, é diretamente

proporcional ao dngulo sequndo o qual gira em torno do referido eixo.

Se 6 é o angulo de rotacao, entao a hélice tem parametrizacao:

xr=a cosl, y=asend e z=100, com a,b>0.

Figura 3.7: Parametrizagao da hélice circular
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3.4 Limite, continuidade e derivada

Definicao 3.4.1 (Limite:). Seja o(t) uma funcao vetorial definida em um
intervalo aberto I, contendo t1, exceto possivelmente o proprio t1. O limite de

f(t) quanto t se aproxima de t; € definido por

lim o(t) = (lim z(t), lim y(t), lim z(t)),

t—t1 t—t1 t—t1 t—t1

se }5?1 x(t), }5?1 y(), tligi z(t) existirem.

De acordo com [16], seguem as definigoes:

Defini¢ao 3.4.2 (Continuidade:). A func¢dao o(t) é continua em t; € I se, e

somente se,

lim o(t) = o(t1).

t—t1

Definigao 3.4.3 (Derivada:). A derivada da fungao vetorial o(t), comt € I

€ a fungao vetorial denotada por o'(t), assim definida:

o(t+ At) —o(t)
At—0 At

nos pontos t € I para os quais o limite acima eziste.

Das definigoes 3.4.1 e 3.4.3, podemos concluir que:

se 2/(t), ¥/ (t) e 2/(t) existirem.

Exemplo 3.3. Determinar equagoes paramétricas da reta tangente a elipse

2 2 3v3
de centro na om'gem € equagdo IZ + % = 1, no ponto P = (1, %_ .

UFTM PROFMAT



CAPITULO 3: Calculo Diferencial e Integral de funcoes de duas variaveis: principais
conceitos 15

1’2 2

Solucao: A parametrizacao da elipse de centro na origem e equa(;ao —+ o 1
¢ o(t) = (a cost,bsent),0 <t <2m. (Veja [8].)

Assim, uma parametrizagao da elipse do exemplo é o(t) = (2 cost, 3sent),

com 0 <t <27 O ponto P é o ponto final do vetor o (g), pois:

3V3
o(t) = (LT)

(2cost,3sent) = <,¥>
1

(cost,sent) = (5,%3)
7r
t = =
3

2
em P. Dessa forma, se () = (x,y) pertence a reta r tangente a elipse, entao,

3
O vetor o’ (g) = (—2 seng, 3 cos g) = (—\/g, —) ¢é tangente a elipse

determinando a equacao paramétrica da reta tangente a elipse no ponto P,

vern:

(z,y) = P+<—\/§,§)t

= (1¥> + (—\/ﬁ,g)t

_ (1—t\/_ (IH)) teR.

3.5 Curvas suaves

Definig¢ao 3.5.1 (Curva suave). Uma curva C :r(t), t € [ C R, denomina-
se curva reqular ou suave, se twer derivada 1'(t) continua e r'(t) # 0 em todo

o wntervalo I. FEsse tipo de curva é caracterizada pela auséncia de pontos

angulosos.
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Exemplo 3.4. Considere a curva parametrizada r(t) = (¢3,2t%), com
—V/5 <t < V5. A figura 8.8 mostra essa curva. O ponto (0,0), corres-
pondente a t = 0, é um ponto anguloso (ou "bico"), ou seja, a curva nao é

suave. Reparemos que 1'(0) = (0,0) = 0.

Figura 3.8: Grafico da funcao o(t) = (¢3, 2t?)

Exemplo 3.5. A fungdo vetorial u(t) = (26>, t+ 1,2+ 1), -3 <t <3
representa uma curva suave, ja que u'(t) = (4t,1,2t) é continua em todo o
intervalo I = [—3,3] eu/(t) # 0, Vt € I. Veja figura 3.9.

N

%

Figura 3.9: Grafico da funcio u(t) = (2t2, t + 1, t?), -3 <t <3

3.5.1 Orientacao de curvas

Em geral, as curvas sao orientadas. Se um ponto material se desloca
sobre a curva C, temos dois sentidos possiveis. Supondo que a curva tenha

funcao vetorial
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o(t) = (2(t), y(), 2(1)), t € [a, 0],

por convencao serd chamado de sentido positivo sobre C', o sentido no qual
a curva é tragada quando o parametro t varia de a até b. O sentido oposto
¢ chamado de sentido negativo sobre C'. A figura 3.10 representa o sentido

positivo da curva C.

Figura 3.10: Orienta¢io de uma curva

3.6 Comprimento de arco

Consideremos uma curva definida por o(t),t € [a,b]. Podemos pensar
que esta curva é a trajetoria descrita por uma particula se movendo com velo-
cidade v(t) = ||o’(¢)||. Qual o comprimento desta curva quando ¢ varia de a até

b? Intuitivamente, isto nada mais é do que o espaco percorrido pela particula
b

no intervalo de tempo [a, ], isto é, / v(t) dt (Veja [16]).

a

Dessa forma, definimos:

Defini¢ao 3.6.1 (Comprimento da curva:). Se C' é uma curva suave pa-

rametrizada por o(t), a <t <b, o comprimento da curva C € definido por

L) = [ o) d 33)
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A formula 3.3 também é valida se o(t) for suave por partes, ou seja, se
o intervalo [a, b] pode ser dividido em um ndmero finito de intervalos fechados,

tais que, nesses intervalos, as curvas sejam suaves.

Exemplo 3.6. Calcular o comprimento da curva definida pela funcao ve-
t3
torial o(t) = (g,tQ), com t € [1,2].

Solugao: A figura 3.11 representa o grafico de o(t).

Figura 3.11: Gréafico de o(t)

Para calcular o comprimento da curva, devemos, primeiramente, derivar

a fungao o(t):
o'(t) = (%, 2t)

Como o'(t) é continua e o'(t) # (0,0) em todo o intervalo I = [1,2],

entdo a curva é suave. A norma do vetor o’(t) é

o' (8)]| = VE* + 42 = /2 + 4.

Dessa forma, o comprimento da curva é
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2
? 12 + 4)3
L(C) = /|IJ )|| dt = /t\/t2+4dt:%
1

LO) = 223+ 4)3 \/(123+ 4 _ 40;/5 _—

3.7 Derivadas parciais

Para fungdes reais de uma variavel real, supondo y = f(z), sua derivada

¢ definida por

que pode ser interpretada como a taxa de variacao de y em relacao a x.

Consideremos, agora, uma func¢ao z = f(z,y) de duas variaveis indepen-
dentes. Quando calculamos a derivada parcial de z em relagao a x, devemos
tomar y como constante. De forma anéaloga, quando calculamos a derivada

parcial de z em relagao a y, devemos tomar x como constante.

Ou seja, a derivada parcial de f em relacdo a = no ponto (xg,yo) €

definida por

of . f(xo + Az, y0) — f(z0,20)

9y (F0:%0) = lim Ax )

se este limite existir. Indicamos essa derivada parcial por um dos simbolos:

(9f 0z

90 0w I
A derivada parcial de f em relagdo a y no ponto (xg, yo) ¢ definida por
of . f(wo,y0 + Ay) — f(z0,v0)
a_y(x()ayo) - Alzlvril(] Ay )

se este limite existir. Indicamos essa derivada parcial por um dos simbolos:

of 0z
f s fys 2y

8y 8
Na maioria dos casos nao é necessario usar os limites acima. Podemos

usar as regras de derivagao de fungoes de uma variavel.
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Exemplo 3.7. Seja f(x,y) = 22?—3xy. Calculemos g—i(—l,?)) e g—ch(—l,S).

Solucao: Para calcular a derivada parcial de f em relacao a x em um ponto

(0,Y0), basta considerar o y como uma constante. Assim:

9 d

Analogamente, temos:

0 0
a—ch(%o’yo) = =319 = a_§<_173> =3.

3.7.1 Interpretacao geométrica das derivadas parciais

O grafico de uma fungao de equagao z = f(z,y) é uma superficie. Seja
Q = (70,%0) um ponto no R e Py = (0, yo, f(z0,y0)) um ponto no R3. Se
y nao variar, ou seja, se manter y igual a gy, o plano y = y, interceptara a
superficie. g;sa interse¢ao sera uma curva de equagao z = f(x, yo) neste plano.

O namero == seré o coeficiente angular da reta tangente a esta curva quando
x
xr = xo (Veja [16]). Veja figura 3.12.

Figura 3.12: Representagio geométrica da derivada parcial

Exemplo 3.8. Dados o paraboloide f(x,y) =9 —2*—y* e 0 planoy =1,
cuja visualizagdo é obtida por meio da figura 3.18 a. A curva C resultante da
intersecao entre f(x,y) = 9—a?>—y? ey = 1 € dada pela equacio g(x) = 8—122,

representada na figura 3.13 b.
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Figura 3.13: Grafico do exemplo 1.8

Solugao: Deve ser calculada a inclinagao da reta tangente a curva C' no ponto

P =(3,1). Como g é uma fun¢ao em z, a inclinagdo da reta tangente a C' no

ponto P é dada por ¢'(1) ou %(3, 1). Tem-se:
af _ af _
%(x,y) =-2r = %(3, 1) = —6.

3.8 Diferenciabilidade

Definigao 3.8.1 (Diferenciabilidade). Uma funcao [ € diferencidvel em um
ponto (zo,y0) € Dy se as derivadas parciais f, e f, existirem e forem continuas
nesse ponto. (Veja [9].)

Como consequéncia dessa defini¢cao, temos:

Teorema 3.1. Seja fuma fung¢ao com duas varidveis. Se as duas derivadas

L Of of , N : :
parciais e e == sao continuas num conjunto aberto A, entao f € diferencidvel
x

Y
em todos os pontos de A. (Veja [2].)
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Exemplo 3.9. A funcaio f(x,y) = 92°—2y*—5 € diferencidvel em todos os
pontos de R?, pois as derivadas parciais f, = 272? e f, = —4y sdo continuas

em R2.

3.9 Regra da cadeia

No estudo de fung¢oes de uma variavel, a regra da cadeia é utilizada
para calcular a derivada de fung¢oes compostas. Agora, vamos usar a regra da

cadeia para o caso de fungoes de duas variaveis, conforme definicao.

Definigao 3.9.1 (Regra da cadeia:). Se z = f(z,y) tem derivadas parciais
0z 8,2

— continuas e se as fungoes x = x(t) e y = y(t) sao diferencidveis em

o 8y

t, entdo a fung¢do composta z = f(x(t),y(t)) € uma fungao diferencial de t e:

de 0z dr 0s dy
dt  Ox dt oy dt

Exemplo 3.10. Sejam as funcoes reais f(z,y) = xy? — 22, x(t) =t — 1,
y(t) = 2t. Vamos calcular a derivada pn da funcao h(t) = f(z(t),y(t)).

Solucao: Temos que:

of

= =y -2 — =1
Ox y s dt ’
of dy

9 7 -9
ay xy7 dt )

Assim, temos:

% = (4~ 20).(1) + (229).(2)

% = 4 —2.(t —1)+2.(t —1).2¢.2
Cfi_? = 4t* — 2t + 2+ 8t* — 8t

0;_? = 12t — 10t + 2.
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Note que, se fizermos as substituicoes das variaveis antes de derivar,
teremos: h(t) = f(z(t), y(t)) = f(t —1,2t) = (t — 1).(20) — (¢t — 1)* =
4t — 5t* + 2t — 1.

Derivando h em funcao de ¢, temos:

dh
— =122 =10t + 2
dt te

o que resulta em um calculo mais simples para a derivada de h com respeito a
t.

3.10 Vetor gradiente

Definigao 3.10.1 (Vetor Gradiente:). Seja f uma fungao de duas varid-
veis que admite derivadas parciais no ponto (xg, yo), denomina-se gradiente de

f(z,y) nesse ponto, denotado por grad f(xo, yo) ou V f(zo, yo), 0 vetor:

0 0
Vf(flf(],y()) = (a_£<x01y0>7 a_g(xo’yo)) :

Se estamos trabalhando com um ponto genérico (x,y), representamos

_(Of Of
V= (a—x’ a—y)‘

o vetor gradiente por:

De acordo com [8], interpretamos geometricamente V f como um vetor

aplicado no ponto (g, yo), isto é, transladado da origem para o ponto (zg, yo)-

Exemplo 3.11. Determine o vetor gradiente das fungoes:

2

)
a) z=bry — el
b) 2 =2y
Solucao:

3> 2
a) Temos: Vz = (5y+ %, bx — —g)
x x

b) Temos: Vz = (2zy°, 3y*z?).
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3.11 Derivadas parciais de funcoes vetoriais

Definicao 3.11.1 (Derivada parcial:). Seja a funcao vetorial ¥’ = i(x,y, z) =
(fl(:v,y,z), folz,y, 2), f3(z,y, z)) A derivada parcial de 7 em relagdo a =,

—

Iz
que denotamos por — € definida por:

ox
o _ (05 05 0%
o ox’ Oz’ Ox )
Analogamente,
0F _(0fi0h OfY | OF_(0h of of
oy oy Oy’ Oy 0z 0z 0z 0Oz

sao, respectivamente, a derivada parcial de T em relacao a y e a deriwada

parcial de T em relacao a z.

Exemplo 3.12. Dada a fungao vetorial ¥ = (/x, 20 +y, © — y + 22),

determine suas deriwadas parciais.

Solugao:
or 1
— = — 2,1
ox (2\/57 ’ )
or
— = 1, —1
S = (0.1
or
i 2
0z (0,10, 2)

3.12 Integrais duplas

Esta secao se destina ao estudo de integral dupla, que é extensao natural
do conceito de integral definida para as fungoes de duas variaveis. Apresenta-

mos também sua interpretagao geométrica, exemplos e aplicagoes.
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Para se chegar a definicao de integral dupla como volume de deter-
minada regiao W, é necessario definir a integral dupla através de somas de
Riemann. Tal demonstracdo pode ser consultada em [23]. Nos ateremos ape-

nas as definigoes.

Considere uma funcao real de duas variaveis z = f(z,y) definida e
continua no retangulo R = [a,b] x [¢,d] = {(z,y) e R?/a <z <bec <y < d}.
Segue definicao:

Definigao 3.12.1 (Integral dupla:). Se f(x,y) > 0 em R, o grdfico de
z = f(x,y) € uma superficie situada acima do retangulo R. Esta superficie, o
retdngulo R e os quatro planos x = a,x = b,y = ¢,y = d formam a fronteira de
uma regiao W do espaco. Assumindo que a regiao W assim definida possui um

volume, chamamos esse volume de integral dupla de f sobre R, que denotamos

por//Rf(x,y)dxdy.

Figura 3.14: Interpretacao geométrica da integral dupla

De acordo com [21], as propriedades basicas da integral dupla sao si-
milares aquelas para integral simples e o seguinte resultado, admitido sem

demonstragao, €, na verdade, consequéncia das propriedades de limite:

Proposicao 3.1. Se f,g: R C R? — R sdo fungoes continuas no retangulo
finito R e k é uma constante real, entao, sao validas as sequintes propriedades

para a integral dupla:
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) //Rk:f(x,y)dxdy:k;//Rf(x,y)dxdy.
i) [ [ )+ g dots= [ [ fepdsays [ [ oo dody

iii) Se f(z,y) > 0 para todo (z,y) € R, entao // f(z,y)dzdy > 0.
R

iv) Se f(z,y) > g(x,y) para todo (z,y) € R, entao

//Rf(ﬁc,y)dxdyz//Rg(x,y)dxdy.

v) //Rf(x,y)d:cdy:/ . f(z,y) dxdy —1—/ . f(z,y) dxdy, sendo

R =Ry UR; e Ry e Ry tétm apenas pontos de fronteira em comum.
A seguir, um importante Teorema que nos ajudara a calcular as integrais
duplas.

Teorema 3.2 (Teorema de Fubini:). Seja f: R C R? — R uma fungao
continua no retingulo R = {(z,y) e R* :a <z <bec<y<d}. Entio,

//Rf(x’y)dxdy:/cd {/@b f(xvy)dﬂf} dy:/ab {/Cd f(x,y)dy} dz.

Exemplo 3.13. Calcule o volume do solido 2 abaixo do plano de equagao

2¢ — 3y + 2z =2 e acima da regiao R = [0, 1] x [0, 1].

Solugao: O soélido €2 é delimitado superiormente pelo plano cuja equagao é

z=—x+ ?y + 1 e esté ilustrado na figura 3.15.
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Figura 3.15: Grafico do exemplo 3.13

O volume do s6lido pode ser calculado através da integral dupla a seguir:

i L[ (e en) aa

r=1
'[—2%  3ay
Vo = — + —
Q /0 [ 5 + 5 +x}

1
1 /32 1 /3 5

3.13 Integrais duplas sobre regioes mais gerais
Estudaremos nesta se¢ao os casos em que a regiao R nao é uma regiao

retangular. As integrais sao calculadas de forma simples, por meio de duas

integragoes sucessivas (Veja [16], pagina 165).
1° caso: R é do tipo I

Nesse caso, teremos f1(z) <y < fo(z) e a <z < b, com fi(x) e fo(z)

continuas em a, b, conforme ilustra figura 3.16.
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hilz)

Figura 3.16: Regiao do tipo I

Nesse caso, a integral dupla / / f(z,y) dx dy é calculada por meio da
R

integral iterada:
b fa(x)
/ / flz,y)dy| dx.
a fi(zx)

Exemplo 3.14. Calcule o volume do solido delimitado superiormente pelo

plano de equacao z = 3 — x — y, inferiormente pela regiao R delimitada por

+2 . . .
r=0,z=2,y=0,y = i e lateralmente pelo cilindro vertical cuja base

é o contorno de R.

Solucao: Veja o esboco do grafico da superficie do solido na figura 3.17 a e da
regiao R em 3.17 b.

(®)

Figura 3.17: Grafico do exemplo 3.14
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Para calcular o volume da superficie, usaremos a integral dupla:

vV = /(B—x—y)dxdy
R

v - /[/— (3_x_y)dy] "

x+2

2 o\ YT 1
V = / <3y—a:y—y—) dx
0 2
y=0
2 922 4+ 4o+ 44
v o— / o tdetad
0 32
1 2
V o= — [ (=92° 44z + 44)dx
32 J,
1 2
Vo= - (—32® + 22% 4 44x)
0
1 9
V = —.712=".
32 4

Exemplo 3.15. Calcule o volume do solido delimitado superiormente pelo
plano z = 4, inferiormente pela regiago R delimitada por x =0, x =3, y =0,
y = —23 4+ 222 + 3z e lateralmente pelo cilindro vertical cuja base é o contorno
de R.

Solucao: O grafico do so6lido esta representado na figura 3.18.

Figura 3.18: Grafico da superficie
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O volume do soélido é

V = / / 4ddx dy
R
r=3 y=—x34+22243z
V = / / 4dy dx
=0 y=0
=3 y=—x34222 43z
V =4 / / dy dx
=0 y=0
=3

—a3 422243z
V =4 / Y
=0

dx
=3
vV = 4/ —23 + 222 + 3xdx

0

43 2 |
-3 2.(3)3  3-(3)?
v < 4 + 3 + 2
45 .
vV = 4. = 45 unidades de volume.

Exemplo 3.16. Calcule o volume do sdlido delimitado superiormente pelo
plano z = h, inferiormente pela regiao R e lateralmente pelo cilindro vertical
cuja base € o contorno de R. Sendo a regiao R delimitada por x = ki, x = ko,
y =0, f(z) = az® + bx® + cx + d, de modo que nao existam raizes de f(x)

pertencentes a [k, ks|, exceto possivelmente ki ou k.

Solugao: Este exemplo é uma generalizagao para o exemplo anterior, sendo
que uma delimitacao de y é uma funcao polinomial de terceiro grau qualquer

€ 0 €eiXo .

A restri¢ao de que nao existem raizes da curva f no intervalo [ky, ko),
exceto possivelmente k; ou ko, € importante. Se existir uma raiz ks no intervalo,
deveriamos dividir a regiao R em duas regides: uma com x € [k, k3], e outra

com z € [ks, ko] e somarmos os modulos dos resultados.

Como nao sabemos se o grafico da funcao esta abaixo ou acima de y = 0
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e nem o sinal de A, usaremos moédulo para o célculo do volume. Segue que:

V:

2° caso

/ / hdx dy
R
r=ko y=ax3+bx>+cx+d
/ / hdy dx
r=k1 y=0
r=ko y=ax3+bx>+cx+d
h / / dy dx
r=k1 Y
r=ko

=0
Z‘ffk']

r=ko
h/ (ax® + ba® + cx + d) dx

ax3+br+cx+d
dx

0

=k1
k
4 3 2
k1
ak’é1 bk3  cks ak;il bk} ck?
h{(?*?*?”’@ Tyttt

: R é& do tipo II

Nesse caso, teremos gi(y) < = < ga2(y) e ¢ < y < d, com g1(y) e ga(y)

continuas em c, d, conforme ilustra figura 3.19.

galy)

Figura 3.19: Regiao do tipo II
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Nesse caso, a integral dupla / / f(z,y) dx dy é calculada por meio da
R

d 92(y)
/ [/ f(z,y) dl’] dy.
c g1(y)

Exemplo 3.17. Calcule // (x 4+ 2y)dx dy, onde R € o triangulo de
R
vértices (—2,0), (0,2) e (2,0).

integral iterada:

Solugao: Analisemos, primeiramente o esboco da regiao R na figura 3.20.

r=y—2

Figura 3.20: Grafico do exemplo 2.15

Determinamos as equacgoes das retas que delimitam o valor de x. Ou

seja, y —2 <z <y+2e0 <y <2 Assim, temos:

2 y+2
I://(a:+2y)dwdy:/ [/ (:B—|—2y)dx} dy
R 0 y—2
2 /.2 v=y+2 2 2
I—/ (?+2xy> dy = / 12ydy = 12/ ydy
0 0 0

2
[ =12 =12-2=24.

0

r=y—2

v
2

Observagao 3.1. Se f(z,y) = 1 para todo (x,y) pertencente & regiago de

tegracao R, a integral / ldxdy é a drea de R.
R
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Exemplo 3.18. Determine a drea da regido limitada pelas curvas x = 13,

r+y=10ey =0.

Solugao: A representagao grafica da regiao esta ilustrada na figura 3.21.

Figura 3.21: Grafico da regidao R

As funcoes = P e v +y
uma regiao do tipo 2 com 3 < x

da regiao R é

10 se interceptam em y = 2. Assim, R é

10—y e 0 <y < 2. Dessa forma, a area

A(R) = //Rldxdy

A(R) = /y yzz

rz=10—y
/ 1 dxdy

10—y

AR) = / x dy
y=0 3
y
y=2
A(R) = / (10—y—y3) dy
y=0
2
2 4
_ _y_Y
A(R) = 10y 5 1 0
A(R) = 14.
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3.14 Mudanca de variaveis na integral dupla

Um dos objetivos de se mudar as variaveis na integral dupla é facilitar

o célculo da integral, quando o integrando ou a regiao R nao é simples de ser

calculado diretamente. Transformaremos f(x,y)dxdy, onde R é uma
R

regiao do plano xy em / / F(u,v) dudv, tal que @ serda uma regiao do plano
Q

uv. Para isso, usaremos uma mudanca de variaveis:

r = z(u,v) y = y(u,v).

Considerando que as fungoes f(z,y) e F(u,v) s@o continuas em R e @

respectivamente, temos:

//Rf(x,y)dxdy://Qf[x(u,v),y(u,v)]’gg:i; dudv (3.4)
onde
5(z.1) or Ox
Y u Qv
o) | 0y Oy
ou Ov

é o determinante jacobiano de = e y em relagao a u e v.

3.14.1 Coordenadas polares
As equagoes
r=rcosf e y=rsend

fornecem as coordenadas cartesianas de um dado ponto em termos de suas
coordenadas polares podem ser vistas como uma transformacao que leva os

pontos de (r,0) do plano rf a pontos (z,y) do plano zy. (Veja [8].)
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Nesse caso, o determinante jacobiano é dado por:

cosf —rsend

=r

senf rcosf

Assim, a formula 3.4 pode ser expressa por:

//Rf(xawdxdy://cgf(rcos@,rsen@)rdrd@ (3.5)

Exemplo 3.19. Calcule I = // V2 +y?dxdy , sendo R o circulo de
R
centro na origem e raio 3.

Solugao: Calcular I é o mesmo que calcular o volume do sélido delimitado
superiormente pela superficie z = (/2?2 4+ y?, inferiormente pelo plano zy e

lateralmente pelo cilindro de equacdo x? + y? = 9. O so6lido esta representado

graficamente na figura 3.22.

]

Figura 3.22: Grafico para calculo de T

Para calcular I, vamos utilizar as coordenadas polares e aplicar a for-
mula 3.5. Para isso, devemos identificar a regido R’ no plano rf, que corres-

ponde a regiao R no plano zy.

O contorno de R é a circunferéncia 22 + > = 32. Em coordenadas

polares, temos:
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r=rcosf, y=rsend, 0<0<2r, 0<r<3.

Assim, calculando I, temos:

/ / v x? + y2dxdy
0=2m r=
I / \/_ r drdf
0 r= O

0=2m
I = / / r? drdf
0=0 r=0
3
0=2mw .3
I = / "1 ae
=0 3|
=27
I = 9do
6=0

3.15 Area de uma superficie

Definicao 3.15.1 (Area de superficie). Seja S uma superficie paramétrica

suave, representada por 7(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), onde (u,v) € R.,
definimos a drea A(S) de S pela formula
or r‘ dudv (3.6)
onde @ X & € a norma do vetor ﬁ X Q
ou v ou v’
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Exemplo 3.20. Determine a drea da superficie esférica de raio r.

Solugao: Vamos utilizar a equagao vetorial da esfera de centro na origem e raio

r, cuja demonstragao pode ser consultada em [8] nas paginas 358 e 359, isto é:

o(u,v) = (r cos(v) cos(u),r cos(v)sen(u),rsen(v)),0 < u < 27 e %ﬂ <wv<

o

As derivadas parciais sao

Oo
5y = (— 7 cos(v)sen(u),r cos(v) cos(u),0)
Z—Z = (=7 cos(u)sen(v), —r sen(u)sen(v), r cos(v)),

sendo que, o produto vetorial é

0 0o
ou Ov

= (r* cos®(v) cos(u),r* cos®(v)sen(u),r* cos(v)sen(v)).

Usando a féormula 3.6, vem

A(S) = / /R (2 cos?(v) cos(u), r? cos?(v)sen(u), 1 cos(v)sen(v))|| dudv
_ / /R /T cost (o) cos? () 1 cos™ (v)sen®(u) 4 cos? (v)sen?(v) duds
= / /R /14 cost(v) + 14 cos?(v)sen?(v) dudv
_ / /R \Jrtcos?(v) - (cos?(v) + sen?(v)) dudv
_ / /R /i cos(0) dudv

z 2
= //rzcos(v)d dv:/Q/ 72 cos(v) dudv
R -z Jo
% u
= / r*u cos(v)
_g u=0

= 2mr? sen (3) —sen ()

UFTM PROFMAT
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Um caso particular ocorre quando a superficie S é descrita, na forma
explicita, pela equagao z = f(z,y), (z,y) € R, e o plano 7 é o plano zy. Assim,
a area de S pode ser calculada pela formula a seguir, cuja demonstracao pode

ser consultada em [16], pagina 255.

A(S) = / /R \/1+ (%)Z (%>2dxdy. (37)

Exemplo 3.21. Calcule a drea do paraboloide z = x* + y? limitado supe-

riormente pelo plano z = 3.

Solugao: A representagao do grafico do paraboloide segue na figura 3.23.

Figura 3.23: Grafico do paraboloide z = 22 + y?

A parametrizagao da superficie é 7(z,y) = (z,y,2% + y?), sendo que

. . . ~ z
0 < 2?2+ 9% < 3. Como z = 22 + 32, as derivadas parciais sio — = 2z,

ox
0z

— = 2y. Aplicando a férmula 3.7, vem:

dy
A(S) :// V 1+ 422 + 4y? dzdy.
R

Passando para coordenadas polares, temos x = r cosf, y = r senf), com
0<r<+v3e0<6<2m. Aplicando a féormula 3.5, vem:
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mﬁzzfﬁf@wmwz/éfmmamwwww
A(S) = / /Q ry/1 + 4(r cos 0)2 + 4(rsend)? drdf

0=2m r=+v3
A(S) = / rv' 1+ 4r2drdf
0

=0 r=0

0=2 V3
1 =27
A(S) = — ( (1 + 472)3 ) de
12 /oo .
1 0=2m
AS) = 55 ] (13\/5—1) db
. 0=2m
A(S) = @/ a0
12 —0
13v13 — )7
AS) = %
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CAPITULO 4: Aplicacao - a asa

retangular

Para calcularmos o arrasto! gerado pela asa de um avido, precisamos,
dentre uma série de outros fatores, do valor da area de superficie dessa asa.

E necessario, também, calcular a area para se saber, aproximadamente, a

quantidade de material utilizado para se revestir a asa.

Veremos, entao, nesse capitulo, uma aplicagdo dos conhecimentos ad-
quiridos através do capitulo 3: o calculo da superficie da asa do tipo retangular

de um aviao.

4.1 A asa retangular

A forma geométrica adotada para a asa pode ser fruto da criacao e
imaginagao do projetista. Normalmente, a superficie horizontal da asa (a vista
superior ou inferior) assume uma forma geométrica retangular, eliptica ou

trapezoidal (veja [17]).

A asa retangular é a asa cujo perfil superior é um retangulo. Esse
formato apresenta menor estabilidade durante o voo se comparada aos outros
tipos de asa, porém, é muito mais facil de ser construida. Veja na figura 4.24

uma fotografia de uma miniatura de aviao com asa retangular.

LA forga que faz resisténcia ao movimento de um objeto solido através de um fluido (um
liquido ou um gas) [24].
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Figura 4.24: A asa retangular

Agora, consideremos o problema: calcular a area da superficie de uma
asa retangular. Para esse calculo, devemos dividir este problema em duas
partes: calculo da area da superficie superior e calculo da area da superficie

inferior. Veja na figura 4.25 um esbogo da asa.

Figura 4.25: Modelo de asa retangular

Serao adotadas aqui algumas medidas de comprimento e largura e equa-
¢oes das curvas da parte superior e da inferior. Essas medidas e as equagoes
das fungoes podem variar conforme o modelo ou tamanho da aeronave. Nesse

exemplo, a asa tem largura a = 326,79 mm e comprimento de b = 757 mm.
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A equacao da funcao no R? da superficie superior é polinomial do sexto

grau e tem equagao:

Fy(x) = —2,1275 x 107"22° 42,1360 x 107%2° — 8,5806 x 10~ "z* +
+1,7801 x 10~*2® — 2,1160 x 10~%2% + 1, 3899 + 3, 5200

e funcao da superficie inferior também é polinomial do sexto grau e tem equa-

Gao:

Fi(z) = —1,906 x 107"22°% +2,0196 x 107%2° — 8,3411 x 10~ 2* +
+1,7364 x 10~ 42% — 1,9508 x 107222 +9,9980 x 10tz + 1, 9200.

Através do software GeoGebra, vamos definir os pontos de intersegao

das duas fungoes, conforme figura 4.26.

100 4

&0 4

DJ/
o 50 100 150 200
A= (—4.03, —2.44)

Figura 4.26: Intersecio entre Fy(z) e F;(x)

Dessa forma, a superficie da asa ¢ definida no intervalo x € [—4, 33; —322, 46].

4.2 Area da superficie superior

Deve-se, primeiramente, parametrizar a superficie no R?, a fim de se

calcular a sua area. Dessa forma, teremos:

™(u,v) = (u, Fs(u),v), com —4,03 <u<322,46 ¢ 0 < v < 757.
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As medidas de u e v estao em milimetros. Temos na figura 4.27 o grafico

da superficie 7(u, v).

Figura 4.27: Grafico de 7(u,v)

A area pode ser calculada usando a defini¢ao 3.15.1:

or  or
As derivadas parciais sao:
or y
% = (1, FS (U), O)
or
D 1
81} (07 07 )’

onde F!(u) = —1,2765 x 10~ + 1,0680 x 10-3u* — 3,43224 x 10~5u? +
5,3403 x 10~4u2 — 4, 2320 x 10~2u + 1, 3899.

O produto vetorial é calculado:

or or ) /
50 X 90 = (1, Fl(u),0) x (0,0,1) = (F.(u),1,0).
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Calculando a norma do vetor acima, temos:

Finalmente, calculando a area da superficie, temos:

A(S) = //R\/H(F;(u)fdudv
A(S) = / v:m( UZ322’46\/1+(F;(U))2du) dv

v=0 u=-—4,03

or  or

kel | 1+ (Fl(u)"

Com o auxilio do software WolframAlpha [25], a integral

u=322,46
/ \/ 1+ (Fs’(u))2du pode ser calculada, conforme figura 4.28.

=—4,03

22.46
F \f[l +(—(1.2765 % 10711) x* + 1.068 x 10~ x* — 3.43224 x 1076 %7 +
~—4.03

5.3403 x 107* x? — 4.2320 x 1072 x + 1.3899)%) dx = 348.948

50 100 150 200 250 300 350

Figura 4.28: Calculo de integral usando WolframAlpha

Assim,

v=T57

A(S) = / 348,948 dv
v=0

757

A(S) = 348,9480

0
A(S) = 264153,636 mm?
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4.3 Area da superficie inferior
A parametrizacao da superficie é
S(u,v) = (u, F;(u),v), com —4,03 <u<322,46 ¢ 0 < v < 757,

sendo que u e v estao em milimetros. O grafico da superficie esta representado

na figura 4.29.

&
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®
E
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=
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Figura 4.29: Grafico de 5(u,v)

De maneira analoga ao célculo da area da superficie superior, teremos

as derivadas parciais:

0s ,
VR (1, F{(u),0)
05

A 1

81) (07 07 )7

onde F/(u) = —1,1x 1071145 41,0098 x 10~8u* — 3, 33644 x 10~5u? + 5, 2092 x
1042 — 3,9016 x 10~2u + 9, 9980 x 1071,

A norma do produto vetorial das derivadas parciais é
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Assim,

A(S) = //R\/lJr(E-’(u)fdudv
A(S) = /;0757 ( /u ug22’46\/1+(F;(u))2du> dv.

=—4,03

Com o auxilio do WolframAlpha e conforme figura 4.30, temos:

22,46
+—(1.1=107"")x" + L. <1077 x7 — 3. <1077 x° +
1 1.1 1071 % + 1.0098 » 1078 x* — 3.33644 « 105 »°
=403

5.2092 x 107% x? — 3.9016 x 1072 x + 0.9998)%) dx = 363.214

g8

30

1
2'.|5
1.5

1.0 l\\—""

0.5

100 200 300

Figura 4.30: Calculo de integral usando WolframAlpha

Dessa forma:

v=T57
A(S) = / 363,214 dv
= 757
A(S) = 363,214
0

A(S) = 274952,998 mm?

4.4 Area total

Apos calcular a area das superficies superior e inferior, obtemos a soma

A = 264.153,636 + 274.952,998 = 539.106, 634 mm? de 4rea total.
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CAPITULO 5: O volume do

cilindro

Sera estudada, neste capitulo, uma aplicacao da integral de duas varié-
veis para o Ensino Médio. Como pré-requisitos, o aluno deve ter conhecimentos
de fungoes, Geometria Plana, Geometria Analitica e Geometria Espacial. Se-
rao utilizados recursos computacionais para a aplicagao da atividade proposta,
de forma que os alunos e o professor devem possuir conhecimentos bésicos de

informatica.

A atividade deve ser aplicada, preferencialmente, a alunos do 3° ano do
Ensino Médio. O objetivo é estender o conceito de volume do cilindro circular
reto para o volume de um cilindro reto cuja base ¢ delimitada por uma curva de
funcao polinomial de grau 3. Nao é necessario que se use integrais nem fungoes
de duas variaveis, ji que os alunos ainda nao possuem tais conhecimentos

prévios.

Através de uma definicao simples e importante usada no Célculo Di-
ferencial e Integral (Somas de Riemann), o exemplo 3.16 da pagina 30 deste
trabalho e alguns recursos computacionais, o aluno ira aprender que ha figuras
das quais podem ser calculadas areas e volumes antes inacessiveis ao contexto

do ensino médio.

Ao final da atividade, espera-se que o aluno tenha ampliado seu con-
ceito de area e volume e tenha construido uma intuicao de limite e de somas
infinitas convergindo para um ntmero. Mais do que isso, espera-se despertar
no aluno a curiosidade pela busca de aplicacoes da matemaética nas diversas

areas, especialmente engenharia, fisica e computacao.
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5.1 Calculo de areas

Pelos conceitos de Geometria analitica, sabemos como calcular area de
poligonos e do circulo. Tal conhecimento pode ser estendido para o calculo de
areas de regides que possam ser subdivididas em um ntimero finito de poligonos
ou setores circulares. Quando a regiao nao pode ser decomposta deste modo,

outros métodos devem ser usados. (Veja [19].)

A prépria area do circulo foi definida através da inscricao e da circuns-
crigdo de poligonos regulares, o chamado método da exaustao (veja em [7]).
Para definir a area de uma figura plana qualquer, procedemos de maneira
anéloga, ou seja, aproximamos a figura por poligonos cujas areas possam ser

calculadas pelos métodos da geometria elementar.

Para isso, define-se primeiramente:

Definigio 5.1.1 (Area sob uma curva). Sejam a e b dois niimeros tais que
a < be f uma fungio continua em [a,b], com f(x) > 0 para todo x desse
intervalo. A drea sob a curva f entre a e b € a drea da regiao delimitada pelo
grdfico da funcao f, pelas retas verticais x = a e x = b e pelo eizo horizontal,

conforme ilustra a figura 5.31.

Figura 5.31: Area sob uma curva

Considera-se agora o problema de calcular a area sob a curva de uma
funcao nao negativa e continua f. Para isso, faz-se uma particao no intervalo

[a,b], ou seja, divide-se o intervalo em n subintervalos, conforme mostra a
figura 5.32.
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Figura 5.32: Area sob uma curva: aproximacio por retangulos

A soma das areas dos n retangulos é a chamada soma de Riemann da
funcao de f. A medida que n cresce muito e cada intervalo de subdivisao
se torna muito pequeno, a soma das areas retangulares aproxima-se do que

intuitivamente entendemos como a area sob a curva f.

No caso de a funcao ser negativa, essa area deve ser calculada em mo-
dulo. Além disso, caso a curva seja, ora positiva, ora negativa, ela deve ser
subdividida, de forma que as partes negativas estejam em modulo. Nesse caso,

a area sob a curva serd o somatorio dessas areas subdivididas.

Para facilitar a compreensao da definicao de area sob uma curva, o
professor pode explici-la a seus alunos de uma maneira menos formal e rigo-
rosa. Em [11], o autor apresenta algumas atividades para o Ensino Médio que

ajudarao na construcao dessa definigao.

5.2 Cilindro

Defini¢ao 5.2.1 (Cilindro). Um cilindro é uma superficie gerada por uma
reta L que se move ao longo de uma curva plana C' dada, de tal modo que
ela permaneca sempre paralela a uma reta fixa nao situada no plano da curva
dada. A reta L é chamada de geratriz do cilindro e a curva C' € chamada
diretriz do cilindro. [16]

A atividade seré restrita a cilindros cuja diretriz C' esta contida em um

UFTM PROFMAT



CAPITULO 5: O volume do cilindro 50

dos planos coordenados e a geratriz L é paralela ao eixo coordenado exterior

ao plano.

5.3 Volume do cilindro

Axioma 5.1 (Principio de Cavalieri). Sao dados dois sdlidos e um
plano. Se todo plano paralelo ao plano dado secciona os dois solidos sequndo

figuras de mesma drea, entdo esses solidos tém o mesmo volume.

No cilindro, toda secao paralela a base é congruente com essa base. Esse
fato permite concluir, pelo Principio de Cavalieri, que o volume do cilindro é
o produto entre a area de sua base pela sua altura, assim como ocorre nos

prismas [10]. A figura 5.33 ilustra essa situagao.

Figura 5.33: Volume do cilindro

Se o cilindro tem base circular, o seu volume é V = 7r2h, sendo r o
raio do circulo da base e h a altura do cilindro. Porém, a area da curva que
delimita o cilindro nem sempre pode ser calculada com tanta facilidade quanto
a area de um circulo ou de uma elipse. Em alguns casos, como no enunciado
no problema a seguir, é necessario usar defini¢des do calculo integral para se

calcular a area da base.
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5.4 Problema: o cilculo do volume de um cilin-

dro

Veremos nessa se¢ao a resolucao de um problema de calculo do volume
de um cilindro cuja base é delimitada por uma curva f(x) = az®+bx*+cx +d.
Este problema jé foi resolvido no exemplo 3.15. Daremos aqui uma abordagem
a nivel médio para um problema que precisou do calculo de uma integral dupla

para ser resolvido.

Usaremos somas de Riemann e a demonstragao do exemplo 3.16. Serao
utilizadas também, duas ferramentas computacionais de facil operacionaliza-
¢ao: o programa GeoGebra e o programa online Riemann Sum, disponivel
no site http://mathworld.wolfram.com/RiemannSum.html. Antes de fazer a
atividade com os alunos, seria interessante uma aula anterior para que eles

possam conhecer os comandos bésicos do GeoGebra.

Problema: Calcule o volume do cilindro reto de altura 4 cuja base é

uma superficie delimitada por x =0, x =3, y =0, y = —2% + 222 + 3x.

Figura 5.34: Esbogo do cilindro

5.4.1 Usando o GeoGebra

GeoGebra é um software matematico que retine recursos de geometria,
algebra e célculo. E um sistema dindmico, pois permite realizar construgoes

geométricas como pontos, vetores, segmentos, planos, sélidos geométricos que
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podem ser alterados posteriormente. O software pode ser usado online ou
baixado gratuitamente através do site www.geogebra.org. Veja na figura 5.35
a janela de visualizacao do GeoGebra.

o GeoGebra = =

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda Entrar

» Janela de Algebra X | » Janela d_e\n'isnalizq_gﬁo e

B4

Entrada:

Figura 5.35: Janela de visualizagdo do GeoGebra

Para se resolver o problema proposto, deve-se calcular, primeiramente, a
area da superficie plana delimitada porz = 0,2 = 3,y = 0, y = —23+22>+ 3,

através dos passos a seguir.

Passo 1: O aluno deve gerar a curva digitando y = —a3 + 222 + 32
no campo de "ENTRADA", e teclar ENTER. Para restringir essa curva ao
intervalo [0,3], deve digitar Curvalu, f(u),u,0,3]. A segunda curva ficara
sobreposta & primeira. Para excluir a figura da primeira, basta clicar sobre a
curva e desabilitar a opcao "exibir objeto". A figura obtida esti representada
em 5.36 a.

Passo 2: A curva sera dividida em trés intervalos. Para isso, deve-
se marcar trés pontos sobre a curva: A = (0.5, f(0.5)), B = (1.5, f(1.5)),
C' = (2.5, f(2.5)). O resultado esta representado na figura 5.36 b.
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2
A) Passo 1 B) Passo 2

Figura 5.36: Passos 1 e 2

Passo 3: Deve-se construir retangulos de mesma largura, de modo que
A, B e C sejam pontos médios dos lados dos retangulos. Ou seja, marcar
D = (0, f(0.5)) e E = (1, f(0.5)) e suas respectivas projegoes no eixo X para

que seja formado o primeiro retangulo. O resultado esta na figura 5.37 a.

Passo 4: O aluno deve ter percebido no passo anterior que o ponto
a esquerda de A tem mesma ordenada e a abscissa 0,5 unidade menor que
a abscissa de A. Analogamente, o ponto & direita tem mesma ordenada e a
abscissa 0,5 unidade maior. Assim, nesse passo, deve seguir da mesma forma

para completar os retangulos que estao faltando. Veja figura 5.37 b.

/{\ oA
s / 'gc s / \

f \
/ H lC |

\ 4 / Tﬂ

[

/ i
. \ 20 g8 IE |
4 \ T |
| / |
/ | |
4 | i f |
‘I ff |
4 \ / \
Q R S
N . é o F Q R 8
od 2 3 od
(A) Passo 3 (B) Passo 4

Figura 5.37: Passos 3 e 4
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Passo 5: O aluno deve calcular a area dos trés retangulos formados e
soma-las. Essa soma sera a area aproximada da area sob a curva. Fazendo os

calculos, o aluno encontraré o resultado 11,89 unidades de area.

Passo 6: Como a altura do cilindro ¢é igual a 4, agora basta multiplicar
11,89 por 4, encontrando como resultado 47,56 unidades de volume. O pro-
fessor deve explicar ao aluno que esse valor é aproximado. Em quanto mais

retangulos for dividido o intervalo, maior a precisao da area da curva. Veja

figura 5.38.

/ \ g
\ :f
4 \
{ \

o
od 1 2

o 1 2 3

Soma das 4reas dos Soma das areas dos
retangulos = 11,89 ua. retingulos = 11,405 u.a.

Figura 5.38: Resultado final da 4rea

Como tarefa, o professor pode pedir ao aluno que faca a divisao da
figura em seis intervalos, seguindo todos os passos. Como resultado, o aluno

encontrara uma area de 11,405 u.a. e, finalmente, um volume de 45,62 u.v.
Este resultado esta mais proximo do real.

5.4.2 Usando o Riemann Sum

Riemann Sum [26], somas de Riemann em inglés, ¢ uma calculadora
de areas sob curvas usando o famoso axioma. E um dos recursos do Wol-
fram.Alpha, um mecanismo de conhecimento computacional online capaz de

resolver problemas de matemaética, estatistica, financas, dentre outros.
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O Riemann Sum pode ser acessado gratuitamente através do ende-
rego eletronico http://mathworld.wolfram.com/RiemannSum.html. Na pri-
meira janela deve digitar a funcao —x® + 222 4+ 3z. Na proxima janela, o
valor inicial de x, na outra, o valor final. Ira escolher a quantidade de retan-
gulos, que pode ser de até 29, e plotar o grafico. Vejo o resultado na figura
5.39.

3 2 Graph the PETE T
= 23 ER 2 yi A
x +. 4+ 3x Riemann sum of x A3+ 2 A2+ 3x
B T T T
>
>~ as x goes from 0 to |3

using 29 rectangles
taking samples atthe | Midpoint v
Print estimated and actual areas? &

Fectangle Color Flot Color
Light Gray v Red v

05  Hstimated Area=11.2567 55 2.0 R
eplot

I Actual Area=11.25

FE webMathematica

Figura 5.39: Area no Riemann Sum

Para 29 retangulos, aparece abaixo da figura plotada a area estimada de
11,2567 u.a. Essa é a soma das dreas dos retangulos. Aparece também a area
real de 11,25 u.a. Assim, o volume aproximado, quando usados 29 retangulos,

é de 45,0268 u.v. e o volume real é de 45 u.v.

Com esse programa, o aluno pode colocar a quantidade de retangulos
que ele quiser e ird perceber o somatorio das éreas dos retangulos se aproxi-
mando da area real sob a curva a medida em que se aumenta o nimero de

retangulos. O aluno também podera plotar o grafico de outras figuras.

5.4.3 Usando a féormula
No capitulo 3, Exemplo 3.16, foi deduzida uma férmula para o calculo
do volume do cilindro reto nas seguintes condic¢oes:

Definicao 5.4.1 (Volume do cilindro:). Seja um cilindro reto de altura

h cuja base seja uma superficie delimitada pelo eixo x e pela curva f(x) =
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ar® + bz + cx + d, tal que x € [ky, ko], de modo que nao existam raizes de
f(z) pertencentes a [k, ks|, exceto, possivelmente, ki ou ky. O volume desse
cilindro € dado pela formula

4 3 2 4 3 2
(2 ) ()]

4 3 2 4 3 2

A forma fatorada da fungao é f(x) = —x(z + 1)(z — 3). Ou seja, as
raizes de f(x) sdo —1,0 e 3, De modo que duas de suas raizes sdo os extremos

do intervalo. Assim, a formula 5.8 pode ser aplicada:

—-1-3* 2.3 3.32 —1-0* 2-0° 3-.0°
— |4 . _ )
V[(4+3+2+03)(4+3+2+00>H

81 27
V=l4(-= 418+

<4+ +2M

45
V=l4.2=

4
V =45 u.v.

O professor pode propor aos alunos que calculem outros volumes usando
a formula e conferindo os resultados no Riemann Sum. Seguem mais dois

exemplos que podem ser aplicados em sala de aula.

Exemplo 5.22. Calcule o volume de um cilindro de altura h =5 cuja base
¢ uma superficie delimitada pelo eizo z e pela curva g(x) = 23 — 32> + v — 3
tal que x € [1,2].

Solucao: A forma fatorada da funcao ¢ g(z) = (z*+1)(z—3), ou seja, g(x) pos-

sui apenas uma raiz real, que nao pertence ao intervalo. Aplicando a férmula

5.8, temos:

24 —3.2% 22 14 —-3.13 12
= J— - . _ I _ . 1
v 5K4+ LA 3@ <4+ S 3>H

Vo 5{(4-8+2—6)-G—1+%—3>H
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)

V = —uwv.

Usando o Riemann Sum para conferir o resultado da area da base do

cilindro, tem-se, conforme figura 5.40:

Graph the

: XA 3-IxM2+x-3
Riemann sum of

x-3x?4x-3

JI‘IIIIIII'I]IJIIHI o
as x goes from |
-1
using 29 rectangles
-2
taking samples at Midpoint v
_3 the
4 Print estimated and actual areas? ¥
—dpl] |
-----.....___________ Rectangle Color Plot Color
LK e S I N ] =
Estimated Area=-4.75015 Light Gray v Red ¥
-6 Actual Arca=-4.75 Replot

3 webMathematica

Figura 5.40: Area do Exemplo 5.22 no Riemann Sum

O aluno ird observar que o resultado da area gerada no Riemann Sum
é negativo. Isso ocorre no programa porque a curva esté abaixo do eixo z.

Sendo assim, deve-se usar o modulo, j4 que a area nao pode ser negativa.

Como a altura do cilindro é 5, o aluno ira efetuar V=5 x 4,75 =

95
23,75 = 1 u.v., conforme havia sido calculado pela féormula 5.8.

Exemplo 5.23. Calcule o volume de um cilindro de altura h =5 cuja base
¢ uma superficie delimitada pelo eizo x e pela curva y = 23 — 322 + x — 3 tal
que x € [1,5].

Solucao: Como visto no exemplo anterior, a curva possui uma raiz real, r =
3. Como 3 € [1,5], ndo se pode aplicar diretamente a féormula 5.8. Uma

alternativa sera subdividir o intervalo em x € [1, 3]U[3, 5] e somar os resultados.
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Para o intervalo z € [1, 3], vem:

4 _q9.93 2 14 _3.13 12
A = 5[(32—1- 53 +3——3-3>—(—+ 5 +——3~1)H

3 2 4 3 2

81 9 1 1
A = s —9) = [-—14-—
%(4 7+29) Q +23ﬂ

A = 15-(-8)|=40u.v.

Calculando o volume no intervalo x € [3, 5], vem:

5% —3.5% 57 3t 3.3 32
R R R e +__&@_H

4 3 2 4 3 2

625 25 81 9
B = 5{(7—125+7—15) - (Z—27+§—9)]

B = |5-(40)| =200 u.v.

Portanto, o volume total ¢ V' = 40 4+ 200 = 240 unidades de volume.
Agora, resolucionando a area no Riemann Sum, com x variando de 1 a 5, a
area encontrada é 32. Multiplicando pela altura 5 do cilindro, obtemos 160

u.v., o que nao corresponde com os calculos feitos acima. Veja figura 5.41.

G_raph the M 3-3xND4%-3
B . SR Riemann sum of

X" =3x“4+x=3
50 to

as x goes from

using 29 rectangles
30 F
taking samples at - -
ihe Midpoint

10F Print estimated and actual areas? ¢

| | - Rectangle Color Plot Color
1L 3 N 5 Light Gray Red v
_10f Estimated Arca = 31 962
Actual Arca =32, Replot |

3 webMathematica

Figura 5.41: Area do Exemplo 5.23 no Riemann Sum
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Porém, se os célculos forem feitos separadamente, como na aplicacao da
formula, a primeira area encontrada sera igual ao modulo de 8 e segunda area
igual a 40. A soma é 48. Multiplicando pela altura 5 do cilindro, obtem-se o
volume igual a 240, como havia sido calculado pela féormula. Veja figura 5.42.

PLI P | B-3224x-3
il T L 1 i i x sof #

40

30

20

10

o f
—— -
--.__H_h L _‘f‘

- L ] I L g
Estimated Arca=—8.00238 3 5Estimated Area=39.9929, 5 5.0

1
2]
T T

Actual Arca=-8 —10F Actual Area = 40,

Area do intervalo [1, 3] Area do intervalo [3, 5]

Figura 5.42: Area do Exemplo 3.23 no Riemann Sum

O erro do primeiro calculo do Riemann Summ se deve ao fato de que o
software nao operacionaliza com modulo. Ao invés de somar 40 e 8, somou 40 e
—8&. Logo, tanto a formula quanto o Riemann Sum nao calculam diretamente
a area se a funcao possui alguma raiz no intervalo aberto. Assim, deve-se
subdividir o intervalo de modo que nao haja raizes nos subintervalos, exceto

nos seus extremos.

5.5 Conclusao da atividade

Além de usar fungoes do terceiro grau, o professor pode elaborar ativi-
dades como essa usando outras curvas, como fungoes polinomiais, trigonomé-
tricas, exponenciais, dentre outras. Pode calcular, também, volumes de cones,

e adaptar as atividades de acordo com o nivel de conhecimento dos alunos.

Como forma de conclusao do trabalho, esses cilindros (e outros possiveis

solidos) podem ser construidos e serem feitas maquetes ou exposigoes.
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Além disso, o professor pode fazer uso dos softwares em intimeras outras
atividades, levando mais tecnologia, criatividade e interatividade para as suas

aulas de matemaéatica.
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CONSIDERACOES FINAIS

Tendo em vista a importancia da contextualizacao sécio-cultural na
area da matematica, observa-se uma necessidade de adequagao das aulas, tao
tedricas, a fim de se aplicar os conhecimentos e métodos em situagoes reais,
utilizando, por exemplo, recursos computacionais. Nesse sentido, esse trabalho
teve, como objetivo, oferecer a alunos graduandos de cursos como Matematica,
Fisica ou Engenharia e a professores de matemética um texto que facilite o
estudo dos principais conceitos de Célculo Diferencial e Integral de fungoes de

duas variaveis, bem como algumas de suas aplicacoes.

Com texto conciso, diversos exemplos, ilustragoes e - o mais importante
- com um exemplo de aplicagdo do contetudo (célculo da area da asa de um
avido), este trabalho busca servir como material de apoio na disciplina de
Calculo de duas variaveis, tanto para professores quanto para alunos, e também
oferecer uma adaptagao de contetudo, possibilitando aplicacao de uma atividade

diferenciada no Ensino Médio.

Os softwares utilizados nesse trabalho sao livres e de fécil utilizacao.
O GeoGebra pode ser instalado pela internet em questao de minutos. Ja
o Riemann Sum e o Wolfran Alpha, sao softwares onlines, ou seja, sem a
necessidade de instalacao. Essa acessibilidade possibilita maior dinamismo na

aplicacao da atividade proposta.

Espera-se que essa atividade sirva de inspiragao a professores do En-
sino Médio na elaboracao de atividades de contextualizacao, de forma que o
contetudo extrapole o espago da sala de aula, ao explorar o uso de tecnologias.
Dessa forma, viabiliza-se o despertar de interesse dos alunos pela matemética

e suas aplicagoes.
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Para a realizacao desse trabalho, foi feito um longo estudo dos prin-
cipais conceitos de Calculo de duas variaveis através de varias obras, a fim
de se compreender as demonstracoes e definicoes e a fim de se chegar a uma
padronizacao da escrita e a uma sequéncia logica na construcao dos concei-
tos. Foi feita também uma pesquisa detalhada sobre a histéria da Matemética
no ambito da Geometria, com o objetivo de mostrar a evolugao cientifica nos

calculos de areas e volumes.

A partir desse estudo, concluimos que é cada vez mais necessario e
importante contextualizar os contetidos e inserir recursos computacionais as
praticas de ensino. Observamos, também, que para que isso ocorra, é preciso
que o professor se empenhe em uma pesquisa que se inicia no contexto historico

e deve abranger problemas do cotidiano e uso de tecnologias.
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APENDICE

Referéncias das figuras

A figura 2.2 foi retirada da fonte [5]; a figura 2.3, da fonte [1]; a 2.4, da
fonte [15]; a 4.24, de [18] e a figura 4.25, da fonte [22], com adaptagoes.

As figuras 4.28 e 4.30 foram geradas a partir da fonte [25].
As figuras 5.39, 5.40, 5.41 e 5.42 foram geradas a partir da fonte [26].

As demais figuras foram geradas a partir do software GeoGebra. |
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