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Resumo

Neste trabalho, exploramos as defini¢coes mais usuais de Geometria Espacial,
apresentamos um resultado sobre o volume de um icosaedro regular e um resultado
envolvendo as bimedianas de um poliedro de n vértices, com o objetivo de contribuir
para preparacao de alunos do 9° ano do ensino fundamental ao 3° do ensino médio

para olimpiadas de matematica.

Palavras-chave: Vetores, Combinatoria, Geometria Espacial, Geometria Analitica.






Abstract

In this work , we explore the most common definitions of spatial geometry |,
we present a result for the volume of a regular icosahedron and a result involving
bimedianas of a polyhedron with n vertices result in order to contribute to the
preparation of students in the 9th year elementary school to 3th high school for

mathematics Olympiads.

Keywords: Vectors, Combinatorial, Space geometry, Analytic Geometry.
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Introducao

Estudando o artigo [2| e pensando em uma contribuigdo para a matematica
olimpica, desenvolvemos minuciosamente as relagoes entre medianas e bimedianas

num tetraedro regular, podendo estender-se a outros poliedros com n vértices.

No primeiro capitulo nos apropriamos de alguns resultados mateméticos em Geo-
metria Analitica (no espago) e combinagdes simples, conceitos estes, que utilizamos

nas demonstragoes dos teoremas enunciados em [2].

No segundo capitulo apresentamos a deducao formal e detalhada da Relagao
de Euler e mostramos também, que sd@o apenas cinco os poliedros regulares (de
Platao), de modo detalhado, como uma motivagdo para as aulas de geometria
espacial no ensino médio. Apresentamos a familia dos deltaedros, fazendo algumas
referéncias e comentarios. Ainda neste capitulo, inspirado nas aulas de Olimpiadas
de Matematica, no qual estamos envolvidos nos ultimos anos, mostramos as formulas
de se calcular alguns elementos importantes dos deltaedros Platonicos (tetraedros,
octaedro e icosaedro), como a distancia entre um vértice e uma face, area superficial

e volume.

No terceiro capitulo o nosso interesse foi estudar, analisar e provar as os resultados
encontrados em [2] envolvendo conceitos de medianas e bimedianas num tetraedro

regular e generalizando para um poliedro com n vértices.

Por fim, no quarto capitulo apresentamos algumas questoes de geometria espacial
como sugestoes para aplicacao nas aulas preparatorias para Olimpiadas de Matema-

tica que contemplam alunos do 9° ano do Ensino Fundamental ao 3° ano do Ensino
Médio.
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1 Alguns Resultados Matematicos

Neste capitulo, apresentamos conceitos matematicos importantes que vao nos
auxiliar nas provas dos teoremas que serao apresentados nos capitulo 3. Estes

resultados encontram-se em [1|, [4] e [7].

1.1 Coordenadas no espaco

Partindo dos conceitos e fatos referentes a Geometria Espacial, introduziremos o
método das coordenadas, segundo o qual os pontos do espaco sao representados por
ternos ordenados de nimeros Uma reta orientada é uma reta na qual se escolheu
um sentido de percurso, chamado positivo; o sentido inverso é chamado negativo.
Numa reta orientada, diz-se que o ponto A esta situado a esquerda do ponto B (e
consequentemente, B esta a direita de A) quando o sentido de A para B é positivo.

Observacao: Consideremos apenas os sistemas de eixos ortogonais no espaco.

= 0 +

A J

Figura 1.1: Orientacao da reta

Um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espaco F determina, de modo natural,
uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do espaco e os ternos ordenados de
nimeros reais. A bijecao E — R? é obtida associando-se cada ponto P o terno
(x,y, z), formado pelas coordenadas de P relativas ao sistema OXY Z. A fungao
inversa R?® — FE associa cada terno (z,v, z) € R o ponto P do espaco assim obtido:
tomam-se, sobre os eixos OX, OY e OZ, respectivamente, os pontos A, B, e C' cujas
as coordenadas nesses eixos sao x,y e z. Os segmentos nao-colineares OA, OB e OC
determinam um paralelepipedo (reto-retdngulo). P é o vértice oposto a O nesse

paralelepipedo.

19



20 Alguns Resultados Matematicos

Como estamos considerando apenas o sistema de eixos ortogonais OXY Z, escre-
vemos P = (x,y,z) para significar que z,y e z sdo as coordenadas do ponto P.
As coordenadas do ponto O sdo (0,0,0). Os pontos dos planos Il 11, e I, tem
coordenadas (z,v,0), (z,0,y) e (0,y, z) respectivamente.

Um plano chama-se vertical quando é paralelo a OZ.

Figura 1.2: Coordenadas de um ponto

Um plano II, paralelo a II,,, chama-se plano horizontal. Se II intersecta o eixo
OZ num ponto de coordenada ¢ sobre esse eixo, os pontos de II sao todos da forma
P = (z,y,c). Dizse entao que a equagao do plano II tem a forma z = ¢. De
modo anélogo, as equacoes dos planos paralelos a II,, e I, sao respectivamente das

formasy=bex =a

1.2 Distancia entre dois pontos

Seja OXY Z um sistema de eixos ortogonais no espago F. (Queremos obter uma
formula que exprima a distancia entre dois pontos de F em termos das coordenadas
desses pontos no sistema OXY Z.

Sejam P = (x1,y1,21) € Q@ = (x2,y2,29) 0s pontos dados, consideremos os pontos
auxiliares R = (z1,y2,21) € S = (x2,y2,21). Como os segmentos de reta PR, RS

e S sao respectivamente paralelos aos eixos OY, OX e OZ vé-se imediatamente que

d(P,R) = |th —y2|, d(R,S) = |x1 — 22| e d(S,Q) = |21 — 2o

Além disso, os triangulos PRS e PQS sao retangulos. Logo,

d(P,Q)* =d(P,S)* +d(S,Q)?
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| R — ____

Figura 1.3: Distancia entre dois pontos

d(P,Q)* =d(P,R)* +d(R,S)*+d(S,Q)*

ou seja,

d(P,Q)* = (w1 — 22)* + (11 — y2)° + (21 — 22)°.

d(P,Q) = /(z1 — 22)> + (y1 — 1) + (21 — 22)?

para a distancia entre dois pontos.

Em particular, a distancia do ponto P = (z,y,z) a origem O = (0,0,0) é

Va2 +y?+ 22

1.3 Cooerdenadas do baricentro

Da geometria plana, sabemos que o baricentro GG de um triangulo é o encontro

das trés medianas e as divide na razao 2 para 1, sendo o segmento maior o que
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possui extremidade no vértice do triangulo. Vamos considerar um sistema de eixos
coordenados OXY ortogonais, isto ¢ R?, e mostrar que as coordenadas do baricentro

sao

T+ T2+ X3 :y1+y2+y3

= - e g 3

Tqg 3

Seja um triangulo ABC, cujas coordenadas dos vértices sao respectivamente
A(x1,11); B(x2,y2) e C(x3,y3). Seja o ponto médio referente ao lado BC aqui

representado por D(z4,yq). Sejam as coordenadas do baricentro representado por

G(zg,Yg)
O ponto médio de um segmento é dado pela metade da soma das coordenadas de

} S

Y3

Figura 1.4: Coordenadas do Baricentro

seus extremos. Assim, as coordenadas do ponto médio do lado BC' sao dadas por:

Ty = To + T3
2
(1.1)
Y2t y3
Ya = 5

Como o ponto G divide uma mediana numa razao de dois para um, entao temos

a relagao referente & mediana ao lado BC:

(1.2)
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Coordenadas da abscissas
Considerando as abscissas dos pontos A, G e D em relagao a igualdade (1.2), temos

que:

— 2
il R STy — X1 = 20q — 225 & 3y = 11 + 274 (1.3)
Tqg—xg 1

Das relagoes (1.1) e (1.3), obtemos:

31'923’}1—'—2 ($2;$3>

T1+ To + XT3
3

I'g:

Coordenadas da ordenadas
Analogamente ao que fizemos para encontrar a coordenada da abscissa do baricentro,

a fazemos para a ordenada:

L:_<:>yg—y1:2yd—2yg<:>3yg:y1+2yd (1'4)

yd_yg 1

Das relagoes (1.1) e (1.4), obtemos:

+
3y, = y1 + 2 (y2 ; 3/3)

ity tys
e

1.4 Vetores no espaco

Os vetores, que ja se revelaram um instrumento muito 1til no estudo da Geo-
metria Analitica Plana, passam a tornar-se quase indispenséaveis em trés dimensoes.
Seu emprego facilita a compreensao, simplifica as formulas e d4 mais eficacia aos

calculos. Por isso serao introduzidos logo de inicio. Eles serao definidos como classes
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de equipoléncia de segmentos orientados. Deve-se observar que essa definigao é
intrinseca, isto é, apresenta os vetores como objetos que nao dependem de um
sistema de coordenadas. Usam-se as coordenadas para efetuar calculos com vetores,
mas as conclusoes independem do sistema de eixos adotados.

Diz-se que um segmento de reta esta orientado quando nele foi escolhido um sentido
de percurso, chamado sentido positivo. Quando nos referirmos ao segmento de
reta orientado AB, esta notacao significard que o sentido positivo de percurso é de
A para B. Assim, o sentido positivo do segmento orientado BA é de B para A.
Os segmentos de reta orientados AB e C'D dizem-se equipolentes quando cumprem

as seguintes condicoes:

1. Tém o mesmo comprimento;
2. Sao paralelos ou colineares;

3. Tém o mesmo sentido.

Figura 1.5: segmentos de reta

Quando AB e C'D sao equipolentes, escreve-se AB = CD. A condicao (1) significa
que d(A, B) = d(C, D). Quanto a (2) segmentos colineares sao aqueles que se situam
sobre a mesma reta. Quanto ao paralelismo, isto significa que as retas que contém
AB e CD sao paralelas e nunca é demais lembrar que, retas paralelas sao aquelas
que estao sobre o mesmo plano e nao tém pontos em comuns. Finalmente a
condigao (3) (que tem significado evidente se AB e C'D sao colineares), no caso de
AB e CD paralelos significa que os sentidos de percurso em AB e C'D sao tais que
nao apenas AB é paralelo a CD, mas AC e BD também sao paralelos. Noutras
palavras, (3) quer dizer que o quadrilatero ABC' D (vértices percorridos nesta ordem)
¢ um paralelogramo.

Uma caracterizacao tutil e interessante da equipoléncia se baseia no fato de que um
quadrilatero ABCD é um paralelogramo se, e somente se suas diagonais AD e BC'

intersectam mutuamente no meio, isto é, o ponto médio de AD coincide com o ponto

médio de BC.
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Assim, os segmentos de reta orientados AB e C'D sao equipolentes se, e

A

Y el

<M
ST
:

Figura 1.6: Interseccao das diagonais do paralelogramo ABC'D

somemte se, o ponto médio de AD coincide com o ponto médio de BC.
Quando AB e C'D sao colineares, a coincidéncia de seus pontos médios de AD
e BC nada tem a ver com paralelogramos mas traduz exatamente o fato de que

esses segmentos orientados tém o mesmo comprimento e o mesmo sentido. Sao as

>\
@,

Figura 1.7: Coincidéncia dos pontos médios de AD e BC

seguintes relacoes de equipoléncia AB = CD:

reflexiva, isto é, AB = AB

simétrica, isto é, AB=CD = CD = AB

transitiva, isto é, se AB=CD e CD =FEF = AB=FEF

Quando dois segmentos de reta orientados AB e C'D sao equipolentes, diz-se
que eles determinam o mesmo vetor. Indica-se com notacao v = AB o vetor
determinado pelo segmento orientado AB. Assim, a equipoléncia AB = C'D significa
a igualdade de vetores zﬁ = @

Portanto, o vetor v = f@ é representado nao somente pelo segmento orientado AB
como também por qualquer segmento orientado C'D equipolente a AB.
Por extensao, é conveniente considerar o vetor zero (ou vetor nulo) 0= ﬂ,

representado por qualquer segmento degenerado AA, cuja origem coincide com a
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AE=CD ¢

Figura 1.8: Vetores equipolentes

extremidade. O vetor nulo sera indicado pelo mesmo simbolo 0 que denota o niimero
zero. Isto nao deve causar confusao.

Dados um vetor v = 1@ e um ponto P, existe um tnico ponto () tal que o segmento
orientado P(Q) é equipolente a AB, ou seja, tal que ]@ = B . Isto é 6bvio quando
P pertence a reta AB. Caso contréario, traca-se pelo ponto P a reta r paralela a AB
e pelo ponto B a reta s, paralela a AP. O ponto procurado ) é a intersecao das
retas r e s.

Este fato significa que, dado um vetor v, pode-se representé-lo, na forma v = @,
por um segmento de reta P() cuja origem pode estar num ponto qualquer P do
espaco. Neste sentido, diz-se que os vetores sao livres: podem ter sua origem
colocada em qualquer ponto.

Outra interpretagao é a seguinte: o vetor v transporta qualquer ponto P do espaco

Figura 1.9: Vetor tranportado

para um novo ponto @), bem determinado a partir de P e v pela igualdade v = 1@
Esta observagao resgata o sentido original da palavra vetor (do Latim vehere =
transportar). Por isso, usaremos as vezes a notagdo ) = P + v para significar
v=PQ

Observacao. Um leitor mais exigente notaria que nao foi explicitado o que é
um vetor. Para satisfazé-lo, dirfamos que o vetor v = /@ ¢ o conjunto de
todos segmentos orientados equipolentes ao segmento orientado AB. A seguir,

caracterizaremos a equipoléncia em termos de coordenadas.
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Em relagdo a um sistema de eixos ortogonais OXY Z tomado no espago, sejam
A= (x,y,2),B=(x1,11,21),C = (r,8,t) e D = (11, 81, 1).

Os segmentos de reta orientados AB e C'D sao equipolentes se, e somente
se, r1 —Tr =11 —"1Yy—Yy=8—8ez —z=1t —t.

Com efeito, os pontos médios de AD e BC tém coordenadas:

() 027) (7)) = () (7))

respectivamente. A fim de que esses dois pontos médios coincidam, é necessario e

suficiente que:

r+ry  xp+r y+s1  y1+s o z4+t oz +t
2 2 7 2 2 2 2

ou seja:

T —T="r—"Yy1—y=S8—sez —z2=t —t.

Portanto as diferencas o =2y —2x , 8=y —y e v = 2z — 2z s20 iguais
as diferencas de coordenadas das extremidades de qualquer segmento equipolente a
AB. Por isso dizemos que esses numeros sao as coordenadas do vetor v = A
relativamente ao sistema OXY Z.

Se escolhermos para representar o vetor v = O? o segmento orientado OP com a
origem coincidente com a origem do sistema OXY Z entao, como O = (0,0,0), as

coordenadas do vetor v = O¢ coincidirdo com as coordenadas (z,y, z) do ponto P.

Figura 1.10: Vetor posicionado na origem do sistema
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1.5 Operacao com vetores

O que faz dos vetores um instrumento wtil é principalmente o fato de que
podemos efetuar operacoes entre eles, de forma que os resultados dessas operagoes
nao dependem de escolhas arbitrarias, como sistemas de eixos ou mesmo a fixagao
de uma origem. As coordenadas ocorrem como um importante auxiliar de célculo,
mas as respostas independem delas.

A soma u + v de dois vetores u,v é definida assim: representam-se u = 1@ e
v o= B? por segmentos orientados tais que o final do primeiro coincida com o
comego do segundo e poe-se simplesmente u + v = A

Quando os vetores u e v nao sdo colineares (ou nao sao paralelos, o que da no

utv

Figura 1.11: Vetor soma

mesmo ja que se pode por a origem do vetor onde se quiser), hé outra maneira de
definir a soma u+ v, com o mesmo resultado. Representam-se u = Ag ev = A(% por
segmentos orientados com a mesma origem A. Toma-se um ponto D de tal modo

que ABDC' seja um paralelogramo e poe-se u +v = A

K

Figura 1.12: Soma de vetores 1
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Figura 1.13: Soma de vetores 2

Fixado no espaco um sistema de eixos OXY Z, os vetores u,v passam a ser
representados por suas coordenadas: u = (z,y, z),v = (x1,y1, 21). Afirmamos que a
soma u + v tem coordenadas u + v = (x + x1,y + y1, 2 + 21).

Para verificar isto, adotamos as representacoes u = ﬁ, v o= @, onde O =
(0,0,0), P = (z,y,2) e Q = (1,41, 21). Entdo u+v = ﬁ%, sendo R o quarto vértice
do paralelogramo que tem OP e O() como lados. Como o ponto médio M da diagonal

PQ ¢ também ponto médio da diagonal OR, se chamarmos de r, s,t as coordenadas

t
3123
sao coordenadas de R. Noutras palavras, tem-se u+v = OR = (z+x1,y+y1, 2+21),

de R teremos por um lado, M = ( ) Portantor =x+z, s =y+y,t =2+2
conforme alegado.
O fato de que as coordenadas do vetor soma u + v = (z + x1,y + y1,2 + 21) sdo as
coordenadas de u = (z,y, z) e v = (x1,y1, 21) permite deduzir, de modo imediato, as
propriedades da adicao de vetores a partir das conhecidas propriedades de ntimeros
reais. Elas sao:
Comutatividade: v +v = v + u.
Associatividade: (u+v) +w =1u+ (v+ w).
Elemento neutro: u + 0 = u.
Inverso aditivo: todo vetor possui um inverso aditivo —v, tal que —v + v = 0.
O vetor u + (—v) escreve-se u — v e chama-se diferenga entre u e v.
As propriedades acima sao validas para todos vetores u, v, w. O elemento neutro da
adig¢ao é o vetor nulo 0. O inverso aditivo do vetor v = 1@ € o vetor —v = ﬁ Em
termos de coordenadas, se v = (z,y, z)entdo — v = (—x, —y, —2).
Definiremos agora a multiplicacao de um vetor v por um ntmero real a , dando
como resultado o vetor « - v.

Seja v = B Se @ = Qouwv = 0, poremos a - v = 0 (vetor nulo). Se a > 0,
definiremos o - v = /ﬁ , onde C' é o ponto da reta AB tal que os sentidos de A para
B e de A para C coincidam e d(A,C) = a - d(A, B). Se a < 0 entdo oy = —a serd
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Figura 1.14: Produdo de um ntimero (escalar) por um vetor

positivo e definiremos a - v = —ay - v (inverso aditivo do ag - v, ja definido).
Fixando no espago o sistema de eixos ortogonais OXY Z, seja v = (z,y,2) a
representagao do vetor v por suas coordenadas. Afirmamos que a-v = (a-x, a-y, a-2)
é a representagao de « - v.

Para verificar a validez dessa afirmacgao, seja v = Oﬁ, onde O é a origem do

Cd0,Q)  d0,Q))

d0.P) 4O,k

Figura 1.15: Representagao do produto de um ntimero a por um vetor

sistema de eixos e P = (z,y,2). Se a > 0, a figura acima ilustra que, escrevendo
Qv = Oﬁ = (x1,%1,21), tem-se 1 = « - z, em virtude de um conhecido teorema de
Geometria Plana. ("Toda paralela a base de um tridngulo divide outros

dois lados em segmentos proporcionais"). Figuras analogas mostram que

y1=a-yez =a-z portanto a-v=0Q = (a-z,a -y, z).
Se a < 0, entao a; = —a é positivo e
av=—(agv)=—(qg-x,00y,01-2) = (—1-z,—ay -y, —ag-2) = (@ x,0-y, - 2).

Analogamente ao caso da soma, a expressao das coordenadas de « - v em termos
das coordenadas de v permite deduzir rapidamente as propriedades formais da

multiplicagao de um vetor por um ntmero real, que sao as seguintes:
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Associatividade: a - (f-v) = (a- ) -v.

Elemento neutro: 1-v =wv.

Distributividade: a- (u+v)=a-u+a-v;(a+p) - v=a-v+ 0.

Prova: Consideremos um sistema de eixos OXY Z na qual as coordenadas de ue v
sejam u = (x,y,2) ev = (z1,y1, 21). Entdo u+v = (r + 1,y + 11, 2 + 21). Portanto
a-(utv) = (a(z+z1),a(y +y1),a(z + 21))
a-(ut+v)=(a-z+a-r,a-y+a-y,a-z+a-z)

a-(u+v) =

Diz-se que o vetor v € multiplo do vetor u quando existe um ntimero real « tal que

a-r,a-y,a-2)+ (@ xr, ey, a2) =a-u+a- .

vV=Q-U.

E conveniente caracterizar o fato de um vetor ser multiplo do outro em termos de
suas coordenadas. Para isto, tomamos um sistema de eixos O XY Z e consideremos os
vetores v = (21, Y1, 21) € Vg = (X2, Yo, 22), dados por suas coordenadas relativamente

a esse sistema.

Teorema 1.1. A fim de que um dos vetores vy = (x1,y1,21) € Vo = (T2, Y2, 22) seja
miultiplo um do outro é necessario e suficiente que x1-ys —To -y = T1- 20 — X921 =

Y122 —y2 - 21 = 0.

Demonstracao. Se um dos vetores é zero, nada hé para provar.

Podemos entao admitir que vy # 0 e v9 # 0. Para prova que a condigao é suficiente,

z2
z1

portanto zo = a-x1. De x1-ys—x9-y; = 0 deduzimos yo = a-y; ede x1-20—2x2-21 = 0

supomos validas as trés igualdades do final do enunciado. Consideremos o =

deduzimos z, = « - z;. Portanto vy = a - v1. Reciprocamente se um dos vetores
(digamos, vg) é multiplo do outro, de vy = « - v; deduzimos xy = « - x1,Ys
- Y1, 29 = -z e dai resulta imediatamente que
AT Y2 = & - TY1, X - L1202 = X - Ta21 € X - Y122 = (- Ya2Z27.
Se a =0, entdo x9 = yo = 20 =0
Se a # 0, por cancelamento obtemos x1ys — Taoyy = T120 — X221 = Y122 — Y221 = 0.
Estas igualdades sao 6bvias, além de desconsiderarmos o caso em que vy = 0.

O

Observacoes:

1. Salvo o caso em que um desses vetores é zero, vy é miltiplo de v; se, e somente

se, v1 ¢ um multiplo de vs.

2. Dados dois vetores nao-nulos, se um deles é multiplo do outro, diz-se que esses
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vetores sao colineares. Esta terminologia é correta porque se A(E = - A§
entao os pontos A, B e (C estao sobre a mesma reta. E reciprocamente, se

A, B, C sao pontos distintos situados sobre a mesma reta entao existe a € R

d(A,C
tal que 1@ =a- 1@ Basta tomar a = i%, escolhendo o sinal positivo

se B e (' estiverem no mesmo sentido de A e negativo no caso contréario.

3. Como pode-se perceber na demonstragao, quando z; # 0, as igualdades

Ty Yo— T2 Y1 =T1-22—T2-21=0=>y1-22—1y2-21=0.

4. Os nimeros o1 - Yo — Lo - Y = T1 20 — X921 =0 = y1-20 —ys- 21 = 0
sao os determinantes (2 X 2) que podem se formar com as colunas da matriz
T N A
Ty Yo z |

O Teorema pode também ser lido assim: a fim que os vetores v; e vy sejam
nao-colineares (ou linearmente independentes) é necessario e suficiente que
pelo menos um desses determinantes (2 x 2) seja diferente de zero.

Dados os nimeros reais as, . .., a, € 0s vetores vy,...,v,, 0 vetor v = ay - vy +

Qg+ Vg + -+ + @y, - v, chama-se uma combinacao linear de vy, ..., v,.

1.6 O produto interno

O produto interno de dois vetores é um niimero, a partir do qual, se pode exprimir
a distancia entre dois pontos, o angulo entre duas retas orientadas e, em particular,
seu perpendicularismo. A dedugao das propriedades do produto interno, assim
como o seu calculo, fica mais facil quando ele é expresso por meio de coordenadas.
Entretanto, como veremos, o produto interno depende apenas dos vetores dados e
nao do sistema de eixo que se escolheu.
Seja, portanto, OXY Z um sistema de eixos ortogonais no espago, em relagao a qual
se tomam as coordenadas dos vetores u = (z,y,2) e v = (1,41, 21).
Chama-se produto interno desses dois vetores (denotamos por (u,v)) ao nimero
(u,v) =x-21+y- -1 +2- 2.
Para quaisquer vetores u,v,w e todo A € R, todas as propriedades a seguir sao

validas.

1. (u,v) = (v, u)



O produto interno 33

2. (u+wv,w) = (u,w) + (v, w);
3. (u, v+ w) = (u,v) + (u, w);
4. (N, v) = N (u,v);

5. (w, A v) = A (u,v);

6. (0,v) = (v,0) = 0;

7. {(u,u) >0 se u#0.

Se u = O? = (x,y,2) entdo \/(u,u) = /22 +y?>+ 22 é a distancia do ponto

P a origem O. Escreve-se \/(u,u) = ||u| e chama-se este numero de mdédulo,
norma ou comprimento do vetor u. Tem-se ||ul| = || — ul| e |[ul|* = (u,u).
Quando ||u]| = 1, diz-se que u é um vetor um vetor unitario. Como segmentos

equipolentes tém mesmo comprimento e se u = AB , entao ||u|| = d(A, B). Segue que
o comprimento de ||u|| ndo depende do sistema de eixos adotado. Mais geralmente,

se u=(z,y,2) e v=(r1,y1,21) = u—v = (z— 1,y — y1,2 — 21), portanto:

lu = vl = V(& = 21)* + (y = 91)? + (2 — 21)*

Y

Figura 1.16: Diferenga entre vetores

Fazendo u = O? ev = @, vemos que |u—v| é a distancia entre os pontos P e Q.
Diz-se também que ||u—v|| é a distancia do vetor u ao vetor v. Evidentemente,
lu = oll? = (u— v, u—v) = d(P, Q).

Sejam u e v vetores nao-nulos. Diz-se que u e v sao ortogonais ou perpendicu-
lares , e escreve-se u | v, quando, sendo u = ﬁ ev= 1@, as retas AB e AC sao

perpendiculares.

Lema 1.1. Se os vetores u e v sao ortogonais, entio (u,v)=0.
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Figura 1.17: Vetores ortogonais

Demonstrag¢ao. Sejam u = O? e v = @, logo v —u = l@ Como u e v sao
ortogonais, P(@) é a hipotenusa do tridngulo retangulo O PQ).

Pelo Teorema de Pitagoras,

d(P,Q)* = d(O, P)* +d(0,Q)?, ou seja :

lv = ull® = llul® + [lol*. (%)

De acordo com as propriedades do produto interno, temos:

v —ul* = (v—u,v—u)
= (v,v) — (v,u) — (u,v) + (u,u)
= Jull® + vl =2+ (u,0). (%)

Comparando as igualdades (*) e (**) concluimos que (u,v) = 0. O

Sejam u = ||AB|| e v = ||AC]|| vetores nao-nulos. O angulo 6 entre esses vetores
é¢ o menor angulo de que é preciso girar a semirreta AB para fazé-la coincidir com
a semirreta AC' num plano II que contenha os pontos A, B e C. Se a > 0, nota-se

que o angulo entre « - u e v é igual ao angulo entre u e v.

Teorema 1.2. Seja 0 o angulo entre os vetores nao-nulos u e v.

Tem-se (u,v) = ||ul| - ||v]| - cos @

Demonstra¢ao. Suponhamos, inicialmente, que u e v sejam vetores unitarios. Colo-
o —
candou =0Aev = O? Num plano II que contenha C| A e B, seja u* = OA* um

vetor unitario ortogonal a u (Figura 1.18). A definigao de seno e cosseno assegura que
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ve) 4
®

—
AB =a-AB .a>0

Figura 1.18: Produto interno 1

v = cosl - u + senb - u*

Tomando o produto interno de ambos os membros desta igualdade por u, levando

em conta que (u,u) = 1 e (u,u*) = 0 pelo Lema 1.1, concluimos que (u,v) = cosf.

No caso geral (em que u e v podem nao se unitdrios), tomamos uy = i e vi = .
(Isto significa u; = A -w,v; = p-v com X\ = m e p = ﬁ) Entao u = ||ul| - uy
e v = ||v]|-v1 logo (u,v) = ||ul| - ||v|| - (u1,v1). Mas u; e v; s@o vetores unitarios,
portanto (uj,v1) = cos @, donde (u,v) = ||ul| - ||v] - cos . O

Trés consequéncias resultam imediatamente do Teoremal.1.

(i) Vale a reciproca do Lemal.2: se (u,v) = 0 entdo os vetores nao-nulos u e v

sao ortogonais, pois cos 6 obriga o angulo entre u e v seja 90°.

A AF I
gen:f [remmsnmsnnsnsssg :
0 cost! jA

Figura 1.19: Produto interno 2

(ii) O produto interno de dois vetores nao depende do sistema de eixos ortogonais

em relacao ao qual as coordenadas desses vetores sao tomados.
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(iii) A desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[{w, )| < ful} - o]l

em que a igualdade vale se, e somente se, u e v sao colineares.
A desigualdade resulta de (1.5), juntamente com o fato de que |cosf| < 1. A
observagao adicional provém de que |cosf| = 1 se, e somente se, § = 0° ou

0—=180°, casos esses, em que os dois vetores u e v sao colineares.

1.7 Combinacoes e Permutacoes

1.7.1 Principios Aditivo e Multiplicativo

A procura por técnicas de contagem estd diretamente ligada a historia da
Matematica e a forma pela qual as pessoas tem primeiro contato com esse assunto.
A primeira técnica matemaética aprendida por uma crianga é "contar", ou seja,
enumerar os elementos de um conjunto de forma a determinar quantos sao seus
elementos. As operagoes aritméticas sdo também motivadas (e aprendida pelas
criangas) através de sua aplicagdo a problemas de contagem.

Por exemplo, a operacao de adigao é sempre introduzida em conexao com um

problema de contagem:

Figura 1.20: Principio aditivo

A figura 1.19 ilustra um principio bésico de contagem, que podemos chamar de
"Principio Aditivo" .Se A e B sao dois conjuntos disjuntos, com p e g elementos,
respectivamente, entao A U B possui p+ ¢ elementos.

A seguir apresentamos o "Principio Multiplicativo", que, ao lado do "Principio
Aditivo", constitui a ferramenta béasica para resolver problemas de contagem

abordados no ensino médio. Para ressaltar tal principio, consideremos o seguinte
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exemplo:

Numa sala ha 3 homens e 4 mulheres. De quantos modos ¢ possivel selecionar um
casal homem-mulher?

Chamando os homens de Ay, ho, h3 e as mulheres de mq, mo, m3, my é facil ver que
h& 4 casais nos quais o homem é h;, e outros 4 nos quais o homem é hy e outros 4
nos quais o homem é h3. O ntmero de casais é portanto 4 +4 +4 =3-4 = 12.

O exemplo acima ilustra o Principio da Multiplicagao, o qual diz:

Se uma decisao d; pode ser tomada de x maneiras e se, uma vez tomada a decisao
di, a decisao ds puder ser tomada de y maneiras, entao o nimero de maneiras de se
tomarem as decisoes dy e dy é x - y.

Assim, no exemplo, para formar um casal devemos tomar as decisoes

dy : escolha do homem;

dy : escolha da mulher.

Como d; pode ser tomada de 3 maneiras e, depois disso, dy pode ser tomada de 4
maneiras, o nimero de maneiras de se formar um casal (isto é, de tomar as decisoes
d1 6d2)é34:12

Note que o uso do Principio Multiplicativo permite obter o niimero de elementos
do conjunto

{hlml, hlmg, hlmg, h1m4, thl, hgmz, h2m3, h2m4, hgml, h3m2, h3m3, h3m4} consti-

tuido por todos os casais possiveis, sem que seja necessario enumerar seus elementos.

1.7.2 Permutacoes Simples

Dados n objetos distintos aq, as, ..., a,, de quantos modos é possivel ordené-los?
Por exemplo, para os objetos 1,2,3 h& 6 ordenacgoes: 123, 132, 213, 231, 312, 321.
No caso geral temos n modos de escolher o objeto que ocupara a primeira posigao,
(n—1) modos de escolher o que ocupara a segunda posicao, ..., 1 modo de escolher o
objeto que ocupara a tltima posi¢cao. Portanto, o nimero de modos de ordenar

n objetos distintos é

n-n—1)-(n—=2)-...-1=nl!

Cada ordenacao dos n objetos é chamada uma permutacao simples de n objetos
e o numero de permutagoes simples de n objetos é representado por P,. Assim,
P, =n! (ja que 0!=1, define-se Py = 1)
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1.7.3 Combinacoes Simples

De quantos modos podemos escolher p objetos entre n objetos distintos dados?
Ou, semelhantemente, quantos sao os subconjuntos com p elementos do conjunto
{CLl, ag, as, ..., CLn}?

Cada subconjunto com p elementos é chamado de uma combinagao simples de
classe p dos n objetos a1, as, as, ..., a,. Assim, por exemplo, as combinagoes simples
de classe 3 objetos dos elementos do conjunto {a1, as, as, as, as} sdo :

{G1,CL2, Gs}; {a17a27a4}§ {a1>a27a5}; {Gb@:s, 64}; {a17a37a5};

{al,a4, 05}; {ag,ag,a4}; {a2,a3,a5}; {ag,a4, 05}; {ag,a4,a5}.

O numero de combinagoes simples de classe p de n objetos é representado por

2 ()

Assim, C53—=10. Analisemos esta resposta: escolha do 1° elemento da combinacao
pode ser feita de 5 modos; a do 2°, de 4 modos e a do 3°, de 3 modos. A resposta
parece ser (5x4x3 = 60). Entretanto, se pensarmos numa combinagao, por exemplo
{a1, as, ag}, verificamos que as combinagoes {a1, as, as}; {a1, as, as}; {az, a1, as};...etc
sao idénticas e foram contadas como se fossem diferentes. Com efeito, se dissermos
que ha 5 modos de escolher o 1° elemento da combinagdao é porque estamos
considerando as escolhas a; e a, como diferentes e, portanto, estamos contando
{ai1,as,a3} como diferente de {as,a;,az}. Em suma, na resposta 60 estamos
contando cada combinag¢ao uma vez para cada ordem de escrever seus elementos.
Como em cada combinagao foi encontrada 6 vezes, logo, a resposta é 6—0 = 10.

No caso geral temos

S U | HUEr ERIU et R
p!
e CV=1

Uma expressao alternativa pode ser obtida multiplicando o numerador e o denomi-

nador por (n — p)!. Obtemos

o _ (n —p)! !
Cp:n (n—1)...(n—p+1)-(n p)'ﬁcp:L 0<p<n.
” (n —p)!-p!




2 Poliedros

Neste capitulo, apresentamos a deducao formal e detalhada da Relacao de Euler
e mostramos também que sdo apenas cinco os poliedros regulares (Poliedros de
Platao), de modo detalhado como uma motivagdo para as aulas de geometria
espacial no ensino médio. Apresentamos ainda, a familia dos deltaedros , fazendo
sucintas referéncias e comentarios.
Ainda neste capitulo, mostramos as féormulas para se calcular alguns elementos
importantes dos deltaedros Platonicos (tetraedros, octaedro e icosaedro), como a
distancia entre um vértice e uma face , area superficial e volumes. Estes resultados

encontram-se em [3] , [5] e [6]

2.1 Definicao

De modo geral, vamos estudar os so6lidos formados por faces, os chamados
poliedros. Do grego poly (varios) + edros (faces).
Definicao 2.1. Poliedro é uma reuniao de um ntumero finito de poligonos planos

chamados faces, onde:

e Cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um, outro

poligono.

e A intersecao de duas faces quaisquer ou é um lado comum ou é um vértice ou

é vazia.

e Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, é chamado aresta
do poliedro e cada vértice de uma face é um vértice do poliedro. Em relacao
as definigoes dadas, todo poliedro limita uma regiao do espago chamada de
interior desse poliedro.

Definicao 2.2. Um conjunto C, do plano ou do espacgo, diz-se convexo, quando

qualquer segmento de reta que liga dois pontos pertencentes a C', esta inteiramente

39
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contido em C.
Definicao 2.3. Um poliedro é convexo se qualquer reta nao paralela a uma das

faces o corta em, no maximo, dois pontos.

Figura 2.1: Poliedro convexo e Poliedro nao convexo

2.2 As primeiras relacoes

Dado um poliedro, vamos contar o ntimero de faces, vértices e arestas. Conside-

remos:
A o numero de arestas

V' o namero de vértices

F o namero de faces.

Ainda, como as faces podem ser de géneros diferentes, representaremos F,(n > 3)
o numero de faces que possuem n lados. Da mesma forma como os vértices podem
ser de géneros diferentes, representaremos por V,, o niimero de vértices nos quais
concorrem n arestas e pela definicao de poliedro, cada vértice é um ponto comum a

trés ou mais arestas. Temos entao, as seguintes relagoes:

F=F+F,+F5...
V=V;+Vi+V5...

Imaginando a planificacdo do poliedro em questao, quantos lados todos esses poli-
gonos possuem? Bom, basta multiplicar o namero de triangulos por 3, o niimero
de quadrilateros por 4, o nimero de Pentédgonos por 5 e assim por diante, e depois
somar os resultados. Mas, como cada aresta do poliedro é lado exatamente duas

faces, a soma anterior é igual ao dobro do nimero de arestas, ou seja:
2A = 3F3 +4F, + 5F5 + . .. (2.1)

De maneira analoga, podemos contar o nimero de arestas observando o nimero de

vértices. Se em cada vértice, contarmos quantas sao as arestas que nele concorrem,
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somando os resultados obteremos também o dobro do ntmero de arestas, desta

forma:
2A =3V +4Vy +5V5 + . .. (2.2)

2.3 Desigualdades importantes

Das relagoes (2.1) e (2.2) podemos deduzir duas desigualdades importantes:

Justificando a desigualdade (2.3):

2A =3F3+4F, +5F5 + ...
2A=3(Fs+Fy,+Fs+..)+ Fy+2F;5+ ...
2A=3F+Fy+2F;+ ...
2A > 3F
Notemos que a igualdade s6 vale se Fy = F5 = ... = 0, ou seja, se o poliedro

tiver apenas faces triangulares.
Justificando a desigualdade (2.4)

9A = 3V4 + 4V, +5Vs + ...

2A=3Va+Vi+Vs+..)+Vi+2Vs+...

2A =3V +V,+2Vs+ ...

2A >3V
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E a igualdade s6 vale se V, = V5 = ... = 0, ou seja, se o poliedro for formado por
vértices, onde concorrem apenas 3 arestas.

Vejamos agora, um dos resultados classicos da geometria espacial.

2.4 Teorema de Euler

Teorema 2.1. Em todo poliedro convexo com A arestas, V vértices e F faces, é
valida a relagao:
V-A+F=2.

Demonstragao. Iniciamos a demonstracao calculando a soma dos angulos internos
de todas as faces de um poliedro convexo P. Enumerando-se as faces do poliedro de 1
até I’ e sendo ny o género da k-ésima face (1 < k < F), usaremos o resultado em que
a soma dos angulos internos de um poligono convexo de género n, isto ¢, o poligono
possui n vértice e n lados, é igual a (n — 2)7. Lembrando que, um poliedro convexo
¢ formado por faces poligonais convexas. Logo, a soma S dos angulos internos de

todas faces de P é dada por:

S=mn(n —2)+m(ng—2)+ ...+ 7m(ngp —2)

S=m[ng—2)+ (n2 —2) + ... + (np — 2)]

S=mn[(ni+na+..4+np)—(2+2+...+2)]

Observamos que:
(n1 +ng+ ...+ TLF) = 2A,

—(242+..42) = —2F

Assim:
S =m(2A—-2F),

S =2r(A—F) (2.5)
]

Consideremos uma reta r que nao seja paralela a nenhuma das faces de P.

Tomamos também um plano II, que nao intersecta P e que seja perpendicular a 7.
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O plano IT ser4 chamado plano horizontal e as retas paralelas a r (perpendiculares a
IT) serao chamadas retas verticais. II divide o espago em dois semi-espagos, um dos
quais contém o poliedro P . Este sera chamado semi-espacgo superior e diremos que
seus pontos estao acima de II. Para ilustrar melhor este raciocinio, imaginaremos o
sol brilhando a pino sobre o semi-espaco superior de modo que seus raios sejam retas
verticais. A cada ponto C' do semi-espaco superior corresponde um ponto X’ em II,
chamado sombra de X. A sombra de qualquer conjunto C', contido no semi-espaco

superior é, por defini¢do, o conjunto C’, contido em II, formado pelas sombras de

C.

Figura 2.2: Regiao iluminada e regiao sombria

Consideremos entao, a sombra P’ do poliedro P. Como P é convexo, cada ponto de
P’ & sombra de um ou dois pontos de P . Ora, a sombra P’ do poliedro P tem como
contorno um poligono convexo K’, sombra de uma poligonal fechada K formada
por arestas de P. Cada ponto K’ é sombra de um tnico ponto de P. A poligonal
K ¢é chamada de contorno aparente do poliedro P. Cada ponto do interior de P’
(nado pertence a K’) é sombra de exatamente dois pontos de P. Dados dois pontos
de P que tém a mesma sombra, ao mais alto (mais distante de II) chamaremos de
ponto iluminado e o mais baixo sera chamado sombrio. Depois dessas consideracoes,
vamos calcular novamente a soma de todos o angulos das faces de P, observando
que a soma dos angulos internos de uma face é a mesma soma dos angulos internos
de sua sombra (ambos sao poligonos de mesmo género). Sejam, V; o namero de
vértices iluminados, V5, o nimero de vértices sombrios e Vy o ntimero de vértice do

contorno aparente de K. Entao:

V=W+V+W

Notemos ainda, que Vj é o nimero de vértices (e de lados) da poligonal K’, contorno
de P’. Consideremos entao a sombra das faces iluminadas.

A sombra das faces iluminadas é o poligono convexo com V{ vértices em seu contorno
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Figura 2.3: Poliedro com faces iluminadas

e V] pontos interiores, sombra dos vértices iluminados de P.

A soma de todos os angulos da figura anterior é:

51:2’/T‘/1+7T(Vb—2)

Por raciocinio inteiramente analogo, obteriamos para soma de todos os angulos

da sombra das faces sombrias,

82:277‘/2—'—71'(‘/0—2)

Somando essas duas igualdades, temos:

S =27V + 27V + 2m(Vo — 2)

S =2r(Vi+ Va+ Vo —2)

Mas,

Vo+Vi+ V=V

Portanto,

S =2r(V —2) (2.6)

Comparando as igualdades (2.5) e (2.6), temos:
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S=2r(A-F)

S =2V -2)

21(A—F) =2n(V —2)

A-F=V -2

V+F-A=2

2.5 Poliedros regulares

Definicao 2.4. Um poliedro convexo é regular quando todas as faces sao poligonos
regulares iguais e em todos os vértices concorrem o mesmo nimero de arestas.

Teorema 2.2. Existem apenas cinco poliedros regulares convexos.

Demosntracao: Seja n o nimero de lados de cada face e seja p o niimero de arestas

que concorrem em cada vértice. Temos entao:
2A=n-F=p-V

ou

Substituindo na relagao de Euler, obtemos:

V-A+F=2

2nF—n-F-p+2p - F=4p
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F(2n —np+2p) = 4p

4p

F—
(2n — np + 2p)

Devemos ter 2p 4+ 2n — np > 0, ou seja:

2n > p(n — 2)

Como p > 3, chegamos a n < 6. Temos entao, as seguintes possibilidades:

A p=3— F =4, (tetraedro),
n:3—>F:6Tp—> p=4— F =8, (octaedro),
P p=>5— F =20, (icosaedro)

2
n:4—>F:4—p—>p:3—>F:6(cub0)
—-p

n=>5—F= — p=3— F =12 (dodecaedro)

Portanto, s6 existem cinco poliedros regulares convexos, sao eles:

Tetraedro
Octaedro
s Hexaedro

Dodecaedro

lcosaedro

Figura 2.4: Poliedros regulares
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2.6 Deltaedros

A familia dos deltaedros é formada por poliedros cujas faces sao triangulos equi-
lateros, chamam-se assim, porque a letra grega delta maitscula (A) tem o formato
de um triangulo equilatero. Os deltaedros sao em nimero infinito, pois podemos
imaginar por exemplo um octaedro e depois colar numa das suas faces um tetraedro,
e depois na face deste tetraedro outro tetraedro, e assim sucessivamente, obtendo
assim tantos deltaedros quantos quisermos. Mas os matematicos Freudenthal e
Van der Waerden demonstraram em 1947, que existem apenas oito deltaedros

convexos. Nas figuras a seguir apresentamos os oito deltaedros convexos.

Ajy¢ @

Tetraedro Bipirimide Triangular Octaedro Bipirdmide Pentagonal
Distiabide achatado Prisma triangular triaumentado Bipiramide quadrada giroalongada Icosaedro

Figura 2.5: Familia dos deltaedros convexos

Em segundo lugar, os deltaedros convexos tém um ntmero par de faces. A
demonstracao deste fato é bem simples: se for ' o nimero de faces e A 0 niimero
de arestas, como as faces sdo triangulos, A = 3F'/2 pois cada aresta tem duas faces
adjacentes. Logo o nimero de faces tem que ser par (pois F'/2 tem que ser inteiro).
Assim, ficamos reduzidos teoricamente a 9 possibilidades, com 4, 6, 8, 10, 12, 14,
16, 18 e 20 lados. O fato de nao existir o deltaedro com 18 faces, e portanto
de existirem apenas 8 realmente, estd demonstrado nas referéncias bibliograficas ja

indicadas. Julgamos que depois de encontrados os 8 deltaedros convexos, feitos
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com Criat-Ima ou analisando as respectivas planificacoes, é interessante contar as
suas faces, arestas e vértices e elaborar uma tabela. Nessa tabela, Vamos designar

todos por D,,, sendo n o nimero de faces.

e R B

12

iV S v G Viviv.vav
VA 20 QRN

Dy D, D,,
Deltaedros convexos Faces Arestas Vértices

D, fetraedro 4 6 4

Ds mgidi 6 9 5

D& ectaedro 8 12 6

Dio e 10 15 7

Dy g 12 18 8

Dy | M 21 9

I e | #9 24 10

Dy icosaedro 20 30 12

Figura 2.6: Tabela 1
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2.7 Construcao do tetraedro regular

Consideremos um triangulo equilatero ABC de lado L e marcamos o baricentro F.
Sabemos que o raio R de uma circunferéncia circunscrita a um triangulo equilatero
equivale a — de sua mediana. Portanto se a é o apotema do triangulo equilatero
ABC, entao, a medida da mediana é 3a e assim, calculamos a em funcao de L.

facamos uma figura ilustrativa da situacgao.

Figura 2.7: Vista superior do tetraedro

Sabemos também, que em um tridngulo equilatero as medianas, as alturas e as
bissetrizes coincidem, assim, os triangulo ABH e AC'H sao retangulos congruentes.

Aplicando-se o teorema de Pitagoras no triangulo ABH, temos:

L\? 412 — L2 312 L2
- 3 2:L2 92: 2: - 2:_
(2) + (3a) = 9a (—4 >:>a %) =% =1

Agora, aplicamos o Teorema de Pitagoras no triangulo BE H, entao:

L2
2 _ .2 L
R—a—|—<2).

2

Fazendo a? = —, temos:
12

L2 12 4172 L2 L V3
2_ = = 2 _ 2 _ —— = —
R—12+4:>R 12:>R 3:>R 3:>R 5
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Como, no triangulo equildtero, o ortocentro coincide com o baricentro, podemos

calcular o ap6tema a em funcao de L. Pelo baricentro E, equidistante de A, B e C,

com medida R = ——. Tragamos o segmento E D, perpendicular ao plano que

contém o tridngulo ABC, de medida h conforme veremos a seguir:

Figura 2.8: Tetraedro regular

Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo AE D, calculamos h em funcao de

L, logo:

=h’=—"—=h="—.
3

2
L2=R2+h2:h2:L2_<L_\/§> 2 3L 6L° L6
9 9 9 3

2.7.1 Volume do tetraedro regular

. : 1 .
Como o volume de uma piramide é — do volume do prisma correspondente, que

por sua vez tem o seu volume obtido pelo produto da area da sua base pela sua
2

altura, e a area de um triangulo equilatero ¢ obtida por , € s0 calcularmos o

volume (Vr) do tetraedro regular em func¢ao da medida de sua aresta (L).
1 L*V3 LV6 L V18 P2

:—A h —_ e . —
Vr pheVr=g-—— eV 3 TV
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2.8 Construcao do octaedro regular

Consideremos um quadrado ABC'D de lado L e marcamos o centro E, intersecgao

de suas diagonais. Sabemos que o raio R de uma circunferéncia circunscrita a um

L2
\/_, ou seja, metade de sua diagonal.

quadrado equivale a

A L B
R
E
L .
R
D L C

Figura 2.9: Vista superior do octaedro

Tragamos os segmentos EF' e EG, perpendiculares ao plano que contém o quadrado

L2
ABCD, de medida T\/_, conforme a figura:

Figura 2.10: Octaedro Regular
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2.8.1 Volume do Octaedro Regular

O octaedro regular é formado por duas piramides de base quadrangular, de lado

L e altura Calculando-se o volume de uma das piramides e dobrando esse

resultado, obtemos assim, o volume do octaedro regular. Entao:

1 9 NG, 1332
V:2-§-Ab-h<:>V:§-L2-T\/_<:>V: ;/—

2.9 Volume do icosaedro regular

Figura 2.11: Tetraedro inscrito no icosaedro regular

Podemos inferir que o icosaedro é constituido por vinte tetraedros inscritos,
porém, nao regulares, com um triangulo equilatero de lado L na base. Nesse
caso, restaria calcular a medida das arestas laterais e da altura para verificar se
o calculo levaria & férmula do volume do icosaedro regular. Para que os tetraedros
se encaixem perfeitamente, suas arestas laterais devem convergir no centro O do
icosaedro. Assim, a diagonal maior d do icosaedro, partindo de um vértice F' e
chegando ao vértice oposto H, também passaria pelo centro O, e corresponderia a
duas vezes a aresta lateral do tetraedro, apoiando-se na hipoétese de simetria que,
no caso do icosaedro regular, é bastante sugestiva para o aluno do Ensino Médio.

Visualizando as figuras a seguir,

podemos destacar duas seccoes planas no icosaedro. A primeira é um pentagono
regular (mais uma vez apoiando-se na intuigdo de simetria e regularidade) que

forma a base de uma piramide pentagonal cujo vértice é um vértice do icosaedro
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Figura 2.12: Secgoes planas no icosaedro regular

(figura 2.12). A segunda secgao, um hexagono, ¢ determinada a partir de um corte
que divide o icosaedro pela metade através de dois vértices opostos. Tal hexagono
possui duas arestas L e quatro arestas h, sendo h a altura dos triangulos equilateros
que formam as faces do icosaedro regular (veja figura 2.12). A intersegao entre as

duas secgoes é o segmento i (figuras 2.13).

Figura 2.13: Interseccao das secgoes planas
O segmento dureo no pentiagono regular

O segmento i nada mais é do que a diagonal do pentidgono regular. O triangulo
isosceles ABC' é semelhante ao triangulo BOA (figura 2.14) pelo caso (AA), logo:
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Figura 2.14: Segmento aureo

+
36°
Bl
o 728
A L B
L L 5—1)L
= +x<:>:c2—|—Lx—L2:O<:>x:(\/_ ) x>0
T 2
S 5—1)L 2L 54+ 1)L
i:BC’:(m+L):(\/_—)+—:<\/_;)

2 2 2

Portando, i estda na proporcao aurea em relacao ao lado L.

Calculo da diagonal maior do icosaedro e da aresta lateral do tetraedro

Voltando ao hexagono, segue do Teorema de Pitagoras que a medida da diagonal

maior do icosaedro d (ver figura 2.13):

2
1)L? 2v/5)L? 412 2v/5)L?
d2:L2+(—(\/SJ; ) ) o @ =y OE2VOIL f) o d == MCAs f) o

4 2

o l0r242vBLe o Ly264 V)
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Conhecendo a diagonal d do icosaedro, é possivel calcular a aresta a do tetraedro,

uma vez que esta equivale & metade da diagonal (ver figura 2.11):

d  L-y/26+V5)

a:§: 4 .

Volume dos tetraedros

Conhecendo a medida da aresta a e sabendo que a base do tetraedro (figura a

seguir) é um triangulo equilatero de lado L, temos:

Aplicando-se o Teorema de Pitagoras no triangulo H MV, temos:

ﬁ:HM%Jﬂ”@(

L—W) _ (L_ﬁ> e

3
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2 2
2L(5 + V/5) Wy 3L\/§©h2: 18L*(5+v/5)  48L -
16 9 144 144

90 + 18+/5)L? — 48L2 42 4+ 18+/5)L?

144 144

144 12

. \/(42 +18y/5) L2 o Ly/6(7 +3V/5)

123

Conhecida a altura h e sabendo que a area da base do tetraedro (t) é , Obtemos

seu volume:

1 12v3 L7\/6(7+3V5) L34/2(7 + 3V/5)
Vi=g3- 4f' 12 e V= 48 '

O volume do icosaedro regular
Finalmente, obtem-se o volume do icosaedro (V;), multiplicando-se o volume do

tetraedro (V;) por vinte, logo:

L3/2(7 + 3V/5) L3/(14 + 6V/5)
Vi=20-V, < V,=20- s V.=5-

48 12

=

134/9+2-3- V5 + (V5)? L3/ (3 + V5)?
Vi=5- SV, =5- &
12 12
L33E+ V5
\4:5.%\/_)'



3 Bimedianas

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados gerais envolvendo n pontos
em um Espaco Euclidiano, generalizando a conhecida férmula para medianas do
triangulo e, por outro lado, duas outras féormulas envolvendo tantos as medianas

quanto as bimedianas do tetraedro. Estes resultados foram obtidos por Fonda [2].

3.1 Motivacao

Proposicao 3.1. Para qualquer triangulo, a soma dos quadrados das medidas de
suas trés medianas é igual a trés quartos da soma dos quadrados das medidas de

seus lados.

Figura 3.1: As medianas de um triangulo

—
Demonstragdo. De acordo com a figura 3.1, precisamos calcular a soma ||AM]|? +
—
|BN||* + ||C@||2 Notemos que

o7
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1
° Comomzﬁ—i—m e mziﬁ,entéo

|AM|? = | AB + BM|? = (AB+ BM,AB + BM)

— | AB|? + | BM|? + 2(AB, BM)

3l

)

IABI? + Z1BEI? + (4B,

al

— 1 —
— | BAI + 1B - (BA,

1
° ComoEﬁV:@%—C"J_}V e Wzﬁﬁ,entéo

IBN|? = | BC + CN|? = (BC +CN,BC + CN)

3

2l

= | BC|? + |CN? + 2 )

Y

T
Rl

1, =
— |BCI? + JICA + (BE, CA)

sl

2l

1, =
= |ICBJ* + JICA| - (CB,CA)

I

° Como@:a—l—@ e B:%/@, entao

ICO|? = |CA+ AC|? = (CA+ AG,CA + AO)

— |CA|I? + || AO|2 + 2(CA, A0)

sl

— 1 —
— | CA| + JIABI? + (CA, AB)

1
— JAC|? + 7| 4B - (AC, AB)
Assim,
— = — 1 —
|AM|? + |BN|? +|ICO* = |BAJ? +IBC) - (BA, BC) +

1, = P
+ |CBI? + ZIICA|)* - (CB, CA) +

+ ACI? + ZIABI? - (AC, AB)

(3.1)
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Aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo ABC' em cada um dos seus lados, temos:

e Em relacio ao lado BC: |CB|2 = | AC| + |AB|? — 2| AC|| AB]| cos(A)

|AC|I? + ||AB|1* — |CBI?
2| AC/|| AB)|

cos(A) =

e Em relacio ao lado AC: |AC|?2 = | BC|? + | BA|? — 2.| BC|..| BA|. cos(B)

IBC|? + HBA\P |AC?

COS(B\)
2|BC.|BA|

e Em relacio ao lado AB: |AB|2 = [|CB|2 + [|CA|? — 2.|CB]|.|CA]. cos(C)

ICEB? + ||CA|? — |AB)?

Yo7 TNTex T
Logo,
(AC, AB) = | AC| - | AB| - cos(A) = 5 (IAC2 + | AB| ~ |CBI?)
o (BA BC) = |[BA|- |BC - cos(B) = 1 (1B + | BA| — | AC)
(CB,CA) = |CBI - |CA] - cos(C) = 5, (ICBI + | A2 — | 4B)?)

(AC,AB) + (BA, BC) + <O_B>,Ei> =& (1B + |BCI? + |ACP) . (32)

Portanto, das igualdades (3.1) e , obtemos

(3.2
A3 + | BRI + |CO) = (HBA\P H@HZ)+(HC?H2+§H@H2)+

+ (uﬁw HIEAIR) - 5 (B + 1B + | ACR)
s

T

1-3) - (B + B + | 2CR)
(Hﬁr\? +1BE|? + | ACY?)

Um pouco menos conhecidas sao as formulas andlogas para o tetraedro.

Definicao 3.1. Uma mediana de um tetraedro é o segmento que liga um vértice ao
baricentro da face oposta a este vértice.
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S

Figura 3.2: As medianas de um tetraedro

Proposicao 3.2. Para qualquer tetraedro, a soma dos quadrados das medidas de
suas quatro medianas ¢é igual a quatro nonos da soma dos quadrados das medidas

de suas arestas.

Demonstrag¢ao. A distancia do vértice A até o baricentro do triangulo BC'D é:

(%%”B+§+D»2:<A_<B+§+D)A_(B+§+D)>

_(a_pa2B_(CHDY 2B (CHD
3 3 3 3

1

(B—C)+x-

w
w

_<(A—B)+ (B—D),(A—B)+%-(B—C)+%~(B—D)>

= A= BJ2 45| B-ClIP+ 5| B=DI+5 (A~ B), (B~C)+ - (A~ B), (B~ D))+
+2((B~0),.(B~ D).

A distancia do vértice B até o baricentro do triangulo AC'D é:

d@ﬂu+g+p52:<3_<A+§+D)B_(A+§+D>>

1 1 1 1
:QB-@+§4C—m+§mC—m43—m+§«C—m+§«C—m>
= | B=C| 45 0= A+ [C=DJ 42 {(B~0), (C~ A)y+ 2 {(B~C), (C~ D)+

+2(0— )0~ D).

A distancia do vértice C' até o baricentro do triangulo ABD é:

(@) (o (BR) e (P
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1 1 1 1
:Qc-m+§4A—m+§«A—mxc—m+§4A—m+§mA—m>

= [C— AP+ 5[ A= BI2 4+ A= DI+ 5{(C— A), (A= B))+ (O A), (A= D))+
Fol(A=B), (A~ D)),

A distancia do vértice D até o baricentro do triangulo ABC' é:

d(D, (A+§+C))2:<D_ (A+J§+C)’D_ (A+l§+0)>

1

<OD m+§(o A) + «C—B)u)<ﬂ+§(o m+§(c BO>

w |

= [D=ClP4 50 AP+ 5[0~ B2+ (D~C), (O~ A)+2 (D-C), (€~ B)+
F2(C - A).(C - B)).

Somando as distancias temos:

d(A,(BJrg—er)Zde(B,W)ZM(O,W):

a(p,AEEZOY

10 11 1 11 10 1
= S 1A= BI?+ 5 I B=CIP+ 5| B=DI*+ 5 [C- A+ 5 |IC - DI+ | A= D|*+

+2((A=B),(B=-C)+3((A=B),(B-D)) + ;{((B-C),(B—-D))+

+2((B=0),(C = A) + (B =0),(C = D))+ 5(C = A4),(C = D)+

+2((C = 4),(A=B)) + (€ = A), (A= D)) + (A= B), (A= D))+

+2((D = 0),(C=A) + (D= C),(C=B)) +((C = 4),(C-B))

oon\: c,on\: oono oon\o
WIN WIN Wl Wl
Ol I ol oo

10 11 1 11 10 1
= SIA=BIP+ | B=C|+ 5| B=D|*+ 5 C— AJ?+ 5 |C= DI+ 5[l A= D+

~2((A=B),.(C~ B)) = (A= B).(D~ B)) + S(C - B),(D~ B+

2B = C),(A=C)) ~ 2B~ C),(D~C)) + (A~ B), (A~ D))+
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2O = A). (B A)) = (€~ A), (D= A+ (B~ A), (D~ A+

~2((D =), (A=)~ (D~ C), (B~ O)) + (A~ 0), (B~ C))

10 11 1 11 10 1

= —|A=B|]*+—||B—C|]*+~||B—D|*+~—|/C—A|*+—||C—D|*+=||A—D||?
14— BIP+ | B=C|?+ 5| B= DI+ |C— AlP+ - |C— D|*+ 5 | A= D|[*+
2 2 2
—<{(A4=B),(C= B)) — Z{(4— B),(D— B)) + =((C — B),(D - B))+

~Sl(B=C).(A=C)) = S(B~0),(D~C)) ~ S(A~ B).(A~ D))+

[N}

2O~ A). (B A)) — (€~ A), (D~ A + (B~ A),(D~ A))

N}

Aplicando a lei dos cossenos, obtemos:

— 1A= B+ 5 |B=CIP+ 1 B=DIP+ 5 IC- A+ 0= DI+ A= DI+
454~ CI? = 314~ B = 2B~ C|F + 5| A= DI = 2| A~ BI} - 2B - DJ?
~3IC = DI? = 5IB ~CI* + 5B — DIP+ Sl A= BI? — S A~ CJP - Sl A~ CIF?
+31B = DI = B~ C|]P = ZIC - DI + 1A~ DI - S| A~ CIF* - S |lC - DI
+3llB = CI? = 54— CI? = 5ll4 = BI? + 5lC = DI - 314~ CIF* - 514 - DI?
—5IB = DIP + 54— BI? + 5|4 - DI?

10 11 1 11 10 1
= S 1A= BI?+ 5 I B=CIP+ 5| B=DI*+ 5 [C - Al*+ 3 |IC - DI+ | A= D|*+

1 1 2 1 1 1 2 2 1 1
I 7y ] i (e A—C|?
( 37370 3+9>” ||+(3 9 9 3 3)” "+
1 2 1 1 1 1 2 2 1
e e I R ) ) B =
+<3+9 3+9>” H+<3+9 9 3+3>” O+
1 1 2 2 1
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10 6 17 1 3
= (=) A=BP+(=—-=)|IB=-C|P+(=+2)|B-D|?
(3-5)1a-81+ (5 -5 )1 -cr+ (5+3) 18- DI+
_l’_

11 7 10 6 1 3
== —AIP+ (=2 DI+ (=+2)|4-D|?
(5-3)le-ar+ (F-5)1c=DI+ (5+3) 14 DI+

4
=5 A= BIP +|B=CI* +[|1B = DI + |€ = A + [|C = D|I* + [|A = D|I*).

]

Um resultado analogo é obtido se consideramos as bimedianas em vez das
medianas.

Definicao 3.2. Uma bimediana é o segmento que liga os pontos médios de duas
arestas opostas do tetraedro.

Figura 3.3: As bimedianas de um tetraedro

Proposicao 3.3. Para qualquer tetraedro, a soma dos quadrados das medidas de

suas trés bimedianas é igual a um quarto da soma dos quadrados das medidas de
suas arestas.

Demonstracao. Notemos que

(i).
(A;LB,C;LD> _ <

1 1 1
= ZJJA=-C|*+=||B=-D|?+=(A—C,B— D).
A= CIP+ JI1B = DI+ 5 (A~ C,B - D)

N —

(A—@+%B—DL;A—®+%@—DO

d(A;qB;D)::<;A—m+%@—D%5A—m+%W—D»

1 1 1
— = A— 2 - o 2 - - . )
4” B| —|—4HC DJ* + 5 (A— B,C - D)
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(ii).

::<;A_m+%w—cx;A—m+%w—c»

A+D B+C
2 72

1 1
= ZHA—BHM ]D—C||2+§(A—B,D—C>.

y
4

Observando que

¢« (A—C,B—D)={((A—C)+(B—B),B—D)=((A—B)+(B—C),B—C)
“(A—-B,B-D)+(B-C,B—D)=—(A—B,B—D)+(C—B,D— B)

1
(14 = DI* = [ A = BII* = | B = DI*)+5 (=€ = DI* + [|1B = C|I* + || B = DI*)

N~ N

(|A=DJ|? = |A=B|* - |IC = DI* + B = C|]*)
¢ (A—B,C—D)+(A—B,D—C)—(A+B,(C — D)+ (D - C)) =0,

entao somando (i), (ii) e (iii), temos:

1 1 1
114 —Cl2 + 11B~ DI+ (1A~ DI~ |A— BJ? ~ € — DII* + | B~ C||2
asmes Lie-pp

2 2

1
“UA=BIF+[A=CIP +[|A= DI + |B=CI* + B = DI + € = D|I*).
O

Nosso objetivo é apresentar uma generalizagao destas trés proposicoes para um
namero arbitrario de pontos (vértices), isto ¢, denotando a distancia euclidiana entre

dois pontos A e B por

d(A,B) = |A~B||=/(A-B) (A~ D),
vamos generalizar as seguintes formulas:

1. Sejam A, B e C os vértices de um triangulo. Entao,

2 2 2
d (A, & ; C) +d (87 - ; C) +d (C, 3 ; B> - ?1 [d(A, B) +d(A,C)* + d(B,C)?].
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2. Sejam A, B, C' e D os vértices de um tetraedro. Entao,

B D\? A D\? A+ B+ D\? A+ B 2
d(A,—+§+ )+d<B,—+§+ )+d<0,—+3+ >+d(D,—+3+C>

= 2 [d(A, BY + d(A,C) + d(A, DY’ + d(B,CY’ +d(B, D)’ +d(C, DY)

3. Sejam A, B, C' e D os vértices de um tetraedro. Entao,

A+ B C+D\? A+C B+ D\’ A+D B+CO\?
d : +d : +d ,
2 2 9 2 9 9

[d(A, B)* + d(A,C)* + d(A, D)* + d(B,C)* + d(B, D)* + d(C,D)?] .

1 =

Observacao: Nesta ultima formula, poderiamos ter considerado seis bimedianas,
cada uma partindo de uma aresta até a aresta oposta. NOs escrevemos apenas
trés delas porque as outras coincidem com estas aos pares. Para evitar possiveis
desentendimentos adiante, serd preferivel lidar com médias em vez de somas. Em
geral, dado um conjunto finito de numeros reais S = {x1,...,xN}, usaremos a

notac¢ao
T +...+xN

Média S =
édia N

3.2 A féormula geral

A ideia da generalizacao das trés proposicoes é a seguinte:
Dado um conjunto de n pontos
(a) fixamos os inteiros j e k satisfazendo j > 1, k> 1e j+ k < n.

(b) dos n pontos, tomamos dois subconjuntos distintos, um formado de j pontos

e o outro formado de k pontos.

(c) determinamos o baricentro de cada subconjunto e o quadrado da distancia

entre estes dois baricentros.
(d) repetimos o item (c) para todas as possiveis escolhas dos dois subconjuntos.
Concluimos que existe uma constante o com a seguinte propriedade:

A média dos quadrados das distdncias entre os pares de baricentros assim obtidos
€ igual a constante o multiplicada pela média dos quadrados das medidas de todos

0s segmentos ligando os n pontos.
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Teorema 3.1. Sejam n, j e k trés inteiros taisquen >3, 7> 1, k> 1, j+k<ne
Jj+Ek
g = —0.

25k
Entao, dados n pontos Ay, As, ..., A,

p Ai1+...+Aij Aij+1+"'+Az’j+k 2‘
J ’ k '
1§i1<...<ij§n,1§ij+1<...<ij+k§n
{/1;17 ,ZJ} N {ij—i-lu ,Z]+k} = @
= a;; Meédia {d(A,, 4,)° 11 <p<qg<n}

Média

Observagao: A respeito da formula acima, notamos que a média aritmética no
n—j
k
membro temos a média quadrdtica das distincias entre os pontos Ay, ..., A, tomados

primeiro membro envolve termos da forma (?) . ( ), enquanto que no sequndo

n

2). Notemos que, a constante o nao depende

2 a 2, que envolve termos da forma (

de n, mas apenas de j e k.

Antes de apresentarmos a prova do teorema, consideremos alguns casos particu-

lares.

O cason = 3,5 = 1,k = 2 nos d& a Proposicao 3.1. Por outro lado, tomando
n=4,5 =1,k = 3 temos a Proposicao 3.2, enquanto que comn =4,j =2,k = 2

obtemos a Proposicao 3.3. Nestes casos, temos que

3 2 1

(0% e (0% = - (0% = —.

1,2 4 ) 1,3 3 ) 2,2 9

Definicao 3.3. No caso geral de n pontos, uma mediana é um segmento que une

um dos pontos ao baricentro dos (n — 1) pontos restantes.

Assim, facilmente deduzimos a seguinte generalizagao das Proposigoes 3.1 e 3.2:

Corolario 3.1. Dados n pontos, a soma dos quadrados das medidas das n medianas
¢ igual a n/(n —1)? vezes a soma dos quadrados das medidas de todos os segmentos

unindo os n pontos.

Definicao 3.4. No caso geral de n pontos, uma bimediana é um segmento que une

o ponto médio de um segmento ao baricentro dos (n — 2) pontos restantes.

Portanto, vale a seguinte generalizagao da Proposicao 3.3:

Corolario 3.2. Dados n pontos, a soma dos quadrados das medidas das n(n —1)/2
bimedianas ¢ igual a n/(4n — 8) vezes a soma dos quadrados das medidas de todos

os segmentos unindo os n pontos.
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Observacao: Notemos que, mo caso n = 4, as seis bimedianas consideradas no
Corolario 3.2 coincidem duas a duas. Por isso, tem-se a metade da soma dos
quadrados das medidas das arestas, em wvez de um quarto, como enunciado na

Proposicao 3.35.

Vale mencionar que os resultados enunciados aqui valem em qualquer espago com

produto interno real ou complexo.

3.3 A demonstracao da férmula

Lema 3.1. Para todon € N,n > 3,

DA AP =m-D) I4IF-2 > 4,4,
p=1

1<p<g<n 1<p<g<n

Demonstragao. Utilizando a notacao A, - A, = (4,, A,), observamos que

”f4p - fqu2 = <f4p - f1q>f4p - /4q> = <f4paf4p - f4q> - <f4q>f4p - f4q>
= <Apa Ap> - <Avaq> - <Aqv Ap) + <Aq> Aq)
= Hf4pH2 _'2<f4pa/4q>'+’H/4qH2

Logo,
Sl =AdP = D0 (AP —2(4p, Ag) + | A,)
1<p<g<n 1<p<g<n
= > UAIP+1AID =2 D (4, 4).
1<p<g<n 1<p<g<n

Assim, basta mostrar que, para todo n € N;n > 3,
Do AP+ AR = (n=1) > Al (3.3)
1<p<q<n p=1
Vamos usar o principio da indugao finita sobre n € N, n > 3.

e Suponhamos que n = 3. Entao,

Yo U+ 1AM = (AP + 1AlP) + (LA + A1) + (142 + [145]1%)

1<p<g<3

3
= 2(J AP + |42 + 1 4s]1*) = (3= 1). ) Al
p=1
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e Suponhamos que a igualdade (3.3) vale para n (hipotese de indug¢éo) e mos-

tremos que igualdade (3.3) vale a para n + 1. Observamos que

Yo UAPHIAID = > UAIPHAI+ Do (AIPHIAR).

1<p<q<n+1 1<p<g<n 1<p<g=n+1
(3.4)
Pela hipotese de inducao,
D WA +1A0%) = (n=1) Y 114>
1<p<q<n p=1
Além disso,
Do UAP+IAN) = >0 (AR + Al
1<p<g=n+1 1<p<n+1
= D (4P + 1 Annl?)
p=1
= > AP+ 1Aval?
p=1 p=1
= Y 4P+l A |”
p=1
Retornando a igualdade (3.4),
Yo U+ = =1 U417 + D U4 +nil[ A |
1<p<q<n+1 p=1 p=1

n

= 0S4 + A ?

p=1

S (TR0 STV
p=1
n+1 n+1

= YA = (4 1) - 1.3 4%

Logo, a igualdade (3.3) é verdadeira para todo n € N,n > 3. Portanto, para todo
neNn>3,

Yo A4 -AP=0m-1 Z!\A|!2—2 > A A,

1<p<q<n 1<p<qg<n
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Vamos apresentar a demonstracao do Teorema 3.1. Por simplicidade, a prova
serd feita apenas no caso real, mas apenas pequenas modificacoes sao necessérias a

fim de considerar um espago com produto vetorial complexo. Provaremos que

A +--+ A A o+ A
Z H 1 j i _ ]+1 - j+k = Unjk Z HAP_AQ||27
{i1ysljpr } 1<p<g<n
(3.5)
onde ,
n\ (n—j
() (")
Unjk = =7y %ks
(3)
Jt+k o L -
g = Zj—k‘ e a primeira soma sendo tomada sobre todas as sequéncias de indices
distintos {41, ...,%;4%} em {1,...,n} de tal forma que 1 < 43 < --- < i; < ne

1 <ij41 < -+ <ijpr < n. Observamos que do Lema 3.1, segue que
ST A, — A = n—lzw-z S 4,4,
1<p<g<n 1<p<q<n

Agora, concentremos-nos no lado esquerdo da identidade (3.5). A soma que nele

aparece, por motivos de simetria, serd desenvolvida como

—ﬁn,],kZHA || +'7n,]k Z A A

1<p<q<n

Z A 4+ Ay _Aij+1 +A7+k
J k

{i1,typnt
onde 3, ;r € Vn.jk Sa0 constantes a serem determinadas.

A fim de encontrar a constante (3, , calculemos o coeficiente de ||A4,]|?. Se 4,

pertence ao subconjunto de j pontos, entdo ||A,||* tera um fator 1/, pois

Aot Ayt Ay Ay o+ A
H - +jp+ : S k+ o jl2||Ai1+..'+AP+'..+Aij“2+
+<%§)(Ai1+"'+Ap+"'+A AZJ+1 "+Aij+k)
1
+EHAZ&+1+ '+Aij+k||
e
Ay + -+ A+ + AP = ZHAzmll +2) Ay, A,

m#h

Isto pode acontecer (;‘:11) . (";j ) vezes, pois A, pertence ao subconjunto de j pontos.

Por outro lado, se A, pertence ao subconjunto de k pontos, entao ||A,||* tera um
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fator 1/k?, pois desenvolvendo

_Aij+1+"‘+Ap+"'+Aij+k

2

HAh+~-+A

u

J

-2
Jk

k

1
=LA
)(Ail+"'+Aij'Az‘]-+1+"'+14p+"'+14ij+k)

1
+ﬁHAijﬂ+"'+AP+"'+Aig’+kH2

k
T N L) S
m=1

m#h

Isto pode acontecer (”_1) . (";k) vezes, pois A, pertence ao subconjunto de j pontos.

k—1

Assim, somando os dois e simplificando,

Brjok

) E G0
(n—1)! 1 (n— 1) X
G—Dn—j— k) 52

(n(f;ii)! | (u —11>!k! i ﬁ | ki)
(n(i;i);{;)! ' <j!1k;! '%Jr /{Z'Lj' ' %>

(n —% - ?;!j!k! | G i %>

(n —(7;:?)!!9%! ' <k/j}j)

(n—1) {-(n _(Z:?)!!j!k! ' (kl;;])}

(Tl — 1) . Vn,j,ka
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pois
n! (n—j)!
(n—j)iy! (n—j—k)K'| j+Ek
Vn,j,k = [ . .
n! 27k
(n —2)!2!
B n! (n—2)1.2 j+k
gl n—j —k)E! n! 25k
(n—=2)!(j + k)
J1 G —n—k)jk

Para determinar o valor de ,, j x, calculemos o coeficiente de A,-A,. Consideremos

quatro casos distintos.

I. Considere j > 2 e k > 2. Se A, e A, pertencem ao subconjunto de j pontos,

entao A, - A, terd um fator 2/52, pois

2
Aij+1 4+ -4 Ain

’LJ_

HAil+H.+AP+”'+A‘1+.”+A"

j k
1
:j_2 ’A“—i_'+Ap+"+Aq+'+Al]H2+
-2
+(]_k) (Az'l+"'+Ap+"‘+Aq+“‘+Aij‘Az‘j+1‘|‘""|‘Aij+k)+

1
+ﬁ HAiJ’H ot Ai]‘+kH2

j
[Ai + o Ayt Ayt AT =3 1AL+ 2 Y A A
m=1 m#h

Isto pode ocorrer (?:22) (”;j ) vezes. Se A, pertence ao subconjunto de j pontos e

A, pertence ao subconjunto de k pontos, entao A, - A, tera um fator —2/(jk) e isto
pode ocorrer (?:f) (";ﬁ Il) vezes. O mesmo ocorre se A, pertence ao subconjunto
de k pontos e A, pertence ao subconjunto de j pontos. Se A, e A, pertencem
ao subconjunto de k pontos, entao A, - A, tera um fator 2/k? e isto pode ocorrer

(Ziﬁ) (n;k) vezes. Somando e simplificando,

n—2\[(n—7\ 2 n—2\(n—7—1\-2 n—2\(n—~k\ 2

Tk = (1—2)( k >j_2+2<j—1)( k-1 )j_k+(k—2)< j )P
(n—=2)!  j+k
T (= — k) jk

= _2Vn,j,k~
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II. Considere j =1 e k > 2. Se A, pertence ao primeiro grupo e A, pertence

ao segundo, entao A, - A, terd um fator —2/k e isto pode ocorrer (Z:f

mesmo ocorre se A, pertence ao segundo grupo e A, pertence ao primeiro. Se A,

) vezes. O

e A, pertencem ambos ao segundo grupo, entao A, - A, terd um fator 2/k? e isto

pode ocorrer (Z:;)(n — k) vezes. Somando,

n—2\—2 n—2 2

B n—=2)! 14k
in—1—k)! &k

= _2Vn,1,k-

III. Considere j > 2 e k£ = 1. Assim como no caso II, temos que

/ynujal - _2]/7747‘7'71'

IV. Finalmente, assuma j = k = 1. Se A; pertence ao primeiro grupo e A,
pertence ao segundo grupo, entao A;-As terd um fator —2, e isto s6 pode ocorrer uma

vez. O mesmo ocorre se A; pertence ao segundo grupo e Ay pertence ao primeiro.

Entao
Yol =2(—2) = —4=—2v,1,.
Portanto, nos quatro casos temos que 7, ;i = —2v, . Concluindo, observamos
que

2

Z Ai1+"'+Aij_Aij+1+"'+Aij+k
J k

{i1,0sijqr}

= (n=Dvgn > AP =200 D> Ay A,
p=1

1<p<g<n
= Un,jk [(n - 1) Z ||Ap||2 —2 Z Ap - Aq
p=1

1<p<g<n

= Vnjk Z |4y — Aql*.

1<p<g<n

e, com isto, concluimos a demonstragao.
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3.4 Exemplo: Octaedro regular

Vimos como a féormula se aplica a tridngulos e tetraedros. Agora, ilustraremos

outro exemplo particular, considerando um octaedro regular.

Figura 3.4: Um octaedro regular

Neste caso, temos seis pontos A, ..., Ag, portanto n = 6. Por simplicidade,
consideraremos apenas os casos em que j+k = 6, e escreveremos as formulas para j =
1,2,3. Denotaremos por ¢ o comprimento das arestas do octaedro. Primeiramente,
note que a distancia quadratica média dos vértices é

1 120 + 3(0v2)2 6
S 4= AN S

— .
15 5

1<p<q<6

Para fixar as ideias, assuma que Aj, Az, A3 determinem um face do octaedro (isto
é, um triangulo equilatero), e sejam Ay, A5, Ag opostos a A;, Ay e As, respectiva-

mente.

O caso j = 1,k = 5. Denotemos por m o comprimento das seis medianas. Como

)

a1 5 = —, a formula nos dé que
5

6m* 3 6,
6 5 5
de onde obtemos que
m = g\/ﬁﬁ

O caso j = 2,k = 4. Estamos lidando com bimedianas, isto ¢, os segmentos
que ligam o ponto médio de uma aresta ao baricentro dos quatro pontos restantes.
Entre estas quinze bimedianas, doze delas possuem comprimento positivo, que

denotaremos por b, enquanto que as outras trés possuem comprimento nulo, sendo

, 3
reduzidas ao centro do octaedro. Como a4 = 3’ a formula estabelece que

126% + 3 - 0?
15

62

ol o

3
8
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donde
3

b= (%
4
O caso j = k = 3. Aqui tomamos dois grupos com trés vértices cada, e queremos

calcular as distancias entre seus baricentros. No entanto, temos que lidar com duas

situacoes possiveis.

Como dito acima, os pontos Aj, Ay, A3 determinam uma face, e os outros trés
pontos restantes Ay, As, Ag determinam a face oposta. Existe oito dessas situagoes
(onde pares de faces estdo envolvidos), que coincidem dois a dois. Denotemos por d
a distancia entre estas duas faces.

Por outro lado, os pontos A;, Ay e Ay, por exemplo, nao determinam uma face,
mas um tridngulo reto, bem como os pontos complementares As, A5, Ag. Existem
doze desses pares de triangulos, mesmo que eles coincidam dois a dois. Denotemos
por ¢ a distancia entre os baricentros desses dois tridangulos, Usando as simetrias do

tetraedro regular, é facil ver que

_ 2

)
3
1 .
Como a3 3 = 3’ a formula determina que
8d* + 1242 _ 1 6,
20 3 57
e deduzimos que
2
d=\/=/



4 Matematica Olimpica

Apresentamos neste capitulo um compilado de questoes para serem aplicadas,
resolvidas , discutidas e corrigidas nas aulas de Geometria Espacial, sendo assim,
sugeridas como uma ferramenta pedagogica, com o intuito de nortear o aluno sobre
os varios aspectos e abordagens da Geometria Espacial. Servird também, como
preparacao para Enem, concursos Vestibulares e Olimpiadas de Matematica. Em
relacao as Olimpiadas de Matematica, sao questoes que abrangem os niveis 2 e 3 em
especial, respectivamente, alunos do 8° e 9° anos do Ensino Fundamental, alunos do

1°, 2° e 3° anos do Ensino Médio.

Questoes

1. (Vunesp/06) Cada aresta de um tetraedro regular de vértices A, B,C e D
mede 1dm. M é um ponto médio da aresta AB, e N é um ponto médio da
aresta C'D.

(a) Calcule a area total da superficie do tetraedro.

(b) Sabe-se que o menor valor possivel para a distancia de M a N ocorre
quando eles sao pontos médios das arestas. Obtenha o valor dessa

distancia minima.

75
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Resolucgao:

a*\/3
v

(b) Primeiro tragamos os segmentos NA, BN e MN. Como M e N sao pon-

(a) Sabemos que a superficie total é dada por S; =4 -

tos médios, entdo o triangulo AN B é isosceles de base AB, M é o pé da
altura em relacdo a base AB e portanto os triangulos AMN e BM N séao
congruentes pelo caso (LLL)e também sao tridangulos retangulos. Temos
NA = BN sio as alturas dos triangulos ACD e BC D respectivamente, e

sabemos que a altura de um triangulo equilétero é calculada pela formula

h:

av/3
2 b

entao, aplicando-se o Teorema de Pitagoras no triangulo AM N, temos:

(MN)* + (AM)* = (AN)* & (MN)* = (ﬂ -(5)

N 3a2 — a2
MN)? = (22 —¢

& (@I ( - )
S 2a?
MN = /[ ZZ

- ()

o MN:‘”/§

2

&

Portanto, paraa =1, MN = -

2. (UFSCar/02) Na figura, os pontos ACFH sao os vértices de um tetraedro

inscrito em cubo de aresta 3. O volume do tetraedro é:



7

7 7z
H 2
27 9v/39 27v/13
WX w22 gy @@ g
Resolucao:

Temos CH = CF = HF = AF = AC = AH, pois sao diagonais das faces
do cubo. Logo, o tetraedro ACFH é regular de aresta igual a 3v/2. Como o

volume de um tetraedro regular é dado pela seguinte identidade matematica:
3 \/§
a’.

V:

, entao

v (3v2):v2 544 108 9
B 3 12 12 T

. (UNIFESP/07) Quatro dos oito vértices de um cubo de aresta unitaria sao

vértices de um tetraedro regular. As arestas do tetraedro sao diagonais das

faces do cubo, conforme mostra a figura.

(a) Obtenha a altura do tetraedro e verifique que ela é igual a dois tergos da

diagonal do cubo.
(b) Obtenha a razao entre o volume do cubo e o volume do tetraedro.

Resolugao:

(a) Consideramos ay e ag, respectivamente, as arestas do tetraedro e do

hexaedro. Entao, a4y = agyv/2. Como a altura do tetraedro ¢ dada por
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a4\/6

5 e a diagonal do cubo é dada por D = agy/3, entdo

h_a4\/6_a6\/§\/6_2a6\/§_g D

3 3 3 3

h=

(b) Seja k a razao entre os volumes do cubo e do tetraedro. Entao:

po Ve _ (a6)” _  (ae)®  _ (a6)° _1_12_ .,
Vi (aa)'V2 (a6V2PV2 (a)*(2v2)V2 4 4
12 12 12 12

4. (UEL/06) Um joalheiro resolveu presentear uma amiga com uma joia ex-
clusiva. Para isto, imaginou um pingente, com o formato de um octaedro
regular, contendo uma pérola inscrita, com o formato de uma esfera de raio

R, conforme representado na figura a seguir.

Se a aresta do octaedro regular tem 2 cm de comprimento, o volume da pérola,
3

em cm®, é:
\/§7T 8T 8\/§7r 4\/67r 8\/67r
a) b)— c) d) €)
3 3 9 9 27

Resolucgao:
Tragando os segmentos KO , OM e EM de acordo com a figura seguinte,

teremos:
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O triangulo FOM ¢é retangulo em O e OH ¢ a sua altura em relacao a
hipotenusa E M .Assim:

e KM é a altura do triangulo equilatero ABE , entao:

e OM= 1 cm(metade da medida da aresta)

e EO=+/2 cm que é a metade da medida da diagonal do quadrado ABCD.

e OH= R (raio da esfera), pois H é o ponto de tangéncia entre a face ABE

e a esfera inscrita.

Aplicando-se a relagao métrica no triangulo retangulo, na qual o produto entre

a hipotenusa e a altura é igual ao produto dos catetos, entao:

EM-OH = OM-OE
V3.0H = 1-V2

Portanto:

. (Unicamp/99) Cada aresta de um tetraedro regular mede 6 cm. Para este
tetraedro, calcule:

(a) a distancia entre duas arestas opostas, isto ¢, entre duas arestas que nao

tém ponto comum,;
(b) o raio da esfera inscrita no tetraedro.

Resolugao:

(a) Da questao 1 temos:
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2
% = 3\/§ cm.

(b) Da relagdo matemaética a seguir, podemos calcular o volume da esfera

N = W2
2

inscrita em um tetraedro regular de aresta igual a a:

vo_av6_6v6 V6 g
(esfera) = "1 12 2 '

6. (UERJ/96) Com os vértices A, B, C'e D de um cubo de aresta a, construiu-se

um tetraedro regular, como mostra a figura abaixo:

Calcule:
(a) O volume da piramide ABCD em funcao de a.
(b) A razao entre os volumes do tetraedro ABC'D e do cubo.

Resolugao:

(a) Considerando a figura a seguir, temos:
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— 3
VM =1b- - pois é altura da face equilatera.

OM==--VM =—- 5 5 pois O é o baricentro

1 —— 1 (b-v3) b3
3 3\ 2 ) 6

OV = h, & a altura do tetraedro.

Aplicando-se o Teorema de Pitagoras no triangulo OMV,| temos:

OV + (OM)*=(VM)* < h*+ (%) = (M>

2
3.2 3.1

& W= 4b2_ 36b2
27712 3.

e = 5 ~ 736
24

N h2:¥

- he 24b2:2b\/6:b\/6 o

36 6 3

Considere Ay a area da base e Vp o volume do tetraedro:

v’\/3 1
Ab: 4 (§] VngAbh
Assim,
1 2 3v/2
VT:§- (b;/g . (b\g/é ,VT:bl\z/_. Como b:ﬁa,temos:
~ (V2a)*V2 _ (V2)'a?  da? o
Vo = 19 s Ve = 19 <=>VT—12<=>VT—3

Sendo Vi o volume do cubo e k a razao entre os volumes, temos:
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a
Vi 3 1
k=t ok=35 =
VC a? 3

7. Considere um hexaedro regular ABCDEFGH de arestas iguais a 1 e os planos
que contém os pontos BDE e CGH respectivamente:

(a) Determine a éarea dos triangulos CFH ¢ BDE.
(b) Determine o volume do sélido BCDEFH.

(c¢) Determine a distancia entre os planos BDE e CFH.

Resolucgao:

(a) Notemos que os triangulos CFH e BDE sio equilateros de lado L = /2.
Logo a suas areas sao:

L_INVE_(VDNE B
4 4 2

(b) O volume do solido BCDEFH ¢é obtido somando-se os volumes das
piramides CBFHD e EBFHD, em que BFHD ¢é a base retangular
comum de medidas v/2 e 1. A altura da piramide em relacdo a base

retangular BFHD ¢ a metade da diagonal da face do cubo, ou seja,

CM = g Assim,
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Ay h

Wl = Wl

1\@?

(c) Basta encontrar M N para determinar a distancia entre os planos BDFE
e CFH. Como MN = AG — (AM + GN) e AG = /3, entio precisamos
calcular AM e GN. Para tal, consideremos a piramide CFGH.

.

Tracando as alturas CI do triangulo CFH e GI do triangulo FGH e
como CG = FG = GH =1, entao, pelo Teorema de Pitagoras,

eI AT ) SUNE)

3 2
Observando o triangulo CGI, obtemos CI - GN = CG - GI. Logo,

@.G_Nzl.é
2 2

av_ V2 _ \/2_\/I

V6 6 3

1 V3

V33
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Como a diagonal AG = /3 e =GN = ?, entao M N =

8. (Profmat/11) O poliedro P que inspirou a bola da Copa de 70 é formado por
faces pentagonais e hexagonais, e é construido da seguinte forma: Considere

um icosaedro regular de aresta a conforme a figura abaixo.

A partir de um vértice e sobre cada uma das 5 arestas que concorrem nesse
vértice, assinale os pontos que estao a uma distancia desse vértice. Esses 5
pontos formam um pentagono regular (Fig. 2).

I) Retirando a piramide de base pentagonal que ficou formada obtemos a
(Fig.3).

IT) Repetindo a mesma operagao para todos os vértices do icosaedro obtém-se

o poliedro P.

\

.l'
L__ ‘\H
‘n — “)fﬁ" /
xi/
Fig. 1 Fig.2 Fig. 3
(a) Determine quantas s@o as faces pentagonais e quantas sdo as faces
hexagonais de P.

(b) Determine os nameros de arestas, faces e vértices de P.

(c¢) Sabendo que uma diagonal de um poliedro é todo segmento que une dois
vértices que nao estao na mesma face, determine o niimero de diagonais

de P.
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Resolucgao:

(a) Cada face pentagonal de P apareceu onde havia um vértice do icosaedro.
Como o icosaedro tem 12 vértices entao P tem 12 faces pentagonais.
Cada face (triangular) do icosaedro deu origem a uma face hexagonal de
P. Como o icosaedro tem 20 faces triangulares entao P tem 20 faces

hexagonais.

(b) Do item anterior temos F5=12 e Fz—=20. O numero total de faces de P é:
F=F5+4Fs=12+20-=32 .
Contando as arestas temos: 2A=5F5+6F
2A=5.12+6.20
2A=180
A=90

Como P é convexo entao vale a relacao de Euler V — A+ F = 2.
V-90+32=2

Portanto,

V = 60.

(¢) Seja d, o nimero de diagonais de um poligono de n lados. O ntumero de
diagonais de um pentagono é ds=5 e o de um hexagono ¢é dg= 9.
A soma dos numeros de diagonais de todas as faces é
S=F5.ds + Fg.dg = 12.5 4 6.20 = 240.
Vamos agora construir todos os segmentos cujas extremidades sao os V'
vértices do poliedro P.
A quantidade de diagonais de P é

v
D = ~A-
(2) -3
60
= (2>—90—240

60.59
= 20330
2

= 1.170 — 330 = 1.440

9. (UERJ/99) Um icosaedro regular tem 20 faces e 12 vértices, a partir dos quais
retiram-se 12 piramides congruentes. As medidas das arestas dessas piramides

sao iguais a 1/3 da aresta do icosaedro. O que resta ¢ um tipo de poliedro
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usado na fabricacao de bolas. Observe as figuras abaixo:
Para confeccionar uma bola de futebol, um artesao usa esse novo poliedro, no
qual cada gomo é uma face. Ao costurar dois gomos para unir duas faces do
poliedro, ele gasta 7 cm de linha. Depois de pronta a bola, o artesao gastou,
no minimo, um comprimento de linha igual a:
a)7,0 m b) 6,3 m c) 4,9 m d)2,1m e)4,5 cm
Resolugao:
Apo6s a resolucao da questao 8 fica facil, basta multiplicar 7cm, que é o
comprimento do barbante usado para unir duas arestas pelo nimero total
de arestas, que é 90, logo:
O comprimento minimo é: 7cm.90 = 630cm = 6,3m

10. Considere o cubo ABCDFEFGH abaixo, de arestas a. Determine a distancia

entre os segmentos AG e HF.
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Resolugao:

Considerando o cubo ABCDEFGH, tracamos os segmentos AG, EG e HF
Para obtermos a distancia entre HF e AG, tracamos M N perpendicular a
AG e FH.

Como os triangulos AEG e M NG sdo semelhantes (caso AA), temos:

AG  GM
AL 3N
uN - AE oM
G 1
Ty - 0 av2
a3 2
TV o W2 _ V2 V3 a6

V3 a3 V36

11. Determine o volume do tetraedro truncado de 6 cm de aresta.

Para calcular o volume do tetraedro truncado, basta calcular o volume do
tetraedro a qual ele foi obtido, cujo a medida da aresta (A) é 18 cm e subtrair
os volumes dos quatro tetraedros retirados dos seus vértices, cujo aresta(a)
mede 6cm . Portanto:

REsolucao:
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A3.\/3 A a3v/3

VTtruncado = 192 - T 192
183 A 6°v/3
12 12

18-324-\/5_4 2164/3

VTtmmcado - 12 12
= 486vV/3 —T72V3
= 414V/3 cm®

12. (OPM-13) Os solidos de Platao tém faces com mesmas quantidades de arestas
e, além disso, de cada vértice sai a mesma quantidade de are stas. Se todas as
arestas tém a mesma medida, o soélido de Platao é regular. Pode-se provar que
hé cinco so6lidos de Platao: o tetraedro, o hexaedro, o octaedro, dodecaedro e

o icosaedro

Vocé ja deve conhecer bem os dois primeiros sélidos, e quem sabe o terceiro.

Nesse problema, daremos uma atenc¢ao especial aos outros dois.
a) Primeiro calcularemos o raio da esfera inscrita no icosaedro regular, que é

o solido de Platao com 20 faces triangulares.

(a.1) Sendo # o angulo diédrico entre as faces e do icosaedro regular, calcule-o.

(a.2) Considere o quadrilatero destacado na figura da direita, que tem como
vértices o centro do icosaedro, dois centros de faces adjacentes e o ponto médio
de uma das arestas. Sendo a medida da aresta do icosaedro, calcule o raio da

esfera inscrita no icosaedro.
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b) Os centros das faces do icosaedro regular sao os vértices de um dodecaedro
regular. Sendo a medida da aresta do dodecaedro, calcule o raio da esfera

circunscrita ao dodecaedro regular.

Voceé pode querer utilizar os seguintes dados: (*) A diagonal do pentégono de

1
lado z é £L‘< _1_\/3);

2
1 — cost
*%) g (8) = / —77
(%) 9(2) V 1+ cosé
Reolugao:

(a.1) Nota-se que o triangulo formando o angulo 6, possui dois lados que séo

alturas das faces triangulares do icosaedro e o terceiro lado sendo a diagonal de

L-vV3
2

um pentagono regular. Sabe-se que a altura do triangulo equilatero é

L-(145)

e, como dado na dica, a diagonal do pentdgono é ———=.
Para calcularmos a medida do cosseno do angulo 6, utilizaremos a Lei dos

Cossenos no trianguloAM D, onde M é ponto médio do segmento BC'. Dali:

L2<1+2\/5+5>
1

QTLQ(:HJE)

3+5

3+5

cos 6

(a.2) Observando o quadrilatero formado pelos centro de faces, o centro da

L_<1+¢5>] _ 2<L_¢3> _2.(M> b
2 2 2

317 3L%cosd
) (il RPN [eialiiid
() ()
L2
67(1—0089)

3+ (1 —cosh)

3 —3cosb

NG

3
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circunferéncia inscrita é o ponto onde forma-se um angulo 6 entre as duas
faces, temos a figura a seguir. Notemos que os dois tridngulos sao congruentes

(Caso LLL).Portando, o dngulo 6 sera dividido ao meio.

/3\
~J

Notemos que o centro do triangulo equilatero divide a altura na razao 2 para

1, pois nesse caso o centro coincide com o baricentro e a altura com a mediana.
Usando a 2* dica,temos:

.

0 1 V3 0 V3 1 — cosf

tal =) = L S A Y SN Bl

9(2) 3 oo 6 g(z) = 6 V1+cost
6

Notemos que:

N 1= (=) \feis
V1 + cosf \/1 ( = \/3_\/5_

Portanto:

L_\/g'(3+\/5)
6 2

(b) Notemos que usando o mesmo quadrilatero em (a.2) mas tragando a outra

diagonal e nomeando-a de m.
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Aplicando a lei dos cossenos, teremos:

m? = 7%+ 7r? — 277 cos(180° — 6)
m?> = 2r2+2r%.cosf

m? = 2r’(1+ cosf)

Substituindo cosf encontrado no item (a.l), temos:

m2:2r2-<1—ﬁ>©m2:2r2-(§—§ &

3 3
s o [6—2V5 s o [5=2v5+1
m-=r7r"- —5 S me=r- — 5 &

2 _ 2 V5 -1 2<:> o V-1 N
m-=r 7 m=r 7

V3 V5+1 V3(V5+1)

r=m- Sr=m-——"67J9=

Vo—1 V5+1 4

6
13. (ITA/09) Um cilindro reto de altura ——cm esta inscrito num tetraedro
regular e tem sua base em uma das faces do tetraedro. Se as arestas do

tetraedro medem 3cm, determine o volume do cilindro.
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Resolucgao:
SejamH e h as medidas, em centimetros, das alturas dos tetraedros regulares
VABC e VDEF. Assim:
2
H:%:\/é e h:H_@:ﬁ_ﬁ:ﬁ
3 3 3 3 3
Sendo a a medida, em centimetros, da aresta do tetraedro VDEF', temos:
a6 2v6 a6
h = = = Sa=2
3 3 3
A medida r , em centimetros, do raio da base do cilindo é % da altura do
1 3 1 23 3
triangulo equilatero DEF. Assim, r = — - M =—- —\/_ = £
3 2 3 2 3
Logo,o volume do cilindro em cm? é:
2
V3 V6 1 V6 V6
V=A h=V=rx.-|22] X_2.X_Y"
= V=T ( 35) 373 73 9
14. (OPM/06) Na figura a seguir, ABCDEFGH é um cubo de aresta 5, sendo

que o vértice A pertence a um plano «. As distancias dos vértices B e E ao

plano « sao iguais a 3.

a) Calcule a distancia do vértice F' ao plano a.

b) Mostre que o plano determinado pelos pontos A, D e F' é perpendicular ao
plano a.
Resolugao:

a) A face ABF'E ¢ um quadrado, logo os pontos médios de BE e AF coincidem.
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15.

Seja M tal ponto. Como E e B estao & mesma distancia de «, entao EB é
paralelo a «, de tal modo que a distancia de M a « ¢ igual a 3.
Sendo M’ e F’ as projecoes ortogonais de M e F' em «, respectivamente, os

triangulos AMM’ e AFF’" semelhantes (caso AA). Como mostra a figura a

seguir:
; /C(\ \F
f % Sl
D ‘M\ F’;'J
\ I"' / B
/ AL A
/ & M F
i /
Logo:
FF'  FA
——=—=2=FF =2-MM'=2-3=06,que é adistancia F' a a.
MM MA

b)Temos que BE é paralelo a « e que o plano ADF é o plano mediador de BE,
ja que AE = AB,DE = DB e FE = FB. Assim, esse plano é perpendicular

a BE e, cosequentemente ao plano «

(Olimpiada Cearense/06) Duas piramides regulares, uma quadrangular e
outra hexagonal, tém bases inscritas numa mesma circunferéncia de raio R e
volumes iguais. Determine a relagao entre as alturas das duas piramides.
Resolugao:

Vamos considerar h e H respectivamente, as alturas das piramides de base
quadrada e hexagonal. A figura a seguir, mostra um quadrado e um hexégono

inscritos numa mesma circunferéncia de raio R.
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16.

Vamos escrever os lados do quadrado L4 e do hexdgono Lg em funcao do raio
R da circunferéncia. Temos :
(*)No quadrado

2-Ly=2-R&eLy=—-—=< Ly =+V2R
V2L, = L=

(**)No hexagono:

L6:R

Vamos Considerar também Vj e V5, respectivamente, os volumes das piramides

quadrangular e hexagonal. Do enunciado, temos:
1 1 h  Ap
= —-Ayh == -AgpH < Ayh = AgH & — = —
V1V2<:)3bh33<:»bh B(:)HA,,(:)
6(R)%V3
4 67R>V/3

n Ll 33
H  7(Rv2?2 ~H  8rR?

ho_3v3
H ™ 14

(Unicamp/03) Considere um cubo cuja aresta mede 10 cm. O solido cujos
vértices sao os centros das faces do cubo é um octaedro regular, cujas faces

sao triangulos equilateros congruentes.
(a) Calcule o comprimento da aresta desse octaedro regular.
(b) Calcule o volume do mesmo octaedro.

Resolucgao:

(a) De acordo com a figura abaixo, temos o cubo ABCDEFGH e o octardro [JKLMN

mscrito.
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O triangulo LNO é retangulo em O, sendo LO = ON= 5 cm, os pontos L
e N sao centros das faces do cubo. Portanto, pelo Teorema de Pitagoras,

temos:

a = 5v/2 cm.
(b) Usando a férmula a seguir, temos:

a®y/2 ey (5v/2)3v/2 53(v/2)* ey D00 g

V== 3 3 3

17. (UFPE/02) Um cubo de lado 10 cm é cortado por dois planos como mostra
a figura. Cada corte intercepta trés arestas do cubo em pontos distantes 3 cm
do vértice mais proximo. Se a distancia entre as faces triangulares do so6lido

resultante ¢ z cm, calcule v/3 z:

Resolugao:

Apbs o cubo ser seccionado, retirou-se dele dois tetraedros idénticos. Fazendo
o desenho de um dos tetraedros que foram retirados do cubo apos as seccoes,
nomeamos os seus vértices de AMNO. Nomeamos também, o ponto médio
do segmento NO de P e o pé da altura do tetraedro AM NO, baixada a partir

de A (em relac¢do ao segmento M P) de @, conforme mostra a figura a seguir:
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Como a diagonal do cubo é av/3 basta subtrair dela ,0 dobro da altura do
tetraedro AOM N, em relagao a base OMN.

O triangulo MNO é equilatero = MO = MN = ON = 3/2

Arestas laterais do tetraedro AMNQO: AM = AN = AO =3

L

LV3 _ g 5.3 _3/6
2 2

AQ ¢ a altura do tetraedro AMNO em relacio a base MNO

Altura do triangulo equilatero MNO: M P =

3v/2

O triangulo AN P & retangulo em P, AN =3, NP = 5

e ON =
. — - 32
e O triangulo AN P é retangulo e isosceles e AP = NP = —5
Aplicando-se a relacao métrica no triangulo retangulo, na qual o produto

entre a hipotenusa e a altura é igual ao produto dos catetos, entao:

MP-AQ:AP-AM<:>¥-E:¥~3@

R B |

7 s AQ =3

SIS

Como = 10V3 —2-AQ = V3 -2 =3 (103 - 2v3) = V/3-8V3 = 24

18. (UEL/02)As superficies de um cubo e de um octaedro regular interpenetram-
se, dando origem a figura F mostrada abaixo. Sobre cada face do cubo elevam-
se piramides que tém a base quadrada e as faces em forma de tridngulos equila-

teros. Os vértices das bases das piramides estao localizados nos pontosmédios
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das arestas do cubo e do octaedro. A aresta do cubo mede 2 cm. Qual o

volume do soélido limitado pela figura F 7

(a)12cm? (b)14cm? (c)16cm?® (d)18cm? (e)20cm?
Resolugao:
Cada uma das seis piramides que estao sobre as faces do cubo, como mostra

a figura acima, tém arestas iguais a V2 cm.

M N

Escolhendo-se uma das piramides que estao sobre as faces do cubo e nomeando
seus vértices de MNPQR (como mostrado a figura acima), tracamos as
diagonais MP e N(@ obtemos a intersegdo O ( pé da altura a partir de
R).Temos que,o triangulo ROP retangulo em O.Aplicando o Teorema de
Pitagoras para obtermos o valor de h=OR, temos: Como OP= 1 cm ( metade
da diagonal M P=2) ; RP = /2 cm, entdo:

OR +0P =RP ©OR +12= (V2)’ & OR +1=20R =1

Calculando o volume (V,,) da piramide:

2
(V2R 1V, = o,
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Como o volume do cubo ¢ V, = 22 = 8 cm?® e temos 6 piramides de mesmo
2
volume (6 3= 4 cm3>. Dai, 8 +4 = 12 cm?.
19. (ITA/09) Sejam A, B,C' e D os vértices de um tetraedro regular cujas arestas
medem 1 cm. Se M é o ponto médio do segmento AB e N é o ponto médio
do segmento CD, entdo a area do triangulo M N D, em cm?, é igual a:
V2 V2 V3 V3 V3
Y b)—~= Y- 4= Y-
() ) (0% (@)% (0) %
Resolugao:
DM é altura do triangulo equilatero ABD e portanto:
— 1
5if V3 _ V3
2 2
No triangulo M N D aplicamos o Teorema de Pitagoras, entao:
2
N’ 2 2
MN’ = DN*+DM° & NN’ = <§> —(5) & MN' =5 MN = g
Assim, a area S do tridngulo M N D em centimetros quadrados é:
I — 1 V2 1 V2
=—-MN-ND == — = = —
S 5 &S 5 3 3 &S 3
20. (Profmat/13)Considere um tetraedro ABC'D e sejam M,N,P,Q,R e S

os pontos médios das arestas AB, AC, AD, BC,CD e BD, respectivamente.

Prove que o volume do octaedro M N PQRS é metade do volume do tetraedro
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21.

ABCD.

Resolugao:

O volume do octaedro M NPQRS é obtido retirando-se, do volume do tetra-
edro ABCD, os volumes dos tetraedros APMN, BMQS, CNRQ e DPRS
Considere o tetraedro APMN. Como M, N e P sao pontos médios de AB, AC

e AD, respectivamente, APM N é semelhante ao tetraedro ABC' D, com razao

7 Com isso,

Viaray) _ <1)3 1
Viaep) 2

Pelo mesmo raciocinio, os tetraedros BMQ.S, CNR(Q e DPRS serao também

semelhantes a ABC'D com razao 5 logo:

ViBM@s) _ VisNrQ) _ Viorrs) - (1)3 :1 com 1Sso
2 ’ ’

Viagepy  Viasepy  Viasep)y 8

1 B
Viapmny = Vismgs) = Visvro) = Vipprs) = 3 ViaBcopy, € entao
Viunprors) = Viapep) — (Viapmny + Viemos) + Visnro) + Vioprs)

- ViaBeb)

ool —

Viunpors) = Viapep) — 4

ViuNPQRs) = 5 ViaBcp)

(OBM/10) Seja X C R3 o poliedro convexo cujo os vértices sio todos os
pontos (x,y, z) € Z3 com x? + y? + 22 = 2. Calcule o volume de X.
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Resolucgao:
Os vértices de X sao os doze pontos (£1,41,0);(+1,0,+1) e, (0,£1,+1),
que sao os pontos médios das arestas do cubo (£1,+1,+1), donde X ¢é obtido

a partir do cubo retirando-se oito tetraedros de cada um de seus vértices.

O volume do cubo é 23 =8

1 1 8
O volume dos tetraedros é 8 - 33" 13 = 3

24 — 1
Assim o volume do soélido é 8 — § = —8 = 0
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