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RESUMO

Na matemadtica um dos principais temas estudados sdo as fung¢des, devido sua ampla
associacgdo e aplicabilidade em outras 4dreas de atuacdo matematica, diversas ciéncias
ou até mesmo situagdes cotidianas, justificando o grande tempo dedicado ao seu apren-
dizado na educagdo basica. Este trabalho pretende apresentar certas transformacoes
nos graficos de fung¢des elementares como ferramenta complementar ou modelo alter-
nativo ao seu ensino, uma vez que o mesmo ocorre muitas vezes sob uma forma pouco
dindmica, incapaz de atingir o aprendizado esperado. Serdo expostas considerag¢des
sobre algumas caracteristicas das fungdes afim, quadratica, polinomiais, exponenciais
e trigonométricas, como também a manipulacdo dos graficos destas com enfoque na
relacdo destas transformagdes com as varia¢des dos parametros na sua forma algébrica.
Dessa forma, é esperado que esta abordagem auxilie no processo de aprendizagem das
func¢odes no Ensino Médio, alcancando um conhecimento sélido, onde os estudantes se-
jam capazes de identificar as variagdes e compreender o comportamento grafico, bem

como o papel dos coeficientes.

Palavras-chave: Funcdo. Transformacdo. Representacéo.



ABSTRACT

In mathematics one of the main topics studied are the functions due to its wide asso-
ciation and applicability in other areas of expertise mathematics, various sciences or
even everyday situations, justifies the big time devoted to their learning in basic educa-
tion. This work intends to represent some transformations in the elementary function
graphs a qas a complementary tool or alternative model to their teaching, since it often
occurs in a not very dynamic way to reach the expected learning. Will be exposed con-
siderations on some characteristics of: order affine, quadratic, polynomial, exponential
and trigonometric functions, and also the manipulation of graphs of these functions
focusing on the relationship of these changes with variations of the parameters in its
algebraic form. Thus it is expected that this approach assists in the learning process
of functions in High School, reaching a solid knowledge, where students are able to
identify the variations to understand the graphic behavior, as well as the role of the

coefficients.

Keywords: Function. Transformation. Representation.
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1 INTRODUCAO

E fato que dentre os temas mais importantes em Matemadtica estd o estudo das
fungdes. Isto ocorre devido sua presenca em nosso cotidiano desde situagdes sim-
ples - o valor pago por uma conta de luz, que estd relacionada ao seu consumo -
até avangadas pesquisas em diversas dreas do conhecimento cientifico e tecnolégico -
estudo comportamental de fdrmacos em um individuo no decorrer do tempo ou, re-
centemente, em interface cérebro-méquina e cérebro-cérebro -, visando conceber uma
descricdo, representar e fazer andlises sobre relagdes de dependéncia entre grandezas.

As fungoes apesar de presentes constantemente em nosso dia a dia, contudo, sdo
dificilmente percebidas pelos alunos em muitas ocasides; raras exce¢des podem ser
citadas, como circunstancias préticas, modeladas por meio de fun¢des afins, devido
a sua abordagem ser aplicada durante praticamente todo o ensino fundamental, em
virtude da sua relagdo com o conceito de proporcionalidade.

Diante disto, a abordagem das fung¢des no ensino bdsico, principalmente no nivel
médio, tem como objetivo fazer os alunos adquirirem uma linguagem algébrica ne-
cessdria para expressar grandezas e modelar situa¢des, destacando algumas carac-
teristicas e propriedades, como também da constru¢do, manipulagdo e interpretacdo
de sua representacdo gréfica e aplicagdes dessas fun¢des, obtendo, dessa forma, a apre-
ensdo do conceito fungao.

Em razdo das diversas abordagens fragmentadas, surgem dificuldades no ensino e
aprendizagem deste tema. Ha apresentacdes em livros didéticos que fazem o uso de
diferentes representagdes para estas fungdes, como: diagrama de setas, apresentacdo
algébrica e gréfica, mas, muitas vezes, sdo ineficazes na realiza¢do de uma conexado
apropriada, onde os diagramas de setas ou outras representa¢des sdo geralmente aban-
donados logo nas primeiras aulas. Outro exemplo desta fragmentagdo consiste no
tratamento das representacgdes graficas, onde o processo de construcdo é determinado
por meio de um algoritmo ineficiente para tratar alguns aspectos nas fungdes.

Percebemos que as formas mais frequentes empregadas para apresentar fun¢des sdo:
o diagrama de setas, tabelas, expressdo em linguagem natural, expressdes algébricas
e graficas; pois cada uma tem capacidade de expor algum tipo de informagdes com
maior facilidade. Assim, focamos nas representag¢des algébricas e graficas diante da sua
praticidade em exprimir um grande nimero de dados, como primeira, dentre outras
vantagens, destaca-se o fato de nos permitir encontrar com facilidade a imagem de
qualquer elemento do dominio; ja a segunda, nos oferece uma visdo rapida e global do
comportamento das fungdes.

Perante isto, este trabalho tem como objetivo explorar algumas transformagdes no

grafico das fung¢des abordadas no ensino bésico, por meio da verificagdo de vdrias
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consequéncias que surgem nas representa¢des graficas quando realizadas alteracdes
em seu registro algébrico.

Este processo iniciard tratando das transformagdes gréficas em uma funcdo qual-
quer e, logo em seguida, vendo sua verificagdo nas fung¢des particulares estudadas no
Ensino Médio, buscando reduzir a utilizagdo da metodologia continuamente associ-
ada a matemadtica, que consiste no ato de memorizar intimeros procedimentos para a
construgdo dos gréficos das fungdes elementares, proporcionando ao aluno uma maior
desenvoltura na capacidade de raciocinar e resolver diversos problemas diante da

possibilidade de transitar entre diferentes formas representacionais.



2 FUNCOES

Nesse capitulo serdo abordadas algumas defini¢des importantes, como o produto
cartesiano, as quais servirdo de base para a extragdo de outras defini¢des, como a de
relacdo e, dentro desta tltima, a definicdao de funcdo real de uma variavel real como
uma relagdo particular.

Em seguida, serdo apresentados alguns tipos de fungdes e suas propriedades. Logo
apos, serd abordada a defini¢do do gréfico de uma fungdo, um dos pontos centrais da
abordagem desse trabalho.

Posteriormente, ainda serdo abordados alguns aspectos sobre o ensino das fungdes,
ressaltando sua relacdo com a tecnologia e apresentando uma abordagem do ensino
que tem por foco a andlise das conversdes representacionais como ferramenta central

de aprendizagem.

2.1 Consideracoes e defini¢des iniciais

Definic¢do 2.1. Dados dois objetos x e iy, chamaremos p = (x, y) de par ordenado , onde x
serd chamado de primeira coordenada de p e o objeto y de sequnda coordenada de p.

E importante observar que dois pares ordenados p = (x,v) e g = (a,b) eles serdo
iguais apenas quando x = a e y = b, isto é, a ordem das coordenadas sdo extremamente
importantes, diferentemente do que ocorre em conjuntos, onde os conjuntos {x, y} e
{y, x} sdo iguais mesmo que x # y.

Defini¢ao 2.2. Chamamos de produto cartesiano X X Y , onde X e Y sdo dois conjuntos
ndo vazios, o conjunto de todo os pares ordenados (x, y) onde a primeira coordenada x

pertence a X e a segunda coordenada y pertence a Y. Em simbolos, temos:
XXY={xy;,xeX yeY)}

Um fato destacavel que decorre do principio multiplicativo é que se os conjuntos
X e Y forem finitos e possuirem a e b elementos respectivamente, o conjunto X X Y
possuird ab elementos.

O exemplo mais importante de produto cartesiano que temos é o R? = R X R, pois

foi deste caso particular que surgiu a generalizagdo da ideia e definicéo.

Definic¢do 2.3. Uma relagio entre conjuntos X e Y é qualquer subconjunto do produto
cartesiano X X Y, isto é, um conjunto de pares ordenados (x,y) € X X Y.

Definicao 2.4. Dados dois conjuntos X e Y ndo vazios, e f uma relacdo de X em Y,
diz-se que f é uma fungio de X em Y se, e somente se, para todo x € X existe um tinico

correspondente y € Y tal que (x,y) € f.
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Além disso temos que:

(i) Os conjuntos X e Y sdo chamados de dominio e contradominio, respectivamente. O
dominio serd denotado por D(f) e o contradominio por CD(f)

(ii) Se x € X, entdo o tnico y € Y associado a x serd chamado de imagem de x, e serd
denotado por f(x). o conjunto de todos os elementos de Y que sdo imagem de X

denomina-se imagem de f e sera denotado por Im(f).

Podemos observar que esta definicdo de funcdo apresentada acima ndo é a mais
usual nos livros de ensino bdsico, mas acredito que ndo exista tanta dificuldade em

associd-las. A definicdo mais encontrada é a seguinte:

Definicdo 2.5. Sejam X e Y dois conjuntos, uma fungdo é uma relacdo f : X — Y que,
a cada elemento x € X, associa um e somente um elemento y € Y . Além disso, temos

que:
e Os conjuntos X e Y sdo chamados dominio e contradominio de f, respectivamente;
e O conjunto f(X) ={y € Y;dx € X, f(x) = y} C Y é chamado imagem de f;

e Dado x € X, o (tinico) elemento y = f(x) in Y correspondente é chamado imagem
de x.

Observacdo. Para que o texto se torne mais simples, deixaremos muitas vezes de
explicitar o dominio e o contradominio de uma fungdo; quando isto ocorrer, ficard
implicito que o contradominio é o conjunto dos ntimeros reais (R) e o dominio o

“maior”subconjunto de R para o qual faz sentido a regra em questéo.

2.2 Graéfico

Os gréficos oferecem um entendimento praticamente imediato de diversas situagdes
e fendmenos, pois de forma resumida conseguem exprimir detalhes importantes. Po-
demos identificar e analisar, dentre outras coisas, intervalos e taxa de crescimento
ou decrescimento, valores de maximo e minimo,além de tornar possivel estabelecer
comparacdes entre estas situa¢des. Devido a estas caracteristicas, os graficos de fun¢des
possuem ampla utilizacdo na exposigdo de dados, como podemos constatar por uma
simples observagdo dos mais variados meios de comunicagdo que utilizam recursos
visuais.

No estudo de funcdo e na matemadtica em geral, a representacdo gréfica mostra-
se como ferramenta extremamente importante, pois consegue estabelecer uma cor-
respondéncia geométrica, fazendo com que vdérias informagdes sejam expressas com

facilidade e de forma &gil. A definicdo do gréfico de uma funcao estd expresso a seguir:
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Definic¢do 2.6. O grafico de uma fungdo f : A — B é o subconjunto G(f) do produto
cartesiano A X B formado por todos os pares (x;y), onde x é o ponto qualquer de A e
y = f(x). Podemos escrever entdo G(f) = {(x;y) € A X B;y = f(x)}.

2.3 Tecnologia, matematica e ensino

A relacdo existente entre a matemadtica e a tecnologia é inquestionavel, de forma
semelhante a uma protocooperagdo, onde seus efeitos sdo benéficos para ambas. A
tecnologia se apoia e necessita da estruturagdo matemadtica para seus avangos, ja a
matemadtica ganha ferramentas que variam desde a facilidade para operacionalizacao,
ensino e até na realizacdo de demonstragées, como ocorreu com o Teorema das Quatro
Cores (mesmo que esta tiltima utilizagdo apresente resisténcia por alguns matematicos),
ou seja, contribui para o aperfeicoamento das técnicas matemaéticas.

O crescimento da informatizagdo mundial equivale a outro ponto a ser analisado,
pois se trata de um novo modo de produgdo, organizacado e difusdo do conhecimento.
Assim, a aquisi¢io do mesmo deve ser visto por meio de uma perspectiva diferente da
que prevalecia hd pouco tempo, onde os meios tecnolégicos eram abordados como uma
ferramenta titil, mas dispensdvel. Desta forma o professor deve se inserir nesse processo
inovador buscando qualificagdo para que a utilizagdo destes recursos pertenca a sua
pratica docente. A motivacdo dos alunos é essencial neste ponto, uma vez que possam
expressar sua capacidade investigativa, j& que o dominio de recursos tecnolégicos
apresentados pelos alunos, muitas vezes, supera o conhecimento do professor, cabendo
a este, principalmente, mostrar um direcionamento e propor objetivos aos discentes.

Nos ultimos anos vem ocorrendo a¢des voltadas a informatizacdo nas escolas e
em outros espagos dedicados ao aprendizado, como a implantacdo de laboratérios de
informadtica, distribuicdo de notebooks e tablets munidos de programas educacionais
livres, muitos voltados ao ensino de matematica.

Os softwares winplot, mathematica, geogebra, aplicativos para smartphones como
o mathlab calculadora e a uma nova versdo do geogebra - em desenvolvimento - sdo
ferramentas destacadas para auxiliar uma grande parcela dos alunos que possuem
estes recursos tecnoldgicos, muitas vezes pouco ou ndo explorados.

O geogebra é um software muito difundido, onde se encontram diversos trabalhos
inclusive vérias dissertagdes do PROFMAT que apresentam estudos e aplica¢des apro-
fundadas deste programa. Esse software tem uma ampla capacidade de proporcionar
articulagdo entre diversos tipos de registros, dentre os quais os algébricos e gréficos.
Dessa forma, os graficos de fung¢des deste trabalho foram construidos neste programa.

Utilizar a tecnologia como recurso de aprendizagem sélida na matemdtica pode
ser bastante interessante para os alunos, sobretudo ao ensino de fungdes, ja que esta é
capaz de trazer uma visualizagdo praticamente imediata de como é o comportamento

das familias de fung¢des, quando variamos seus pardmetros, o que propicia ao estudante
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um olhar curioso influenciando na busca da amplia¢do do conhecimento e o que esta
por tras daquelas alteragdes, encontrando alguns resultados surpreendentes.

A proposta citada podera levar os discentes a levantarem hip6teses sobre as proprie-
dades das fung¢des, provocando a sua curiosidade e o gosto pela Matematica, tornando-
a mais significativa. A tecnologia apresenta um papel determinante no ensino das
fungdes. Dependendo das tarefas propostas pelos professores, podendo levar ou ao
aproveitamento das potencialidades dessa tecnologia, ou reduzindo a finalidade destes

equipamentos para as atividades ja praticadas.

24 O ensino de fungoes

Resultados divulgados pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais
Anisio Teixeira (INEP) em julho de 2015 revelam resultados preocupantes. Dentre
eles, um que chama nossa atengdo enquanto estudantes e professores de matematica
é que menos de 10 % dos egressos do ensino médio no Brasil (ressaltando que em
alguns estados este nimero ndo chega a 3% ) possuem uma proficiéncia adequada
em matemadtica. Mesmo sendo uma noticia bastante grave, ela ndo nos provoca um
choque maior, pois observamos esta situagdo ao ingressar nas salas de aula do ensino
basico. Outro indicativo dessa defasagem educacional pode ser visto no niamero de
reprovacdes em disciplinas de exatas no nivel superior (como é o caso de Célculo, por
exemplo).

Este resultado se deve em grande parte a algumas politicas educacionais que foram
empregadas em nosso pais, principalmente no ensino bdsico, que sado insustentaveis,
onde ocorre uma nivela¢do por baixo do desejavel da instrugdo exigida para o apro-
veitamento e aprovacdo dos alunos, priorizando certos ntimeros, em detrimento da
qualidade do ensino.

Entretanto, é nosso papel como educadores procurar novos métodos e procurar
poO-los em prética, com fim de sanar certos déficits. Acredito que devemos preferen-
cialmente iniciar medidas que atinjam amplo ptublico ou que estejam voltadas para
assuntos chaves, isto é, que possuam conexdo com um maior nimero de outros temas.
O conceito de fung¢des se mostra como um destes assuntos-chaves, que se bem consoli-
dado, pode ser extremamente util. Podemos verificar isto, na forma como este tema é

apresentado nos Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEMs):

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciéncias, necessdria para expressar a relagdo
entre grandezas e modelar situagdes-problema, construindo modelos
descritivos de fendmenos e permitindo vérias conexdes dentro e fora da
prépria matemdtica. Assim, a énfase do estudo das diferentes fungdes
deve estar no conceito de funcdo e em suas propriedades em relagao
as operagdes, na interpretagdo de seus graficos e nas aplicagdes dessas
fungodes. (p.121).
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Podemos observar que as orientagdes para o ensino de matematica reconhecem
a importancia deste tema para modelagem de situac¢des, sendo fundamental para o
progresso cientifico devido sua conexdo com a linguagem matemaética. Outro ponto
que merece destaque é que ele explicita as representa¢des algébricas e gréficas, bem
como a forma de manipulac¢do destas. Vejamos ainda outro fragmento do PCNEMs:

...0 desenvolvimento de cédigos e linguagens em ciéncia e tecnolo-
gia, deve ser tomado como um aspecto formativo de interesse amplo,
ou seja, no ensino de cada disciplina cientifica, este desenvolvimento
ndo estd somente a servico desta ciéncia ou das ciéncias, mas sim pro-
movendo uma competéncia geral de Representacdo e Comunicacao.
De forma geral, o desenvolvimento de competéncias nesse dominio
da representagdo e comunicagdo envolve, em todas as disciplinas da
drea: o reconhecimento, a utilizagdo e interpretacdo de seus cédigos,
simbolos e formas de representacdo; a andlise e sintese da linguagem
cientifica presentes nos diferentes meios de comunicacao e expressdo; a
elaboracdo de textos; a argumentagédo e posicionamento critico perante
temas da ciéncia e tecnologia. (p.26)

Esta outra citacdo deixa claro que uma das orientagdes referentes ao uso adequado
de todo arsenal simbélico que construimos durante a histéria da humanidade deve ser
tratado como uma grande conquista. Voltando nosso olhar para o estudo de fun¢des
vemos que este, apesar de favorecer um grande leque de representacdes, tal atributo é
ainda pouco explorado.

Podemos citar, por exemplo, a construcdo de graficos de fun¢des na forma que vem
apresentadas em grande parte dos livros didaticos e reproduzida pelos professores.
Inicialmente, ensina-se os estudantes a atribuirem valores a varidvel x e obterem valores
para y, com objetivo de encontrar diversos pontos (muitas vezes se utilizando de
tabelas), que por sua vez serdo postos no plano cartesiano e serdo ligados, construindo
assim o grafico da fungdo. Esta forma de apresentacdo, mesmo sendo um método ttil
(quando se escolhe pontos apropriados) para nos dar uma idéia do esbogo do grafico,
se mostra mecanizada e deixa escapar que todos os pontos do grafico satisfazem uma
certa relagdo que pode ser identificada em seu formato algébrico, capaz de nos informar
certas caracteristicas gréficas da fungéo.

Vemos ainda que este formato educacional mecanicista faz com que o aluno seja
orientado a repetir diversos procedimentos até que os decore, o que ndo o faz tdo
diferente de uma mdquina, tornando-o em um ser substituivel por esta. Pratica ndo
desejavel para o processo de ensino matematico, este exige trabalho, rigor intelectual
e criatividade, proporcionando ao aluno a capacidade de trabalhar com ideias e em
seguida visualizar aplica¢Oes reais, o que o fara capaz de superar suas limitagdes.

Com objetivo de tornar esta pratica dindmica, trata-se neste trabalho a apresentagdo
das transformacdes gréficas atreladas as caracteristicas expressas na formas algébricas
das fungdes. Esta ferramenta possibilita que os estudantes construam conjecturas ,

sendo validadas ou ndo em sala de aula, tornando o conhecimento adquirido uma pro-
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priedade do estudante, onde ele dificilmente esquecerd. Outra caracteristica notdvel é
que elas, por serem praticadas nas mais diversas classes de fun¢des, uma vez apresen-
tadas no ensino bdsico, podem servir de conexao entre elas.

Este trabalho mostra também a relevancia da capacidade de relacionar formas re-
presentacionais, que, segundo Duval, os conceitos sdo verdadeiramente obtidos por
um individuo quando este é capaz de exprimi-lo sob diversas maneiras. Falaremos um

pouco mais sobre este pensamento na préxima segao.

2.5 Representacdes semidticas

Associamos o termo representagdo a varios objetos, como palavras, imagens, graficos,
tabelas, diagramas, nimeros, partituras, estados mentais, etc. Com efeito, estes ar-
tificios tanto nos ajudam a expressar conceitos, como também nos fornecem informagdes
sobre algo. Podemos, de forma simples, definir representa¢des como estruturas que
transportam informacoes.

Portanto, as representa¢des funcionam como mediadores entre o que é represen-
tado e o individuo (ou outro sistema como um leitor 6ptico de CD que identifica as
marcagdes expressas neste) que recebe esta informacao. E interessante notar que di-
ferentes modos de representar podem fornecer a mesma informacao sobre algo, como
também é possivel que um individuo ndo possua capacidade de extrair uma mesma
informacdo através de representagdes diferentes.

A Semiética pode ser definida como a ciéncia que tem por objeto de estudo o
conjunto de todas as formas de linguagem, enquanto que um sistema semiético é um
sistema de signos que possuem uma estrutura e articulagdo propria. As representacdes
que podem ser veiculadas por intermédio de um sistema semi6tico sao definidas como
representa¢des semidticas. Note que os estados mentais sdo um tipo de representacdo
que ndo podem ser expressos por intermédio de algum sistema lingtiistico.

E inquestionével a particularidade da matemética diante das demais disciplinas,
para muitas é possivel obter uma visualiza¢do concreta, desde que lhe sejam disponiveis
instrumentos adequados, um exemplo é a biologia, onde é possivel verificar estruturas
de uma célula com o auxilio de microscépio, ou na fisica, calculando a intensidade de
corrente com um amperimetro.

Vemos que a capacidade de estabelecer novos sistemas representacionais esta vin-
culada a histéria e ao desenvolvimento humano. Praticamente até a idade média,
as formas representacionais em matemdtica eram limitadas a linguagem natural e
representacdes geométricas. Basicamente esta era a maneira utilizada; a algebra e a
geometria analitica surgiram ap6ds a idade média. Podemos ver o avanco alcangado na
matemadtica apds estes novos sistemas de representacdo.

As representagdes semidticas sdo elementos chaves para a teoria representacional

defendida por Raymond Duval e corroborada por muitos educadores, como uma abor-
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dagem essencial para o ensino de diversas ciéncias, sobretudo para a matematica. Po-
demos perceber na teoria deste autor a presenga de duas formas distintas de apreensao;
a primeira consiste na apreensdo de representagdes semiéticas (pode ser observada na
capacidade de produgdo e manipulagdo em apenas um sistema semidtico), denomi-
nada semidsis; e a segunda faz referéncia a apreensdo do conceito, chamada noésis.
Vale destacar que estas duas formas apresentam uma relacdo inseparavel e que ndo

podemos desprezar uma sem causar prejuizo a outra. Duval afirma que:

...0 Tecurso a muitos registros parece mesmo uma condicdo necessaria
para que os objetos matematicos ndo sejam confundidos com suas
representagdes e que possam também ser reconhecidos em cada uma de
suas representacdes. A coordenagdo de muitos registros de representacdo
semidtica aparece, fundamentalmente, para uma apreensdo concei-
tual de objetos: é preciso que o objeto ndo seja confundido com suas
representagdes e que seja reconhecido em cada uma de suas representagdes
possiveis. E nestas duas condigdes que uma representagio funciona ver-
dadeiramente como representagdo, quer dizer, ela d acesso ao objeto
representado.

Podemos extrair dois elementos importantes deste fragmento. O primeiro é que
devemos ter certo cuidado em nossas exposi¢des de forma que os conceitos que preten-
demos transmitir aos estudantes ndo sejam confundidos com alguma de suas formas
representacionais.Ja o segundo é a exposigdo de um determinado objeto em miiltiplos
sistemas representacionais como mecanismo que permite acesso ao proprio objeto.

Vemos que os objetos matematicos sdo abstratos (como a idéia de nimero, por
exemplo). Talvez esta particularidade seja um dos motivos pelo qual a matemadtica seja
relatada por muitos alunos como umas das disciplinas de mais dificil compreensao,
o que faz necessario a utilizacdo de um grande ntimero de representacdes semidticas
no ato de ensinar. O ato de transformacdo de uma representacdo semidtica em outra
mudando a sua forma, mas preservando o seu contetido, é chamada de conversao.

Note ainda que, em nossa prdtica, ao tratar problemas matematicos, por vezes
decorremos no desenvolver do seu processo resolutivo, algumas transformagdes em
suas formas representacionais, com a finalidade de propiciar uma visualizagdo mais
simples.

Em suma, segundo Duval, podemos perceber que a compreensdo matematica im-
plica no transito de diversos registros e na coordenacdo de ao menos dois registros de
representacdo que se referem ao mesmo objeto matemadtico, manifestada pela rapidez e
pela espontaneidade da atividade cognitiva de conversdo. Isso ocorre de modo que nos
casos da ndo verificagdo desta coordenacdo, a compreensdo para este conceito ocorreu
de forma limitada e incompleta.

No decorrer deste trabalho, nos deparamos com diversos exemplos onde podemos
ver a associagdo entre a representacdo algébrica e gréfica em func¢des elementares,

preocupando-se em apresentar de forma explicita esta coordenagao entre os registros,
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utilizando transformacgdes gréficas ao alterar seus pardmetros. Vemos, ainda, alguns
exemplos que envolvem a conversdo entre a linguagem natural e a representagdo
algébrica.

A seguir apresentamos dois exemplos, um no qual consiste em um problema de
andlise combinatdria onde o uso de conversdes é tomado como ferramenta de auxilio
para encontrar sua resposta, e o outro mostra diversas representagdes em quimica para

a glicose.

Exemplo 2.1. De quantos modos é possivel comprar 4 sorvetes em uma loja que os

oferece em 7 sabores?

Podemos ver que para realizar a compra devemos escolher os valores de x1, x5, x3, ..., x7.
Onde x; é a quantidade de sorvetes do primeiro sabor, x; a quantidade de sorvetes do
segundo sabor e assim de forma sucessiva chegariamos em todas as quantidades de
todos os sabores possiveis nesta sorveteria. E importante perceber que estes valores s6

podem ser inteiros ndo negativos, e que podemos construir a seguinte equacdo
X1+ X0+ X3+ X+ X5+Xs+x7=4

De forma tal que realizar uma compra de 4 sorvetes numa sorveteria que dispde de
7 sabores para escolha é escolher uma solugado para esta equagdo.

Este problema pode ser visualizado ainda utilizando a representacdo conhecida
como esquema bola-traco, onde cada bola expressa uma unidade no valor da incégnita

e cada trago sdo separadores entre as incognitas . Vejamos alguns exemplo desta

representagao:
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
ee | o | | | | o | (situagdo 1)

| | o | o | e | e (situagdo 2)

Onde a situagdo 1 representa a compra de quatro sorvetes sendo dois do primeiro
sabor , um do segundo sabor e um do sexto, enquanto que a situagdo 2 expressa a
escolha de um sorvete para cada um dos sabores: terceiro, quarto, sexto e sétimo. Para
formar esta representacdo referente ao problema utilizamos 4 bolas, simbolizando os
sorvetes, e apenas 6 tragos ( pois estes sdo suficientes para separar 7 incognitas) como
separadores para os sabores.
Mas vemos que o nimero de todas as formas possiveis para montar esta representacdo

a permutacdo de dez simbolos, com um destes se repetindo quatro vezes e o outro seis

vezes.

10!
46 _ —
Pyt = 31 = 210.

Exemplo 2.2. Observemos quatro diferentes formas para representacao da glicose:



e Representacdo Molecular
CeH1205

e Diagrama em esqueleto (Um forma estrutural)
OH OH O

OH OH

e Representacdo de Fischer:

— OH

—OH

OH

e Representacdo em “cadeira”
OH

OH
OH

OH
OH
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3 TRANSFORMACOES GRAFICAS

Serdo tratadas neste capitulo algumas transformacées dos graficos de fungdes re-
ais quaisquer, assim como sdo as fungdes abordadas no ensino bdsico, com foco
nas associagOes existentes entre estas transformacdes com as variagdes que ocorrem
em sua representacdo algébrica. Este estudo mostra-se til ao processo de ensino-
aprendizagem, pois possibilita perceber similaridades entre diversas familias de fungoes,
visto que seu estudo tradicionalmente é realizado de forma desconexa, onde o processo
de ensino em cada classe de fun¢do é buscado com um fim em si mesmo, com exposigao
limitada a suas caracteristicas préprias.

Vemos ainda sua utilidade para construgdo de esbogos graficos de qualquer funcao
pertencente a uma determinada familia, conhecendo apenas o grafico de sua represen-
tante mais simples desta mesma familia.

A seguir, faremos uma exposigdo de algumas defini¢des e resultados importantes:

Definicao 3.1. Uma transformagdo no plano m é uma func¢do T : m — 7 que a cada ponto

P associa o ponto T(P) € = que chamaremos de imagem de P por T .

Como nosso objeto de estudo sdo fungdes de uma varidvel real a valores reais,
trabalharemos apenas com transformagoes do tipo T : R*> — IR? que a cada ponto
P = (x; y) de R? associa o ponto P’ = T(P) = (x’;y’) de R>.

Definic¢do 3.2. Uma transformacédo T do plano é uma isometria quando d(T(P); T(Q)) =
d(P; Q), para quaisquer pontos P e Q.
Isto é, uma transformacao T é uma isometria se preserva distancias entre pontos.

E notével perceber que as isometrias sdo os movimentos rigidos da Geometria Eu-
clidiana. Sdo exemplos de isometria as rotagdes, reflexdes e translagdes. Versaremos
nas segdes a seguir as transformagdes : transla¢des verticais e horizontais, homotetias
verticais e horizontais (Veremos ainda que decorrentes destas tltimas transformacdes
conseguimos também as reflexdes verticais e horizontais).Observe que ao aplicar as
rotagdes em determinados gréficos de funcdes ,pardbolas por exemplo, ndo encontra-

mos como resultado outra funcéo.

Definicao 3.3. Translagio é a transformagdo em que todos os pontos de uma figura

apresentam um deslocamento na mesma direcdo, sentido e de uma mesma distancia.

Definicao 3.4. Translagdo vertical é a translagido em que o deslocamento ocorre somente

na direcdo vertical.
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Seja a fungdo f : A — B e seja k um nuimero real, o grafico da funcdo definida por
g(x) = f(x) + k pode ser obtido do grafico da fun¢do definida f(x), fazendo este sofrer
uma translagdo vertical de k unidades, (x; y) — (x; y + k).

Usaremos a seguinte nota¢do TV(f(x), k) para indicar uma translagdo vertical ( na
direcdo do eixo Oy) da fungdo f(x) em k unidades. Vimos que a translagdo vertical
depende do valor de k, e podemos ver a seguinte relagao:

e Se k for positivo, a translagdo é no sentido crescente do eixo Oy, isto é, “para

cima”.
e Se k for negativo, a translagdo é no sentido decrescente do eixo Oy, isto é, “para
baixo”.

e Se K =0, ndo ocorre translacgao.

Exemplo 3.1. Na figura podemos ver a representacdo grafica da fungdo f : R —
R dada por f(x) = x* — x* + x? (esta funcdo serd utilizada para exemplificar as demais
transformacdes, lembrando que poderia ser substituida por qualquer outra fungéao real)

bem como as translag¢des verticais para um k positivo e outro negativo.

Tabela 1 — Representacdo algébrica das translagdes verticais.

Fungao 163 &) 5
Representacgdo algébrica | h(x) =x* - x> +x° =1 | f(x) =x* = x> +x* | g(x) =x* —x® +x° + 2
Transformacao TV(f(x),-1) - TV(f(x),2)

Indicagédo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos ver que, a partir do grafico da fungdo f(x) = x* — x> +x2, o gréfico da fungdo
g(x) = f(x) + 2 é uma translacdo vertical de duas unidades no sentido crescente de Oy,
e o grafico da funcdo h(x) = f(x) — 1 é uma translagdo vertical no sentido decrescente
de Oy de uma unidade.

Definicao 3.5. A translagio horizontal é uma translagio na qual o deslocamento grafico

ocorre apenas na direcdo horizontal.

E importante observar que podemos fazer combinacdes entre as translocagdes verti-
cais e horizontais, o que possibilita movimentagdes diagonais do gréafico de uma funcéo
no plano.

Sejam f : A — B uma funcgdo e k um ntimero real, o gréfico da funcdo definida por
g(x) = f(x + k) = (x — (=k)) pode ser obtido do gréfico da fungdo definida f(x), fazendo

este sofrer uma translagdo horizontal de k unidades,ou seja, (x; y) = (x + k; y).
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Figura 1 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

[N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Usaremos a seguinte notagdo TH(f(x), k) para indicar uma translagdo horizontal (
na dire¢do do eixo Ox) da fungdo f(x) em k unidades. Podemos ver que a translacdo

horizontal depende do valor de k, e valem as seguintes relag¢des:

e Se k for positivo, a translagdo é no sentido decrescente do eixo Ox, isto é, “para

esquerda ”.

e Se k for negativo, a translacdo é no sentido crescente do eixo Ox, isto é, “para
direita”.

e Se K =0, ndo ha translagao.

Surge, neste ponto, algo importante que possivelmente seja capaz de gerar dividas
nos alunos, pois diferente do que ocorria na translacdo vertical onde viamos que quando
um K > 0 provocava no grafico um deslocamento no sentido positivo do eixo Oy,
verificagdo esta facilmente apreendida, a translagdo horizontal para um k > 0 provoca
um deslocamento no sentido negativo. Vale apresentar para os alunos que isto se deve
ao fato que na funcédo f(x + k) o valor x = —k exerce o mesmo papel que x = 0 em f(x),
isto é, leva no mesmo valor da varidvel dependente. Para que fique claro, tomemos o
exemplo das fungdes vy = x> e y; = (x —2)?, onde em y e y;, vemos que 0 uso respectivo
de x = 2 e x = 0 faz a varidvel dependente seja 0. Uma andlise para todos os demais
valores de x mostra que o grafico de y; pode ser obtido por uma translagdo horizontal

de 2 unidades para direita, quando posto em comparacdo com y.

Exemplo 3.2. Na tabelaP]e figura[2lpodemos ver a relagao existente entre as representagdes
algébricas e graficas da fungdo f : R — R dada por f(x) = x* — x> + x2. Observemos
as translagdes horizontais para um k positivo e outro negativo em sua representacdo
grafica.
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Tabela 2 — Representagdo algébrica das transla¢des horizontais.

Funcao hG) &) 6
Repres. algébrica | h(x) = f(x+2) | f(x) =x* —x> +x* | g(x) = f(x - 3)
Transformacao TH(f(x),2) - TH(f(x),-3)

Indicagdo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 2 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)
\ |

Fonte: Elaborada pelo autor.

Verificamos que partindo do gréfico da fungdo f(x), os gréficos das funcdes g(x) =
f(x—23) eh(x) = f(x+2) sdo transla¢des horizontais, respectivamente, de trés unidades

no sentido crescente de Ox e duas unidades no sentido decrescente do mesmo eixo.

3.1 Homotetia vertical

Diferentemente das translacoes estudadas anteriormente, as homotetias verticais e
horizontais, exceto no caso em que k = 1 ou k = —1, ndo preservam as distancias entre
os pontos do gréfico; ndo sdo isometrias. Devido a isto sdo conhecidas também por
deformagdes.

Sejam f(x) uma fung¢do e k um ntimero real, o grafico da func¢do definida por g(x) =
k.f(x) pode ser obtido do grafico da funcdo definida f(x), fazendo este sofrer uma
contragdo ou dilatagdo. vertical, isto é, (x; y) — (x; k.y). Expressaremos por HV(f(x), k)
para indicar uma homotetia vertical da funcdo f(x) . Percebemos que a homotetia

vertical depende do valor de k e apresenta as seguintes relagdes:

e Se k > 1, a homotetia é de dilatacao.
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e Se 0 <k <1, a homotetia é de contragéao.
e Se K =1, ndo ha transformacdo grafica.
A visualizacdo da transformacdo estd expressa no exemplo abaixo:

Tabela 3 — Representacdo algébrica das homotetias verticais para k > 0.

Fungao h) &) ()
Representagao algébrica | h(x) = %.(x4 —x+x) | f(x)=xt =3 +x7 | g(x) =2.(x* = x® + x?)
Transformacao HV ( f(x), %) - HV(f(x),2)

Indicagédo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 3 — Representacdo gréfica das homotetias(g(x) e h(x)) sobre f(x)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante notar aqui que se 0 k = —1 em g(x), obtemos uma nova transformagao:
a reflexdo em torno do eixo Ox, ou seja, (x; y) — (x; —y) que transforma o grafico da fun¢do
f(x) = x* = x* + x2 no gréfico da fungdo g(x) = —f(x) para todo x € R, como podemos
visualizar na figura :

Percebemos, ainda, os seguintes resultados decorrentes dos outros valores possiveis
de K:

e Quando k = 0, obtemos como resultado para g(x) = 0 (funcdo identicamente
nula), a qual geometricamente corresponde ao eixo das abcissas.
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Figura 4 — Representacdo gréfica de f(x) e sua reflexdo g(x) = —f(x)

34

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Quando -1 < K < 0, temos uma homotetia de contracdo simultdnea a uma

reflexdo do grafico de funcdo f, em relagdo ao eixo Ox.

e Sek < —1, temos uma homotetia de dilatagdo simultdnea a uma reflexdo do gréafico
de funcéo f, em relagdo ao eixo Ox.

Um exemplo destas transformagoes estd expresso na tabela e figura

Tabela 4 — Representacdo algébrica das homotetias verticais para k < 0.

Fungdo h) f00) 3(0)

Rep. algébrica | h(x) = —%.(x4 —x+x%) | f(x)=xt =+ 22 | glx) = =2.(x* —=x® + x?)

Transformacgao HV ( f(x), - %) - HV(f(x),-2)

Indicagdo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 5 — Representacdo grafica de f(x) e das homotetias g(x) e h(x) em f(x) parak <0

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Homotetia horizontal

Sejam a fungdo f(x) e k um ntiimero real, o grafico da fun¢do definida por g(x) = f(k.x)
pode ser obtido do grafico da fun¢do definida f(x), fazendo este sofrer uma contragdo ou
dilatagdo horizontal, isto é, (x; y) — (k.x; y). Expressaremos por HH(f(x), k) para indicar
uma homotetia horizontal da func¢do f(x) . Percebemos que a homotetia horizontal

depende do valor de k e respeita as seguintes relagdes:
e Se k > 1, a homotetia é de contracéo.
e Se (0 <k <1, ahomotetia é de dilatacao.
e Se K =1, ndo ocorre deformacgdo grafica.

Podemos visualizar os efeitos da homotetia horizontal, onde k > 0, no exemplo a
seguir.
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Tabela 5 — Representacao algébrica das homotetias horizontais para k > 0.

Fungao ") Ji63) ()
1\ (1) (1Y
Rep. algébrica | h(x) = (gx) - (gx) - (gx) f(x) =x* = x> —x? | g(x) = (20)* — (2x)> — (2x)?
Transformacao HH ( f(x), %) - HH(f(x),2)
Indic. gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 6 — Representacdo gréfica das homotetias(g(x) e h(x)) sobre f(x)

_34

Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante notar aqui que se, o k = —1, em g(x) obtemos uma reflexio em torno do
eixo Oy, ou seja (x; y) — (—x; y), que transforma o grafico da fungdo f(x) = x* — x® + x?
no gréfico da funcdo g(x) = f(—x) para todo x real, como podemos observar na figura

(2t

Percebemos, ainda, os seguintes resultados decorrentes dos outros valores possiveis
de K:

e Quando k = 0, obtemos como resultado para g(x) = f(0) (fungdo constante).

e Quando -1 < K < 0, temos uma homotetia de dilatacdo simultadnea a uma reflexdo

do gréfico de funcdo f, em relagdo ao eixo Oy.

e Se k < -1, temos uma homotetia de contracdo simultdnea a uma reflexdo do

grafico de funcdo f, em relacgdo ao eixo Oy.
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Figura 7 — Representacdo gréfica de f(x) e sua reflexdo g(x) = f(—x)

34

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um exemplo para estas transformacdes, onde o k < 0, estd expresso na tabela |§] e

figura

Tabela 6 — Representacao algébrica das homotetias verticais para k < 0.

Funcio 163 &) 6
1y (1 (1Y
Rep. algéb. (—g.x) - (—g.x) -+ (—g.x) xt—x® —x? | (=20 = (=2.x)% = (-2.x)?)
Transformacao HV ( f(x), —%) - HV(f(x),-2)
cor do gréfico vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 8 — Representacdo grafica de f(x) e das homotetias g(x) e h(x) em f(x) parak <0

=

5 I 3 ) W/ 2 3 4 5 [
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos perceber que todas as transformagdes acima podem ser resumidas na
seguinte expressdo:

gx)=b.flax+c)+d (3.1)

Onde coeficiente a seria responsavel pela homotetia horizontal, b pela homotetia
vertical, ¢ pela translagdo horizontal e d por a translagdo vertical.



4 FUNCOES PARTICULARES

Veremos neste capitulo uma apresentagdo das transformagdes gréficas, translagdes
e homotetias, estudadas no capitulo anterior, aplicadas nos diversos tipos de funcdes
elementares pertencentes ao curriculo do ensino bédsico com objetivo principal de nos
tfazer perceber a existéncia de sua regularidade. Além disto, podemos verificar que o
estudo e entendimento de vérias propriedades de uma determinada familia de funcao
se resume a uma boa compreensdo de sua forma mais simples. Por exemplo, uma
funcdo quadratica da forma f(x) = 3x2 + 5x — V2 apresenta as mesmas propriedades
(como possuir o mesmo tipo de gréfico, neste caso ser uma parabola) da fungdo f(x) =

x2.

4.1 Funcgao afim

Esta secdo sera dedicada a apresentacdo da funcdo afim e algumas de suas propri-
edades. A funcdo afim surge no Ensino Médio como a primeira fun¢do abordada na
maior parte dos livros didaticos, decorrente destas possuirem representacdes, gréafica
e algébrica, mais simples dentre as outras fungdes tratadas na educacdo bésica, como
também do fato de ser possivel encontrar aplicagdes em diversas situagdes cotidianas
do discente.

Desta forma, seu estudo mostra-se capaz de promover uma motiva¢do nos estu-
dantes, visto que um conhecimento simples possibilita resolver um grande niimero de
problemas, abrindo caminho para as outras classes de fungdes.

Outro ponto que merece destaque e que deve ser levantado pelo professor é a
relacdo que existe entre a funcdo afim (mais especificamente as fun¢des lineares, um
caso particular) e a proporcionalidade (provavelmente é a nogdo matematica mais
difundida em todos os povos desde a antiguidade), ja que as fungdes lineares sdo

capazes de modelar estas situacdes.

Defini¢do 4.1. A funcdo f : R — R chama-se afim quando existirem ntiimeros reais a e
b, tal que para todo x € R tem-se f(x) = ax +b.

A seguir, exemplificamos um problema passivel de ser modelado por meio de uma

funcdo afim:

Exemplo 4.1. Uma caixa d’agua de 1000 litros tem um furo por onde escoa 4gua a uma
vazdo constante. Ao meio dia de certo dia ela foi cheia e, as 18 horas, possuia apenas

850 litros. Quando esta caixa de 4gua terd seu volume de dgua pela metade?

Representaremos o volume de 4gua na caixa por V(t) no instante { e vemos que

V(t) = 1000 — at. onde a representa a vazdo de agua pelo furo.
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Sabemos que V(6) = 850, logo 1000 — 6a = 850 e concluimos que a = 25. Portanto
temos 1000 — 25t = 500 quando t = 20, isto é, a 4gua ird ficar na metade ap6s 20 horas,
o que deve ocorrer as 8 da manha do dia seguinte.

Desta definicdo existem casos particulares importantes, destacamos a seguir trés
destes. Observando f(x) = ax + b quando o a = 0, diz que esta funcao é constante (por
exemplo f(x) = 3), quando o b = 0 diz que a fungéo é linear (por exemplo f(x) = 2 )e
quando a =1 e b = 0 diz que a fungdo é a identidade (f(x) = x).

Mostraremos a seguir um resultado importante para o estudo func¢do afim, o teorema
nos diz que a representacdo grafica especifica para esta familia de fun¢des é uma
reta.

E importante observar que estas informagoes sdo comuns a professores e muitos alu-
nos, mas sua justificativa é pouco conhecida, e as vezes ndo ocorre, pois algumas destas
demonstragdes se utilizam de conhecimentos basicos, passiveis de serem assimiladas

pelos alunos sem muita dificuldade.
Teorema 4.1. O gréfico da fungdo afim é uma reta.

Demonstragio. Para mostrar este resultado basta verificar que trés pontos quaisquer do

gréfico da fungdo f(x) = ax + b sdo colineares. Tomemos portanto os pontos:
P1 = (x1,ax; + b) , P, = (xp,ax, + b) e P3 = (x3,ax3 + b).

Para verificar a colinearidade dos pontos P;,P; e P3, é necessdrio e suficiente que a
maior da trés distancias d(P;, P»), d(P», P3) e d(P;, P3) seja igual a soma das outras duas.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que as abscissas x; , x, e x3 foram
ordenadas de modo que x; < x, < x3. Utilizando a férmula para o calculo de distancia

entre dois pontos, temos:

d(P1,Py) = (2 —x1)*+[(ax + b) - (ax; + b)P
V(x2 = x1)2 + (ax; — axy)?

\/(xz — x1)* + a*(x2 — x1)?

\/(xz —x1)%.(1 +a?)

(2 —x1) V(1 +4a?) (4.1)

De forma andloga temos:

d(P2, P3) = (x3—x2)+/(1+4a?) 4.2)

d(P1,P3) = (x3—x1)(1+a?) (4.3)
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Temos assim das equagdes efd.3 que:
d(Py, P2) + d(P, Ps) (x2 = x1) V(1 +a2) + (x5 — x2) V(1 + a?)

= (x2—x1+x3—x2) V(1 +a?)

(x3 = x1) V(1 +a?)

Vemos portanto que:
d(P1, P3) = d(P1, P2) + d(Ps, Ps)
como queriamos demonstrar. O

Veremos agora as transformagdes gréficas de translagdo vertical e homotetia vertical
e algumas verificagdes para o caso das fun¢do afim. Mostraremos também o gréfico
nos casos particulares: a fun¢do identidade, fun¢do constante e fungdo linear.

Iniciemos com as fung¢des constantes, isto é, que possuem a forma f(x) = k e obser-
vemos que ao variarmos o valor de k € R, o gréfico da fungdo desloca-se para cima ou
para baixo. Este deslocamento depende de quanto se altera o K em uma fungéo inicial.

Vejamos esta situacdo no exemplo a seguir.

Exemplo 4.2. Na figura 9] esta representado o grafico da funcio definida por f(x) = k.
Ja na figura (10| vemos as fungdes f(x) = 2, g(x) = 3 e h(x) = 2.

Podemos observar:

a. Para cada valor de k o gréfico intercepta o eixo Oy no ponto (0,k);

b. g(x) = f(x) +1eh(x) = f(x) - 4;

c. O gréfico da fungdo g é o grafico da funcdo f deslocado uma unidade no sentido
positivo do eixo Oy, e o gréfico da funcdo /1 é o mesmo da fung¢do f deslocado quatro
unidades no sentido negativo do eixo Oy.

Figura 10 — Translagdo  vertical da
Figura 9 — Grafico da funcéo f(x) = k funcdo constante

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 4.3. Apresentamos nas figuras[I1]e[12]os graficos da funcao identidade , f(x) =
x , e o grafico da funcdo f(x) = 2x, ambas lineares.

Figura 11 — Gréfico da fungdo f(x) = x Figura 12 — Grafico da fungao f(x) = 2x

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos, realmente, verificar através dos graficos e[13| casos particulares da
funcao afim, que seu grafico é uma reta, como ja demonstrado no teorema Para
prosseguir nossa andlise sobre as transformacdes no gréfico da fungdo afim, apresen-
tamos um exemplo.

Exemplo 4.4. Apresentamos na figura o grafico da fungdo afim f(x) = 2x — 1.

Figura 13 — Grafico da funcédo f(x) =2x -1

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.1.1 Translagao vertical na func¢ao afim

Veremos que no caso do gréfico da fun¢do afim f : R — R definida por f(x) = ax+b,

vemos que ao fazer variar o pardmetro b, o gréfico apresenta uma translagdo vertical,
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onde se b; = b + K o gréfico desta nova fungdo (f(x) = ax + b;) serd a translagdo no
mesmo sentido do eixo das ordenadas de K unidades do gréfico da primeira e caso o
by = b - K, essa translagdo serd no sentido oposto ao mesmo eixo. Visualizaremos esta

situagdo no exemplo a seguir:

Exemplo 4.5. Na figura[I4estdo representados os gréficos da fungdo f : R — R definida
por f(x) =2x -1, da fungdo g : R — R definida porg(x) = 2x+1eda funcdoh : R —» R
definida por h(x) = 2x — 3.

Tabela 7 — Representacdo algébrica das translagdes verticais.

Funcao h() &) 6
Representacdo algébrica | h(x) =2x -3 | f(x) =2x -1 | gx) =2x+1
Transformacao TV(f(x),-2) - TV(f(x),2)
Indicagédo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 14 — Translagdo vertical da fungdo afim

f

h/
Fonte: Elaborada pelo autor.

Observamos que o gréfico da fun¢do g desloca-se para “cima”duas unidades em
relacdo a fungdo f ,enquanto que o grafico de h desloca-se para “"baixo”duas unidades
em relagdo ao de f.
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4.1.2 Homotetia vertical na funcao afim

Nesta subse¢do mostraremos que o gréfico da funcdo afim f : R — R definida por
f(x) = ax + b ao variar o pardmetro a (também chamado de taxa de variacdo), o grafico
apresenta uma deformacdo vertical, ou mesmo uma rotacdo em relagdo ao ponto (0, b).
Para o caso de a; > a, o grafico de uma nova funcdo (fi(x) = a;x + b) apresenta-se
como uma rotac¢do do gréfico de f(x) no sentido anti-hordrio, ja para a; < a verificamos
também uma rotacdo, s6 que no sentido horario. Visualizaremos esta situagdo no
seguinte exemplo:

Exemplo 4.6. Na figura [15 estdo representados os gréficos da fungdo f : R — R,
definida por f(x) = 2x — 1, da funcdo g : R — R, definida porg(x) = 4x — 1 e da fungédo
h:R — R, definida por h(x) = 4x — 1.

Tabela 8 — Representacdo algébrica das homotetias verticais.

Fungao h) i 163 ()
Representacdo algébrica | h(x) =x-1 i(x)=-2x—-1 fix)=2x-1]| g(x) =4x-1
Transformacao HV(f(x),1/2) HV(f(x),-1) - HV(f(x),2)
Indicacdo gréfica vermelho | azul e pontilhado preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 15 — homotetia vertical da fun¢do afim

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Podemos observar que, como o valor do pardmetro a na fungdo g é o dobro do que
ocorrena f, assim, o grafico apresentou uma homotetia vertical, onde o valor de g(x) é o
dobro de f(x) para o mesmo valor de x e, no caso da fungao h(x), ocorre uma homotetia
vertical, reduzindo para a metade o valor de f(x) para o mesmo valor de x.

Por fim, expomos nesta se¢do um teorema que nos garante que todas as fungdes
afins podem ser obtidas a partir de sa representante mais simples por meio das

transformacdes apresentadas.

Teorema 4.2. Toda funcdo da forma f(x) = ax +b, coma # 0, pode ser obtida da fungdo
g(x) = x por meio das transformacdes TV e HV.

Demonstragio. Seja f(x) =ax+b, com a # 0, como ax+b = 1(ax + 0) + b, podemos
transformar f(x) = ax + b na fungdo g(x) realizando o seguinte procedimento.

o f(x)=ax+0

e fi(x)=TV(f(x),-b) = 1(ax + 0) = ax

e fr(x)=HV (fl(x), %) =x = g(x).

Para reciproca, basta refazer a sequéncia de passos anteriores no sentido inverso,

para transformar g(x) = x na fungdo f(x) =ax+b

* o(x)=x
o ¢1(x) =HV(g(x) = x,a) =ax

o 0(x)=TV(¢1(x),b)) =ax+b

4.2 Funcdo quadratica

Problemas modelaveis por fun¢des quadraticas foram propostos e solucionados ha
um pouco menos que 4000 anos, mesmo sem os recursos algébricos que possuimos
atualmente. Historicamente, os primeiros registros relacionados a estes problemas
foram encontrados em pegas artesanais origindrias da civiliza¢do babilonica, onde
apresentam famosos problemas nos quais sdo dados a soma e produto de dois niimeros,
e entdo busca-se por o valor destes.

Habitualmente sdo trabalhadas diversas aplica¢des relacionadas a otimizagdo de
recursos isto se deve particularmente ao fato da funcdo quadratica sempre apresentar
um ponto maximo ou minimo. O exemplo[4.7/nos traz um problema de otimizagao.

Uma aplicacdo da fun¢do quadrética é a equacdo hordria do movimento retilineo
2

a.t . g .
uniformemente variado, dada pela expressdo S = S, + v,.t + > onde S indica posigao,
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S, posigdo inicial, V, velocidade inicial, t tempo e a aceleragdo. Este contetido é apresen-
tado aos alunos na disciplina de fisica praticamente no mesmo periodo que é abordado
o conteido de fungdes quadréticas e, dificilmente, os alunos percebem uma relagdo

entre ambos.

Definicao 4.2. A funcdo f : R — R é dita quadratica quando existirem ntimeros reais

a,bec,coma # 0, tal que para todo x € R tem-se f(x) = ax> + bx + c.

A funcdo quadrética pode ser expressa de outras formas, observemos a seguir uma
destas.
Consideremos o trindmio ax? + bx + c com a; b e c reais e a # 0. Deixando o0 a2 em

evidéncia e completando o quadrado temos que:

ax* +bx+c = a x2+—x+—)

2 b2
= a x+5 +C—@]
= allx+ — +4ﬂC—b2
B 2a 402 |

Este modo de escrever o trindmio do segundo grau é chamado de forma canénica.

Assim podemos escrever a fungdo quadrética f(x) = ax? + bx + ¢ na seguinte forma:

2 2
fx) = a(x + %) + % (4.4)
A expressao 4.4/ chamaremos de forma canonica da funcdo quadrética. Podemos
perceber certa semelhanca da forma canénica com a equagao veremos que fungdo
quadrética pode ser obtida por meio de sua representante mais simples, a saber f(x) =
x?. Esta demonstragdo é encontrada a seguir nesta sessao.
Uma outro problema modelavel por meio de uma fungao quadrética é dado a seguir:

Exemplo 4.7. Um avido de 100 lugares foi fretado para uma excursdo. A companhia
exigiu de cada passageiro 800 reais mais 10 reais por cada lugar vago. Para que nimero

de passageiros a rentabilidade da empresa é maxima?
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Se x passageiros compraram poltronas, a receita da empresa é 800x +10.(100 —x).x =

-b -1
1800x — 10x%. Temos que a lucratividade serd maxima para x = 7 = %80 =90

Uma observagdo vélida, que pode ser extraida na forma canodnica, é que a expressao

b .. :
x == utilizada na resolugdo deste problema é o valor do dominio que apresenta
a
imagem mdaxima ou minima da funcdo (para a < 0 e a > 0 respectivamente); se ob-
servarmos para a representacdo gréafica, vemos que o x é designado de x, (abcissa do

vértice.)

O momento expositivo das transformagdes aplicado no caso particular de fungdo
quadrética, se apresenta como propicio para uma exposi¢cdo simultdnea da forma
candnica da fun¢do quadrética, devido a sua riqueza de informagdes, permitindo en-
contrar seu vértice e seus zeros sem maiores dificuldades.

O gréfico de uma equacgdo quadratica é uma pardbola, dado conhecido por mui-
tos alunos que ja tiveram contato com este contetido, mas muitos ndo sabem nem a
definicdo do que seja uma parabola, onde o conhecimento desta curva fica restrito a
visualizagdo de um esbogo construido pelo professor em sala, sem que esta apresentacdo
tenha uma devida justificativa.

Primeiramente precisamos definir o que é uma parébola.

Defini¢do 4.3. Dados um ponto F e uma reta d que ndo o contém, a pardbola de foco F

e diretriz d é o conjunto dos pontos do plano que equidistam de F e de d.

Teorema 4.3. O gréfico da funcdo f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0, quadrética, ¢ uma

parédbola cuja diretriz é a reta horizontal:

4ac—-b* -1
4q

E cujo foco é o ponto:

B —_b.4ac—b2+1
o\ 2q7 4q

Demonstragio. A demonstracdo pode ser encontrada na referéncia (8, pagina 142.

A seguir, na figura |16, podemos visualizar o gréfico a funcdo f(x) = x%.
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Figura 16 — Grafico da funcdo f(x) = x

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir, apresentaremos as transformagdes de translacdo vertical e horizontal e
homotetia vertical, tomando como base a fun¢do quadrética expressa em sua forma
candnica e logo apds, veremos também as varia¢es gréficas que ocorrem em de-
corréncia da modificagdo do coeficientes a,b e ¢ da fungdo quadrética expressa na
forma f(x) = ax* + bx + c.

Iniciemos com a translagdo vertical. Vejamos que para o caso do grafico da fungdo
quadratica f : R — R definida por f(x) = ax? + bx + ¢, ao proceder variagdes no
pardmetro c. O grafico sofre uma translagdo vertical, onde se c; = b + K, para um
k > 0, o gréfico desta nova fungdo (f(x) = ax + b;) serd a translacdo do grafico de K
unidades em relacdo ao gréfico da funcdo de origem, no mesmo sentido do eixo das
ordenadas e ,caso o b; = b — K, essa translagdo serd no sentido oposto ao mesmo eixo.

Visualizaremos esta situagdo por meio do seguinte exemplo:

Exemplo 4.8. Na figura[I7]estdo representados os gréficos da fungdo f : R — R definida
por f(x) = x> — 6x + 5; da fungdo g : R — R definida por g(x) = x> — 6x + 7 e da funcdo
h:R — R, definida por h(x) = x* — 6x + 3.

Tabela 9 — Representacdo algébrica das translagdes verticais.

Fungao 163 Ji63) 5@
Representacdo algébrica | h(x) = x> —6x+3 | f(x) =x*—6x+5 | g(x) =x*—6x+7
Transformacgao TV(f(x),-2) - TV(f(x),2)
Indicacdo gréfica vermelho preto verde
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Figura 17 — Representacédo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)
[

E facil ver que os gréficos das funcdes g e h possuem formato idéntico ao da fungao
f. No entanto apresentam posi¢des distintas, onde a primeira pode ser vista como
um deslocamento do grafico de f duas unidades para “cima”e a segunda como um
deslocamento duas unidades para “baixo”.

Continuaremos agora, abordando a translacdo horizontal na fungdo quadratica.
Podemos perceber que a funcdo f(x) = x> — 6x + 5 expressa em sua forma candnica
apresenta a forma f(x) = (x — 3)> — 4. Para o estudo da translagdo horizontal e da
homotetia vertical trabalharemos com esta forma candnica de f(x).

Vejamos que a transformagdo de translagdo horizontal no grafico da funcdo quadrética
f : R - R, definida por f(x) = a(x + ¢)* + d, pode ser observada ao fazer variagdes
no parametro ¢, de modo que se c; = ¢ + K, para um k > 0, o gréfico da nova fungdo
(fi(x) = a(x + ¢1)* + d) serd uma translagdo de K unidades em relagdo ao gréfico da
funcdo f(x) na mesma dire¢cdo, mas com sentido oposto ao eixo das abcissas, e caso
oc; =b—-K, comk > 0, essa translacdo terd mesma direcdo e sentido a este eixo. O

exemplo seguinte nos proporcionard uma visualizacdo mais clara:

Exemplo 4.9. Na figura[I8|estdo representados os gréficos da fungdo f : R — R definida
por f(x) = (x—3)*—4; da fun¢do ¢ : R — R, definida por g(x) = (x —5)* — 4, e da funcdo
h: R — R definida por h(x) = (x — 1)* — 4.
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Tabela 10 — Representacao algébrica das translagdes horizontais.

Fungao 163 Ji63) ()
Representagéo algébrica | h(x) = (x—1)> =4 | f(x) = (x—3)*—4 | g(x) = (x = 5)* — 4
Transformacao TH(f(x),-2) - TH(f(x),2)
Indicacdo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 18 — Representacédo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

Observamos que os graficos das funcdes g e h sdo translagdes duas unidades
a "direita”e “esquerda”, respectivamente. Ambos graficos tém formato idéntico e
localizagdes distintas em rela¢do ao grafico da fungéo f .

A seguir veremos a homotetia vertical na fun¢do quadratica. No gréfico da fungdo
quadratica f : R — R definida por f(x) = a(x + ¢)* + d, vemos que ao variar o valor do
coeficiente a4 obtemos uma nova fungao f;(x) = a;(x + ¢)* + d. Comparando o grafico da
fungdo fi com a fungdo f vemos que o primeiro é obtido por meio de uma homotetia
vertical do grafico da segunda fungdo, isto é, o valor de f; é maior (para a; > a) ou

menor (para a; < a) que o de f, para um mesmo x.

Exemplo 4.10. Vejamos a figura [19, onde estdo representados os graficos das fung¢des
f: R - R, definida por f(x) = (x — 3)> — 4; ¢ : R — R definida por g(x) = 2(x — 3)> - 4
eh:R — R, definida por h(x) = %(x -1 -4.
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Tabela 11 — Representacdo algébrica das translagdes horizontais.

Fungao 163 ) ()
Representacdo algébrica | h(x) = %(x =3P —4 | f(x)=(x=3 -4 | g(x)=2(x—-3)> -4
Transformacéo HV(f(x),1/2) - HV(f(x),2)

Indicagdo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 19 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que o parametro a da fungdo g é o dobro do presente na f, logo o grafico
deforma verticalmente, aumentando o valor de f(x) para o mesmo valor de x. Para a
fungdo h, a deformagdo acontece pois o valor de f(x) é reduzido para o mesmo valor
de x.

Vejamos que ndo foram citadas outras transformacgdes interessantes como é o caso
das reflexdes em relagdo os eixos Ox e Oy e a homotetia horizontal; as duas primeiras
porque nas fungdes que estamos abordando neste trabalho sempre podem ser derivadas
das quatro transformagdes que citamos no capitulo 3, e a homotetia vertical na fungao

quadrética também pode ser obtida mediante as trés transformacdes j4 citadas.

Teorema 4.4. Toda fungdo da forma f(x) = ax® + bx + ¢, com a # 0, pode ser obtida da
fungdo g(x) = x* por meio das transformagoes TV, TH e HV.

Demonstragio. Seja f(x) = ax?+bx+c, coma # 0. Como podemos escrever ax* +bx +c¢ =

b 4ac - b?
a (x + Z) + ( o ” ), vemos que é possivel transformar a funcdo f(x) = ax? + bx + ¢



Figura 20 — Reflexdo de f(x) = (x — 3)* — 4 em relag&o ao eixo Ox.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 21 — Reflexdo de f(x) = (x — 3)*> — 4 em relagdo ao eixo Oy.

o] !

Fonte: Elaborada pelo autor.

na fungdo g(x) = x> com a sequéncia de operagdes a seguir:

o f(x)=ax*+bx+c

2 %
o filx) = TV(f(x),—4aC4a b ) = a(x + 5)

b 2
e f(x)=HV (fl(x), %) - (x + Z)

47
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e f3(x)=TH (fz(x), —2—ba) = x% = g(x)

Para mostrar a reciproca, isto é, para transformar g(x) = x* na fungéo f(x) = ax?+bx+c

basta refazer a sequéncia dos passos anteriores no sentido inverso:

o g(x)=x?

2
* 1) = TH(g(x), %) = (x + 2%)
2
* $(¥) = HV(g1(x),a) = a(x + —)

2
e 3(x)=TV (gz(x), M)a(x + E) + (M) =ax’ +bx +c = f(x)

4a 2a 4a
O
2 2
A b dac-b
Escolhemos a forma candnica (f(x) = al|x+ > + T) para trabalhar as
transformagdes nos graficos da fun¢do quadrética devido a sua simplicidade de visualizagdo

4ac — b?

4a
anteriormente determinam transformacoes de homotetia vertical, translagdo horizontal

da variagdo grafica através da variagdo dos pardmetros 4, % e que como vimos
e translacdo vertical, respectivamente.

Uma outra verificagdo grafica interessante sdo as variagdes posicionais do vértice
da pardbola, mediante a alteragdo dos parametros 4, b e c quando esta se encontra na
forma f(x) = ax* + bx + c.

Partindo do conhecimento que o as coordenadas do vértice da parabola sdo:

-b —b? A

U:_ ’U:_+ = —_—
X Zaey 4qa ¢ 4qa

Faremos esta andlise do lugar geométrico do vértice da pardbola para as trés
possiveis variacdes de apenas um dos pardmetros e deixando os demais fixos. Co-
mecemos a analisar apenas as varia¢des do parametro c.

Como esta variagdo de ¢ ndo influencia a abcissa do vértice, este percorre a reta

vertical de equagao x, = o, como se pode ver na figura 22|. Neste exemplo, onde o
a
a=1eb = —6o0 vértice percorre a reta x = 3. Para visualizar este quadro, tomamos os

valores —1,3 e 5 paraoc.
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Figura 22 — Representagdo grafica davariagdo do pardmetro ¢ na fungdo f(x) = ax*+bx+c

|
|
|
|
5
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Fonte: Elaborada pelo autor.

Realizando agora a variagdo do pardmetro b e fixando os outros dois, temos algo
curioso: o vértice da parébola y = ax? + bx + ¢ percorre uma outra parabola de equagdo
y = —ax* + ¢, como podemos ver na tigura Neste exemplo, ondeoa =1,c = 3,
tizemos o coeficiente b variar nos valores -2, 1 e 4, o vértice percorreu a pardbola
y=—-x>+3.

Figura 23 — Variagdo do parametro b na fungdo f(x) = ax* + bx + ¢

/

Ih 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

De fato como x, = EPL temos b = —2ax,.
2

Como y, = yr + ¢, utilizando a expressdo b = —2ax,, podemos ver que:
a
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Demonstragio.
—(—2ax)?
y = 0 +c
_ —4a2x? e
Y 4a
_ —daPx? e
vy = 4a
y = —ax’+c

como queriamos demonstrar.
Por ultimo iremos fixar os parametros b e ¢, faremos variar o 4, e vemos que o

. P . . . Z . 2 x
lugar geométrico no qual o vértice realiza sua trajetéria é a reta y = > + ¢. Para esta
verificagdo, realizaremos um processo semelhante ao anterior, onde colocaremos em
evidéncia o pardmetro a2 na abcissa do vértice e substituiremos na ordenada do vértice.

Temos que:
a= ;—x substituindo no y, temos:
Demonstragio.
b
= ——+¢
2x
b
y = =x+c

como queriamos demonstrar.

Figura 24 — Variacdo do parametro 4 na fungdo f(x) = ax* + bx + ¢

|

Ih 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.3 Funcoes polinomiais

Diz-se que p : R — R é uma funcdo polinomial quando existem ntiimeros ay, a1,
ay,..., A, tais que, para todo x € R, tem-se

p(x) = a,x" + @, X" + ...+ a. (4.5)

Normalmente o estudo de fung¢des polinomiais maior ou igual a 3 ndo é tratado
no ensino bédsico, mesmo que algumas relacdes possam ser trabalhadas em exemplos
elementares com o fim de facilitar a compreensdo dos alunos sobre gréficos de fungoes.

Nesta se¢do ndo serdo mostradas as transformagdes aplicadas a fun¢des polinomi-
ais, pois isto ja foi feito no capitulo 3 Nos deteremos a mostrar duas caracteristicas
interessantes para esbogar o grafico de uma fungdo polinomial.

Observemos a fungéao:

p(x) = a,X" + a1 X" + ..+ a1x + ap, coma # 0.

podemos escrevé-la da seguinte forma

An-1 m ag )

+ ...+ pore oo (4.6)

p(x) = x" (an +

Vemos que se tomarmos valores muito grandes para |x| cada parcela, a partir da
segunda, dentro dos parénteses na equagdo pode-se tornar tdo pequeno quanto se
queira; isto implica que, para valores suficientemente grandes de |x| temos que o valor
da soma nos parenteses tem o mesmo sinal de a,. Podemos ver que quando 7 é par,
x" é sempre positivo e o sinal de p(x) serd o mesmo do a,. Ja para o caso do n ser um
ndmero impar, x" tem o mesmo sinal de x. Portanto p(x) tem o mesmo sinal de a, caso
X seja positivo e p(x) tem sinal oposto ao de a,, quando x é negativo.

Esta informacgdo é ttil na associagdo entre as representagdes gréficas e algébricas
desta classe de fungf)es, mais especificamente mostrando o comportamento das extre-
midades do grafico. Observemos as imagens das fun¢des polinomiais do primeiro ao
quarto grau.

Um outro dado importante que podemos observar em relagdo ao gréfico de fungdes
polinomiais refere-se a comparagdo entre as proprias fun¢des polinomiais, tomando
como referéncia o seu grau. Temos que se o grau de um polindmio p é maior que
o de um outro g, entdo para todo [x| suficientemente grande tem-se a desigualdade
Ip(x)| > |g(x)|, e esta diferenca torna-se tdo grande quanto se queira, dependendo do
qudo grande for o valor de |x| que tomarmos. A justificativa desta afirmagdo nédo serd
realizada neste trabalho, mas pode ser consultada na pédgina 184 da referéncia (8 nos
deteremos a apresentar os graficos das fungdes polinomiais p(x) = x° e g(x) = x° para
visualizacdo desta situacdo.
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Figura 25 — Grafico da fungdo f(x) = Figura 26 — Grafico da fungdo f(x) =
-3x+1 —2x* —4x +5

Figura 27 — Grafico da fungdo f(x) = Figura 28 — Grafico da funcdo f(x) =
2} +4x*+x+1 xt—3x>+3x-3

Figura 29 — Gréfico das fungdes j(x) = x° e I(x) = x°
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Gostarfamos, ainda por fim, de abordar nesta se¢do uma informagdo muito ttil sobre
as raizes dos polindmios, com fim de esbogar seus graficos. Consiste no Teorema de
Bolzano, onde dado a continuidade da fung¢do polinomial se p(x;) < 0 e p(x;) > 0, entdo
p possui uma raiz entre x; e x,. Sabemos que os processos algébricos para encontrar
raizes polinomiais ndo sdo tdo simples, com excegdo para os polindmios de primeiro
e segundo grau, mesmo assim temos meios numéricos, como o método da iteracdo
linear e o método de Newton, que nos auxiliam a encontrar aproximagdes (ou mesmo

as raizes) de um modo mais acessivel.

4.4 Funcdo exponencial

Esta secdo sera dedicada a apresentagdo da fungdo exponencial. A fungdo exponen-
cial, juntamente com as fung¢des afim e quadratica, sdo os modelos mateméticos mais
usados para solucionar problemas elementares, com utilizagdo ndo s6 em Matematica
(como podemos destacar sua relacdo com as progressdes geométricas e a matemaética fi-
nanceira) mas também em diversas outras ciéncias como, por exemplo, Biologia, Fisica,

Quimica, Economia.

Definicdo 4.4. Seja a um ntimero real positivo, coma # 0 e a # 1, a fun¢do exponencial
de base a, f : R — R, representada pela notacdo f(x) = a*, possuindo as seguintes
propriedades, para quaisquer x, y € R :

1) a*.a¥ = a*y;

2)a' =a;

3)x<y=a*<a’quandoa>lex <y =4’ <a*quando0<a<1.

Cabe observar que excluimos oa = 0 e a = 1, pois caso nao fizéssemos obteriamos
a fun¢do nula e uma fung¢do constante respectivamente.

Sobre o grafico das fun¢des exponenciais é importante observar que o crescimento
exponencial é diferente do polinomial, cabendo ao professor fazer esta distin¢do, pois
ndo raramente o seu grafico é confundido como arcos de uma pardbola. Vale destacar
que o crescimento exponencial, para a base maior que 1, supera qualquer polindmio.
Isto pode ser visualizado com a ajuda de uma tabela em que sejam colocadas em
confronto os dois tipos de fun¢des ou por meio de suas representa¢des gréficas. A
demonstracdo para a afirmacdo expressa acima pode ser encontrada na pagina 203
da referéncia |8, Nos limitaremos a apresentar apenas dois exemplos, o primeiro é
uma tabela onde podemos analisar a diferenca do crescimento ocorrido na fungdo
exponencial e nas fun¢des afim e quadratica (as fun¢des polinomiais estudadas no
Ensino Médio), e o outro é um problema relacionado a biologia.

Exemplo 4.11. Vejamos na tabela[I2a amplitude do crescimento da fung¢ao exponencial

y = 2¥ em comparagdo com a fun¢do quadréatica y = x* e a afim y = 2x + 1.
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Tabela 12 - Valores das fungdes y =2x +1, y=x* ey = 2°

| x| y=2x+1] y=x* y=2"]

1 3 1 2
5 11 25 32
10 21 100 1024
15 31 225 32768
20 41 400 1048576
25 51 625 33554432
30 61 900 | 1073741824

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.12. Os linfécitos sdo as principais células do sistema imunolégico, pois
estes orquestram quase toda a resposta das demais células em resposta a presenca
de um agente danoso ao individuo, e cada linfécito tem especificidade contra um
tnico antigeno. Normalmente existem poucos ou apenas um linfécito especifico a
um antigeno x (por exemplo uma bactéria); quando estes sdo expostos a este antigeno
eles sdo ativados e sofrem expansdo clonal (divisdo bindria) para que possa existir
uma resposta defensiva apropriada. Imaginemos que em um individuo antes de uma
exposicado a certa bactéria exista apenas 5 linfécitos especificos a ela, e que seja necessario

1 hora para que possa acontecer uma divisdo mitética de cada linfécito.

Podemos modelar este exemplo pela fung¢do f(x) = 5.2%, onde x é o tempo em horas.
Podemos ver que em apenas um dia terfamos f(24) = 5.2%* = 83886080

Mostraremos a seguir algumas transformagdes no grafico da fungdo exponencial,
tais como translagdo vertical, translagdo horizontal, homotetia vertical e homotetia

horizontal.

4.4.1 Translacao vertical na funcao exponencial

Podemos visualizar que no gréafico da fungdo exponencial f : R — R definida por
f(x) = b*, ao promover variagdes no pardmetro c, o grafico sofre translagdes verticais,
de modo que se ocorrer uma substituicdo por um novo pardmetro c; = ¢ + K, para
um k > 0, o gréfico desta nova funcdo (f(x) = a.b™ + c;) sofrerd uma translacdao do
gréafico de K unidades em relacdo ao da fungdo de origem no sentido positivo do eixo
das ordenadas, e caso c; = ¢ — K, para um outro k > 0, essa transla¢do serd no sentido

oposto a este mesmo eixo. Vejamos o exemplo abaixo:

Exemplo 4.13. Na figura 30| estdo representados os graficos da fungdo f : R —» R
definida por f(x) = 5.2%, da funcdo ¢ : R — R definida porg(x) = 5.2 + 3 e da fungédo
h: R — R definida por h(x) = 5.2* - 3.
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Tabela 13 — Representagdo algébrica das transla¢oes verticais.

Fungao 163 0 ()
Representacdo algébrica | h(x) =5.2*+3 | f(x) =5.2" | g(x) =5.2*-3
Transformacgao TV(f(x),-3) - TV(f(x),3)
Indicagdo gréafica vermelho preto verde

Figura 30 — Representacédo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

Como esperado, podemos observar que os gréficos de g e h podem ser obtidos
realizando uma translacdo vertical de f de trés unidades “para cima”e de trés unidades
”para baixo”, respectivamente.

4.4.2 Translacao horizontal na funcao exponencial

A translacdo horizontal no grafico da funcdo f : R — IR, definida por f(x) =
a.bt+9) 4+ 4, pode ser observada ao fazer variagdes no parametro ¢, de modo que se
c1 = ¢+ K, paraum k > 0. O gréfico desta nova fungdo (fi(x) = a.b**V + d) apresentara
uma translagdo de K unidades em relagdo ao grafico da funcdo inicial na mesma direcéo,
mas sentido oposto ao eixo das abcissas, e caso 0 ¢; = ¢ — K, com k > 0, essa translacdo
tera mesma direcdo e sentido a este eixo. O exemplo a seguir nos proporcionard uma
visualizacdo desta transformacéao:

Exemplo 4.14. Os gréficos da fungdo f : R — R definida por f(x) = 5.2%, da fungdo
¢ : R — R definida porg(x) = 5.2¢7% e da fungdo i : R — R definida por h(x) = 5.20*%
estdo expressos na figura
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Tabela 14 — Representacdo algébrica das translagdes horizontais.

Fungao ") &) 6
Representagéo algébrica | h(x) = 5.2 | f(x) =5.2° | g(x) = 5.2
Transformacao TH(f(x),—3) - TH(f(x),3)
Indicagdo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 31 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

|
[ 12
|

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vemos que ao somarmos 3 a varidvel x na fun¢do f obtendo a funcao h, o grafico de
f realiza uma translacdo horizontal “para esquerda”de trés unidades, e ao subtrairmos
3 de x em f obtendo assim a fungdo g, o grafico apresenta uma translagdo horizontal
"para direita”de trés unidades.

4.4.3 Homotetia vertical na fun¢ao exponencial

Dado o grafico da funcdo exponencial f : R — R, definida por f(x) = a.b*, vemos
que ao multiplicar f por uma constante k, obtemos a fungdo g(x) = k.f(x) = k.a.b*, onde
o gréfico da fungédo g é pode ser obtido por meio de uma homotetia vertical (deformacao
vertical) da fun¢do f, de modo que, o valor de g(x) > f(x) para k > 1, ou g(x) < f(x)
parak < 1.

Exemplo 4.15. A figura [32| mostra as representagdes graficas das fungdes f : R — R,
definida por f(x) = 5.2%, ¢ : R — R definida por g(x) = 10.2* e de i : R — R definida
por h(x) = g.ZX.
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Tabela 15 — Representacao algébrica das translagdes horizontais.

Fungao h) 0 ()
Representacdo algébrica | h(x) = ;.2" f(x) =5.2" | g(x) =10.2¢
Transformacao HV ( f(x), %) - HV(f(x),2)
Indicagdo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 32 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Notamos que a fungdo g, que foi obtida multiplicando a fungdo f por a constante
2, possui o grafico mais acentuado (sofreu uma homotetia vertical) pois para o mesmo
valor de x sua imagem é o dobro que a de f, e ao dividirmos f por 2 (obtendo a fungdo
h) o grafico se mostra menos acentuado, pois para cada de x a imagem deste na funcao

h é a metade em relagdo a sua imagem em f.

4.4.4 Homotetia horizontal na fun¢ao exponencial

Para analisar esta transformacdo sobre o grafico da fungdo exponencial f : R — R,
definida por f(x) = a.””, vemos que ao variar o valor do coeficiente b para um b;
conseguimos uma nova fungdo ¢(x) = a.e”*, onde o gréfico desta pode ser visto como
uma homotetia horizontal (contragdo para |b] > 1 ou dilatagdo para 0 < |b| < 1).

Exemplo 4.16. A figura 33| exibe os graficos das fungdes f(x) = 5.2%, ¢(x) = 5.2% e de
h(x) = 5.22%.
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Tabela 16 — Representacédo algébrica das homotetias horizontais.

Fungdo h) i85 ()
Representacdo algébrica | h(x) = 5.22% f(x) =5.2% | g(x) =5.2%
Transformacgao HH ( f(x), %) - HH(f(x),2)

Indicacdo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 33 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Percebemos que ao multiplicarmos por 2 o valor de x na representacdo algébrica da
fungdo f, obtemos o gréfico de g que por sua vez, pode ser visto como uma compressao
do primeiro, onde vemos que precisamos apenas da metade do valor de x em g para
obter o mesmo valor de f(x), e ao dividirmos x por 3 em f, obtemos a funcdo &, e
notamos que o gréfico de h pode ser obtido realizando uma expansdo de modo que é
necessdrio o dobro do valor de x em f para obtermos o mesmo valor de f(x).

Por fim, enunciamos o teorema que nos mostra a possibilidade de construir qualquer
gréfico de uma funcdo exponencial conhecendo o seu representante mais simples por

meio das transformacoes estudadas.

Teorema 4.5. Toda fun¢do da forma f(x) = b.e™*+d,coma # 0 e b # 0, pode ser obtida
da funcdo g(x) = ¢* por meio das transformagdes TV, TH ,HV e HH. Onde ¢ indica um

numero real positivo.

Demonstragio. Seja f(x) = b.e"™*“+d,coma # 0eb # 0, vemos que é possivel transformar

fna funcdo f(x) = ¢* com a sequéncia de operagdes seguinte:



59

o f(x)=Db.e"* +d

o fi(x) = TV (f(x),~d) = b.e@+9

e f(x)=HV (f1(x), %) = plaveo)

o f3(x) = TH(fa(x), —c) = &

o fit) = HH(fi(, =) = ¢ = g0

Reciprocamente pode-se transformar g(x) = ¢* na fungado f(x) = b.e(ax + c) + d por meio

da sequéncia de operagdes a seguir:

o g(x)=¢"

g1(x) = HH (g(x),a) = @

L(x) =TV(g1(x),¢c) = p(ax+c)

gS(X) =HV (gz(x), b) = b.elax+o)

g1(x) = HV (g3(x),d) = b.e"™9 + d = f(x)
O

Importante notar que a operagdo de homotetia horizontal (HH) equivale a uma
operacao diferente das demais fungdes abordadas no ensino béasico, ja que HH(g(x), a) =

e™ = (¢")* acarreta uma mudancga de base na fungéao.

4.5 Funcao logaritmica

Historicamente, os logaritmos surgiram e ganharam popularidade como uma ferra-
menta eficiente para tornar operag¢des de multiplicagdo, divisdo, potenciagdo e radiciagdo
mais simples, otimizando o tempo para resolugdo (de fato a capacidade de transformar
produtos em somas foi a motivacdo original). Esta popularizagdo deve-se em grande
parte as exigéncias cada vez maiores exercidas pelo amplo desenvolvimento da As-
tronomia e Navegacdo, pontos chaves para o expansdo das nag¢des no século XVI e
XVIL

Hoje, com o surgimento de calculadoras e computadores, o uso do logaritmo para
este fim é dispensavel. No entanto, nos deparamos com diversas situa¢des passiveis
de modelagdo por esta ferramenta, o que a faz continuar sendo muito importante na
matematica.

Definiremos agora o conceito de logaritmo e, em seguida, o de fun¢do logaritmica.
Vale ressaltar que o conceito de logaritmo esté relacionado ao de poténcia; isso acon-
tece de tal forma que a fungdo logaritmica pode ser construida como a inversa da

exponencial.
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Definicdo 4.5. Sejam a e b nimeros reais positivos, com b # 1, chama-se logaritmo de a
na base b o expoente x tal que b* = a e indica-se por x = loga. Segue entdo que

x=logym e b =a

Defini¢ao 4.6. Chama-se func¢do logaritmica toda funcdo f : R, — R tal que f(x) =
logpx, em que b é um ntimero real positivo e diferente de 1.

4.5.1 Translacao vertical na funcado logaritmica

A translagdo vertical no grafico da fungdo logaritmica f : R, — R, definida por
f(x) = logpx com b real positivo e diferente de 1, ocorre de forma andloga as demais
fung¢des apresentadas anteriormente. Vemos que ao adicionar uma constante k a funcao,
o grafico sofre uma translagdo vertical, onde para um k > 0, o gréfico desta nova funcao
(g(x) = logpx +k) serd a translagdo do grafico de f em K unidades para cima, e no casodo

k <0, essa translacdo serd para baixo como podemos visualizar no préximo exemplo:

Exemplo 4.17. Na figura [34] estdo representados os graficos das fungdes f : R, — R
f(x) =logyx, g : R, — R definida por g(x) = log,x + 3 e da funcdo h : R}, — IR definida
por h(x) = logox — 2.

Tabela 17 — Representagdo algébrica das translagdes verticais.

Fungao 163 Ji63) )
Representacdo algébrica | h(x) = logox —2 | f(x) = logox | g(x) = logox +3
Transformacgao TV(f(x),-2) - TV(f(x),3)
Indicagdo gréfica vermelho preto verde

Figura 34 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)
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Observamos que em relacdo ao gréfico de f o grafico de g é uma translagdo vertical
para cima de trés unidades e o de & uma translacdo vertical de duas unidades para
baixo .

4.5.2 Translacao horizontal na funcao logaritmica

Vejamos que a translac¢do horizontal no grafico da fungdo logaritmica definida por
f(x) =logy(x — ¢) com (x — c) > 0, ocorre ao ser alterado o pardmetro ¢, de modo que se
tivermosum ¢; = c+K, paraumk > 0, o grafico de uma nova fungéo (fi(x) = logy(x+c1))
apresentard o mesmo formato do grafico de f deslocado K unidades na mesma dire¢do
mas sentido oposto ao eixo das abcissas e caso o c; = b — K, com k > 0, essa translagdo
terd mesma direcdo e sentido a este mesmo eixo. Observe que os dominios das fun¢des
obtidas com a variag¢do do pardmetro ¢ ndo sdo o mesmo conjunto, ja que pela definigdo

da funcao logaritmica (x — ¢) > 0. Exemplificamos esta situacao:

Exemplo 4.18. Na figura [34] estdo representados os graficos das fungdes f : R* — R
f(x) = logyx, g(x) = loga(x — 3) com x — 3 > 0 e da fungdo h definida por h(x) = h(x) =
logo(x +1) onde x +1 > 0.

Tabela 18 — Representagdo algébrica das transla¢des horizontais.

Fungdo h) Ji63) ()

Representacdo algébrica | h(x) = loga(x +1) | f(x) = logrx | g(x) = logs(x — 3)
Transformacgao TH(f(x),-1) - TH(f(x),3)
Indicacdo gréafica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 35 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

8

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observamos que apés somar 1 ao x na fungdo f (obtendo &), vemos que seu gréfico
sofre uma translacdo horizontal para esquerda de uma unidade e ao subtrairmos 3, o

gréafico de f apresentard uma translagdo horizontal para direita de trés unidades.

4.5.3 Homotetia vertical na funcao logaritmica

Tomando o grafico da fungdo logaritmica f : R* — IR definida por f(x) = a.logyx,
vemos que ao variar o valor do coeficiente a2 obtemos uma nova fungdo f(x) = a;.log,x.
O grafico desta fungdo sofre uma homotetia vertical, isto é, o valor de f(x) aumenta

(para a; > a) ou reduz (para a; < a) quando tomado o mesmo x.

Exemplo 4.19. Vejamos a figura onde estdo representados os graficos da funcao
f :R* — R definida por f(x) = log,x, da funcdo g : R — R definida por g(x) = 2log,x e
da funcdo i : R — R definida por h(x) = %lo QX

Tabela 19 — Representacao algébrica das homotetias verticais.

Funcao h(x) f(x) g(x)
Representacdo algébrica | h(x) = %logzx f(x) =logox | g(x) = 2logrx

Transformacao HV ( f(x), %) - HV(f(x),2)

Indicagédo gréfica vermelho preto verde
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 36 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos perceber que ao multiplicarmos f por 2 (obtendo a fungédo g), o gréfico de
f sofrerd uma deformacao vertical dobrando os valores de f, e ao dividirmos f por 3

(obtendo a fungdo h), o gréfico apresentard uma deformacao vertical em contracao.

4.54 Homotetia horizontal na funcao logaritmica

Para analisar esta transformacdo sobre o grafico da fungdo logaritmica, tomemos
f:{x € R/a.x > 0} — R definida por f(x) = logya.x. Percebemos que ao variar o valor
do coeficiente 2 obtemos uma nova fungdo, onde o grafico desta pode ser visto como
uma homotetia horizontal sobre a func¢do f (contragdo para |a| > 1 ou dilatacdo para
0<lal <1).

Exemplo 4.20. Vejamos a figura [37], nela estdo representados os graficos das func¢oes

f(x) = logox, g(x) = log,5x e h(x) = log%x.

Tabela 20 — Representacao algébrica das homotetias horizontais.

Funcéo 163 @) 6
Representacdo algébrica | h(x) = logzéx f(x) =logox | g(x) = logx5x

Transformacao HH ( f(x), % ) - HH(f(x),5)

Indicagédo gréfica vermelho preto verde
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 37 — Representacédo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

L

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 4.6. Toda funcdo da forma f(x) = b(log,(ax +c)) +d, coma # 0 e b # 0, pode
ser obtida da fungdo g(x) = log,,x por meio das transformacées TV, TH ,HV e HH; onde

m é um nimero natural positivo.

Demonstragdo. Seja f(x) = b.(log, (ax + c)) + d (fungdo logaritmica geral), coma # O e
b # 0, vemos que a fungdo f pode ser transformada na funcdo g(x) = log,, x com a

sequeéncia de operacdes seguinte:
o F(x) = b.(logn (ax+0))+d
o fi(t) = TV (F), ~d) = b.logy (ax + )
. H(x) = HV(fl(x),%) = log (ax + )
o f3(x) = TH(fa(x), —c) = logm ax
o fity) = HH (£, 1) = logy x = g0

Reciprocamente pode-se transformar g(x) = log,, x na fungdo f(x) = b.(log,, (ax+c))+d
utilizando a sequéncia de operacdes anteriores no sentido contrario:

e g(x) =logm x

21(x) = HH (g(x),a) = logm x

(x) = TH(g1(x),c) = log, (ax +c)
23(x) = HV (g2(x),b) = b. (logy (ax +¢))

24(x) = TV (g53(x),d) = b.(logm (ax +¢c))+d = f(x)
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O

Um fato que merece destaque , no caso da fungdo logaritmica, é que a transformagéao
de homotetia horizontal é equivalente a transformacao translacdo vertical, como pode-

mos ver a seguir:

HH(g(x),a)=In ax=Ina+In x=TV(In x,In A)

4.6 Funcoes trigonométricas

Nesta se¢cdo nosso foco estd direcionado as fungdes trigonométricas: seno, cos-
seno, tangente, secante, cossecante e cotangente. Apresentaremos suas defini¢des,
representacdes graficas, periodos e suas transformacdes. E interessante notar que estas
fungdes apresentam a propriedade de serem periddicas; esta particularidade as tornam
extremamente Uteis para modelar situagdes ciclicas, como o movimento das marés,
posi¢des dos astros, ondas sonoras ou batimentos cardiacos.

A fim de apresentarmos as defini¢des das fungdes trigonométricas seno e cosseno,

serd preciso definir preliminarmente o circulo trigonométrico e fun¢do de Euler.

Defini¢do 4.7. A circunferéncia unitaria C é aquela que possui raio 1 e centro na origem

de IR?, a qual também podemos denotar por

C={xy) eREx*+y*=1}:

Figura 38 — Circunferéncia unitéria

e

Defini¢ao 4.8. Fungdo de Euler E : R — C é a aplicacdo que faz corresponder a cada
nuamero real t o ponto E(t) = (cost; sent) da circunferéncia unitaria. Note que:
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e E(0) =(1,0).

e Set > ( percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1;0), um caminho
de comprimento ¢, sempre andando no sentido positivo (anti-horério, que nos leva
de (1;0) a (0; 1) pelo caminho mais curto sobre C). O ponto final do caminho sera
chamado E(?).

e Set < 0, E(t) serd a extremidade final de um caminho sobre C, de comprimento
|t], que parte do ponto (1;0) e percorre C sempre no sentido negativo (horéario).

Costumeiramente a fim de facilitar o entendimento da funcdo de Euler, é feita a
analogia de um fio (a reta real) sendo enrolado em um carretel (circunferéncia unitéria),

de forma que o zero da reta real fique posicionada sobre o ponto (1;0).

Figura 39 — Funcédo de Euler

Yi ’ R
E(t) = (z,y)

(z,y) = T~ ¢

Q
~~
-~

Podemos, enfim, definir as fungdes trigonométricas.

Definic¢ao 4.9. As fungdes sen : R — R e cos : R — R sdo chamadas de seno e cosseno
respectivamente, e sdo definidas pondo-se pra cada t € R:

E(t) = (cost, sent).

Isto é, a funcdo cosseno é a abscissa da imagem de t na fungdo de Euler (x = cost), e

a fungdo seno é a ordenada da imagem de t desta mesma funcéo (y = sent).

As funges trigonométricas tangente, cotangente, secante e cossecante sdo derivadas

3 senx cosx
das fung¢des seno e cosseno de forma que fgx = —— , cotgx = ——, secx = —— e
cosx senx cosx

1 . s
cossecx = ——. Convém lembrar que como estas fungdes sdo definidas utilizando
senx
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quocientes, os valores para os quais seus denominadores sdo iguais a 0 ndo fazem parte
do dominio desta funcdo. A seguir, vemos os gréficos das fungdes trigonométricas
abordadas.

Figura 40 — Gréafico da fungdo f(x) = Figura 41 — Gréafico da func¢do f(x) =
senx cosx

Figura 42 — Grafico da fungdo f(x) = . i 3
tgx Figura 43 — Grafico da funcdo f(x) =
secx

AR

Figura 44 — Grafico da fungdo f(x) = Figura 45 — Grafico da fungdo f(x) =
cosecx cotgx

J UV UL

A

Convém apresentar neste momento a definicdo de fungdo periddica, caracteristica

compartilhada por todas fungdes trigonométricas aqui abordadas.

Defini¢dao 4.10. Uma funcdo f é dita periddica se existir um ntmero real p # 0 tal
que, quando x estiver no dominio de f, entdo x + p também estard no dominio de f
e f(x +p) = f(x), em que o menor nimero real positivo p, tal que f(x +p) = f(x) é
chamado de periodo de f.
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Podemos visualizar nos graficos das fungdes trigonométricas nas figuras 41, 42,
43, 44, 45 e 46 o comportamento ciclico destas fungdes, de modo que f(x) = senx,
fx)

f(x) = tgx e f(x) = cotgx apresentam 1 como periodo. Podemos atestar este fato

cosx, f(x) = secx e f(x) = cossecx possem periodo igual a 27, e as fungdes

utilizando as expressdes do:

e Seja k € Z temos que sen(x + 2km) = senx.cos2km + sen2km.cosx = senx.1 + 0.cosx =
senx, ja que o cos(2km) = 1 e sen(2kmt) = 0. Vale notar que quando definimos o
periodo de uma fungéo, fica convencionado que este seria o menor valor positivo

possivel. Assim, nesse caso, o periodo é 27, que obtemos quando k = 1.

e Paratodo k € Z observamos que o cos(x +2krt) = cos(x).cos(2km) —sen(x).sen(2km) =
cos(x).1 — sen(x).0 = cos(x).

e Partindo da definicdo de f(x) = secx = %(x) podemos ver, sem dificuldade, que

seu periodo é idéntico ao da fungédo f(x) = cosx.

1
e Analogamente, temos que f(x) = cossecx = sen(@) possui periodo 27 tal qual a

funcédo f(x) = senx.

tgx+tgkm  tgx+0

e Dado k inteiro, temos que tg(x + K.r) = = tgx; logo o

1-tgxtgkm  1—tgx.0
periodo da fungédo tangente é .

1
e Como a fungao f(x) = cotgx = tg_x' vemos que seu periodo também é 7t, como na

funcdo tangente.

Como as fungdes trigonométricas apresentam muita similaridade entre si, iremos
fundamentar as transformagdes apenas na funcdo seno, pois o mesmo resultado ex-

presso no teorema a seguir pode ser obtido de maneira andloga para as demais.

4.6.1 Translacao vertical nas fun¢des trigonométricas

Vejamos que para o caso do gréfico da fungdo trigonométrica f : R — IR, definida
por f(x) = tgx +c, ao proceder variagdes no pardmetro c, de forma que tenhamos agora
um ¢; = ¢ + K, para um k > 0. O gréfico desta nova funcdo (fi(x) = tgx + c;) serd a
translagdo vertical de K unidades em relacdo ao grafico da fung¢do original no mesmo
sentido do eixo das ordenadas e, caso o c; = c—K, paraum k > 0, essa translagdo se dard
no sentido oposto ao mesmo eixo. Visualizaremos esta situacdo por meio do seguinte
exemplo:

Exemplo 4.21. Na figura [46| estdo representados os graficos da fungdo f : R —» R
definida por f(x) = tgx, da fun¢do g : R — IR definida porg(x) = tgx +2 e da funcédo
h: R — R definida por h(x) = tgx - 3.
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Tabela 21 — Representagdo algébrica das translagoes verticais.

Fungao h@) f0) ()
Representacdo algébrica | h(x) =tgx — 3 | f(x) =tgx | g(x) =tgx + 2
Transformacao TV(f(x),=3) - TV(f(x),2)
Indicagdo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 46 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

e . /';
i z/ |
{ / . |/ I

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.6.2 Translacao horizontal nas func¢oes trigonométricas

Vejamos que a translagdo horizontal no gréfico da funcéo trigonométrica f : R — R
definida por f(x) = sen(x+c), pode ser observada ao realizar modificagdes no parametro
¢, de modo que se utilizarmos um c¢; = ¢+ K, com um k > 0, o grafico desta nova fungdo
(f1(x) = sen(x + c1)) serd uma translacdo de K unidades em relacdo ao grafico da funcéo
de origem na mesma direcdo mas com sentido oposto ao eixo das abcissas e caso o
¢p =c¢— K, com k > 0, essa translacdo terd mesma direcdo e sentido a este mesmo eixo.

O exemplo seguinte nos proporcionard uma visualiza¢do mais clara:

Exemplo 4.22. Na figura [47| estdo representados os graficos da fungdo f : R — R
definida por f(x) = senx, da funcdo g : R — R definida porg(x) = sen(x — 3) e da fungdo
h: R — R definida por h(x) = sen(x + 2).
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Tabela 22 — Representacdo algébrica das translagdes horizontais.

Fungao h) 5 ()
Representacdo algébrica | h(x) = sen(x +2) | f(x) = senx | g(x) = sen(x — 3)
Transformacao TH(f(x),-2) - TH(f(x),3)
Indicagdo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 47 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.6.3 Homotetia vertical nas fun¢des trigonométricas

Seja o grafico da fungdo trigonométrica f : R — R definida por f(x) = a.senx, vemos
que ao variar o valor do coeficiente 4, obtendo uma nova fungao f(x) = a;.senx o grafico

da funcdo sofre uma homotetia vertical.

Exemplo 4.23. Para visualizar esta transformagdo faremos uso da func¢do cosseno.
Vejamos a figura[d8} onde estao representados os graficos da fungdo f : R — R definida
por f(x) = cosx, da funcdo g : R — R definida por g(x) = 3.cosx e da funcdo 7 : R = R

1
definida por h(x) = 5 -COSX.
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Tabela 23 — Representacdo algébrica das homotetias verticais.

Fungao h) f0x) ()

Representacdo algébrica | h(x) = %.cosx f(x) = cosx | g(x) = 3.cosx

Transformacio HV ( £(2), %) ; HV(f(x),3)

Indicagédo gréfica vermelho preto verde
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 48 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.6.4 Homotetia horizontal nas func¢oes trigonométricas

Para analisar esta transformacao sobre o gréfico da fungao trigonométrica f : R —
R, definida por f(x) = senb.x, vemos que ao variar o valor do coeficiente b para um
b, conseguimos uma nova fungdo, onde o gréfico desta pode ser visto como uma
homotetia horizontal (contragdo para |b| > 1 ou uma dilatagdo para 0 < |b| < 1).

Exemplo 4.24. Vejamos a figura [49) nela estdo representados os graficos da fungdo
f 1R — R definida por f(x) = secx, da fun¢do g : R — IR definida por g(x) = sec3x e da

funcdo h : R — R definida por h(x) = sec (%x)
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Tabela 24 — Representacédo algébrica das homotetias horizontais.

Funcgao

h(x) f() g)

Representacdo algébrica | h(x) = sec (%x) f(x) =secx | g(x) = sec3x

Transformacao HH ( f(x), % ) - HH(f(x),3)

Indicagédo gréfica vermelho preto verde

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 49 — Representacdo gréfica das fungdes f(x), g(x) e h(x)

S

1
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Vemos que, pela definicdo da funcdo secante, que a deformacao vertical ocorre de

forma contrdria as demais, quando o k > 1 o grafico apresenta uma compressdo e

quando 0 < k < 1 ocorre uma expansao.

Como as fungdes trigonométricas apresentam muita similaridade entre si, iremos

fundamentar a transformagao apenas da fungao seno, pois o mesmo resultado expresso

no teorema a seguir pode ser obtido de maneira andloga para as demais.

Teorema 4.7. Toda funcdo da forma f(x) = b.(sen (ax +c) +d), coma # 0 e b # 0 pode

ser obtida da fungdo g(x)

= sen x por meios das transformacgées TV, HV, TH e HH.

Demonstragdo. Seja f(x) = b.sen (ax +c)+d, coma # 0eb # 0 vemos que é possivel

transformar na funcdo g(x) = sen x com a sequéncia de operagdes a seguir:

o f(x)="b.(sen (ax+c)+d)
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o fi(x) =TV (f(x),—d) =b.sen (ax+c)
o fr(x)=HV (fl(x), %) =sen (ax+c)

o f3(x) = TH(f(x), —c) = sen (ax)

o fit0) = HH (A0, 1) = sen (9 = g0

Fazendo a reciproca; é possivel transformar g(x) = sen (x) na funcdo f(x) = b.sen (ax +

c) + d basta refazer a sequéncia dos passos anteriores no sentido inverso:

o () =sen (x)

21(x) = HH (g(x),a) = sen (ax)

g2(x) = TH(g1(x),c) = sen (ax +c)

23(x) = HV (g2(x), b) = b.sen (ax + c)

24(x) =TV (g3(x),d) = b.sen (ax +c)+d = f(x)



5 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo das transformagdes graficas: homotetias e translagdes pode ser uma fer-
ramenta muito ttil para a compreensdo do conceito matematico de fungédo, por elas
serem capazes de estabelecer uma relacdo entre as classes de func¢des, diferente do que
muitas vezes ocorre no ambiente escolar onde as classes de fungdes sdo tratadas de
forma isolada.

Objetivando praticidade no estudo das transformacdes graficas, de modo a contor-
nar dificuldades que surgem no exercicio do aprendizado de conceitos e comporta-
mentos graficos de fungdes, fizemos uso do Geogebra como ferramenta educacional,
utilizando-o na construgdo de todos os graficos mas, principalmente, na exposigdo de
um breve tutorial para aplicagdo das transformag¢des com uma linguagem acessivel
inclusive aos alunos.

Acreditamos que os contetdos tratados neste trabalho possam contribuir de ma-
neira significativa para que o ensino de fun¢des na educacdo bésica possa ocorrer de

forma mais instigante e agradavel, auxiliando a &rdua missdo do matematico educador.
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APENDICE A - BREVE TUTORIAL SOBRE TRANSFORMACOES GRAFICAS
EM FUNCOES UTILIZANDO O SOFTWARE GEOGEBRA

Este apéndice pretende oferecer sucintas informag¢des com objetivo de proporcionar
ao professor ou aluno a realiza¢do de todas as transformacdes tratadas neste trabalho
utilizando o software geogebra, esta exposi¢do ocorrera no formato de tépicos ordena-

dos.

1. Inicialmente deveré ser instalado o geogebra no computador, que pode ser obtido
de forma gratuita acessando o site http;/www.geogebra.org/download, observe que existe
uma link de download para cada sistema operacional.

2. Abra o geogebra, ao realizar esta tarefa serd visualizado a pégina inicial deste
programa onde se encontram o campo de entrada e as janelas algébrica e grafica.

3. O préximo passo serd digitar os parametros ( ou coeficientes) das fungdes, isto
pode ser feito inserindo uma letra no campo de entrada ( por exemplo a letra “a”)
e clicar no botdo “enter”, serd mostrado pelo programa se ha o desejo de criar um
controle deslizante para esta letra que ( no nosso caso o “a”) que deve ser confirmado
clicando no botdo correspondente ou teclando no “enter”, realizado isto, serd mostrado
estes controles deslizantes na janela gréfica. Este processo deve se repetir até que sejam
criados os parametros suficientes.

Obs: Para as fungdes tratadas neste trabalho foram utilizados apenas 4 controles

i

deslizantes. Por exemplo pode ser utilizado o “a”para homotetia vertical, "b”para
homotetia horizontal, “c”para translagdo horizontal e “d”para translagdo vertical.
4. Em seguida iremos inserir as fun¢des que desejamos analisar inserindo na posi¢ao

dos coeficientes os mesmas letras utilizadas para criacdo dos controles deslizantes:

e Para funcdo afim deve ser digitado no campo de entrada:

f(x)=ax+x+d

e Para fungdo quadratica deve ser inserido no campo de entrada a expressao (Ob-
serve que escolhemos a forma canonica, se necessdrio busque na se¢do onde
abordamos a func¢do quadrética para saber a associacdo dos coeficientes nesta

forma de representagdo e a f(x) = a1x* + bix + ¢1):

gx)=ax(x+c)P+d
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e Para fungdo exponencial digitamos no campo de entrada:

h(x) = a2 +d

Obs: Note que ndo foi criado um controle deslizante para a base da fungdo
exponencial, neste exemplo escolhi o 2 que pode ser alterado por qualquer outro
numero real positivo. Esta inser¢do de um novo controle deslizante para a base
da funcdo exponencial pode ser realizada pelo leitor.

e Para a funcdo logaritmica insere-se a expressao:

ix)y=a+In(b*x+c)+d

e Estd listada a seguir como devem ser inseridas as fungdes trigonométricas:

seno:

j(x)=axsen(b*rx—c) +d
Cosseno:

j(x)=axcos(b*x—c)+d
tangente:

jx)=axtglb+x—-c)+d
cotangente:

j(x) =axcotglbrx—c)+d
secante:

j(x) =axsec(b+x—c)+d
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cossecante:

j(x) =a=cosec(b+x—c)+d

5. Deverdo estar expressos todas as representac¢des algébricas e graficas das fungdes
inseridas por meio das expressdes apresentadas no item anterior e as barras do conde
os parametros a,b,c e d que inicialmente possuem valor igual a 1.

6. Caso tenha inserido todos as fungées listadas mas deseje trabalhar em determi-
nado momento com uma ou um ntmero menor destas as demais podem ser ocultas
clicando botdo circular que fica a esquerda de sua representagdo algébrica na janela de
algebra.

7. Outro ponto se refere a configuracdo do controle deslizante que pode ser feita
com um duplo clique com a tecla esquerda do mouse, onde podem ser alterado por
exemplo o intervalo de variagdo do parametro.

E importante deixar claro que o software geogebra é capaz de realizar tarefas bem
mais sofisticadas do que a expressa neste simples tutorial mas acredito que este seja
suficiente para realizar as transformacdes expressas neste trabalho e auxiliar o professor

e aluno de matematica em sua prética educacional.



APENDICE B-ATIVIDADES SUGERIDAS

No decorrer deste trabalho pretendia aplicar algumas atividades em uma das turmas
de 1° ano na escola Tiradentes em Juazeiro do Norte, o qual leciono, e comparar os
resultados com as demais, como este aplicacdo ndo ocorreu apresento as seguintes
sugestoes de atividades que podem ser desenvolvidas. Deixando também um apelo
que o professor com sua criatividade elabore outros exercicios que busquem atingir
seus objetivos.

1. Insira as fungdes afim, quadratica, exponencial, logaritmica e seno(se desejar
trabalhe com outras fun¢des trigonométrica) no geogebra seguindo as instrugdes
o tutorial apresentado no apéndice A. Selecione cada fungédo para que fique visivel
uma por vez na janela gréfica altere livremente varia¢des nos coeficientes usando

o controle deslizante.

2. Tomemos inicialmente a fungdo afim. Utilizando o controle deslizante altere os

valores de de forma que o a seja igualale odiguala 0.

a) Qual o formato grafico observado?

b) Faca varia¢des apenas sobre o pardmetro a explique o que ocorre no gréfico
da fungao?

c) O que vocé observa quando o 2 assume valores positivos ou negativos?
d) Realizando variagdes sobre o pardmetro d expresse o que acontece?
e) E possivel notar alguma diferenga quando o d assume valores positivos ou

negativos?

3. Observe seguintes fung¢des f(x) = 2x, g(x) = —=3x+9 e h(x) = 8x + 2. Sem construir
seus graficos responda:

a) Identifique quais fung¢des sdo crescentes ou decrescentes?
b) Entre a funcgdo f(x) e g(x) qual possui maior inclinagao?

¢) Em que valores estas fungdes interceptam o eixo das ordenadas (y)?

4. Para um simples esbogo do gréfico da funcdo g(x) = 2x — 3 a partir do gréfico de

f(x) = 2x. Explicando em passos como vocé faria? E se fosse a partir da funcdo

f(x) =x?

5. Utilizando a fungdo quadratica expressa da forma Utilizando o controle deslizante

altere os valores de de formaqueoa=1c=0ed =0.
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a) Qual o formato gréfico observado?

b) Faga varia¢des apenas sobre o pardmetro a explique o que ocorre no gréfico
da fungao?

c) O que vocé observa quando o 2 assume valores positivos ou negativos?

d) Realizando variag¢des sobre o pardmetro c expresse o que acontece?

e) E possivel notar alguma diferenca quando o ¢ assume valores positivos ou
negativos?

f) Realizando varia¢des sobre o pardmetro d expresse o que acontece?

g) E possivel notar alguma diferenca quando o d assume valores positivos ou

negativos?

. Na funcdo quadrética escolha uma valor constante para cada parametro a,c e d
de modo que o a4 > 0. Quais sdo os intervalos de crescimento e decrescimento.
Ao realizar variagdes em a fazendo o uso de apenas ntimeros positivos estes
intervalos encontrados sao alterados? E ao variar o pardmetro a entre os niimero

negativos?

. Na fungdo quadratica escolha uma valor constante para cada parametro a,c e d.
Quais sdo os intervalos de crescimento e decrescimento. Ao realizar variagdes em

d estes intervalos encontrados sdo alterados? E ao variar o pardmetro c?

. Utilizando quadrética escolha uma valor constante para cada parametro a,c e d.
Observe a abscissa do vértice (X, ) e em seguida realize varia¢des individuais dos

coeficientes a,c e d. O X, sofre alteracdes em os parametros?

. Seja a fungdo f(x) = —3cos (2x — g) + 2 descreva o que ocorre ao fazer variagdes

em seus pardmetros como mostrado em cada passo abaixo até que consigamos a

fungdo f(x) = cosx.
f(x) = =3cos (Zx — g)
f(x) = =3cos (2x)
f(x) = 3cos (2x)
f(x) = cos (2x)
f(x) = cos (x)
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