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Resumo

Dada uma fungao f : Z C R — R definida em um intervalo nao degenerado da reta Z 3 gq.

O limite

i L@+ ) — fla)

h—0 h
é definido como a derivada da funcao f no ponto g e é denotado por f’(p). Este limite surge
naturalmente nas mais diversas Ciéncias: Fisica, Biologia, Quimica, Estatistica, dentre
muitas outras. Isto acontece pois em cada contexto a funcao f se apresenta com seu
significado especifico. Por exemplo, na Fisica a funcao f pode representar uma funcao
deslocamento e, neste caso, o limite representa a velocidade instantanea em ¢. Este
propoem-se a dissertar sobre trabalhar as aplicacoes da derivada no contexto das areas
economica e administrativa. Trataremos das duas principais aplicagoes que estao associ-

adas aos conceitos de marginalidade e elasticidade.

Palavras-chave: Diferenciabilidade, Marginalidade, Elasticidade.
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Abstract

Given an function f:Z C R — R defined on a non-degenerated interval line Z 3 g. The

limit
i L@+ ) — fla)
h—0 h

is defined as the derivative of the function f at the point ¢ and is denoted by f’(¢). This
limit arises naturally in various sciences: Physics, Biology, Chemistry, Statistics, among
many others. This is because in each context the function f presents with its specific
meaning. For example, in physics, the function f can represent a displacement function
and, in this case, the threshold is the instantaneous velocity ¢.This propose to speak
about the work applications derived in the context of economic and administrative areas.
We will treat the two primcipais applications that are associated with the concepts of
marginality and elasticity.

Keywords: Differentiability, marginality, Elasticity.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Um limite da forma

i £ %) = F(9)
T—q T —q

onde f : Z C R — R é uma funcao definida num intervalo Z da reta com ¢ € Z aparece na-
turalmente nas mais diversas Ciéncias, tais como: Fisica, Biologia, Economia, Estatistica,
Quimica e até mesmo Psicologia e Ciéncias Politicas. De maneira técnica, este limite

quando existe é denotado por f’(q) e é denominado a derivada da func¢do f no ponto q.

Na grande maioria dos livros de Célculo Diferencial e Integral, esse limite é traba-
lhado de forma mais técnica do que aplicada, apresentando sua definicao abstrata, suas
propriedades e resultados. Isto se deve ao fato que os livros sao produzidos para atenderem
os mais diversos cursos que necessitam do Calculo como pré-requisito. Mas, em cada
Ciéncia o limite acima esta inserido num contexto diferente, por exemplo, na Fisica ele
pode representar a velocidade instantanea de uma particula em movimento, na biologia
pode representar a taxa de envelhecimento de um ser vivo, e nas ciéncias enconomicas e
administrativa estd, associado a conceitos como o de marginal e elasticidade. Um outro
fator que soma para o tratamento mais técnico do que aplicado deste conceito em sala de

aula é que os professores tem uma formacao mais tedrica do que aplicada.

Especificamente na disciplina de Métodos Quantitativos (Céalculo Diferencial e In-

tegral 1) no curso de Economia da UEMS em Ponta Pora no ano de 2015, precisava



fazer a ponte entre os conceitos abstratos de Calculo com suas aplicacoes a Economia.
Assim tivemos que procurar outras bibliografias de Matematica aplicada a economia e

administracao e aprender conceitos nestes contextos.

Tomando esta experiéncia como motivacao, neste trabalho propomos tratar apenas
do tema Diferenciabilidade. Apresentamos seu conceito técnico e como aparecem suas
aplicacoes na Economia e Administracao. No capitulo 2 faremos uma revisao de Diferen-
ciabilidade e seus principais resultados. No capitulo 3, apresetaremos as duas principais
aplicacoes da Derivada em Economia e Administracao que estao associadas aos conceitos

de Marginalidade e Elasticidade.



Capitulo 2

FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo faremos uma revisao dos resultados basicos da teoria de diferencia-
bilidade para fungdes de uma variavel real. A teoria utilizada aqui pode ser encontrada

em [1, 2,3, 4,5, 8.

2.1 A Derivada de Uma Funcao Real

Seja Z um intervalo nao degenerado da reta, isto é, um subconjunto conexo de R
nao reduzido a um ponto. O intervalo Z pode ser aberto, fechado ou semi-fechado, finito

ou infinito.

Definicao 2.1 Uma funcao f : Z C R — R € continua num ponto q € I quando

lim f(x) = f(q).

r—rq

Se q é um ponto extremo do intervalo, o limite é o limite lateral respectivo. Por exemplo,
se T =a,b] e g =a ou q="0, denotamos, respectivamente
lim f(x) ou lim f(x).

z—at z—b—

Definicao 2.2 Seja f : Z C R — R uma funcao. Para todo q € Z, seja

o(r) =—"——= wz€I, x#q. (2.1)



Define-se a derivada de f no ponto q e denota-se por f'(q) o sequinte limite

f'(q) = lim (). (2.2)

Tr—q

Escrevendo h = x — q, ou x = q+ h, a derivada de f no ponto q torna-se o limite

flg+h)— f(q)
. .

f'(q) = lim

h—0
(i) Se f' é definida em q, diz-se que f € derivavel nesse ponto.

(i1) Se f' é definida em todos os pontos de um conjunto E, tal que E C I, diz-se que f

¢ derivdvel em E.

(i) Se f € definida em um intervalo aberto (a,b) e se a < q < b, entdo f'(q) estd
definida, mas f'(a) e f'(b) ndo sio definidas.

2.2 Interpretacao Geométrica

Seja f : Z C R — R uma fungao continua em Z e assuma que f’(x) existe para todo
x € Z. Fixemos ¢ € Z. Para entender geometricamente o significado de f’(¢q), considere
o ponto A = (¢, f(q)) no plano zy e outro ponto qualquer B = (z, f(x)). Denotemos por

S a reta que passa por esses pontos.



Temos como coeficiente angular de S ”ag”é dado por

f(@) — fla)
xT—q

ag —

A medida que o ponto B se move em direcao a A ao longo da funcao, a reta secante
gira ao redor do ponto A e se aproxima de uma reta fixa em A. Essa resta fixa, é posi¢ao
limite das retas secantes quando B se aproxima de A, ou seja, x — ¢. Quando isso ocorre
temos que o coeficinte angular de S tende a f’(q), onde

T—q T —q

E essa reta fixa é a reta tangente T de equacao:



Isto mostra que, geometricamente a derivada de f no ponto g representa o coeficiente

angular da reta tangente ao grafico de f no ponto (g, (f(q)).

2.3 Alternativa Para a Definicao de Derivada em R

Se f:Z — R possui derivada num ponto ¢ € Z, temos que

lim flg+h)— f(q)

h—0 h

= f'(a).
O que é equivalente a dizer que

i [LOEW = I@) | ) = (0) = )

h—0 h h—0 ‘h‘ =0

Note que, definindo a funcao Ty (g : R = R por Ty (h) = f'(q) - h temos que, Ty
¢ uma transformacao linear. De fato, usando as propriedades distributiva, comutativa e

associativa dos niimeros reais, obtemos

Ty (hi 4+ ahg) = f'(q) - (ha + ahy) = f'(q)h1 + a(f'(q)h2)
= Tpg(h1) + aTyp (g (h2),
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para quaisquer a, hy, ho € R. Isto mostra que, se f é diferenciavel num ponto q € 7 existe
uma transformacao linear T4, : R — R tal que

lim |f(g+h) = flq) = T (h)|

h—0 |1 =0

Reciprocamente, supondo que exista uma transformacao linear 7' : R — R tal que

g+ R) = fa) = T()

B0 11| =0

Desde que T' é uma transformagao de R em R temos que T'(h) = ah para algum o € R.

Logo,
i @R — fla) —ah| _ f(q+h;—f(Q) N

h—0 |h| = flLlﬁO

O que implica que
g flaeth) = flo) _
h—0 h

Isto mostra que f é diferenciavel em ¢ e f'(q) = a.
O que foi exposto acima pode ser enunciado no seguinte resultado.

Teorema 1 Sejam Z CR,qeZ e f: 1 — R. Entao, f € diferencidvel no ponto q se, e

somente se, existe uma transformacao linear T : R — R tal que

i @+ 1) = fla) = T(h)]

h—0 |h’

=0.
No caso afirmativo, a transformacao T = f'(q) é a derivada de f no ponto q.

Observacao 2.1 O Teorema 1 € importantissimo quando vamos estender o conceito de
derivada para funcoes f: ) C R™ — R onde 2 é um conjunto aberto e n > 2. Note que

se tentarmos a usar definicdao

h—0

este quociente nao faz sentido em R™ com n > 2, pois, neste contexto h é um wvetor, e

nao faz sentido a divisao por h. Assim, uma alternativa para a definicao de derivada



para funcoes de mais de uma varidvel real € usar o Teorema 1 e definir a derivada neste
contexto da sequinte forma:
"Seja 0 C R™ um conjunto aberto, ¢ € QL e f : Q2 C R* — R. Dizemos que [ é

diferencidvel no ponto q quando existe uma transformacao linear T : R™ — R tal que

i @R = fla) =T(h)= _ 0
[ |2 ||Rn '

No caso afirmativo T = df (a) onde

df (q) = [ ofled ... 9f(@ (2.3)

oz OTn 1xn

Aqui %f—f representa a deriwada de f no ponto q em relacao a varidvel x;.

2.4 Funcao Resto

A existéncia da derivada de uma funcao f num ponto ¢ € Z nos mostra que
localmente em torno de ¢, a funcao f se exprime como um polindmio de grau < 1 mais
um resto que é "suficientemente pequeno”. De fato, seja f : Z C R — R, ¢ € Z, mas ¢
nao extremo de Z. Entao, existe € > 0 tal que (¢ —¢,q+¢) € Z. Assim, estd bem definida

a "fungao resto” Ry () : (—¢,e) C Z — R dada por
Ryq(h) = fla+h) = flag) — f'(q) - h. (2.4)
Note que, da defini¢ao de R4 podemos escrever

fla+h)= @ + w ‘h+ Ry (h)

constante constante

Ou seja, nas proximidades de ¢ a funcao f se comporta como uma funcao de grau < 1.
Além disso, de (2.4) dividindo ambos os lados por h e tomando o limite quando h — 0,

obtemos

— f'(9) = f'(q) = f'(qg) = 0.

. flg+h)— f(q)
h

h—0 h h—0
o que mostra que a ”funcao resto” Ry, tende para zero muito mais rapido do que h. O

que confirma o que foi afirmado no incio desta secao.



2.5 Propriedades Basicas

Nesta secao estabeleceremos as propriedades mais basicas para a derivada num
ponto. Primeiramente, mostraremos que nao existe a derivada num ponto onde a funcgao

é descontinua.

Teorema 2 Seja f definida em Z. Se f é derivdvel em um ponto q € I, entdo f €

continua em q.

Demonstracao: Para provar que f é continua no ponto ¢, mostraremos que f(q) e
lim,_,, f(x) existe e lim,_,, f(z) = f(¢). Com efeito, Por hipdtese, f é derivavel em g,

entdo f(q) precisa existir, pois caso contrario

PG 0)

T—q T —q

nao teria sentido, logo f(q) existe. Considerando

lim[f () — f(q)]

Tr—q

temos
tim{f(2) - 7] = 1m0 § o)
Entao

lim f(x) = lm[f(z)— f(q) + f(¢)] = lim[f(z) — f(q)] + lim f(q)

Tr—q r—q r—q r—q

= 0+1im f(q) = f(g).

Isto implica que

lim f(z) = f(q).

r—q

Portanto f é continua em ¢. [



Observagao 2.2 A reciproca ndao € verdadeira. Basta considerar a funcao f(x) = |z|. E
fdcil ver que f € continua em 0 mas nao existe o limite

lim |x—|
z—0 I

Assim, a contra-reciproca deste teorema nos garante que, se f for descontinua num

ponto ¢ entao f nao é derivavel em gq.

Definigcao 2.3 Seja f definida em Z. Se f é descontinua em um ponto q € T e se
lim, .+ f(z) elim,_,, f(x) existem, sendo limite de f a direita e a esquerda, respctiva-
mente, diz que [ tem um descontinuidade simples ou descontinuidade de primeira espécie
em q. Caso contrario diz que a descontinuidade € de sequnda espécie. Existem dois tipos

de descontinuidade simples:

(1) lim .+ f(x) # lim,_,,~ f(x), neste caso o valor de f(q) nao importa.
(i) limg g+ f(2) = lim, - f(z) # f(q)

Teorema 3 Sejam f,g:Z — R derivdveis no ponto q € Z. Entao f+gq, f-g e i (com
g
9(q) # 0) sdo derivdveis em q, e

(i) (f+9)(q) = f'(q)+9(q)
(ii) (f-9)(q) = f'(q)-g9(q) + f(q) - g'(q)
flq)- g

f! )
(Y @) 9(a) — fa)
i (5) 0= oD

+

Demonstragio:
(i) Seja h = f + g, temos que
hz) —h(q) = [f(z)+g(@)] - [f(@) +9(0)] = f(z) +9(x) — fa) — 9(q)
= fl@) = fla) +9(x) — g(q)

Dividindo a expressao por x — ¢

h(x) — h(q) f(x) = f(q) N g(r) = g(q)
r—q r—q r—q

10



e aplicando o limite com x — ¢, obtemos

Logo

(ii) Seja h = f - g, temos

h(z) —h(q) = f(z)-g(z)— f(a) 9(q)

Dividindo a expressao por x — ¢
h(z) — h(q) f(@)-lg(@) —g(a)] | 9(a) - [f(x) — f(q)]

= +
T —q T —q T —q

e aplicando o limite com x — ¢, temos

im M) =a) e F@)g(@) —9(@] | 9(0) (@) = fla]

x—q r—q T—rq r—q r—rq r—q

Logo
W(q) = f(q) gla)+ fla)-d'(q)

(iii) Seja h = f e seguindo o mesmo raciocinio dos itens (i) e (ii), temos
9

h(z) —h(q) = o g))_f() () (CI) g()

11



Isto implica que

hz) —hlg) _ 1 {f(x) 9(@) — fla)-g(x)  [fx)-g(z) - f(x)-g(q)
T —q 9(x) - 9(q) T—q T —q
Aplicando o limite com = — ¢ obtemos
L h(x) ~ h(g)

z—q T —q

ﬁm—i_{mﬂﬂﬂﬂ#@ﬂ®
=g g(x) - g(q) |=—a r—q rares v —q

Logo

O

Exemplo 2.1 A derivada de qualquer constante é zero. Se f(x) = x para todo x, temos

que f'(x) = 1 e aplicando diretamente os itens (ii) e (iii) podemos mostrar que x" €

diferencidvel, e que sua derivada é nz™ ! para todo inteiro n. Sen < 0 devemos restringir

x # 0. Potanto todo polinomio e funcdo racional € derivavel, exceto em pontos em que

seu denominador se anula.

Teorema 4 (Regra da cadeia) Sejam f : Z - R, g: J —- R, f(Z) C J, q € I,

p=f(q) € J. Se existem f'(q) e ¢'(p) entdo gof : T — R € derivdvel no ponto q e

(gof)'(a) = d'(p) - f'(q).

Demonstragao: Pela definicao de derivada, temos que

Ry (h
Ry (k
glp+k)=gp)+ 9P - k+ Ryp(k), com ]13%—9 (Z}( ) —0.

Tomando k = f(q+ h) — f(q), temos

k= flg+h)—flq)=f(q) - h+ Rp(h)

12



Note que, f(¢+h)=p+ke

(gof)(g+h) = glf(a+n)]=glp+k=g(p)+g P k+ Ryp(k)
+4(p) - [f'(@) - b+ Rypq(h)] + Ry ) (F)
+9'®) - (@) h+g' ) Rpg(h) + Ry (k)
0) +9'(f(@) - (@) - h+[d'(p) - Rpq)(h) + Ry (k)]
= gof(q) +d(f(@)- f'(q)-h+ R(h)
onde R(h) = ¢'(p) - Ry (h) + Ry(py(k) com limy, o &8 = 0. Portanto, gof ¢ derivével

h
em q e (gof)(q) = ¢ (f(q))- f'(q). Para o calculo do limite limy,_,o ) ysamos que h — 0

h
implica k = f(¢+ h) — f(q) — 0.
U

Il
o
—
—

Coroldrio 1 (Derivada da fungao inversa) Seja f : Z C R — J C R uma fungdo

que possui inversa g = f~1: J — I. Suponha que f € derivdvel num ponto q €T e g é

continua num ponto p = f(q), entao, g € derivdvel no ponto p se, e somente se, f'(q) # 0.
1

No caso afirmativo, ¢'(p) = Ok

Demonstracao: Suponha que f'(¢) # 0. Usando que g é continua em p temos que

lim,, g(y) = g(p). Logo,

i W —9) 9 —a [f(g(y)) - f(q)] _ 1
v Y =P vor fl9(y) =fla)  wor L 9(y) =4 f'(a)
g=f"

_1
(@)
Reciprocamente, suponha que g é derivavel em p. Pela definicao de funcao composta

Isto mostra que ¢'(p) existe e ¢'(p) =

e usando que g é inversa de f, temos que
gof = 1Idz.
Agora pela regra da cadeia, Teorema 4, temos que
g'(p) - flla)=1.

Portanto, f'(q) # 0 ¢ ¢'(p) = f5-
0

13



2.6 Resultados em Intervalos Z = [a, }]

Definicao 2.4 Dizemos que f tem um mdzimo local, (ou minimo local) em q € T se

existe 0 > 0 tal que f(q) < f(z) (ou f(q) > f(x)) para todo x € TN (q— d,q+9).

Teorema 5 (Rolle) Seja f definida em T = [a,b], se f tem um mdzimo local em q €

(a,b) e se f'(q) existir entao f'(q) = 0.

Demonstragao:
Como (a,b) ¢ um intervalo aberto e f tem um mdaximo local em ¢ é possivel obter § > 0
tal que

flqg) > f(x) paratodo z€ (¢g—4d,q+9)CT.

Se ¢ — 0 < x < q, entao

f(@) — fl9)

>0
r—4q
e fazendo x — ¢~
i SO =@
T—q~ r—q
Por outro lado, se, ¢ < x < g + §, entao
[0 - )
r—q
e fazendo x — ¢
i T =@
z—qt T —q
Como f'(q) existe, devemos ter
i L@ = f@) @)~ fa)
T—q~ T —q x—qt T —q

o que implica f’(¢q) = 0.

Para o minimo local é analogo. [

Teorema 6 (Teorema do valor médio generalizado) Se f e g sao fungoes reais con-

tinuas em I = |a,b] e derivdaveis em (a,b), existe um ponto x € (a,b) tal que:

[f(b) = fla)l.g'(z) = [9(b) — g(a)].f'(x)
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Demonstracgao:

Seja h uma funcdo continua em [a, b] e derivavel em (a, b) tal que

h(t) = [f(0) = f(a)l.g(t) = [g(b) —g(a)].f(t)  (a <t <D)

W) = [f() = f@)]g(t)+[f(b) — fa)].g'(t)
—{lg(0) = g(a)]". £ (t) + [9(b) — g(a)]. /' (1)}
= 0.9(t) + [£(b) = fla)].g'(t) = {0.f(t) + [9(b) — g(a)]. /(1) }
= [f(0) = fla)l.g'(t) = [9(b) — g(a)].F'(%).

Como

temos h(a) = h(b). Resta mostrar que h'(z) = 0 para algum z € (a,b). Com efeito
e Se h é uma constante entao h'(z) = 0 para todo z € (a, b).

e Se h(t) > h(a) (funcdo crescente) para algum ¢ € (a,b) e x € [a,b] o ponto no qual

h atinge o maximo e pelo Teorema 5 segue que h'(x) = 0.

Portanto
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Teorema 7 (Teorema do valor médio) Se f € uma fun¢ao real continua em I = [a, b]
e derivdvel em (a,b), existe um ponto x € (a,b) tal que

£0) = fla)

floy =221

Demonstragao:

Seja h uma fungao continua em [a, b] e derivavel em (a,b) tal que

h(t) = h(t) = [f(b) = f(a)lt = (b —a).f(1)  (a<t<D)

temos
W(t) =08+ [f(b) — f(a)] = {0.f(t) + (b —a).f'(1)}
= f(b) = f(a) = (b—a).f'(t).
Como
h(a) = [f(b) — f(a)l.a = (b—a).f(a)
=a.f(b) —a.f(a) —b.f(a) + a.f(a)
= a.f(b) —b.f(a)

h(b) = [f(b) = f(a)].b — (b —a).f(b)
— f(b).b— f(a).b—b.f(b) + a.f(b)
= a.f(b) = b.f(a)

temos h(a) = h(b).

Agora resta mostrar que h'(x) = 0 para algum x € (a,b). Com efeito
e Se h é uma constante entao h'(z) = 0 para todo = € (a,b).

e Se h(t) > h(a) (fungao crescente) para algum ¢ € (a,b) e x € [a,b] o ponto no qual

h atinge o maximo e pelo Teorema 5 tem-se que h'(z) = 0.
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Portanto
(b—a).f'(z) = f(b) — f(a).
]
Teorema 8 Suponhamos que f € derivdvel em (a,b).
(i) Se f'(x) > 0 para todo x € (a,b), f € mondtona crescente.
(ii) Se f'(z) =0 para todo x € (a,b), f é constante.
(1ii) Se f'(x) <0 para todo x € (a,b), f € mondtona decrescente.
Demonstracgao:

(i) Considerando z1,z5 € (a,b), tal que z7 < x9. Querermos mostrar que f(xg) >

f(z1). Com efeito, aplicando o Teorema 7, temos

f@2) = fx1) = f'() (w2 — 1)

para z € (a,b). Como xo—x1 > 0 e por hipétese f'(x) > 0 segue que f(xe)— f(z1) >

0, logo f(z2) > f(x1). Portanto f é monétona crescente.

(ii) Vamos supor que f é uma fungao nao constante. Considerando z1,xs € (a,b) com

x1 < Tg, tal que f(x1) # f(z2). Aplicando o Teorema 7, temos

f(@2) = fz1) = f(2).(22 — 21).

Como por hipétese f/'(x) = 0 para x € (a,b), segue f(x2) = f(x1). O que é um ab-

surdo, pois supomos que f(x1) # f(x2). Logo f é constante em todo intervalo (a, b).

(iii) Considerando x1,z5 € (a,b), tal que x1 < 3. Querermos mostrar que f(zg) <

f(z1). Com efeito, aplicando o Teorema 7, temos

fw2) = f(o1) = f(w).(22 — 11)
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parax € (a,b). Como xg—x1 > 0 e por hipétese f'(x) < 0 segue que f(x2)— f(x1) <

0, logo f(z2) < f(z1). Portanto f é monétona decrescente.

O

Teorema 9 (Teorema do valor intermediario) Se f ¢ uma fungao real derivdvel em

Z =[a,b] e f'(a) < XA < f'(b), entao existe um ponto x € (a,b) tal que f'(x) = A.

Demonstracgao:
a-+b

Seja ¢ = . Para a <t < ¢, definimos a(t) = a e f(t) = 2.t —a. Parac <t < b,

definimos a(t) = 2.t — b e B(t) = b, assim temos a < «a(t) < B(t) < b em (a,b). Seja

f(B(1) — fla(t)
p(t) — a(t)

g é continua em (a,b), g(t) — f'(a), quando t — a, g(t) — f'(b) quando ¢t — b, logo

g(t) =

(a <t<b)

existe ty € (a,b) que g(ty) = A. Pelo Teorema 7 exite x tal que a(ty) < = < [B(to) e
f'(z) = g(to). Portanto f'(z) = A. O

Como aplicagao do Teorema do Valor Médio, podemos caracterizar as fungoes uni-

formementes derivaveis.

Definicao 2.5 Dizemos que f : L — R € uniformemente derivdvel no intervalo I quando

f for derivavel em T e, além disso, para cada € > 0 dado for possivem obter € > 0 tal que

fle+h) - f(x)
h

0<|hl<0= —fl(z)|<e se z€Z,xz+hel.

Quando a funcao f : Z — R possui derivada em todos os pontos do intervalo Z,
considera-se a fungao derivada f’ : Z — R, que associa a cada = € Z a derivada f'(x).
Quando f’ é continua, diz-se que f é uma funcao continuamente derivavel no intervalo Z,

ou ainda que a funcao f é de classe C*.

Teorema 10 Uma func¢ao f : [a,b] — R € uniformemente derivdvel se, e somente se, é

de classe C.
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Demonstracgao:
Por hipétese f é uniformemente derivavel. Queremos provar que f’ é uniformemente
continua em [a,b]. Com efeito, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que 0 < |h| < d e x € Z,

x + h € Z implica

LU - @] - o) < 5 (25)
@) = )= | <5 (26)
(2.6) pode ser escrito como
) - J@] - fat )| < 5

Comparando com (2.5), temos:

[f'(z+h) = f(@)]| <e

para qualquer z € Z, x + h € Z, com 0 < |h| < §. Logo f’ é uniformemente continua.
Vamos supor agora que f € C!, isto é, que f : [a,b] — R seja uniformemente continua.

Entao, dado € > 0 tal que

ly—al <6 = |f'(y) - f(@)] <e.

Ora,

onde |z — y| < |h|. Portanto

h| <0 = [f(x+h) = f(z) = f'(x)-hl = [F'(y)-h = f'(2).h] = |f'(y) = F'(@)].[n] < e.]h].

Logo f é uniformemente derivavel.
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2.7 Regra de L’Hospital

Teorema 11 Seja f e g fungoes reais e derivdveis em (a,b) e ¢'(x) # 0 para todo x €

/
(a,b), em que —0o < a < b < +00. Suponhamos que lim,_,, i;g; = A. Selim,_,, f(z) =
. B . B - flx) _
0 e lim, ., g(x) =0 ou lim,_,, g(z) = 400 entdo lim,_, M = A.

Demonstracgao:

Vejamos primeiramente o caso em que —oo < A < +00. Tomando para lim,_,, g(z) = 0.

!/
x
Considerando ¢,  nimeros reais tal que A < r < ¢. Por lim,_,, % = A existe um
g (x
ponto ¢ € (a,b) tal que se a < = < ¢, entdo
!
x
f/( ) <.
g'(x)

Se a < x <y < ¢, o Teorema 6, mostra que existe ¢ € (z,y) tal que

fl@) = fly) _ f®)
9(r) — g(y) g'(t)

<. (2.7)

Fazendo x — a,

T—a

(@)= fy)\ | lme, f(z) = lim,, f(y)
o ( )  limg e g(z) — limgq g(y)

tomando lim,_,, f(z) = 0 e lim,_,, g(z) = 0, temos

f()

@§r<q (a <y <c). (2.8)

Agora tomando lim, ,, g(x) = 4+00. Mantendo y fixo em (2.7) podemos escolher

c1 € (a,y) tal que g(z) > g(y) e g(x) > 0 e a < & < ¢;. Multiplicando (2.7) por
9(x) = 9(y)

@) em ambos os lados da desigualdade, segue
g(x

f(x) = fly) g(x) — g(y) g(z) — g(y)
y) gz ~ g(x)

—fly) _ gx) gy
9() g(z)  g(x)




Aplicando = — a em (2.9), lim,_,, g(x) = 400 mostra que existe ¢z € (a, ;) tal que

Lx) a<z<c
g(x)<q (a <z <c). (2.10)

Logo (2.8) e (2.10) mostram que qualquer que seja A < ¢, existe um ponto ¢y tal

f(z)

que <qgsea<x<co.
g(x)
Do mesmo modo, se —o0o < A < 400 e se p < A, podemos determinar c3 tal que
f(z)
p<——= (a<z<cy),
9(x)
x
e destas afirmacoes resulta lim,_,, y =A 0O
g(x

2.8 Derivada de Ordem Superior

Definicao 2.6 Se em um intervalo fechado, f tem derivada f' e se f' também € derivdvel,
indicamos a derivada de ' por f" e chamamos " de derivada sequnda de f. Desse modo,

obtemos as funcoes

sendo f™ chamada de n-ésima ou derivada de ordem n de f. Cada uma das derivadas é

a derwada da anterior.

2.8.1 Teorema de Taylor

Teorema 12 (Teorema de Taylor) Suponha f : [a,b] — R com n primeiras derivadas

continuas em [a,b] e que f")(x) existe para todo x € (a,b). Entdo existe € € (a,b) tal

que
f(b) = f(a)+ f'(a).(b—a) + %(ﬁ).(b —a)’+...
() (g (n+1)
i f n'( ).(b—a)"+ JEnTl(;)'(b_ a)" .
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Demonstracgao:

Seja I’ e G tal que

_ M,(b_x)(n—n N f(")(x),(b_x)n (2.11)

G(z) = (b(;f)g (2.12)

segue que F'(b) =0 e G(b) = 0. Derivando (2.11) e (2.12)

2.f"(x) J" (@)
9l

/() = —f'(@) + f'@) = f'@)0— ) + = 0 —2) = L2 - o) +
n— 1) FnD (4 (n) (4
L0 gy - L e

) s £G)
n. n.

(b— (b— )"

[(b— )™ (n + D! = (b—2)™ . [(n + D)
[(n+ 1)1]2

+1).(b— 2)".(n + 1)!

[(n +1)1J2

—(b— )"

= == (2.14)

Por (6), mostra que existe € € (a,b), tal que

F(b) — Fla) F'(e)

G(b) —G(a)  G'(e)

Como F'(b) =0 e G(b) = 0. Entao

Fla) = 26 ). (2.15)




Fazendo x = a em (2.12), e x = € em (2.13) e (2.14), obtemos

(b— )"
(n+ 1)

Substituindo em (2.15), temos

F'(e) = —m.(b —e)" e G'(e) = —l.(b —e)".

n! n

Gla) =

fm+n .
F(a) = n! - b= (- gyt
—l.(b _op S (n+1)!
B f+ () .onl (b—a)"!
B n! (b=e) (b—e) (n+1)!
(n+1)
_ —Jzn . 1()5!) (2.16)
Se x = a em (2.11), temos
F(@) = £0) - f(0) - fla).b—a)~ T - a - ..
(n—1)(q ™ (q
o= —f(n — (1!).(6 - a)("_l) _ n'( )(b —a)"
substituindo em (2.16)
: f"(a) 2 f"(a) Y O
10 = @) - faho—a) - E a2 - gy - PR

Sendo assim o resultado desejado

f(b) = f(a)+f’(a).(b—a)+%(ﬁ).(b—a)Q%-...—l-

2.9 Estudo do crescimento e decrescimento

Definigao 2.7 (Teste da derivada primeira para extremos relativos) Seja f uma
fungao continua em todos os pontos do intevalo aberto (a,b) contendo o numero ¢ e su-

ponha que f' exista em todos os pontos de (a,b), exceto possivelmente em c:

(i) Se f'(x) > 0 para todo v < c¢ e f'(x) < 0 para todo x > ¢, entdo f terd um valor

mdximo relativo em c.
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(i1) Se f'(x) < 0 para todo x < ¢ e f'(x) > 0 para todo v > ¢, entao f terd um valor

minimo relativo em c.

2.9.1 Concavidade e Pontos de Inflexao

Definigao 2.8 Seja uma fungao f derivdvel no intervalo (a,b). Entdo:
(i) f € concava para cima em (a,b) se f' é crescente em (a,b).
(ii) f € concava para baizo em (a,b) se f' é decrescente em (a,b).

Defini¢ao 2.9 (Ponto de inflexdao) Seja f uma fungao e c € (a,b). O ponto ¢ é um ponto

de inflexdo se f conter concavidades de nomes contrdrios em (a,c) e em (c,b).

Teorema 13 (Teste de Derivada Segunda) Seja uma fungdo f, no qual f"(c) =0 e
vamos supor que [’ exista para todos os valores de x em algum intervalo aberto contendo

c. Se f7(c) existe entao:
(i) Se f7(c) <0, entdo f tem um valor mdzimo relativo em c.
(i) Se f”(c) >0, entao f tem um valor minimo relativo em c.

Demonstragao:
Seja ¢ € (a,b). Por hipotese f7”(c) existe, assim

fla) =116 _

r—=cC

() = 0

para todo = # ¢ em (a,b).

(i) Temos f”(c) negativa. Se x € (a,c), entdo z < coux—c < 0, segue f'(x)— f'(c) > 0
ou, f'(x) > f'(c). Sex € (¢,b), entdo x > coux —c > 0, segue f'(z)— f'(c) < 0 ou,
f'(z) < f'(c). Como f'(c) =0 temos que f’(c) muda o sinal algébrico de positivo

para negatico, quando x cresce. Por (2.7), f tem um valor méximo relativo em c.
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(ii) Temos f”(c) positiva. Se x € (a,c), entdao z < couz—c < 0, segue f'(z)— f'(c) <0
ou, f'(z) < f'(c). Sex € (¢,b), entdo x > coux —c > 0, segue f'(z)— f'(c) > 0 ou,
f'(x) > f'(c). Como f’(¢) =0 temos que f'(c) muda o sinal algébrico de negativo

para positivo, quando x cresce. Por (2.7), f tem um valor minimo relativo em c.
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Capitulo 3

APLICACOES NAS AREAS
ECONOMICA E
ADMINISTRATIVA

O conceito abstrato da derivada apresentado e discutido no capitulo anterior, em
suas propriedades e principais resultados, tem intmeras aplicacoes nas mais diversas
Ciéncias. Por exemplo: na Fisica tem suas associacoes a conceitos como velocidade e
aceleracao; na Biologia, biologia populacional, crescimento de uma célula; na Quimica é
bastante utilizada tanto na cinética quimica, quanto na termoquimica e absor¢ao de dro-
gas e reacoes quimicas; na Estatistica é utilizada em estudos de crescimento populagional,
distribuicao de renda, dentre outros. Essas aplicagoes aparecem naturalmente, pois, dada
uma f:Z CR — R com p € Z, o limite

i L2 = ()
h

h—0

que é definido como a derivada da funcao f num ponto p, em cada contexto tem seu

significado especifico.

O objetivo principal deste trabalho é tratar o significado deste limite e suas aplicagoes
nos contextos das areas Economica e Administrativa. Isto foi motivado por uma ex-

periéncia na disciplina de Métodos Quantitativos no curso de Economia da UEMS em
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Ponta Pora no ano de 2015. A disciplina Métodos Quantitativos corresponde a disciplina
de Célculo Diferencial e Integral 1 em outros cursos. Para trabalhar essa disciplina foi
preciso, além dos conceitos técnicos de calculo, entender sua contextualizacao dentro do

Curso de Economia.

Para registrar uma parte dessa experiéncia propoe-se tratar neste trabalho apenas
das aplicagoes do conceito de derivada. Mais especificamente, o foco principal do trabalho
é tratar de dois dos usos mais importantes da derivada em Economia e Administracao que
estao associados ao significado da marginalidade e elasticidade. Em relacao a Margina-
lidade estudaremos o seu significado economico avaliando o custo marginal, custo médio
marginal, receita marginal e lucro marginal. Em relacao a Elasticidade, estudaremos seu
conceito associado ao preco e a demanda de um produto e sua relacao com a receita, assim
como a elasticidade associada a renda e a demanda. Para desenvolvimento do capitulo

utilizamos os textos de Murolo e Bonetto [6] e Tan [9].

3.1 Taxa de Variacao Instantanea

Em ordem, nesta secao apresentamos a definicao de taza de variacao média e taxa
de wvariacao instantanea, em seguida, apresentamos alguns exemplos envolvendo estes
dois conceitos em funcgoes que se apresentam nas areas economica e administrativa. Por

exemplo, funcao custo, fungao receita, fungao lucro e funcao producao.

Seja f : Z C R — R uma fungao com p € Z e p+ h € Z onde h > 0 representa um

acréscimo em p. A razao

f(p+h)— f(p)
h

representa a taza de variacao média de f entre p e p+ h. E fécil observar que a derivada

de f, em p, é a taxa de variacao intantanea de f, em p, isto é,

£(p) = tim L2 = F®)

h—0 h

A seguir apresentamos alguns exemplos de funcoes do tipo: custo, receita, lucro e

producao.
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3.1.1 Exemplos
Exemplo 1

O custo C para uma cerealista beneficiar uma quantidade ¢ de sacas de soja é dado
por C = f(q) com f :[0,00) — R definida por f(q) = ¢*> + 20, onde C é dado em reais
(R$) e q é dado em toneladas (ton).

e A taxa de variacao média do custo para o intervalo de 1 < ¢ < 100 é dada por

f(100) — f(1)

99 = 101R$/ton.

e A taxa de variagao instantanea da fungao custo para ¢ = 40 é dada por

1'(40) = 2(40) = 80R$/ton.

Exemplo 2

Para um produto, a receita R, em R$ foi associada a quantidade ¢ investida em
propaganda (em milhares de R$). Em tal associagao esta receita é expressa por R = f(q)

com f :[0,100] C R — R definida por

1
flq) = —1—Oq3 + 15¢* + 5.000

e A taxa de variacao média da receita para o intervalo de 40 < ¢ < 50 é dada por

f(50) — f(40) _
Sy = T40RS.

e A taxa de variacao instantanea da receita para g = 41 é dada por

F(41) = —1%(41)2 430 % (41) = 725, TRS.

Exemplo 3

Considere um grupo de operarios em uma industria de alimentos onde a quantidade
P de alimentos produzidos depende do ntimero ¢ de horas trabalhadas a partir do inicio
do expediente. Tal producao ¢ dada por P = 4t?> onde P ¢ dada em toneladas. Assim,

temos a produgiao como fungao do tempo ¢, isto é, P = f(t) = 4t>.
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e A taxa de variacao média para o intervalo de tempo das 3:00 as 6:00 ou seja, para

t=3et+ h=06¢dada por

Flt+h) = f(8) _ f(6) = f(3) 462 4.3
h 6—3 3

= 36ton/h.

e A taxa de variacao média para o intervalo de tempo das 3:00 as 4:00 é dada por

ft+h) —ft) fA)-fB) 4-42-4.3

- ==z - . = 28ton/h.

e A taxa de vari¢ao intantanea da producao as 3 : 00 é dada por

£/(4) = 8(3) = 24ton/h.

Observagao 3.1 A pergunta que surge é: qual o significado desta taxa de variacdo ins-
tantanea nos contextos acima? O que propomos a sequir € dar esse significado e sua

apliacagoes.

Quando a taxa de variagdo média é dada para um intervalo [q,q + 1], isto é, com

h =1, esta taxa é uma aproximacao para a variacao instantanea em ¢

f(q+1i—f@ z}lig%)f(ﬁh})l_f@ = f'(q).

Estes casos particulares, quando h = 1 serao tratados na proxima secao, e estao associados

ao significado de marginalidade.

3.2 Funcoes Marginais

Nos contextos das areas economica e administrativa, o siginificado da palavra ”"mar-
ginal”é "a derivada de”e remete a andlise aproximada da variacao de uma grandeza em

relagao ao acréscimo de uma unidade na outra grandeza, a qual estd vinculada.

29



3.2.1 Funcgao custo marginal

Cosideremos o custo C' na produgao de determinado bem ¢g. O custo marginal
refere-se ao acréscimo de custo para o acréscimo de 1 unidade na producao de q. Isto é

dado por C(q+ 1) — C(q).

Como
Clg+1)—C(q)

Cla+1)-Clg) = =L

este acréscimo representa a taxa de variacdo média de C(q) para o intervalo [¢,q + 1].

Além disso, temos que

Clg+h)—C(q)
h—0 h

=C'(q).

Ou seja, o acréscimo pode ser aproximado pelo cédlculo da derivada da fungao custo C' em
q. Como a aproximacao ¢ bastante razoavel, nas anélises economicas e administrativas,
define-se a funcao Custo Marginal, denotada por C,,,, como a derivada da funcao
Custo:

Cpng = Fungdo Custo Marginal = C’(q).

Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1

O custo total semanal (em délares) da Lincoln Records para gravar ¢ CDs é de
C(q) = 2000 + 2.¢ — 0,0001.¢*> (0 < ¢ < 6000).

a) Qual o custo quando sdo produzidos 1000 CDs?
Para calcular o custo quando sao produzidos 1000 CDs basta substituir ¢ = 1000

na funcao custo:
C(1000) = 2000 + 2.(1000) — 0,0001.(1000)* = 3900,

ou seja, $3900, 00.
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b) Qual é o custo real envolvido na producao do 1001° CD?
O custo real envolvido na produgao do 1001° CD ¢ igual a diferenga entre os custos

de producao de 1001 e 1000 CD’s.

C(1001) — C(1000) = [2000 + 2.(1001) — 0,0001.(1001)%] —
—[2000 + 2.(1000) — 0, 0001.(1000)?]
— 3901, 80 — 3900

— 1,80
ou $1, 80

¢) Qual é o custo marginal quando ¢ = 10007
O custo marginal é dada pela derivada C’(¢) = 2 — 0,0002.q. Sendo assim para
q = 1000, temos:
C’(1000) = 2 — 0,0002.(1000) = 1, 80

Nota-se que a responta no item b e no item ¢ é a mesma. Para observar o motivo,

a diferenca pode ser escrita na forma:

C(1001) — C(1000) ~ C(1001) — C(1000)  C(1001) — C(1000)

1 1001 — 1000 r—q

onde h = x — ¢ = 1, ou seja, a diferenga C'(1001) — C'(1000) é igual a declividade da reta
secante e C’(1000) ¢é igual a declividade da reta tangente ao grafico da fungao C' no ponto

g = 1000. Assim podemos esperar que

c(1001) — c(1000) = S100D) = C1000) _ C(1001) — C(1000)

1 r—q
1001) — C'(1
~ lim C'(1001) — C'(1000)
T—q T —q
= ("(1000).

As fungoes marginais auxiliam os produtores ou as empresas nas tomadas de de-
cisoes, pois se o produtor nao esta so interessado no custo total correspondente a certo

nivel de producao de um bem, mas também esta interessado na taxa de variacao do custo
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total em relacao com o nivel de producao e também no aumento de cada produto ou

servigo no lucro das empresas.

3.2.2 Funcao receita marginal

A funcao receita R(q) fornece a receita total obtida por uma empresa com a venda

de ¢ unidades com prego por unidade p(q) de um certo bem e é dada por:

A fungao Receita Marginal é o faturamento obtido com a venda de uma unidade
a mais de um bem, sabendo que as vendas encontra-se em um nivel especifico. Define-se

a fungao receita marginal como a derivada da funcao receita R'(q), entao:
R,,, = Funcao Receita Marginal = R'(q).
Exemplo 3.2

A geréncia da Acrosonic planeja langar no mercado o sistema ElectoStar, um sistema
de caixas de som eletrostaticas. A divisao de marketing determinou que a demamanda

desses sistemas seja de
p(q) = —0,04.¢ +800 (0 < ¢ < 20000)

onde p(q) denota o preco unitario (em délares) do sistema e ¢ denota a quantidade de-

mandada.
a) Encontre a funcao receita.
R(q) = (—0,04.¢+800).q
= —0,04.¢> +800.q
b) Determine a fungao receita marginal.

R'(¢) = —0,08.¢ + 800
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c¢) Calcule R'(5000).

R'(5000) = —0,08.(5000) -+ 800
= 400

A receita obtida na venda do 5001° sistema de caixas de som eletrostaticas é de

aproximadamente $400.

3.2.3 Funcao lucro marginal

A fungao lucro L(q) é dada por

onde R é a funcao receita, C' é a funcao custo e ¢ é o nimero de unidades do bem

produzidos e/ou vendidos.

A funcao Lucro Marginal fornece uma boa aproximacao do lucro ou da perda
real em um momento da venda (g + 1)-énesima unidade do bem (assumindo a venda da
n-ésima unidade). Define-se a fungao lucro marginal como a derivada da fungao lucro
L'(q), e entao

Ly, = Fungao Lucro Marginal = L'(q).

Exemplo 3.3

A demanda semanal de um modelo de televisao é igual a
p(q) =600 —0,05.¢ (0 <q < 12000)

onde p(q) denota o prego unitario por atacado em délares e g denota a quantidade de-
mandada. A funcao custo total semanal associada com a producao do modelo é dada
por

C(q) = 0,000002.¢> — 0, 03.¢> + 400.q + 80000

onde C(q) denota o custo total envolvido na produgao de g unidades.
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a) Determine a fungao lucro.

R(q) = p(g).g = (600—0,05.9).
= 600.¢g — 0,05.¢°

L(g) = R(q)—C(q)
= 600.g — 0,05.¢°> — (0,000002.¢> — 0, 03.¢* + 400.q + 80000)
= —0,000002.¢°> — 0,02.¢*> + 200.g — 80000
b) Estabeleca a fungao lucro marginal.

L'(q) = —0,000006.¢> — 0, 04.q + 200

c) Calcule L'(2000).

L'(q) = —0,000006.(2000)2 — 0, 04.(2000) + 200

= 96

O Lucro real realizado na venda do 20012 televisor é de aproximadamente $96.

3.2.4 Funcgao producgao marginal

A producao marginal refere-se a variagao da produgao correspondente ao aumento

de uma unidade na quantidade de determinado produto usado na producao.

A funcao Producao Marginal é obtida pela derivada da funcao producao. De-

notando por P(q) a fungao produgao, temos que
P, = Funcdo Producao Marginal = P'(q).
Exemplo 3.4

A producao P de um funciondrio é dada por P(t) = —t3 + 8¢2, onde P é dada em
unidades e t é dado em horas, com 0 < ¢ < 8. Neste caso a fun¢ao producao marginal é
dada por:

P'(t) = —3t* + 16t.
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A funcao produgao marginal da seguinte aproximagcao para a producao referente a 42 hora
de trabalho
P'(4) = —3(4)* + 16(4) = 16.

Isto é, 16 unidades. Note que a quantidade exata é dada por

P(4) — P(3) = —(4)® +8(4)* — (—(3)* + 8(3)%) = 19. (3.1)

3.3 Elasticidade

3.3.1 Demanda

A demanda é quantidade de determinado bem ou servico que os consumidores
desejam adquirir. Nao representa a real compra, mas sim a intencao de compra. Os
fundamentos da teoria da demanda estao associados ao conceito da utilidade e representa

o grau de satisfacao e bem estar do consumidor que ele atribui ao bem ou servigo.

3.3.2 Variaveis que afetam a demanda

Geralmente a funcao demandanda é colocada como dependente de variaveis consi-
deradas mais relevantes e gerais. A funcao geral da demanda ¢ uma funcao f : R® — R

dada por:
q=f(p.ps,pe, R, G)

onde:

g = quantidade demandada;

p = preco do bem,;

e p, = preco dos bens substitutos;

p. = prego dos bens complementares;

e R = renda dos consumidores;
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e (G = gastos, habitos e preferéncia dos consumidores.

Como o mercado de cada bem tem suas particularidades, algumas dessas variaveis

podem nao afetar a demanda.

3.3.3 Relacao entre a quantidade demandada e o preco do bem

ou servico

Considerando ps, p., R, G constantes, a fungao f se torna uma funcao f : R — R
em que ¢ = f(p). Essa funcdo indica a intengao de compra dos cosumidores em fungao da
variacao do preco, mas nao a compra efetiva. A variacao inversa da quantidade demandada
Af(p)

Ap

< 0 é chamada Lei Geral da Demanda. Essa

de um bem ou servigo com seu prego

relagao inversa ocorre devido:
e Efeito substituicao: o bem fica mais barato em relagao aos consumidores;

e Efeito renda: com a queda do preco, os consumidores possuem mais poder aquisitivo,
levando assim o aumento da demanda. Isto é mesmo a renda do consumidor nao
variando, ao cair o pre¢o de um bem o consumidor poderda comprar mais o bem ou

Servigo.

A curva da demanda geralmente é decrescente.
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flp)

3.3.4 Elasticidade-preco da demanda

"Elasticidade é sinonimo de sensibilidade, resposta ou reacao de uma variavel, em
face de mudanca de outra” (VASCONCELLOS, 2011,p.64). Sempre que tiver uma relagao

entre variaveis em economia podemos calcular a elasticidade.

Teorema 14 Se ¢ = f(p), onde q é a quantidade demandada e p € o preco do bem ou
servico, entao a elasticidade-preco da demanda € a variacao percentual na quantidade
demandada, dada uma variacao percentual do preco do bem ou servico e € dada por:

_p.f'(p)
Tt

Demonstracao: Supondo que o prego aumente de p para t e f(p) e f(t) é a quantidade

demandada respctivamente, logo

ft) - f(p)
B Apercentual f(p) _ 10 [ f(p) ] _ ft)—fp) »p
PP Apercentualp 100. [t—_p] flp) t—p
p
__p» f)-f)
flp) t=p
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Se f é diferenciavel, entao

A elasticidade mede a resposta dos consumidores, quando ocorre uma variacao no

preco de um bem ou servigo.

Af(p)
Ap

Como < 0 (pela Lei Geral da Demanda) e a derivada de uma func¢ao mede a

taxa de variagao no ponto dado, temos que f’'(p) < 0. Como p e f(p) sdo positivos, temos
P
f(p)

Por esse motivo E,, sera expresso por médulo (| Eppl).

que f'(p) < 0 serd sempre negativo.

3.3.5 Classificagao da demanda, de acordo com a elasticidade-
preco

(i) Demanda eldstica: |E,,| > 1. Ocorre quando os consumidores sao altamente sensi-

veis a variacao do prego.

(ii) Demanda ineléstica: |E,,| < 1. Ocorre quando os consumidores sao poucos sensiveis

a variagao do preco.

(iii) Demanda de elasticidade unitéria: |E,,| = 1.

3.3.6 Fatores que afetam a elasticidade-preco da demanda

(i) Disponibilidade de bens substitutos: Quando mais substitutos, mais elastica a de-

manda serd, pois o consumidor ird dispor de mais opgoes para fugir do produto.

(ii) Essencialidade do bem: Esse tipo de bem ou servigo nao traz muita opgao de troca
para o consumidor, quando seu preco aumenta, ou seja, quanto mais essencial o bem

ou o servigo mais ineldstica sua procura.
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(iii) Importancia relativa do bem no orgamento do consumidor: E dada pela proporg¢ao

de quanto o consumidor gasta no bem ou servigo em relacao a sua despesa.

(iv) Horizonte de tempo: Em um intervalo de tempo maior, permite que o consumidor
descubra outras formas de substituir o produto quando seu pre¢o aumenta, ou seja,

depende do horizonte de tempo de anélise.

3.3.7 Relembrando semelhando de triangulo

Podemos dizer que dois triangulos sao semelhantes quando existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre os vértices, de modo que os angulos em vértices correspon-
dentes sejam iguais e a razao entre os comprimentos de lados correspondentes seja sempre

a mesma (ver [7]).

B C

e Caso AA: Sejam ABC e A’B'C’ triangulos no plano, tais que A = A’ ¢ B = B0.
Entao, os triangulos ABC' A’ B'C’, com correspondéncia A <+ A", B+ B' e C + ('.

Entao

AB BC AC

AB BCO AC
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3.3.8 Interpretagao geométrica da elasticidade-preco da demanda

Quanto maior o preco do bem ou servico, maior a sensibilidade do consumidor, isto

é, maior a elasticidade.

=%

Sendo AB=Demanda Eléstica, A=Demanda de elasticidade unitaria e AC=Demanda
inelastica.
Podemos dizer que

|Epp| -

SIS
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L e A L o LTy

Demonstragao: Por definicao da elasticidade temos,

p-f'(p)
E =
T fp)
que matematicamente falando é igual a
_p Af(p)
T fle) Ap

sabendo que Af(p) = EC e Ap = OF = AE temos que, no ponto A é:

E l_OFEC EA EC
P OE'EA  OFE EA

(3.2)

Segue L
EC

E = =

Bl = 5

Como o0 BFA ~ BOC e o BOC ~ AEC pelo caso AA, temos que BFA ~ AEC,

logo -
AC  AB

EC AF

Como AF = OF, segue o
AC  AB

EC OF

E
multiplicando por 1 em ambos os lados da igualdade, temos:

AC EC AB EC
EC BA OF BA

Q|| =
S
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Por (3.2), temos:
|| = —-

3.3.9 Relagao entre Receita e a elasticidade-preco da demanda

Para conhecer o comportamento da receita quando varia o preco do bem ¢ utilizando

a elasticidade prego:

(i) Se E,, for elastica, entdao um pequeno aumento do preco unitério resulta em uma
diminuicao da receita e se hd um decréscimo do preco unitario ocorrera um aumento

na receita.

(ii) Se E,, for ineldstica, entdao um pequeno aumento do preco unitdrio resulta em um
aumento da receita e se ha um decréscimo do preco unitario ocorrerd um decréscimo

na receita.
(iii) Se E,, for de elasticidade unitdria entdo a receita permanecera constante.

Exemplo 3.5

A equacao de demanda para o secador de cabelos portatil Ronald é dada por

_225—p°

g (0<p<15)

onde ¢ (medido em centenas) é a quantidade demandada por semana e p é o prego unitario

em dolares.

(a) A demanda é eldstica ou inelatica quando p = 8 e quando p = 107

q=f(p)

(=p*)5—(—p*).5"  —2p

f'(p) =

52 5

p.(—2.p) ,

Byl = |5 | = | 22
el 1905 — 2 225 — p?

5
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Para p = 8:

—128
E = |—
= |—0,79|
= 0,79
Como |E,,| < 1 a demanda ¢ ineldstica.
Para p = 10:
—200
E = |—
Bul = |
= ‘ - 17 6’
= 1,6
Como |E,,| > 1 a demanda ¢ elastica.
Quando a demanda é unitaria?
—2.p?
B N
‘225 — p?
2 . . —2.])2
Como 0 < p < 15ep # 15, temos que 225—p” > 0, o que significa que 295 — 7 <0,
-Dp
entao
—2.p? B —2.p? B 2.p?
225 — p2| 225 —p2 ) 225 — p2’
Assim,
2.p? B
225 —p?

Logo p = 8,6. Portanto a demanda ¢ unitaria quando p = 8§, 6.

Se o preco unitario de $10 for ligeiramente diminuido, a receita aumentara ou dimi-
nuira?

Como visto no item a desse exercicio a |E,,| > 1. Sendo assim a demanda ¢ eldstica
para p = 10, entao uma pequena diminuicao do prec¢o unitario provocarda um au-

mento na receita.
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Conclusao

A proposta deste foi trabalhar o conceito de derivada em seus aspectos tedricos e suas
aplicagoes nas areas economica e administrativa. Primeiramente apresentamos sua de-
finicao formal e os principais resultados. Em seguida apresentados como este conceito
abstrato se apresenta em ecomomia e administracao. Mais especificamente, mostramos
que a derivada associa-se aos conceitos de marginalidade e elasticidade. Que auxiliam o
produtor na tomada de decisoes do bem ou/e produto e o que acontece com a demanda
de um bem ou/e produto quanto a variagao percentual no pre¢o unitdrio aumenta ou

diminui.
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