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EPIGRAFE

‘A primeira regra do ensino € saber o que se deve
ensinar. A segunda, é saber um pouco mais do que aquilo
que se deve ensinar.”

George Polya



RESUMO

Este trabalho aborda um conjunto de atividades experimentais com a finalidade de
demonstrar um dos mais belos e importantes teoremas da Matematica: o Teorema
de Pitagoras. Sao conhecidas mais de 400 demonstra¢cdes, aqui optamos por utilizar
uma demonstracdo devido a Rudolf Wolf, por possibilitar uma abordagem
geométrica ludica através da disseccdo de figuras planas. Inicialmente
apresentamos o conceito geral de semelhanca e areas das figuras planas que
utilizam propriedades e éareas de poligonos equidecomponiveis. Posteriormente,
realizamos um breve resgate histérico sobre diversas demonstracdes do Teorema e
da vida de Pitdgoras. Destacamos, também, uma maneira de achar algumas ternas
pitagoricas, utilizando a sequéncia de Fibonacci. Por fim, foram propostas e
desenvolvidas atividades experimentais em sala de aula com a utilizacdo de moldes

em EVA, explorando o Teorema de Pitagoras e algumas de suas aplicacoes.

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras. Ternas pitagoricas. Semelhanca. Area de

poligonos.



ABSTRACT

This work contains a set of experimental activities in order to prove one of the most
beautiful and important theorems in Mathematics: the Pythagorean Theorem. There
are known more than 400 proofs, here we chose to use a proof due to Rudolf Wolf,
by allowing a playful geometric approach by dissection of plane figures. Initially we
present the general concept of similarity and areas of plane figures using properties
and areas of equidecomposable polygons. Later, we do a brief historical review of
some proofs of Theorem and Pythagoras's life. We also highlight a way to find some
Pythagorean triples using the Fibonacci sequence. Finally, it was proposed and
developed experimental activities in the classroom with the use of molds EVA,

exploring the Pythagorean theorem and some of its applications.

Key-words: Pythagorean Theorem. Pythagorean triples. Similarity. Area of polygon.



LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 1: Semelhancga entre os segmentos de reta AB € CD..........euvvvviiiiiiiiiiiiinnnnns 19
Figura 2: Pontos A, B e C na figura F e seus homologos A', B' e C' na figura F'....... 20
Figura 3: Homotetia: Transformagao de reta em reta paralela...............cccccvvvvvnnnnnneee 23
Figura 4: Reta paralela ao lado do triangulo determinando um triangulo parcial ...... 24
Figura 5: Tridangulos SEMEINANTES.......ccoii e i e e e eeanes 25
Figura 6: TriGNQUIOS CONQIUENTES .......uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiietiieibebibbbeeeebeee bbb neeaeaeee 28
Figura 7: Caso LAL de congruéncia de triangulos...............ccceeiiiieeiiiiiiiiiiiii e, 29
Figura 8: Caso ALA de congruéncia de triangulos ................uuuuveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiienene 30
Figura 9: Caso LLL de congruéncia de triangulos ................uuuueeiimiiiiiiimiiiiiiiiieiniiinnene 30
Figura 10: Caso LAA, de congruéncia de triangulos ...........cccooeeeieiiiiiiiiiiiiiiie e, 31
Figura 11: Caso especial de congruéncia de triangulos..................eeeeeviiiiiiiiiiininnnnnne 31
Figura 12: Quadrado de lado n e quadrado UNItArio...........c.eeveieiieeeiiiiiiiiiiiiieeee e 33
Figura 13: Quadrado de 1ad0 M/N..........uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 33
Figura 14: Quadrado de lado [ inCOmMenSUravel. .............ooieiiiiiiiiieieiicci e, 34
Figura 15: Retangulo de 1ad0 @b ........ccoooeiiiiiiiiiiii e 35
Figura 16: Retangulo de 1ados M/N € PIN c.cooeeeiiiii e 36
Figura 17: Retadngulo ABCD e Quadrado de lado a + b ...........evviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiine 36
Figura 18: Paralelogramo de base a e altura h ...............eueeviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 37
Figura 19: Retangulo de lado a + b e altura h e Retangulo de lados b e h................ 38
Figura 20: Triangulo de base ae altura h...........ccoooooiiiiiiiiiiiiii e, 39
Figura 21: Poligonos regulares inscritdo € CirCUNSCHtO .........uueiieeeeeiiieiiiiiee e ee e, 40
Figura 22: Poligono regular iNSCIIt0..........ccovviiiiiiiii e e e e eeaaens 45
Figura 23: POlIQON0 CIFCUNSCIIIO .....uuviiiiieeeeiiiiiiieeiee et ee e e e e e a7
Figura 24: Area de poligonos regUIAIES .............ccceueeueeueeeeeeeeeeee e 48
Figura 25: PoligonoS F, P € Q. .coooiiiiiii et e e 50
Figura 26: Decomposicao do triangulo em trés partes A, B e C, recompostos em A',
B' e C' para formar 0 retAnguUIO.............uuuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 52
Figura 27: Paralelogramo P e Retangulo R com a mesma base e mesma altura. ....52

Figura 28: Retangulo e o Paralelogramo com lados paralelos a r sdo TR-

EUIAECOMPONIVEIS. ...t e e e e e e e e e e e e e e e e e e enaaaan s 53

Figura 29:

Triangulo Retangulo Euclides


file:///F:/Dissertação%20Matemática%20Corrigida%20Congruência/Dissertação-MARCOS-EDER-CUPAIOLI-Matemática-Final%20congruência.docx%23_Toc460686388
file:///F:/Dissertação%20Matemática%20Corrigida%20Congruência/Dissertação-MARCOS-EDER-CUPAIOLI-Matemática-Final%20congruência.docx%23_Toc460686407

Figura 30: Demonstracdo do Teorema de Pitagoras dada por Dr. Rudolf Wolf em

Figura 31: Demonstracdo do Teorema de Pitagoras dada por Dr. Rudolf Wolf ........ 58

Figura 32: Congruéncia entre os triangulos ABH € ANG ..........ccccoiiiiiiiiiiiineeeennns 59
Figura 33: Congruéncia entre os triangulos ABH € BQI ........ccooooeeviiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeans 60
Figura 34: Congruéncia entre os triangulos BOP € QIM .......cccoooeiiiiiiiiiiiiiiie e, 60
Figura 35: Congruéncia entre 0s triangulos MFN € OJA............uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee 61
Figura 36: Congruéncia entre 0s triangulos BPO € BLH ...............uviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiines 62
Figura 37: Tabula de PlImpiton 322.........cooiiiiiiiiiiieaeeeeiiieiee e 68
Figura 38: Modelos em EVA do Triangulo Retangulo ................eeveeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinne 75

Figura 39: (a) e (b) Alunos realizando as montagens, (c) e (d) Algumas figuras
FESUITANTES ...ttt nn 77
Figura 40: Percentual relativo as respostas dadas para a pergunta 5: Qual a relacédo
que podemos fazer entre as pecas dos quadrados Verde e Vermelho com a do
(o [UE=To =T [0 AV U | 78
Figura 41: Respostas obtidas na questdo 7: Qual é a relacdo que podemos fazer
entre as areas dos quadrados sobre os lados do triangulo retangulo?..................... 79
Figura 42: Percentual relativo as respostas incompletas dadas para a questéo 8....80
Figura 43: Percentuais de acertos para as questdbes 10 e 11 para o lado
incomensuravel de um tridangulo retangulo...........c.oooviiiiiiiii e, 80

Figura 44: Opinides dadas pelos alunos sobre as atividades .............cccccceeeeeeeeennnnns 82



LISTA DE TABELAS

Tabela 1: Solugéo dado por Fibonacci para o problema dos coelhos..........cccccccc..... 63
Tabela 2: Respostas dadas pelos grupos para a questédo 8 item c) Qual é a medida
do lado da hipotenusa BC de um triangulo AB=4me CA=3 M..cccccoeeeerrrrrrerrnnnnnnn. 79
Tabela 3: Respostas dada a questdo 12: Qual € a relacdo entre os lados de um

triangulo retangulo de 1ados, @, D € C. coooeeeeiieiie e 81



SUMARIO

1. INTRODUGAO ...ttt
2. Figuras semelnantes ...
2.1 Semelhanca definigo geral.........ccccccvvviiiiiiiiiiiiiiiiee
2.2 Teorema Fundamental de Semelhanga.........cccccccvvvvvviinnnnen.
2.3 Semelhanga de TrHangulos ...
2.4 Congruéncia de Tridngulos.............cccovvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeee
3. Area de FIgUras PIaNas ............ccceeeueeueeeeeeeeeeeeeeeeeee e,
3.1 Area dos POlIGONOS ........c.ocveeeiiieeee et
3.1.1 Area do QUAAIAdO ........c.eeveeeee e
3.1.2 Area do RELANQUIO ......ccveeeeieeeieeeeee e
3.1.3 Area do Paralelogramo ...........ccccceeceeeeieeeeeeieee e
3.1.4 Area do THANGUIO .........ceeeeiieee e

3.2 Area de poligonos regulares............cccccceeveeeeeeieeeeeeeeeenennn,
3.2.1 Poligonos regulares ............cccceeeeeieeeieiiiiiiie e,
3.2.2 Lado e ap6tema de um poligono regular........................
3.2.3 Area dos poligonos regulares ...........cccccceceeveeeereeneenenne..

3.3 Area de um poligono qualQUET...........c.cc.eeveeveeveeeeieeeeeeeeeee.
3.3.1 Area de figuras planas gerais. ...........cccccceeeveereereereenenne.

3.4 Poligonos EquidecompoONiVeIS.........cccuvviiiieeeeeee e
4. Teorema de PItAGOIaS ........uuueiiiiiieeeiiiiiiiiiiee e

4.1 Demonstracdo do Teorema de Pitdgoras dada por Euclides

4.2 Demonstracdo do Teorema de Pitdgoras dada por Dr. Rudolf Wolf................

4.3 Fibonacci e as Ternas Pitagoricas............ccccceeeeeeeeeeeeeninnnnnnn.
4.3.1 Sequéncia de FibonacCi...........cccceevviiiiiiiieeee e,

4.3.2 Ternas Pitagoricas de Fermat.............ccccoeeeeeeeiiiiiininnnnnn.



4.3.4 Ternas Pitagoricas de FIDONACCH ..........cooviiiiiiiiiiiieii e 72

5. Abordagens EXPerimentals ..........cooeoeeiiii e 75
I A = To (=T g g b= o (ST o =T o] = L 75
5.1.1 Aplicacédo das Atividades do Teorema de Pitdgoras em Sala de Aula......76

6. CONCIUSEOD ... 83
REFERENCIAS ..ottt 84

Anexos I: Atividade |: Teorema de Pitagoras ........ccooeeevviviiiviiiiieeeeeeeeeiies e e e 86



14

1. INTRODUCAO

As dificuldades em Matematica sdo queixas comuns nas escolas. Mas o
ponto critico, certamente ndo € a dificuldade apresentada pelos alunos, mas a
maneira como o0s conteudos matematicos sdo abordados.. N&do é raro ouvir de
professores que seus alunos nao sédo capazes de se apropriarem dos conceitos,
como se néo pudessem fazer nada que facilitasse a compreenséo desses.

A historia nos mostra que é preciso haver mudancas na pratica pedagogica
do educador e que € necessario que ele supere a visdo formalista do ensino
tradicional de matematica.

Nesse contexto, a escola deve ser vista como local de trocas de ideias,
interacbes e mediacbes necessarias ao processo de apropriacdo dos conceitos
cientificos. Para Vygotski (apud Damazio, 2000), a escola € um local privilegiado
onde os alunos se apropriam das significacdes dos conceitos e dos conhecimentos

matematicos que séo entendidos, ndo como um saber concluso, mas:

A Matematica é um conhecimento historicamente produzido no

movimento das relagbes sociais, isto é, um conjunto de praticas
sociais nas quais foram construidas formas de significacdes e se
materializaram como conhecimento cientifico (DAMAZIO, 2000).

Quando nos referimos ao cenario do ensino de trigonometria no Brasil,
deparamo-nos com visfes diferentes a esse respeito, porém ha unanimidade em
relagdo as dificuldades no ensino da matematica como um todo e especificamente
no que tange ao conteudo de trigopnometria.

Nos Parametros Curriculares Nacionais, ha um destaque para o estudo da
trigonometria, no qual se enfatiza o seu potencial no que diz respeito ao
desenvolvimento de habilidades e competéncias.

Segundo o PCN:

Outro tema que exemplifica a relacdo da aprendizagem de Matematica
com o desenvolvimento de habilidades e competéncias é a
Trigonometria, desde que seu estudo esteja ligado as aplicacdes,
evitando-se o0 investimento excessivo no calculo algébrico das
identidades e equacdes para enfatizar os aspectos importantes das
fungBes trigonométricas e da andlise de seus gréficos. [...] 0 que deve
ser assegurado sdo as aplicacbes da Trigonometria na resolucdo de
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problemas que envolvem medigbes, em especial o calculo de
distancias inacessiveis e na construcdo de modelos que
correspondem a fenbmenos periédicos. (BRASIL, 1998)

Perfazendo a jornada histérica do ensino de matematica, percebe-se que a
disciplina sempre enfrentou entraves que, de certa forma, justificam o péssimo
desempenho dos alunos quando comparados aos de outros paises até menos
desenvolvidos economicamente.

Investigando a bibliografia acerca das dificuldades enfrentadas pelos alunos,
descobre-se que a experiéncia dos docentes e discentes em sala de aula de
matematica tem apresentado uma nitida distancia entre os dois pressupostos
bésicos no ato do ensino: o de proporcionar ao aluno conhecimento e o de tornar
possivel o alcance por parte do aluno ao que estad subjacente e diz respeito ao
conhecimento abordado.

Portanto, no ambito do ensino, além da ndo concretizacdo dos ja referidos
pressupostos, o0 que se tem obtido na maioria das vezes por resultado, quando muito
geralmente, é uma confusa compreenséo acerca das ideias sobre uma dada area do
conhecimento abordado.

Isso se aplica as mais diversas areas de ensino da mateméatica e,
especificamente nesse trabalho, abordamos os aspectos tocantes ao ensino da
trigonometria e mais especificamente ao Teorema de Pitagoras.

Sabe-se que “ensinar nado €& transferir conhecimento, mas criar as
possibilidades para sua propria produgao ou constru¢ao” (FREIRE, 1991). Contudo,
a aprendizagem é facilitada quando o aluno vivencia sua construcdo e reconhece
que esta ligada ao seu cotidiano, com sua realidade, que € concreta e que difere
daquela realidade abstrata que muitas vezes o professor transcreve e tenta explicar.

Tendo em vista essa realidade, € aconselhavel fazer os encontros com
atividades que proporcionem, além do conhecimento, a curiosidade e a criatividade,
pois os educadores de matematica devem procurar alternativas para aumentar a

motivagdo para a aprendizagem, ja que é, segundo Brasil (1997),

[...] importante destacar que a Matemética devera ser vista pelo
aluno como um conhecimento que pode favorecer o
desenvolvimento do seu raciocinio, de sua capacidade
expressiva, de sua sensibilidade estética e de sua imaginacao.
(BRASIL, 1997)
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Assim sendo, ndo se pode deixar de levar em conta o papel da educacéo, ou
seja, que ela deve instrumentalizar o homem como um ser capaz de agir sobre o
mundo e, a0 mesmo tempo, compreender a agao exercida. “A escola nao é a
transmissora de um saber acabado e definitivo, ndo devendo separar teoria e
pratica, educacado e vida” (ARANHA, 1998), pois o individuo que é educado para
compreender o0 seu papel na sociedade percebe que € capaz de analisar
criticamente uma situacao e, a partir dai, tomar a decisdo mais coerente diante da
mesma, podendo, consequentemente, julgar o que pode e deve ser modificado.

Tendo exposto o que entendemos por ensino de matemética e educagéo,
passamos agora a esclarecer como se desenvolveu em sala uma experiéncia que se
mostrou eficiente e facilitadora no ensino de trigonometria e mais especificamente
do Teorema de Pitagoras. Com esse intuito, lancamo-nos na busca de uma
fundamentacéo tedrica que ajudasse a vencer os desafios — cada parte da atividade
relatada teve seu embasamento tedrico — para, assim, demonstrar que, com
interesse e boa vontade, é possivel sair de uma aula tradicional e inovar na sala de
aula.

O presente trabalho aborda um conjunto de atividades experimentais com a
finalidade de demonstrar um dos mais belos e importantes teoremas da Matematica:
o Teorema de Pitdgoras. Como ele possui mais de 400 demonstracdes existentes,
optamos por utilizar a demonstracdo dada por Dr. Rudolf Wolf, podendo ser
abordada de forma ludica, pois trata-se de uma demonstracdo geométrica através
da disseccéao de figuras planas.

A principio, o conceito de semelhanca em sua esséncia mais ampla sera
abordado, as areas das figuras planas serdo estudadas de um modo geral e as
definicbes e propriedades dos poligonos equidecomponiveis serdo apresentadas.

Posteriormente, sera realizado um breve resgate historico sobre as diversas
demonstracdes do Teorema e da vida de Pitdgoras. Destacamos, também, uma
maneira de achar algumas ternas pitagoricas, utilizando a sequéncia de Fibonacci
descoberta pelo matematico Charles W. Raine.

Por fim, foram propostas e desenvolvidas atividades experimentais em sala
de aula com a utilizacdo de moldes em EVA, explorando o Teorema de Pitagoras e
algumas de suas aplicagoes.

Apbs a finalizagdo desse bloco de experimentos, foi feita, junto aos alunos, a

analise dos resultados e a verificagdo da aprendizagem. Neste, momento foram
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verificados 0s progressos na aprendizagem da Matematica e resultados bastante
satisfatorios. As atividades aqui propostas podem ser utilizadas e adaptadas pelo

professor, de acordo com o nivel de ensino e do conhecimento de seu aluno.



18

2. Figuras semelhantes

Segundo Lima (2009), ha varios assuntos em livros didaticos que sédo tratados
apenas na forma mais especifica e até mesmo incompleta, como é o caso de
semelhanca entre figuras, que muitas vezes € abordado somente para os poligonos,
relacionando os lados e os angulos, porém “gostariamos de dizer quando duas
figuras sdo semelhantes mesmo quando elas ndo sejam poligonos.” (LIMA, 2009).

E ainda para Lima (2009):

“‘Ha muito tempo que se conhece a definicdo correta e geral de
semelhanca. Ela € extremamente simples e permite que se
desenvolva toda a teoria elementarmente. Nossos livros didaticos
poderiam adota-la com vantagens. Assim fazendo, evitariam um
tratamento incompleto, no qual se da uma definicdo véalida apenas
para poligonos enquanto a maior parte dos exemplos com que nos
deparamos ndo se enquadra nessa categoria.” (LIMA, 2009).

Portanto, iremos adotar neste trabalho a definicdo geral de semelhanca por

ser considerada a mais adequada e validada para qualquer figura.

2.1 Semelhanca definicao geral

Sejam F e F’figuras, do plano ou do espaco, e n um numero real positivo.
Dizemos que F e F’ sdo semelhantes, com razdo de semelhanca n, se existe
uma correspondéncia biunivoca f: F — F’ entre todos os pontos de F e os pontos de

F’, seguindo a seguinte propriedade:

Se A, B sdo pontos quaisquer de F e A’ = f(A), B’ = f(B) sdo seus

correspondentes em F’ entdo A'B' = n. AB.

A esta correspondéncia biunivoca damos o nhome de semelhanca de razdo n
entre Fe F e se A’=1(A), entdo A e A’sao ditos homoélogos.

Toda figura € semelhante a si propria, pois a funcéo identidade f: F — F’ é
uma semelhanca de razdo 1 e a chamamos de isometria e ainda dissemos que elas

sao congruentes.
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Se F é semelhante a F’ entdo F’ € semelhante a F, pois dada a funcéo
f: F — F’de razdo n, a sua inversa f~': F” — F é uma semelhanca de razo %

Se F é semelhante a F' e F’ é semelhante a F” entéo F € semelhante a F”.

Com efeito: Se f: F — F’, de razdo de semelhanca n e f: F* — F”, de razédo de
semelhanca n’, dado os pontos Ae B € F; f(A) =A’e f(B) =B’ e F; f(C) =C e
f(D') =D e F’, temos:

De f: F — F’temos:

A'B' =n.AB 1)
edef:F - F”

CD =n'.A'B’ (2)
De (1) e (2), vem:

CD =n'.n.AB.

Portanto, a funcéo fof: F — F”é uma semelhanca de raz&o n.n’.

Dados dois segmentos de reta arbitrario AB e CD. Se CD = n.AB, podemos
definir uma semelhanca f: AB — CD, de razé&o n, correspondendo a cada ponto X do
segmento AB um ponto X’ do segmento CD tal que CX’ = n.4X.

B D

X’

Figura 1: Semelhanca entre os segmentos de reta AB e CD
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Tomemos os pontos X e Y € AB e que X esteja entre A e Y, entdo X’ esta

entre C e Y’, como na Figura 1. Logo:

X'Y' = CY'-CX'

=nAY — n. AX
=n.(4Y — AX)
=nXY

Lema: Toda semelhanca transforma pontos colineares em pontos colineares.
Demonstragédo: Seja f: F — F’uma semelhancga de raz&o n. Dado trés pontos A, B e

C e F tais que C pertenca ao segmento AB, como na Figura 2.

Figura 2: Pontos A, B e C na figura F e seus homdlogos A', B' e C' na figura F'

Logo:

A'C'+ C'B'= n.AC +n.CB

=n.(AC + CB)

Dai concluimos que C’ pertence a AB’.
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Teorema 1: Uma semelhanca f: F — F’, de razéo n, transforma:
i) Todo segmento de reta contido em F num segmento de reta de razdo n
contido em F’.
i) Um circulo de raio r contido em F num circulo de raio n.r contido em F’.
iii) Pontos interiores a F em pontos interiores de F’.
iv) Pontos do contorno de F em pontos do contorno de F’.

V) Vértices de F em vértices de F’ (se F e F’ forem poligonos).

Demonstracao: i) Dado um segmento de reta AB contido em F, sejam A’ =f(A) e
B’ =f(B).

Para todo ponto C pertencente a AB, seu homdlogo C’ = f(C) pertence a A'B’
em virtude do Lema.

Reciprocamente, dado qualquer ponto C’ pertencente a A'B’, temos C’ = f(C),
onde C = f*(C).

Dai, como f* é uma semelhanca, segue que C pertence a AB.

Portanto, a semelhanca f estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os

pontos dos segmentos de reta AB e AB".

i) Um circulo de centro O e raio r contido em F é a reunido dos segmentos de reta
AO tais que 0A = .

Sua imagem por f € uma reunido dos segmentos O’A’, com O’ = f(O), tais que

0'A" = n.r, portanto é o circulo de centro O’ e raio n.r.

iii) Um ponto A diz-se interior a F quando é centro de algum circulo de raio r contido
em F.
Seu homologo A’ = f(A) € o centro do circulo de raio n.r, contido em F’.

Portanto, A’ é ponto interior de F’.

iv) Diz-se que um ponto A pertence ao contorno da figura F quando A pertence a F,
mas nao € interior a F, ou seja, nenhum circulo de cento A pode estar inteiramente
contido em F.

Com isso, A’ = f(A) deve pertencer ao contorno de F’, pois se A’ estivesse no
interior de F’, entdo A = f*(A’) também estaria no interior de F.
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v) Supondo que F e F’sejam poligonos e que A seja um vértice de F.

Em particular, A estd no contorno de F logo, seu homologo A’ = f(A) esta no
contorno de F..

Se néo fosse vértice de F’, o ponto A’ pertenceria ao lado B’C’ de F’, sendo
diferente de B’=1(B) e C’=f(C).

Entdo, A pertenceria ao lado BC de F, com A =B e A = C, logo, A nédo seria

vértice de F.

2.2 Teorema Fundamental de Semelhanca

Sejam O um ponto do plano /7 ou do espaco X2 e n um numero real nao
negativo.

Uma funcéo f: 77 — ITou f: ¥ — X' é denominado uma homotetia de centro O
e razdo n, se: F(O) = O e, para todo ponto A # O, temos f(A) = A’, onde A’ € 0 ponto
da semirreta AO, tal que 0A’ = n.0A.

A homotetia de razdo n = 1 € a identidade, uma homotetia transforma toda
reta que passa por O nela mesma.

A homotetia é uma correspondéncia biunivoca onde a sua inversa possui 0
~ s 1
mesmo centro O e razdo igual a —~

Duas figuras F e F’ sdo homotéticas, se existe uma homotetia f tal que
f(F) = F.

Numa homotetia os pontos O, A e A’séo sempre colineares. Se arazaon > 1,
temos que os pontos O, A e A’, nesta ordem, s&o colineares e se 0 <n <1 temos a
ordem O, A’e A.

Teorema 2:Toda homotetia € uma semelhancga que transforma qualquer reta em si
prépria ou numa reta paralela.
Demonstracao: Seja f uma homotetia de centro O e razdo n.

O cason =1 é claro.

Supondo n = 1. Consideremos dois pontos quaisquer A e B.

)] Se O, A e B forem colineares entéo

A'B" = n.AB.
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1)) Para O, A e B nao colineares, como na Figura 3(a),

(0 o

A' B’ A’ B'

(@) (b)

Figura 3: Homotetia: Transformacao de reta em reta paralela

dado o triangulo OAB’, como 0A’ = n.0A e OB’ = n.0OB, se [RST] denota a area de
um triangulo RST, como [OAB] = Ozz-h, onde h é a altura do triangulo OAB,

concluimos que:

OArh _ n.OA.h
=

[OBAT =

=n.[OAB] (1)

[0AB]= 2% = M2 [OBA] )

De (1) e (2), vem que: [OAB’] = [OBA’].

Agora, subtraindo a area [OAB] da igualdade acima obtemos [ABA’] = [BAB]].

Como a base AB é comum, entdo as alturas dos triangulos ABA’ e BAB’ séo
iguais, portanto AB € paralela a A'B".

E ainda, como 0A’ = n. 04, temos da Figura 3 (b), que:
[OAB] + [ABAT = [OBA’ = n . [OAB]. )

E como, OB’ = n. 0B, temos que:

[OAB] + [ABA] + [ABA = n.(JOAB] + [ABA”])’ = n.[OAB]. (4)
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Subtraindo membro a membro de (3) e (4), obtemos:
[BA'B’] = n.(JOA’B] — [OAB]) = n.[ABA’].

Como os triangulos BA'B’ e ABA’ possuem a mesma altura h’, e

!

[BA'B'| = A'B - h; e [ABA'] = 4B - % entao:

Corolario: Toda paralela a um lado de um triangulo determina um triangulo parcial

semelhante ao triangulo total.

Demonstracédo: Para o triangulo ABC, da Figura 4, seja DE paralelo a BC.

A

B C

Figura 4: Reta paralela ao lado do tridngulo determinando um tridngulo parcial

A homotetia f de centro A e razdo n = % transforma D em B e E em um ponto

C’ pertencente a semirreta AC.

Como a imagem de DE é o segmento BC’, que é paralelo a DE e comeg¢ando
em B, temos que C’pertence as retas AC e BC, logo C’ = C.

Portanto, f(A) = A, f(D) = B e f(E) = C, isto &, f € uma semelhanca entre os

triangulos ADE e ABC.
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Reciproca do Corolario: Dado o triangulo ABC, temos os pontos D do lado AB e E

AB
AD

no lado AC. Se = = % entdo DE é paralelo a BC.

Sil &
Sl

Demonstracao: Considerando f a homotetia de centro A e razéo n =

D
vemos que B = f(D) e C = f(E), logo pelo Teorema 2 vem que ED ¢é paralelo a BC.

2.3 Semelhanca de Triangulos

Quando aplicamos a definicho de semelhanca dada anteriormente, a
triangulos chegamos a defini¢éo tradicional. Dois triangulos sdo semelhantes se os
lados correspondentes sdo proporcionais e se 0s angulos correspondentes forem

congruentes.

Teorema 3: Dois triangulos semelhantes tém angulos congruentes e lados
homologos proporcionais.
Demonstracao: Seja f: ABC — A'B’C’ uma semelhanca de razdo n entre o0s
triangulos ABC e A'B’'C’, com A’ =f(A), B’ = f(B) e C’ = f(C), como mostramos na
Figura 5.

A N

Bll C“ B' CI

Figura 5: Triangulos Semelhantes

Entdo, pela definicdo de semelhanca,

A'B’ _ A'C _ B'C’ _
A8 4ac _BC "

Portanto os triangulos tém lados homadlogos proporcionais.
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Suponhamos, para melhor entendimento, que 0 < n < 1, como na figura
acima.

A homotetia f de centro A e raz&o n, transforma o triangulo ABC no triangulo
parcial AB”C”, com B”C” paralela a BC. Entdo, as medidas do angulos ~/B”= /B e
LC”= C.

Mas os triangulos AB"C” e A’B’C’ sdo congruentes, pois:

AB" = A'B' =n.AB

AC"=A'C'=n.AC
e

B"C"=B'C' =n.BC
portanto:

A=A, L B=B e C=.C.

Teorema 3 (Reciproca): Se dois triangulos cumprem uma das trés condi¢cdes
abaixo, entéo eles sdo semelhantes:

i) Tiver lados proporcionais.

i) Tiver angulos congruentes.

i)  Tiver um angulo congruente compreendido entre lados proporcionais

Demonstracdao: i) Sejam ABC e A'B’C’ triangulos tais que:

A'B'=n.AB, A'C' =n.AC e B'C' =n.BC,com n > 0. (Isto &, triangulos com

lados proporcionais).
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Para n > 0, considere a homotetia de centro A e razdo n. Tal homotetia
transforma o triangulo ABC no triangulo AB”C”, como na Figura 5, onde os lados

medem:

Logo,

A'B'=AB", A'C' = AC" e B'C’' = BC.
Portanto, os triangulos AB”C” e A'B’C’ sdo congruentes por possuirem lados
congruentes. E como o triangulo AB”C” é semelhante ao triangulo ABC, entdo os
Triangulos ABC e A'B’C’ s&o semelhantes.
ii) Considere os triangulos ABC e A’'B’C’, tais que:

A=A, L B=BeC=.0C

Nos lados AB e AC, tomemos os pontos B” e C”, respectivamente, de modo que:

AB"=A'B'e AC" = A'C".

Os triangulos AB”C” e A'B’C’ sdo congruentes, pois possuem um angulo congruente
(£ A = A’ compreendido entre dois lados congruentes e como B = </ B”, logo
ZB"= /B’

E ainda, a reta B"C” é paralela a BC e dai os triangulos AB”C” e ABC sao
semelhantes e como AB”C” e A’B’C’ sdo congruentes, resulta que o triangulo ABC é

semelhante ao triangulo A'B°C".
iii) Suponhamos que os triangulos ABC e A’B’C’, séo tais que:

A=A, AB'=n.AB e A'C' =n.AC.
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Tomamos os pontos B” e C” sobre as retas AB e AC, respectivamente, de certa

forma que:

AB"=A'B" e AC"=A'C'.

A homotetia de centro A e razao n transforma AB e AC em AB” e AC”

respectivamente, pois:

AB" =n.AB e AC" =n.AC.

Portanto, a homotetia é uma semelhanca entre os triangulos ABC e ABC” e
como AB”C” é congruente a A'B'C’, segue que os triangulos ABC e A'B'C’ sao

semelhantes.

2.4 Congruéncia de Triangulos

Como vimos anteriormente que duas figuras sdo congruentes quando a

funcéo identidade f: F — F’é uma semelhanca de razéo 1.

Definicdo: dois triangulos ABC e A'B’C’ sdo congruentes quando é possivel
estabelecer uma correspondéncia entre os seus vértices, de modo que os angulos
internos em vértices correspondentes sejam iguais, bem como o sejam os lados
opostos a vértices correspondentes.
Dado os triangulos ABC e A'B’C’, como mostramos na Figura 6, com a
correspondéncia a seguir:
A A B« B C & C.

c B’ A

A B c'

Figura 6: Triangulos Congruentes

Entdo, temos
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—~ A

=A;B=B;¢C=C

o %

AB = A'B',BC =B'C’ e =A'C'.

3
)

Essas sdo todas as condi¢cdes para que dois triangulos sejam congruentes,
porem existem condi¢cdes minimas para que eles sejam congruentes. Tais condicbes

sdo chamadas de critérios ou casos de congruéncias de triangulos

Axioma 1 (LAL): Se dois triangulos tém ordenadamente dois lados homologos

iguais e o angulo formado por esses lados iguais, entdo eles sdo congruentes.

Dado os triangulos ABC e A’'B’C’ da Figura 7, temos:

A B c

Figura 7: Caso LAL de congruéncia de triangulos

Cc=A"CY

o LAL

C=0C } = ABC = A'B'C’

BC =B'C’

com as correspondéncias entre os vértices A <> A, B «<» B, C « C’, segue, que

-~ JE—

A=A, B=BeAB=AB
Axioma 2 (ALA): Se dois triangulos tém ordenadamente dois angulos homologos
iguais e o lado entre esses dois angulos homélogos iguais, entdo eles sao

congruentes.

Dado os triangulos ABC e A’B’C’ da Figura 8, temos:
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c B’ A

[
A ' B c'

Figura 8: Caso ALA de congruéncia de triangulos

A=A )
- ALA
AB = A’B’& = ABC = A'B'C’
I
B=F
com as correspondéncias entre os vértices A «<» A, B «<» B, C « C’, segue, que
C=C,BC=B'CeAC=AC.

Axioma 3 (LLL): Se dois triangulos tém ordenadamente os trés lados homologos

iguais, entéo eles sao congruentes.

Dado os triangulos ABC e A'B’C’ da Figura 9, temos:

A : B c
Figura 9: Caso LLL de congruéncia de triangulos
AB = A'B’
- T AT LLL 18517 ali
AC=A'C'} = ABC=ABC

BC =5
com as correspondéncias entre os vertices A «x» A, B «» B, C «» C’, segue, que

~ A~ -~ ~ —_—

A=A, B=Bel=C.

Axioma 4 (LAA,): Se dois triangulos tém ordenadamente um lado homdélogo iguais,
um angulo adjacente a este lado igual e um angulo oposto a esse lado igual, entdo

eles sdo congruentes..



Dado os triangulos ABC e A'B’C’ da Figura 10, temos:

c B’ A

l
A ' B c'

Figura 10: Caso LAA, de congruéncia de triangulos

AB = A'B"
N LAA,
A=A $ — ABC = A'B'C’

|

c=c )

com as correspondéncias entre os vértices A «<» A, B «<» B, C « C’, segue, que

AC=AC, B=B"eBC=BC".
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Axioma 5 (Caso Especial): Se dois triangulos retangulos tém ordenadamente

iguais um cateto e uma hipotenusa, entéo eles sao congruentes..

Dado os triangulos retangulos ABC e A’'B’C’ da Figura 11, temos:
B . A

A y B c'

Figura 11: Caso especial de congruéncia de triangulos

Caso Especial

AB = A'B’ — ABC = A’B’C’

ic = ac )

com as correspondéncias entre os vértices A <> A’, B «» B, C «» C’, seque, que

—

AC=AC, A=AeB="H.
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3. Area de Figuras Planas

3.1 Area dos Poligonos

Para Lima (2010) poligono é uma linha poligonal fechada sem auto-
intersecoes, isto €, cada lado tem apenas um ponto comum com o lado anterior e
com o seguinte, mas ndo com os demais. E, ainda define figuras planas convexas,
como sendo um subconjunto F do plano que, para quaisquer dois pontos X e Y em
F, o segmento de reta XY esta inteiramente contido em F.

Segundo Lima (2009), estabelecida uma unidade de area, a area de uma
figura F € um numero que exprime quantas vezes a figura F contém a unidade de
area.

Para Muniz Neto (2013) ao definirmos as areas dos poligonos, supomos que
as seguintes afirmacdes sejam validas:

1. Todos os poligonos congruentes tém areas iguais.

2. Quando repartimos um poligono convexo em um numero finito de outros
poligonos convexos (i.e., se um poligono é a unido de um numero finito de
poligonos convexos), a soma das areas dos poligonos menores € igual a area
do poligono inicial.

3. Se um poligono esta contido em outro, entdo a area do maior € maior que a
area do menor.

4. Para um quadrado de lado unitario, a sua area € igual a uma unidade.

3.1.1 Area do Quadrado

Sendo validas as afirmacfes anteriores, dado um quadrado ABCD de lado

AB =n, com n & IN, decompomos o quadrado ABCD em n? quadrados de lados 1,

como mostra a Figura 12.



33

A n TTTTB

Figura 12: Quadrado de lado n e quadrado unitario

Chamamos A, a area do quadrado maior, entdo a area A, € a soma das areas
dos n2 quadrados de lado 1, portanto:

An = n2.

m . .
Agora tomemos um quadrado ABCD de lado AB = —, ou seja, um numero
n
racional, comme n € IN, e sendo A,a sua area.

1
Decompomos o quadrado ABCD em m segmentos de lado - e tracamos

. A . 1 . .
m — 1 paralelas ao lado AB e ao lado BC com distancia ~, como indicamos na

Figura 13.

3|3

A m 2
n

Figura 13: Quadrado de lado m/n



Temos que a area do quadrado ABCD sera dada por:

Entéo se o lado do quadrado forigual a [ = % entao;

An= 12
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Ja para quadrados ABCD, da Figura 14, de lado AB = [, com [ irracional, seja

a um namero tal que a < [>. Tomamos um nUmero racional r, com r < [, tal que r

seja muito préximo de [, satisfazendo:

a< rz<l|z

TR
ettt
oSeretelelateteteten

SR
SR

ieleleTelele’!
SR

Figura 14: Quadrado de lado [ incomensuravel.

B

Agora tomado um quadrado AEFG no interior do quadrado ABCD, de lado r, e

seja a sua area igual a A, entdo A = r2. Como o quadrado AEFG esta contido no

guadrado ABCD, temos A < Aagcp, onde Aagcp € a area do quadrado ABCD. Como

a<r2 entdo a < Aagscp.

Portanto, para todo nimero real a, com a < [2 temos que a < Aagcp.

De forma analoga, tomando um numero real b qualquer, tal que b >12

concluimos que b > Aagcp. Portanto, a < Aagep < b para quaisquer nimeros reais a

eb,a<2<b. Assiml2-Apgcp<b—ael?2-Apscp>a-b.
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Logo |12 - Aascpl< b — a. Como a e b sdo quaisquer, concluimos que
Appcp = £

Isso decorre do fato que se s é um numero real satisfazendo 0 < s <g, para

qualquer £> 0, entdo s = 0. De fato, suponhamos que s # 0. Entdo s > 0 e existe um

- 1 1 .~
namero natural n tal que ~<s. Tomando € = ~, temos uma contradigdo. Portanto

s=0.

3.1.2 Area do Retangulo

Por definicdo, o retangulo é um quadrildtero com os quatro angulos
congruentes de 90°.

Dado o retangulo ABCD, da Figura 15, de lados medindo AB=aeBC=b,ae
b nimeros naturais, através de paralelas aos lados decompomos este retangulo em

ab quadrados unitarios, de certo modo que a sua area seja dada por:

AR = a.b

---------------------------------------------------------------------

--------------------------------------------------------------------

Figura 15: Retangulo de lado ab

Para o retangulo ABCD com lados AB = a e BC = b, com a e b nimeros
racionais, ou seja, a = % eb= % , M, N e p numeros naturais, como mostrado na
Figura 16, com mesmo denominador n. Dividimos os lados em segmentos de
comprimento % um dos lados ficardA com m quadrados e o outro com p quadrados

unitarios.



---------------------------------------------------------------------

.....................................................................

............

>
3[3]

Figura 16: Retangulo de lados m/n e p/n

A area de cada quadrado unitario sera dada por:

Ja a area do retangulo ABCD sera:

1 _m
AR:m.p.ﬁ—;' =a.b.

SIS

Logo, a area do retangulo € o produto da sua base pela sua altura.

guaisquer, construimos o quadrado mostrado na Figura 17.

a B R

a
Figura 17: Retangulo ABCD e Quadrado de lado a + b
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Caso geral, para a area de um retangulo ABCD de lados AB = a e BC = b,



37

A area do quadrado é dada por:
Ag=(a+b)?>=az+2a.b+b?
= a2+ b2 + 2a.b.

Como a2 é a area do quadrado menor e b2 é a area do quadrado maior, temos

que 2a.b é a area de dois retangulos congruente a ABCD, ou seja:

2.Ar = 2a.b

3.1.3 Area do Paralelogramo

O paralelogramo € um quadrilatero em que os lados opostos sao paralelos.
Tomamos um dos lados do paralelogramo e tracamos a perpendicular
passando por um dos vértices até o outro lado oposto. Esta é a altura do

paralelogramo.

A b E c B

| |
[ a 1

Figura 18: Paralelogramo de base a e altura h

Sendo o paralelogramo ABCD, como mostramos na Figura 18, de base
AB = a, alturaDE=h, AE=be EB =c.
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G C=D

c B A=B b F

Figura 19: Retangulo de lado a + b e altura h e Retangulo de lados b e h

Construimos o retangulo AFCG da seguinte forma: prolongamos os lados AB
e CD, a seguir chamamos de F a projecdo ortogonal do ponto C sobre a reta por AB
e de G a projecao de A sobre a reta CD. Note que os triangulos BFC e DGA sé&o
congruentes (triangulos retangulos com hipotenusas congruentes e catetos CF e AG
congruentes). Também temos que os triangulos AED e DGA séo congruentes pela
mesma razéo. Logo, BF = GD = AE = b.

Assim, o retangulo AFCG tem base a + b e altura h.

Logo,

Aarce =(a +b).h=a.h + b.h.
Note também que o retdngulo AFCG é formado por dois triangulos
congruentes BFC e ADC e o paralelogramo ABCD, como vemos na Figura 19,
guando unimos os dois triangulos temos um retangulo R de area Ar = b.h, portanto:

a.h+bh=Ap+Db.h

Logo,
Ap = a.h.

Deste modo, a area de qualquer paralelogramo € o produto de qualquer uma
das bases pela altura relativa a base escolhida.



39

3.1.4 Area do Triangulo

O triangulo é um poligono que possui trés lados e notamos que a area de
qualquer triangulo é a metade da area do paralelogramo como justificado a seguir.

Dado um triangulo ABC de base AB = a e altura relativa a base passando por
C de medida CH = h.

Tracamos uma paralela ao lado AB passando pelo vértice C e uma paralela
ao lado AC passando pelo vértice B e marcamos o ponto D, interse¢do das duas
paralelas, como mostramos na Figura 20. A &rea do paralelogramo ABDC, Ar = a.h,
como os triangulos ABC e DCB sédo congruentes, pois BC é lado comum e

ABC =D(CB = ae ACB = DBC = , ento:

A B

Figura 20: Triangulo de base a e altura h
Ap = Apgc + Apce= 2.Ansc.

Portanto,

a.h
Apgc =—"

Portanto, a area de qualquer triangulo sera dada pela metade do produto de

sua base pela altura relativa a essa base.

3.2 Area de poligonos regulares

3.2.1 Poligonos regulares
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7

Segundo Dolce e Pompeu (2013), um poligono convexo € regular, se e
somente se, tem todos os seus lados congruentes e todos 0s seus angulos internos

congruentes. Portanto, todo poligono regular é equilatero e equiangulo.

Proposigéo 1: Quando dividimos uma circunferéncia em n arcos congruentes, com
n > 3, temos as seguintes propriedades:
I) a reunido das cordas determinadas por dois pontos consecutivos da divisdo
formam um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia;
i) as tangentes tracadas pelos pontos de divisdo determinam um poligono

regular de n lados circunscrito a circunferéncia.

Al M 2 A2

hl|

Figura 21: Poligonos regulares inscrito e circunscrito

Demonstracao:
i) Sejam A4, Ay, ...e Ay 0s n pontos da divisdo de uma circunferéncia 1. O poligono
Ai1A;...A, de n lados esta inscrito na circunferéncia, pois todos os seus veértices
pertencem a A, como vemos na Figura 21.
. — — —
Sendo as medidas dos arcos A;4, = AjA, =--=A,A;, como arcos
congruentes subentendem cordas congruentes, entdo 0sS segmentos sao

congruentes:

AjA, = AA; == A,A, . (2)

Os angulos 44, 4,, ..., 4,,, sdo congruentes, pois dado a medida de um angulo

A;,i=1,2, .., n, como cada um deles é um angulo inscrito em A, entdo 4; tem como



41

medida a metade da soma das medidas dos (n - 2) arcos congruentes em que A

ficou dividida. Ou seja,

— 7 N N N
i = AjAy + -+ Ay A+ A A+ HAp 1Ay

' 2

Como os arcos sao congruentes, temos:

Al = AZ E T AAn. (2)

De (1) e (2), temos que o poligono AjA,...A, é regular de n lados e esta
inscrito na circunferéncia A.
ii) Tracamos tangentes a A pelos pontos de divisdo A;, Az, ... € A, marcamos 0s
pontos A3, A;, ... e A, interseccdo das tangentes e obtemos o poligono A}45...4;,
de n lados e circunscrito a circunferéncia.

Temos que os triangulos A7AA;, A5AzA,, ..., A, A1A,, sdo tridngulos isésceles
e congruentes.

De fato, vamos mostrar que A;A>A;, A5AszA, sdo congruentes. As demais
congruéncias séo analogas.

Como AjA; ...A, é regular, segue que:

Seja O o centro da circunferéncia A que contém os vértices do poligono,

temos 4,04, = % e do fato de A; 04, ser isdsceles segue que

- A 1 3
0A1A2 = 0A2A1 = E (1800 -

60° 180°
)=90°— :
n

Como A} A, é tangente a A, temos 04,4} = 90°.

Logo, A'lAzAl = OAzAll - OAZAl =90° - (900 - %00) .
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Portanto,

. P A~ 180° s sz
De modo anéalogo, obtém-se A74; A, = —. Logo AjA,A; € isOsceles.
n

, . A A 180°
Pelos mesmos argumentos que A3A3;A, é isosceles com A,A3A, = ALA,A; =

—.
O critério ALA (angulo, lado, angulo) implica a afirmacéao.

Assim,

A= Ay= .= A, 1)
e
A1A] = AlA, = = 4,4
E somando convenientemente, temos que:
AlA, = ALAL = = AQA]. (2)

De (1) e (2), temos que o poligono AjA4,... A, € regular de n lados e esta
circunscrito na circunferéncia A.

Na proposicdo anterior vimos que dada uma circunferéncia, obtém-se
poligonos inscritos e circunscritos nessa circunferéncia. Vale a “reciproca” desse

fato. Isto esta descrito, mais precisamente, a seguir.

Proposicdo 2: Para todo poligono regular de n-lados, as seguintes propriedades

séo vélidas:
)] o poligono é inscritivel numa circunferéncia.
)] o0 poligono é circunscrito a uma circunferéncia.

Demonstracao:
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i) Considere um poligono regular A;A;...A, de n lados. Pelos pontos A1 A; e Az
tracemos a circunferéncia 1 e seja O 0 seu centro. Provaremos que A passa pelos
demais vértices A4 As, ..., An, do poligono.

Vamos provar que A4 pertence a A.

Tomando os triangulos OA;1A; e OAzA,, temos que eles sdo congruentes, pelo

caso LAL (lado-angulo-lado), pois:

A A, = As;A, (lados do poligono regular)
0A, = 0A; (raio da circunferéncia)

e considerando o triangulo iso6sceles A,OAs, entdo 0A,A; = 0A3;A, e como 0s
angulos 4,eA; do poligono s&o congruentes, segue que 04,4, = 0A4;A,, com isso,

os triangulos OA;A; e OAzA, sdo congruentes, logo:

Portanto, o vértice A4 do poligono pertence a circunferéncia A.
Analogamente, temos que As, As, ..., Ay pertencem a circunferéncia A.

Portanto, o poligono regular A;A;...A, € inscritivel numa circunferéncia.

ii) Tomando um poligono regular AjA...A,, temos, por i), que tal poligono esta

inscrito numa circunferéncia A de centro O.

Sendo A}, A5, ..e A, o0s pontos médios dos lados A4, AAs, ..., A A4,

temos:

0A| = 04, = - (1)

M
&)
o
A

De fato, considere os triangulos 0A;A] e 0A,A;.

Temos
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Pelo caso LAL (lado, éangulo, lado), segue que 0A;A] e O0A,A, séo
congruentes. Logo, 04} = 0A},. As outras congruéncias seguem de modo analogo.

Donde concluimos que O é o centro da circunferéncia A’ que passa pelos
pontos A3, 45, ...e Ay,.

Pelo caso LLL (lado, lado, lado), temos que os triangulos 04;4; e 04;,,4; séo
congruentes, como os angulos OAJ’-AJ- e OAJ’-A]-+1 sao iguais e suplementares, tem-se
04;A; = 90°.

Logo, 04 1A;A;,4, ou seja,

O0A 14,4,  OA,1A,A; .. OALlA,A,

e assim A;A,...A, tem lados tangentes a A4'. (2)
De (1) e (2) temos que todo poligono regular € circunscrito a uma

circunferéncia.

3.2.2 Lado e ap6tema de um poligono regular

Definimos o apétema de um poligono regular, e indicaremos por a,, como o
segmento com extremidades no ponto médio de um dos lados e no centro O da
circunferéncia A’ de raio r inscrito no poligono, portanto o comprimento do apotema é
0 raio r da circunferéncia inscrita no poligono.

Observamos também na divisdo da circunferéncia em n partes, que cada

angulo céntrico, com vértice no centro O e lados por vértices consecutivos, sera

360°
"

dado por

Dado o poligono regular A;A;...An de n lados inscrito na circunferéncia A4 de
centro O e raio R e indicamos por [,, 0 seu lado. Tracamos o0 segmento perpendicular

ao lado A;A; e marcamos M que é o seu ponto médio, temos que OM = a, que é 0



45

apotema do poligono e o segmento 0OA; = R que é o raio da circunferéncia A, como
mostramos na Figura 22.

Primeiramente, vamos determinar a medida do lado do poligono inscrito.

Figura 22: Poligono regular inscrito

Temos que o triangulo OA;A; € isosceles, pela Lei dos cossenos, vem:

Iz =Re + Rz ~2R.R cos () = 2R? — 2Rz.cos (%)

= 2R? (1 - cos (27”)) = 2R?2.
= 4Rz sen? (%)
Assim
1= 2R. sen (g) :

Portanto, a medida [, do lado do um poligono regular inscrito em uma

circunferéncia sera dada por 2R. sen (g)
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Agora, recorrendo ao Teorema de Pitdgoras, vamos determinar a medida do

apotema do poligono inscrito. Temos:

Logo,
a, = R.cos (%) .

Portanto, a medida do apotema de um poligono regular inscrito em uma
circunferéncia é dada por R. cos (g)

Também, podemos obter a medida [, do lado em funcdo da medida do
apotema e reciprocamente. Tomemos o triangulo retangulo OMA; e pelo Teorema

de Pitagoras, vem:

E, ainda, para o apétema:

1
a, = EV 4R? — lrzl

Portanto, as medidas dos lados e do ap6tema de um poligono regular inscrito

. A . ~ . 1
em um circunferéncia serdo, respectivamente, 2.,/a2 — R? e 5\/4R2 — 2.
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[ S~~~ B\

A1 { A2

Figura 23: Poligono circunscrito

Notemos que para poligonos regulares circunscritos a circunferéncia de raio r,

In

o A3

temos que tg (180 ) = f veja Figura 23.

n

Portanto, [,, = 2rtg (1800) .

n

3.2.3 Area dos poligonos regulares

Dado o poligono regular A;A;...A, de n lados inscrito na circunferéncia A4 de
centro O e raio R e indicamos por [,, 0 seu lado e a, 0 ap6tema do poligono, como
mostramos na Figura 24. Notamos que quando tragcamos 0S segmentos
04, i=1,2, .. n, que o poligono fica dividido em n tridngulos congruentes com

base igual [,, e altura a,.
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An A3

Figura 24: Area de poligonos regulares

Entdo, a area A, de qualquer poligono regular inscrito, sera dada por

Como o perimetro do poligono é 2p =1, + I, + ... + [,=n.l,,, onde p é o seu

semiperimetro, entao
A, =p.a,,

ou ainda, como [, = 2R.sen (g) e a, = R.cos (g) temos

n.R%. 2 sen (g) cos (g)

Ap = z
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Portanto,

Ja para poligonos circunscritos sendo [, a medida do lado, r = a, 0 raio da

circunferéncia inscrita, entdo a area A, do poligono sera

lpr
An = TL.T,

ou ainda

o=t tg (22
n n

3.3 Area de um poligono qualquer

A area de um poligono qualquer pode ser calculada pela decomposi¢cao do
poligono em outros poligonos em que conhecemos a sua area, portanto a sua area

sera o somatorio de todas as areas destes poligonos formados pela decomposicao.

3.3.1 Area de figuras planas gerais

Dada uma figura plana F arbitraria, sua area é um namero real ndo negativo,
qgue indicaremos por f(F), onde vamos considerar os valores por falta ou por
excesso.

Dados os poligonos P e Q, P inscrito em F e Q circunscrito, como o da Figura
25. Como o poligono P esta contido em F e o poligono Q contém F, temos que:

f(P) < f(F) < f(Q)
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Figura 25: Poligonos F, P e Q.

Podemos construir uma sequéncia {P,} de poligonos inscritos e outra
sequéncia {Qn} de poligonos circunscritos com as seguintes propriedades:

a) PicPyc..cPyc..cF

b) Q12Q2>5..oQ,>..oF
) If(Qn) — f(Pn)| < % para todo n.

Dessa forma, quanto maior for n, melhor sera a aproximacédo de area de P,
(ou de Q) da area de F. Isso nos permite ter aproximacdes arbitrariamente precisas
da érea de F.

Podemos citar o caso particular do circulo, em que a sua area pode ser
caracterizada como sendo o limite das areas dos poligonos regulares nele inscrito
ou circunscrito, quando o numero de lados cresce indefinidamente, como segue:

Indicamos por P, o poligono regular de n lados inscrito no circulo C de raio R

e seja A, sua area, isto é,

Sejam = % Entdo, quando n — o, tem-se m — .

Logo,

Portanto,
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lim A,, = mR?.

n—-oo

Considerando agora Q, o poligono regular de n lados circunscrito ao circulo C

de raio R, e seja A, sua area, isto é,

sen (%)
)

A, = nR%tg (%) = nR? m

T 1
= nR?sen (Z) - (g) = nR? Lt~ (g)

Como anteriormente,

n—-oo -_—

Além disso, como a funcéo cos ¢, para a € IR, é continua, temos:

711_{{)10 cos (%) = cos <%1££10 (g)) =cos0 =

Portanto,

lim A, = nR>.

n—-oo

3.4 Poligonos Equidecomponiveis

Conforme Lima (2003) um poligono é equidecomponivel a outro se admite

uma decomposicdo em poligonos menores que ao ser agrupados forma o outro.

Mais precisamente temos:
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Definicdo 01: Dois poligonos P e P’ dizem-se equidecomponiveis quando existem
decomposi¢bes P = P,UP, UP;U...UP, e PP = P,UP, UP; U... UP,, de tal modo
que cada poligono P; é congruente ao poligono P;, i = 1,2,3,...,n. Além disso, 0s
poligonos P; tenham seus interiores dois a dois disjuntos, 0 mesmo ocorre com 0S
poligonos P;.

Como um exemplo o triangulo T e o retangulo R como na figura abaixo séo
equidecomponiveis. Pois, dado um triangulo T, onde decompomos em outras trés
partes A, B e C, ao recolocarmos suas partes em A’, B’ e C’, obtemos o retangulo R,

como mostrado na Figura 26.

Al

T R

Figura 26: Decomposicdo do triangulo em trés partes A, B e C, recompostos em A', B' e C' para
formar o reténgulo.

Outro exemplo: dado um paralelogramo P e um retangulo R com mesma base
e mesma altura, temos que ao decompor P em dois outros poligonos A e B e R em
A’e B’, como na Figura 27 abaixo, temos que A é congruente a A’ e B é congruente
a B’, portanto, P possui a mesma area de R, como mostrado na Figura 27.

P R

Figura 27: Paralelogramo P e Reténgulo R com a mesma base e mesma altura.

Este é um fato geral sobre poligonos.

Teorema de Bolyai’: Dois poligonos com a mesma &rea s&o equidecomponiveis.

! Teorema demonstrado por F. Bolyai em 1832 e, independentemente, em 1833 por P. Gerwien.
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A demonstracdo deste resultado foge aos objetivos deste trabalho, sugerimos
sua leitura em Lima (2003).

Teorema de Hadwiger-Glur®: Dois poligonos com &reas iguais sdo sempre TR-
equidecomponiveis.

De acordo com Lima (2003), a prova do Teorema de Hadwiger-Glur segue as
ideias da prova do teorema anterior acrescida do seguinte resultado:

Todo retangulo R € TR-equidecomponivel a outro retdngulo R’ cuja base é
paralela a uma reta dada r.

Para tanto, note que um segmento de reta paralelo a r fornece uma
decomposicdo R = A B, como na Figura 28. Transladando o triangulo A para outra
extremidade de R, obtemos o paralelogramo P = A’ v B, o qual é TR-

equidecomponivel a R.

Figura 28: Retangulo e o Paralelogramo com lados paralelos a r sdo TR-equidecomponiveis.

Agora basta usar que o paralelogramo P é TR-equidecomponivel a um

retangulo R’, cuja base tem comprimento b e € paralela aretar

2 Mateméticos suicos H. Hadwiger e P. Glur, em 1951 reafirmaram o Teorema de Bolyai



54

4. Teorema de Pitdgoras

Diferente de Tales que era um homem de negdcios, Pitagoras (569 — 480a.C)
era um profeta e mistico, que durante as suas viagens observou muitas ideias
religiosas, além da Matematica e da Astronomia. Nascido em uma das ilhas gregas
de Dodecaneso, em Samos, perto de Mileto, Pitdgoras juntamente com Tales
comecaram a ver e a estudar a Matematica como ciéncia e foi a partir de suas ideias
gue ela se desenvolveu.

Pouco se sabe sobre as obras de Pitdgoras, pois documentos da época se
perderam. Além disso, como a sociedade secreta que ele fundou era comunitéria,
muitos dos conhecimentos e propriedades eram comuns e diversas descobertas
eram atribuidas e creditadas ao mestre. Com isso, ndo sabemos se quem fez a
demonstracao do teorema tenha sido o proprio Pitdgoras ou um de seus seguidores.

Acredita-se que as palavras “filosofia” (“amor a sabedoria”) e “matematica” (“o
que é aprendido”) tenham sido criadas por Pitagoras para descrever as suas
atividades intelectuais dedicadas ao estudo da Matematica e principalmente da
Filosofia. Os pitagoricos tinha como lema “Tudo é numero” e seu simbolo especial
era 0 pentagono estrelado, que era um poligono regular de cinco lados, em que
tracadas as diagonais elas se cruzam formando um novo pentagono regular, que
dividem as diagonais em dois segmentos desiguais, tais que a razdo da diagonal
toda para o maior é igual a deste para o menor, 0 que hoje conhecemos com
“secgdo aurea” de um segmento (BOYER, 2010).

Segundo Boyer (2010), Kepler escreveu liricamente que: “A geometria tem
dois grandes tesouros: um é o teorema de Pitdgoras; o outro, a divisdo de um
segmento em média e extrema razdo. O primeiro pode ser comparado a uma
medida de ouro; o segundo podemos chamar joia preciosa” (BOYER, 2010, p. 35).

Para Lima, et al. (2006), “O Teorema de Pitagoras é um dos maios belos e
importantes teoremas da Matematica de todos 0s tempos e ocupa uma posi¢ao
especial na histéria do nosso conhecimento mateméatico. Foi onde tudo comecgou”
(LIMA, et al., 2006, p. 62).

O Teorema de Pitagoras desde o século V a.C. ganhou varias

demonstracdes, em 1940 foi publicado o livro “The Pythagorean Proposition“ do
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matematico americano Elisha Scott Loomis, contendo 370 demonstra¢cdes, porém ha

mais outras demonstracoes.

4.1 Demonstracédo do Teorema de Pitagoras dada por Euclides

Por volta de 330 a.C., o matematico grego Euclides de Alexandria escreveu
13 livros que constituem um tratado matematico e geométrico chamado Elementos
de Euclides, onde ele traz no Livro |, Proposi¢cdo 47 a demonstracdo do Teorema de
Pitagoras por comparacdes de areas, segundo Euclides:

“Nos triangulos retdngulos, o quadrado sobre o lado que se estende sob o

angulo reto é igual aos quadrados sobre os lados que contém o angulo reto’.

Seja o triangulo retangulo ABC, como na Figura 29, tendo o angulo sob ACB
reto; digo que o quadrado sobre a BA é igual aos quadrados sobre as BC, AC.
(EUCLIDES, 2009)

D J E

Figura 29: Triangulo Retangulo Euclides

Tracando uma reta perpendicular ao lado AB passando por C e prolongando
até o ponto J do lado DE. Tragcamos também FB, CD, AH e CE.

Temos que os triangulos CAD e FAB sao congruentes, pois:
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=
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M
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AD = AB

como FAC = DAB = 90° e justapondo CAB aos angulos anteriores, temos

CAD = FAB.

E ainda a area do triangulo FAB é metade da &rea do quadrado AFGC, pois
possuem a mesma base FA e a mesma altura e a area do triangulo CAD é metade
da area do retangulo ADJK, pois possuem a mesma base AD e a mesma altura.

Logo, a area do quadrado AFGC é igual a area do retangulo ADJK.

Da mesma forma, temos que os triangulos ABH e EBC sao congruentes, pois
os angulos EBC e ABH s&o congruentes e também os lados BC =BH, e AB = EB.

Logo, a area do quadrado BCIH é igual a area do retangulo BEJK.

Portanto, a area do quadrado sobre o lado AB ¢é igual a soma das areas dos

guadrados sobre os lados AC e BC.

4.2 Demonstracdo do Teorema de Pitagoras dada por Dr. Rudolf
Wolf

Entre as 370 demonstracdes encontradas no livro “The Pythagorean
Proposition“ do matematico americano Elisha Scott Loomis, optamos por utilizar
neste trabalho uma demonstracdo geométrica, Figura 30, retirada de uma
publicacdo de 1880 de Jury Wipper entitulada" 46 Beweise der Pythagora is Chen
Lehrbatzes," dada pelo Matematico Dr. Rudolf Wolf em 1869.
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Figura 30: Demonstrac@o do Teorema de Pitdgoras dada por Dr. Rudolf Wolf em 1869

Fonte: (LOOMIS, 1968)

Para Loomis (1968), a prova dezesseis dada por Dr. Rudolf Wolf é:

‘the dissection is evident and show that parts 1, 2 a 3, In sq. AK are
congruent to parts 1, 2 and 3 in sq. HG; also that parts 4 and 5 in sq.
AK are, congruent to parts 4 and 5 in sq. HD. (sq: AK: parts 1 + 2 + 3 +
4 +5) = (sq. HG = parts 1 + 2 + 3) + (sg. HD =parts4 + 5)..-sqg. on AB
=sq.on BH +sqg. on AH .. h?=a?+ b2”(LOOMIS, 1968)

O que pode ser traduzido como: “as disseccdes do quadrado AHFG nas
partes 1, 2 e 3 e do quadrado BDEH nas partes 4 e 5, resulta por superposicdo no
quadrado equidecomponivel ABKC, ou seja, a soma das areas do quadrado AHFG
com o quadrado BDEH é igual a area do quadrado ABKC.”

A seguir, tornamos a demonstragéo acima detalhada.

Dado o triangulo retangulo ABH e como AB = h (hipotenusa), BH = a e AH =

b, como o da Figura 31.
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N M Q
E
L
L)
G |
H
()
D
J
A [3) B
P
c K

Figura 31: Demonstracéo do Teorema de Pitdgoras dada por Dr. Rudolf Wolf

Tracamos sobre os lados AH e BH, os quadrados AHFG e BHED;

Refletimos o quadrado de lado BH em torno de seu lado e marcamos o0s
pontos O, P e J,

Tracamos uma reta perpendicular ao lado AB, passando por A e outra por B e
chamamos de N a intersecao da primeira perpendicular com o segmento FG e
de L a intersec¢cdo com o segmento HE;

Tracamos uma perpendicular ao lado AN, passando por N e denotamos M a
interseccdo com o segmento FH;

Denotamos por M a intersecgao das retas perpendiculares a AN passando
por N e AB passando por B;

Construimos o retangulo de lado AN e AB e denotamos por ABQN;

Tracamos uma perpendicular ao segmento BM, passando por Q e chamamos
de | a sua interse¢cdo com o0 segmento BM;

Notamos na Figura 32 que os triangulos ABH e ANG sao congruentes, pelo

caso ALA (angulo, lado, angulo).
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N M Q
E
L
L]
G 1
H
-
D
J
A 0 B
-4
c K

Figura 32: Congruéncia entre os triangulos ABH e ANG

De fato, sendo HBA = a, entdo HAB = 90° — a e, ainda NAH = a, portanto,
HAB = GAN =90° — «
AG = AH
AHB = AGN = 90°.

Dai concluimos que o quadrilatero ABQN € um quadrado, pois AB = BQ.

Pelo caso ALA (angulo, lado, angulo), os triangulos ABH e BQI da Figura 33

sdo congruentes, pois
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N M Q
E
L
G 1
H
)
D
J
A 0 B
B
c K

Figura 33: Congruéncia entre os triangulos ABH e BQI
AHB = BIQ = 90°
AB = BQ
HAB = QBI = 90° — a.
Como os triangulos ABH é congruente a ANG e BQI, entdo os triangulos ANG

e BQI sdo congruentes.

e Pelo caso LAA, (angulo, lado, angulo oposto), os triangulos BOP e QIM séo

congruente, como podemos notar na Figura 34, pois

F

N L} Q
E
L
2
G l
H
.
D
J
A 0 B
H
c K

Figura 34: Congruéncia entre os triangulos BOP e QIM
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BP =BH = QI
BP0 = QIM = 90°

POB = HBA = IMQ = a (angulos alternos internos).

¢ Notamos também que os triangulos BPO e AJO séo semelhantes, pois

BPO = AjO = 90°
JOA = POB (opv).

Como os triangulos BPO e QIM séo congruentes e AB = NQ, temos que 0s
segmentos AO e NM sao congruentes, Figura 35, portanto pelo caso LAA, (angulo,

lado, angulo oposto) os triangulos MFN e OJA sdo congruentes, pois

F

N M Q
E
L
G 1
H
)
D
J
A [3) B
-4
c K

Figura 35: Congruéncia entre os triangulos MFN e OJA
A0 = NM
JOA = FMN = IMQ(opv)
NFM = AJO = 90°.
e Pelo caso ALA (angulo-lado-angulo) os triangulos BPO e BLH séo

congruentes, Figura 36, pois
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c K
Figura 36: Congruéncia entre os triangulos BPO e BLH
BPO = BHL =90°
BP = BL
PBO =HBL=90°-«a.

e E ainda, como os quadrados BDEH e BPJH sao congruentes, 0s

quadrilateros EDEL e BHJO sao congruentes.
Portanto, a area do quadrado ACKB ¢ igual a soma das areas dos quadrados
AGFH com a area do quadrado BDEH.
Ou ainda:
hz = a2 + b2.

4.3 Fibonacci e as Ternas Pitagoricas

4.3.1 Sequéncia de Fibonacci

O matematico italiano Leonardo Fibonacci (Leonardo filho de Bonaccio),
nasceu em 1175 na cidade de Pisa, regido da Toscana, sendo também conhecido

como Leonardo de Pisa (ou Pisano). Recebeu parte de sua educacio na Africa onde
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seu pai exercia funcdo de alfandegario. Fez grandes viagens ao Egito, a Suica, a
Grécia e a Siria, onde teve contato com a Matematica oriental e arabica. De volta a
sua cidade natal, em 1202, publicou seu livro “Liberabaci” ou “Livro do abaco”, onde
defendeu a utilizacdo dos nameros indo-arabicos.

O livro é dedicado a aritmética e a algebra e contém uma vasta colecao de
problemas, onde podemos citar o problema dos coelhos que deu origem a famosa
Sequéncia de Fibonacci.

Trata-se do seguinte problema, segundo Hefez (2014):

“Quot paria coniculorum in uno annoex uno pariogerminentur. Como nao se
ensina mais latim nas escolas, ai vai uma explicacdo: um casal de coelhos
recém-nascidos foi posto num lugar cercado. Determinar quantos casais de
coelhos ter-se-80 ap6s um ano, supondo que, a cada més, um casal de
coelhos produz outro casal e que um casal comeca a procriar dois meses
apos o seu nascimento.” (HEFEZ, 2014)

A solucédo dada por Fibonacci, mostraremos na Tabela 1, onde a resposta

encontrada foi de 144 casais no final de um ano.

Tabela 1: Solucdo dado por Fibonacci para o problema dos coelhos

Més NUmero de casais do Nudmero de casais Total
més anterior recém-nascidos
1° 0 1 1
2° 1 0 1
30 1 1 2
40 2 1 3
50 3 2 5
6° 5 3 8
7° 8 5 13
8° 13 8 21
9o 21 13 34
10° 34 21 55
11° 55 34 89
12° 89 55 144

Fonte: (HEFEZ, 2014)

A sucessao ou Sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia de nuameros inteiros
positivos, na qual cada termo, a partir do terceiro, € igual a soma dos termos
anteriores, sendo que F; = 1 e F, = 1. Portanto, os primeiros termos da sequéncia

sao dados por:

1,1,2,3,5,8,13,...,a,b,a+b,a+ 2b, 2a + 3b,3a + 5b, 5a + 8b,...
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As sequéncias F, que satisfazem a lei recursiva F, = F,_1 + F,_» sdo também
conhecidas como sequéncias de Fibonacci.
Portanto, podemos definir por recorréncia, uma sequéncia de numeros

inteiros que chamamos de nameros de Fibonacci e definimos por

Fn=Fhn_1+Fn_, F1=F>,=1en=3,4,..

Porém para conhecermos algum termo da sequéncia, necessitamos conhecer
quais os dois termos anteriores, com isso, temos que obter uma férmula para
obtencéo do termo geral Fp.

Toda sequéncia (x,) que satisfaz F, = F, _1 + F, _ 2 € chamada solucdo de

Fibonacci. Note, se X, é solugéo, entdo ax, também é solucao para todo real.

Definicdo: Dizemos que duas solugbes de Fibonacci x, e Yy, ndo nulas s&o
linearmente dependentes se existir uma constante a =0 tal que x, = a.y,, para todo n
natural. Por outro lado, se existirem constantes a, b n&o nulas, tais que

Fn = ax, + byp, entdo as solucdes x, e y, séo linearmente independentes.

Propriedade 1. Se x, e y, séo solucdes linearmente independentes de Fibonacci,
entdo toda solugéo F, satisfaz F, = ax, + by,, ¥'n € IN e a e b constantes.
Demonstracao: Mostremos primeiro que se X, e y, sao solu¢cdes independentes,

entao

X1 Xy
yi Y2
Suponhamos, por absurdo, que
X1 X
yi Y2

Entédo pela propriedade das propor¢cdes, a soma dos antecedentes, X; € Xp, esta para
a soma dos consequentes, y; e Yy,, assim como qualquer antecedente esta para o

Seu consequente, temos



X1 XptXp X3
Yi YVitY2 V3

E por inducédo temos que

X1 X2  Xp
Vi Y2 Yn
Portanto,
X1 X Xn
aqa=—=—= —_— —_—
yi Y2 Yn
Logo,
Xn = A.Yp.

Uma contradicao, pois por hipétese x, e y, sao linearmente independentes.

Agora seja F, uma solucéo de Fibonacci, entdo existem a e b, tais que

{Fl == ax1 + byl
F, = ax, + by, "’

De fato, como
X1 X2
*

Yy Y2

entao,

X1Y2 — X2¥1 # 0.

ax1 + byl = F1

Logo, o sistema {axz + by, = F,’

tem solucao unica

F oy

_ F, y, _ Ey, — Fy,
|x1 y1| X1Y2 — X2)1
X2 Y2

65
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x, Fi

b _ xZ FZ _ xle - x2F1 ]
|x1 y1| X1Y2 — X2V1
X2 Y2

Dai F; =F, +F, =ax, +by, +ax, + by, = a(xy + x;) + b(y, + by,) = ax; + by; e
mais geralmente F, = ax, + by.

Portanto, F, € uma combinacéo linear, com a e b constantes.

Propriedade 2 (ou Formula de Binet): Se F, € uma sequéncia de Ficonacci, para

todo n € IN, tem-se que:

(59 -5
V5

F, =

Demonstracdo: Procuremos inicialmente uma progressdo geométrica x, = ", com
g =0, que seja solucéo de Fibonacci, isto €, que satisfaz a recorréncia anteriormente
mencionada. Para isso, devemos ter:

qI] :q]]—]+qﬁ—2l

dividindo a equacao por " ~2, obtemos:

G =q+1
G¢-qg-1=0
cujas solucdes sao
1++5 1-+/5
a1 = ) € qx= 5

Observamos que q; +g-=1¢€ qigz=—1.
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Para cada raiz, obtemos uma sequéncia de Fibonacci, sejam x, e y,, dados
por: x, = qi ey, = q%. Como vimos anteriormente F, & uma combinac¢éo linear de

Xn € Yy, ISto €, F, = a.qi + b.q%, que pode ser escrito como

Fo=a(2E) 1 p(25)"

2 2

Tomando F; = F, = 1, o que nos da um sistema com duas equacdes com

duas incognitas a e b

Agora provaremos por inducdo que o termo geral sera dado por

1
E, = E(q? - q3).

Concluimos, anteriormente, que F, = \/ig(q1 —q)=1eF,= %(qf -q3) = 1.

Agora para n >3, temos que:

F F — i n-1_ n-—1 i n-2 _ ,n—2
n-1 1t -1 \/g(ch q3 )+ \/g(‘h qz2" %)
n-—2 n-2
= @+0-L—@+D

V5
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1

:E(Q?_qg) = B

Entdo, para n € IN, todo numero de Fibonacci sera dado pela relacéo:

n _ n
(59 -5

4.3.2 Ternas Pitagoéricas de Fermat

Uma das primeiras ternas pitagoricas que temos relatos na histéria, escrita no
periodo Babilénico Antigo aproximadamente entre 1900 e 1600 a.C, € encontrada na
notavel tdbula de Plimpton 322, como vemos na Figura 37. Esta tabula é feita de
argila com escrita cuneiforme, possuindo uma tabela de quatro colunas e 15 linhas
de numeros na base sexagesimal, onde observamos que 0S nhdameros

correspondentes constituem a hipotenusa e um cateto de triangulos retangulos.

Figura 37: Tabula de Plimpiton 322

Fonte: Universidade de British Columbia: http://www.math.ubc.ca/~cass/courses/m446-
03/pl322/322.jpg Acesso: 23 abril 2016.



http://www.math.ubc.ca/~cass/courses/m446-03/pl322/322.jpg
http://www.math.ubc.ca/~cass/courses/m446-03/pl322/322.jpg
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7

Segundo Boyer (2010), um a terna pitagérica € uma trinca de numeros
inteiros que séo os lados de um triangulo retangulo e eles séo classificados como

primitivo e nao primitivos:

Se 0 Unico fator inteiro positivo comum aos elementos de um terno pitagérico
€ a unidade, entdo esse termo se diz primitivo. Assim (3, 4, 5) € um termo
pitagorico primitivo, ao passo que (6, 8, 10) ndo é. Um dos grandes feitos
matematicos dos gregos, posterior muitos séculos a tabula Plimpton 322, foi
mostrar que todos os termos pitagoricos primitivos (a, b, c) sdo dados
parametricamente por:
a=2uv, b=u2-v2 ec=u2+v2

onde u e v sdo primos entre si, um é par o outro é impar e u > v. (BOYER,
2010)

Assim, define-se uma terna pitagoérica (a, b, ¢) € uma trinca ordenada de trés
nameros inteiros a, b e ¢ que satisfazem: a2 +b2 = c2 e se a, b e ¢ sdo primos entre si

entdo dizemos que a terna € primitiva.

Propriedade 1: Sendo a terna pitagérica primitiva (a, b, c), isto €, que satisfaz a
relacdo: a2 + b2 = c2, existe um e apenas um elemento dela que é par, e esse
elemento néo é a terceira ordenada.
Demonstracao: Suponhamos por absurdo que a, b e ¢ sdo impares, entdo a e b
sdo impares, porém a soma do quadrado de dois numeros impares é par, entdo
c2 = a2 + b2 é par e consequentemente c € par. Absurdo! Assim existe um namero
que € par.

Suponhamos agora, que a e b fossem dois numeros pares, entdo c2 seria par,
e consequentemente c seria par. Absurdo! Pois a terna € primitiva.

Suponhamos agora que a seja par e b seja impar, entdo necessariamente ¢
sera impar.

Pois, sea=2me b =2n + 1, entdo existe m e n inteiros, tais que:
2m)2+ (2n+1)2=4m2+4n2+4n+1
Analogamente provamos para a impar e b par.
Suponhamos que ¢ seja par e a e b impares, entdo existe m, n e p inteiros,

taisquea=2m+1,b=2n+1ec=2p, logo:

a2 + b2 = (2m + 1)2 + (2n + 1)2
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=4m2+4m+1+4n2+4n+1

=2.2m2+2n2+2m+ 2n + 1)

Mas, c2 = 4p2 e a2 + b2 é mdltiplo de 2 e ndo € de 4. Absurdo!

Propriedade 2: Seja (a, b, c) uma terna primitiva, entdo existe u e v inteiros positivos

primos entre si, tais que a=2uv, b=u2-v2Ze c=u2+v2
Demonstracdo: Dada uma terna pitagérica primitiva, a ou b € um nimero par e c é
um numero impar. Suponhamos, sem perda de generalidade que a seja par e
escrevemos:

az=c?-p?

az=(c +b).(c-b)

Temos que a, c — b e ¢ + b, sdo pares, assim existem inteiros x, y e z, tais que

a=2x;c—b=2yec+b=2z portanto:

(2x)? = 2y.2z
4x2=4y.7
X2=y.z

Afirmamos que y e z ndo possuem fator comum. Com efeito, suponhamos por

contradicdo que existam numeros inteiros positivos p, y’ e z’tais que

y=pyez=p.z.

Logo,
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c—-b=2py’ec+b=2p.z.

Assim,
2c =(c—Db) +(c+b)=2py’+ 2pz’=2p(y’ + Z),

ou seja,

c=ply +Zz),
e

2b=(b+c)+(b-c)=(c+b)—(c—b)=2pz’— 2py’=2p(z’-y),

ou seja,

b=p(z'-y).
Portanto,

a?2=b2-c2=pi(y’ + z)? - pHz’ - y ).

Isto é,

az = 4p2zy’.
Logo, pla, o que contradiz o fato de (a, b, c) ser primitivo.
Assim y e z ndo possuem fator comum e com seu produto é um quadrado,
existem numeros inteiros positivos u e vtaisquey =u2e z=V2
Logo,

az=(c +b).(c-b)=2z.2y

= (2v?3).(2u?)
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= 4u2.v2,
Portanto,

a=2uv

Comoc—b=2u2ec+ b =2v2 com u e v inteiros positivos, somando e

subtraindo membro a membro as equagdes, obtemos, respectivamente
C=u2+vZeb=u2-V2

Portanto, temos os termos a = 2uv, b = u2 - v2 e ¢ = U2 + v2, 0 que mostra a

Propriedade 2.
Reciprocamente, se a = 2u.v, b = u2 - v2 e c = U2 + v2, temos:
a? + b2 = (2uv)? + (u?2 — v?)?
= 4uav? + u* — 2uav2 + v*
=u*+2uav2 + v*
- (uz + V2)2 =2
De modo que (a, b, ¢) € uma terna pitagorica.

Portanto, as triplas pitagoricas primitivas sdo da forma (2uv, u? - v, uz + v2),

com u e v primos entre sie u > v.

4.3.4 Ternas Pitagéricas de Fibonacci

No ano de 1948, o matematico Charles W. Raine publicou na revista Scripta
Mathematica o artigo Pythagorean Triangles from the Fibonacci Series, em que traz

uma maneira de achar as ternas pitagoricas, utilizando a sequéncia de Fibonacci.
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1,1,2,3,5,8,13,..., X, ¥, X +tYy, X+ 2y, 2x + 3y, 3Xx + 5y, 5x + 8y,...

Seja a sequéncia de numeros inteiros definida por:
Fn=F._1+F,_2, Fi1=F,=1en=3,4, ..

EaindaF,=x+2y,Fr_1=x+Yy, Fh_2=Yye F,_3=X, sendo x e y nUmeros
inteiros pertencentes a sequéncia de Fibonaccie n=4,5,....

Propriedade 1: Dada F,uma sequéncia de Fibonacci de quatro termos consecutivos

e a, b e c definidos como
a=F,.F,_,
b=2.F,_1.Fy_

C=Fi1+Fi,

Entdo a terna (a, b, c¢) satisfaz a relacdo a2 + b2 = c2, isto é (a, b, c) € uma

terna pitagorica.
Demonstracéo: Sendo, Fo,_3= X, Fh_2=y,Fh_1=X+yeF,=Xx+ 2y e comX, y
inteiros positivos e termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci e n = 4, 5, ...,
entao:
a=X.(x+2y)=x2+2xy
b=2(x+y)y=2xy+ 2y?

C=(X+Yy)?+y?=x2+2xy + 2y?

Logo:
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az + b2 =(x2 + 2xy)? + (2xy + 2y?)?
= x* + 4x3y + Ax2y2 + 4x2y? + 8xy? + 4y”
= x*+ 4x3y + 8x2y2 + 8xy3 + 4y*
= (X2 +2xy + 2y?)2 = ¢?
Portanto, dada uma sequéncia de Fibonacci de quatro termos consecutivos

Fn_3, Fn-2, Fn_1€ F, com n inteiro e n > 4, temos uma terna pitagorica (a, b, c)

com a seguinte caracteristcaa=F,. F, ,,b=2.F,;.F,_,ec=F;  +F;,.
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5. Abordagens Experimentais

Estas atividades foram realizadas com 30 alunos do 9° ano/82 série do Ensino
Fundamental da E.M.E.F. Prof. “Francisco Alvares Florence”, da cidade de Novo

Horizonte, estado de Sao Paulo.

5.1 Teorema de Pitagoras

Para a realizagcdo da demonstracdo do Teorema de Pitagoras, fizemos a
construcdo de um triangulo retangulo de catetos medindo 8 cm e 6 cm e a
hipotenusa medindo 10 cm e sobre os catetos desenhamos um quadrado de lado 8
cm e 6 cm, respectivamente, e sobre a hipotenusa um quadrado de 10 cm. Depois,
transferimos esta figura para uma folha de EVA branca e recortamos o triangulo.
Fizemos com EVA amarelo e colamos em uma folha de papel cartdo, como
mostramos na Figura 38 (a). JA o quadrado correspondente ao cateto de 8 cm,
fizemos com EVA verde, o do cateto de 6 cm com EVA vermelho e o quadrado da
hipotenusa de EVA azul e encaixamos as pec¢as no molde como mostramos na
Figura 38 (b).

Utilizamos EVA para a montagem desta atividade experimental, porém ela

podera ser montada com materiais alternativos como cartolina ou papel cartéo.

(@) (b)
Figura 38: Modelos em EVA do Triangulo Retangulo
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5.1.1 Aplicacgéo das Atividades do Teorema de Pitagoras em Sala de
Aula

Realizamos estas atividades no 9° ano/82 série do Ensino Fundamental da
E.M.E.F. Prof. “Francisco Alvares Florence”, onde os alunos foram separados em
seis grupos de cinco alunos.

Depois, distribuimos para cada grupo um kit contendo a placa de EVA, régua,
transferidor e o roteiro das atividades experimentais (Anexo |) para que 0S grupos
fizessem as anotacdes necessarias durante a realizacdo das atividades.

Agora iremos analisar os dados e resultados apontados pelos grupos no
roteiro da atividade experimental, onde realizamos duas atividades: a primeira
(experimental) para a comprovacao do Teorema de Pitagoras que foi dividida em 12
guestdes, voltada mais para a atividade experimental e a segunda que constou de 4
problemas de aplicacdo do Teorema de Pitagoras.

No intuito de verificar se os alunos ja tinham visto o experimento em algum
momento de sua formacao, a primeira questdo abordada no roteiro foi: “Vocés estao
recebendo uma placa, contendo um triangulo amarelo, um quadrado azul, um
quadrado verde, um quadrado vermelho, um transferidor e uma régua. Vocé ja viu
este tipo de atividade anteriormente?”.

Todos 0s grupos anotaram que tinham visto anteriormente na apostila do 8°
ano/72 série, porém pudemos observar que alguns alunos dos grupos ndo tinham
visto ou ndo lembravam se tinham visto.

A segunda questdo ‘Fazer as medicfes dos lados do triangulo e dos
guadrados, anotando as medidas na figura. O triangulo é retangulo?” foi elaborada a
fim de verificar as habilidades dos alunos em utilizar os instrumentos de medida e
comprovar se o triangulo era retangulo. Notamos uma grande interacdo entre 0s
grupos, enquanto alguns alunos realizaram as medi¢des, outros iam anotando os
resultados encontrados no roteiro. Tivemos que intervir quando os alunos nao
estavam conseguindo utilizar o transferidor.

Na terceira questdo, os alunos acharam as areas dos quadrados, quando
pudemos notar que apesar de terem respondido corretamente os valores, somente
um grupo colocou corretamente a unidade de medida.

J& na quarta e na quinta questao, os grupos deveriam recortar os quadrados

verde e vermelho nos locais indicados e tentar encaixar as pecas no local destinado
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ao quadrado azul. Na Figura 39 apresenta-se algumas fotos que ilustram a

realizagéo das atividades.

(b)

(d)

Figura 39: (a) e (b) Alunos realizando as montagens, (c) e (d) Algumas figuras resultantes

Depois, responderam a seguinte questado: “Qual a relacdo que podemos fazer
entre as pecas dos quadrados Verde e Vermelho com a do quadrado Azul?”. Os
resultados obtidos mostramos na Figura 40.
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13%

m Correta

H[ncorreta

Figura 40: Percentual relativo as respostas dadas para a pergunta 5: Qual a relacdo que podemos
fazer entre as pecgas dos quadrados Verde e Vermelho com a do quadrado Azul?

Notamos que a maioria dos alunos que participaram da pesquisa (87%) deu a
resposta corretamente como “Se juntarmos as pecas verdes e vermelhas,
formaremos a figura azul”. Ja alguns alunos deram como resposta: “pois ambas séo
quadrados e apresentam trés triangulos e dois quadrilateros”.

Na questéo 6 (da atividade 1), pedimos para fazer o desenho de como ficaram
0s encaixes das pecas no quadrado azul.

J& na questdo 7, indagamos: “Qual é a relacdo que podemos fazer entre as
areas dos quadrados sobre os lados do triangulo retangulo?” e obtivemos as

seguintes respostas como mostramos na Figura 41.

7. Qual é a relagdo que podemos fazer entre aiéreas dos quadrados sobre os lados do

triangulo retangulo? d@ \«)D”és
N

(@)
7. Qual € a relagdo que podemos fazer entre as dreas dos quadrados sobre os lados do

tridngulo retangulo?
& { § i
- e s ; ) {
’fi/w VA S By Lo O S7R .3 £ PN 1.0/} - 'y
i 3 7 N 7 T W,
) | Y T i PR Vv l[]
'L } V'N«4 NS N1 Cr1V 0 o2 08— 4 ’ ‘Wa .% 7 ol i)
‘ I

(b)
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7. Qual € a relagdo que podemos fazer entre as areas dos quadrados sobre os lados do
tridngulo retdngulo?

\
X ) \
o N - V\ \ . i 7~ R
QRO Q) Vad ’ @B0Tate id fo‘r

— (i m

O QY0

7. Qual € a relagdo que podemos fazer entre as dreas dos quadrados sobre os lados do

tridngulo reténgulo?

(©)

A A\ "\ )

V2 LAy A AT, < r Y TA . 7, TN A
t =

r\j-};Q "1\! )

! )
.\ N\ l_f‘\‘ Y,

\

3§ . TN > ~3 N

O Quaasr)

(d)

Figura 41: Respostas obtidas na questdo 7: Qual é a relacdo que podemos fazer entre as areas dos
quadrados sobre os lados do triangulo retangulo?

Com a finalidade de verificar se os alunos estavam aplicando a relacao

corretamente propomos a questado 8: “Agora se tivermos outro triangulo retangulo

ABC de catetos medindo AB =4 m e CA =3 m”. a) Qual é a &rea do quadrado, que

podemos formar sobre o cateto AB; b) Qual é a area do quadrado, que podemos

formar sobre o cateto AC?; ¢) Qual é a area do quadrado, que podemos formar sobre

a hipotenusa BC?, d) “Qual € a medida do lado da hipotenusa BC? Explique como

podemos encontrar essa medida”.

Algumas respostas estdo apresentadas na Tabela 2 e os resultados indicando

a porcentagem de erro/acerto estdo apresentados na Figura 42.

Tabela 2: Respostas dadas pelos grupos para a questao 8 item ¢) Qual é a medida do lado da

hipotenusa BC de um triangulo AB=4me CA=3 m.

Grupos

Respostas Obtidas

01

“5, porque tem que fazer lado vezes lado que tem
que dar 25.”

02

“hip = 5, se somarmos os catetos ao quadrado

encontra, os 25, extraindo a raizé 5.”

03

“Somando as duas areas da 25.”

04

“5 pois em relagédo a pergunta c) que teve como
resultado 25 é s6 achar o nUmero que vezes ele

mesmo da 25.”
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71%
E |ncompleta

m Correta

Figura 42: Percentual relativo as respostas incompletas dadas para a questédo 8.

Pudemos observar que 29% dos alunos deram respostas incompletas, pois
eles relacionaram a soma das &areas dos quadrados sobre os catetos com a area do
guadrado sobre a hipotenusa, como a resposta dada pelos alunos do Grupo 03 da
Tabela 2.

Na nona questao, investigamos se os alunos sabiam utilizar a relacdo para
encontrar o lado de um dos catetos de um triangulo DEF de cateto DE medindo 12
cm e hipotenusa EF medindo 15 cm e os percentuais de acertos estdo indicados na

Figura 43.

14%

E |ncompleta
m Correta

Figura 43: Percentuais de acertos para as questdes 10 e 11 para o lado incomensuravel de um
triangulo retangulo.

Notamos que 14% dos alunos deram respostas incompletas, como
apresentada a seguir: “A subtracao das areas dos quadrados maiores é 81, pois

lado vezes lado é 81”.
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Com a intencao de verificar qual era a relacdo que os alunos poderiam fazer
quando um dos lados do triangulo era incomensuravel, propomos na 102 questdo
“achar a hipotenusa de um triangulo de catetos medindo, respectivamente, 2 cm e 1
cm” e na décima primeira questdo “achar o cateto de um tridangulo com cateto

medindo 2 cm e hipotenusa medindo 3 cm”. Notamos que todos os alunos

responderam corretamente que o valor era v'5 cm ou o valor aproximado 2,2 cm,
qguando interferimos para saber por que eles usaram o valor aproximado da raiz de
5, eles responderam que era um assunto que tinham aprendido em sala de aula.
Para finalizar a primeira atividade experimental, perguntamos (questao 12):
“Qual era a relagéo entre os lados de um triangulo retangulo de hipotenusa medindo
a e os catetos medindo, respectivamente, b e c?” Onde ilustramos algumas

respostas na Tabela 3.

Tabela 3: Respostas dada a questdo 12: Qual é a relagéo entre os lados de um triangulo retangulo de
lados, a, b e c.

Grupos Respostas Obtidas
01 ‘a?=b2+c¥
02 “A area do aZ? (quadrado grande) é a soma b? + c? (os dois quadrados pequenos)”.
03 “A soma da area do quadrado grande é a soma dos dois pequenos”.
04 “Que o tridngulo a area é a soma dos dois tridngulos menores”.

Ao final do processo de avaliagdo dos alunos, foi feita uma analise de
feedback em que os alunos puderam manifestar sua opinido, Figura 44, sobre os

procedimentos utilizados para a aprendizagem.

5. Qual a sua opinido sobre as atividades que foram realizadas na aula?
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5. Qual a sua opinido sobre as atividades que foram realizadas na aula? -

As ativielades Jerami oem Yasviveis
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5. Qual a sua opinido sobre as atividades que foram realizadas na aula?
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5. Qual a sua opinido sobre as atividades que foram realizadas na aula?
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Figura 44: Opinides dadas pelos alunos sobre as atividades
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6. Concluséao

Constatamos ao longo desse estudo que ensinar Matematica sempre foi um
grande desafio para os educadores. Se a histdria insiste em mostrar as dificuldades,
deve-se considerar que o cenario atual ainda precisa de intervencgdes.

A atividade de ensino deve ser um processo coordenado de acbes docentes
em que o professor deverd organizar as suas aulas com o maximo de cuidado
possivel, considerando as reais necessidades dos seus alunos, nunca deixando de
considerar que o ensino de Matematica tem o carater liberal, por combinar a
atividade do professor (ensinar) com a atividade do aluno (aprender).

Portanto, conclui-se que a Matematica deva ser ensinada de modo a
estimular a capacidade de investigacao l6gica do educando, fazendo-o raciocinar. A
tarefa basica do professor é o desenvolvimento da criatividade, o compromisso com
a docéncia de qualidade, que se compromete com a aprendizagem dos alunos. A
escola cabe oferecer todo o apoio e, especialmente, 0s recursos materiais para
tornar possivel o trabalho docente.

Finalmente, o ensino de Matematica deve estar apoiado em experiéncias
agradaveis, capazes de favorecer o desenvolvimento de atitudes positivas que
conduzirdo a uma melhor aprendizagem e ao gosto e prazer em aprender.

O objetivo deste trabalho ndo foi oferecer modelos inalterados de
procedimentos que os professores devem utilizar nas salas de aula. A ideia foi
transmitir a confianga em tentar o novo, em arriscar e alterar esta realidade t&o

negativa em que a educagcdo matematica se encontra.
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Anexos I: Atividade I: Teorema de Pitagoras

Nome: Série: Data: [ /2015

1. Vocés estao recebendo uma placa, contendo um triangulo amarelo, um quadrado
azul, um gquadrado verde, um quadrado vermelho, um transferidor e uma régua.

Vocé ja viu este tipo de atividade anteriormente?

2. Faca as medidas dos lados do triangulo e dos quadrados, anotando as medidas

na Figura abaixo. O triangulo é retangulo?

: 3. Determinar as areas dos quadrados:

& K
- — -y

Area(Azu|) =

Areayerde) =

- -
- - -
o

Area(Vermelho) =

4. Recortar os quadrados verde e

vermelho nas linhas pontilhas, formando

as pecas de um quebra-cabeca.

5. Tente encaixar no quadrado Azul, as pecas formadas pelos quadrados Verde e
Vermelho. Qual a relacdo que podemos fazer entre as pecas dos quadrados Verde e

Vermelho com a do quadrado Azul?

6. Faca na Figura 1 como ficaram as pecas depois de encaixadas no quadrado Azul.
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7. Qual é a relacdo que se obtém entre as &reas dos quadrados e os lados do

tridngulo retangulo?

8. Agora se tivermos outro triangulo retangulo ABC de catetos medindo AB =4 m e
CA=3m.

c

3m

El
A 4dm B

a) Qual é a area do quadrado, que podemos formar com o cateto AB?

b) Qual é a area do quadrado, que podemos formar com o cateto AC?

c) Qual € a area do quadrado, que podemos formar com a hipotenusa BC?

d) Qual é a mediada do lado da hipotenusa BC? Expliqgue como podemos encontrar

essa medida.
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9. Agora se tivermos outro triangulo retangulo DEF com cateto DE medindo 12 cm e

hipotenusa EF medindo 15 cm.

15cm

]

D 12cm E

a) Qual é a area do quadrado, que podemos formar sobre a hipotenusa FE?

b) Qual é a area do quadrado, que podemos formar sobre o cateto DE?

c) Qual é a area do quadrado, que podemos formar sobre o cateto DF?

d) Qual é a medida do lado do cateto DF? Explique como podemos encontrar essa
medida.

10. Se tivermos um triangulo GHI, com catetos GH=2cme Gl =1 cm.

a) Qual é a area formada pelos quadrados sobre os lados GH e GI?

b) Qual é a area do quadrado sobre a hipotenusa HI?

c) Como podemos encontrar a medida do lado do quadrado sobre a hipotenusa HI?
Explique.
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11. E com outro triangulo JKL de cateto JK =2 cm e hipotenusa JL = 3 cm.

a) Qual é a area formada pelos quadrados sobre os lados JK e JL?

b) Qual é a area do quadrado sobre o cateto KL?

c) Como podemos encontrar a medida do lado do quadrado sobre a hipotenusa KL?

Explique.

12. Agora de forma geral, se tivermos um triangulo retangulo ABC, retangulo em A,
com a hipotenusa BC = a e os catetos AB = ¢, e AC = b, qual é a relacao entre os

lados desse triangulo?

Atividade II: Aplicac6es envolvendo o Teorema de Pitagoras

1. (ETEC-2009) Uma empresa de iluminagao necessita esticar um cabo de energia
provisério do topo de um edificio, cujo formato € um paralelepipedo, a um
determinado ponto do solo distante a 6 metros, como ilustra a figura a seguir. O

comprimento desse cabo de energia, em metros, sera de:

OO
o
o o o |

8m

% Cabo de energia

A
v

6 cm

(A)28. (B)14. (C)12. (D)10. (E)S.

2. (ETEC-2009) Frequentemente, Pedrinho brinca num escorregador de um parque
préximo de sua casa. Considerando a figura a seguir (triangulo retangulo) que ilustra

esse escorregador, conclui-se que o comprimento da rampa € de:
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<« rampa
3.0m
| |
40m
(A)5m (B) 7m ©)12m (D) 14 m (E) 25 m

3. (ETEC - 2010) A figura representa os triangulos retangulos PQR e STR, sendo
RS =5cm, ST =3 cm e QT = 6 cm. A medida do cateto PQ, em centimetros, é:
P

S
Q' T R
(A) 7,5. (B) 8,2. (C) 8,6. (D) 9,0. (E) 9,2.

4. Roberto ird cercar uma parte de seu terreno para fazer um canil. Como ele tem
um alambrado de 10 metros, decidiu aproveitar o canto murado de seu terreno (em
angulo reto) e fechar essa éarea triangular esticando todo o alambrado, sem sobra.
Se ele utilizou 6 metros de um muro, do outro muro ele ird utilizar, em metros:

(A) 7.

(B) 5.

(C) 8.

(D) 6.

(E) 9.

5. Qual a sua opinido sobre as atividades que foram realizadas na aula?




