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RESUMO

Este trabalho apresenta uma abordagem sobre o conteido de Trigonometria utilizando os pro-
gramas Geogebra e Maxima. Traz um roteiro de como a Trigonometria pode ser trabalhada
em sala de aula dividido em etapas. Propde aplicacdes da Trigonometria em diferentes dreas
do conhecimento e sugere a introducio da aproximacdo de funcdes periddicas por polindmios
trigonométricos. Trata-se de uma pesquisa qualitativa e exploratéria. A sua relevancia justifica-
se por possibilitar ao professor olhar o processo de ensino-aprendizagem de forma significativa
ao aluno. Durante o desenvolvimento da pesquisa, a abordagem do contetido de trigonometria
ocorreu pela histéria da matemadtica e com a utilizagdo de softwares. A utilizacdo dos recursos
computacionais mostrou-se importante aliada ao saber cientifico, assim como a utilizacdo de
aplicagdes para a contextualizagdo do tema.

Palavras-chave: Ensino de matematica, Trigonometria, Fun¢des Trigonométricas, GeoGebra,
Maxima, Convergéncia de Polindmios Trigonométricos.



ABSTRACT

This work presents an approach to trigonometry content using Geogebra and Maxima programs.
It provides a road map of how trigonometry can be worked in the classroom divided into
stages . It proposes applications of trigonometry in different areas of knowledge and suggests
the introduction of the approach of periodic functions by trigonometric polynomials . It is a
qualitative and exploratory research . Its relevance is justified because it allows the teacher to
look at the process of teaching and learning significantly to the student. During the development
of research, the approach of trigonometry content was the history of mathematics and the use
of software. The use of computing resources was an important ally to scientific knowledge , as
well as the use of applications for the contextualization.

Keywords: Teaching math, Trigonnometry, Trigonometric Functions, GeoGebra, Maxima,
Convergence of trigonometric polynomials .
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1 INTRODUCAO

O ensino da trigonometria tem enfrentado muitas barreiras e as dificuldades apenas
acumulam-se com o passar dos anos letivos. O contetdo de trigonometria no ensino basico é
abordada em trés etapas diferentes de forma gradual. Na primeira trabalha-se a trigonometria
no tridngulo retangulo, na segunda trabalha-se a trigonometria no circulo trigonométrico e na
terceira trabalham-se as funcdes trigonométricas. Se a primeira etapa ndo € bem aprendida,
dificilmente as outras serdo de féacil aprendizagem. Por isso, os professores que lecionam a

segunda e terceira etapa precisam trabalhar novamente com as etapas anteriores.

Uma das hipéteses para a ndo aprendizagem € a de o conteddo ndo ser ensinado de
forma contextualizada. Como os alunos ndo compreendem a relacdo entre teoria e prética, po-
dem sentir-se desmotivados. Mesmo no Ensino Superior, em cursos que exigem a aprendizagem

da trigonometria, a dificuldade permanece presente.

Assim, este trabalho utiliza-se do software Geogebra para apresentar a abordagem da
trigonometria realizada na fase escolar dada pelas trés etapas mencionadas acima, para auxiliar
na construcdo de gréficos e para apresentar um método de aproximacgao de funcdes periddicas

por polindmios que envolvem relacdes trigonométricas, utiliza-se o software Maxima.

1.1 MOTIVACAO

A experiéncia profissional da autora do trabalho corresponde ao trabalho tanto na Edu-
cacdo Basica (Ensino Fundamental e Médio) quanto na Educag@o Superior (Cursos de Enge-
nharias). Nos cursos de graduacdo, atua com disciplinas de Matematica Instrumental e Cdlculo

Diferencial e Integral (1,2 e 3).

Durante as aulas, tanto na Educagdo Bésica quanto no Ensino Superior, foi possivel
perceber o grande bloqueio por parte dos alunos, principalmente, quando estes ja haviam sido
introduzidos na Trigonometria. Mesmo nos cursos de graduacgdo, etapa em que se espera que os

alunos ja tenham formalizados os contetdos bésicos, e também se espera mais autonomia dos
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alunos, a realidade tem sido divergente com relacdo as expectativas. Os alunos ndo compreen-
dem de fato o que estdo fazendo e simplesmente desejam abandonar tal aprendizado. Ignoram

a importancia tanto tedrica quanto aplicada do tema.

Numa primeira etapa, o conteido de Trigonometria € visto no tridngulo retangulo. Em
geral é feito, por meio de razdes entre os lados do tridngulo, com uso de tabelas para os angulos
principais. Os exercicios, em geral, trazem a figura de um tridngulo com pelos menos dois

dados fornecidos e cabe ao aluno descobrir os dados ndo explicitos.

Ja numa segunda etapa, € realizada a transi¢do da Trigonometria do tridngulo retdngulo
para a Trigonometria do circulo trigonométrico. Nesta etapa, comumente, € usada a Geometria
como aliada, tabelas e formulas. Essa fase torna-se bastante dificil, devido a abstracdo do

conteddo.

Na terceira etapa, € realizado o estudo das funcdes trigonométricas. Nessa etapa a

Trigonometria € vista como uma ferramenta.

Abordar cada etapa do ensino de Trigonometria sem a devida contextualiza¢ido des-
motiva seu estudo. Tendo tudo isto em vista, a autora compreende que os trabalhos na area de
Ensino de Trigonometria contribuem com o processo de ensino- aprendizagem na matematica,
de forma a tornar o estudo mais prazeroso e significativo ao principal elemento da educagdo: o

aluno.

1.1.1 PROBLEMA DE PESQUISA

Este trabalho tem como questio norteadora:

Como tornar o ensino de trigonometria mais atrativo aos alunos?

1.2 OBIJETIVOS

1.2.1 OBJETIVO GERAL

Apresentar algumas propostas para o ensino-aprendizagem de trigonometria com base
em aplicacdes em diferentes dreas do conhecimento e nas TIC (tecnologia da informagdo e

comunicagao).

1.2.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

* Explorar aplicacdes da trigonometria para explicitar a contextualiza¢do do tema;
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* Oferecer métodos para contribuir na compreensao da trigonometria com o auxilio de re-

cursos computacionais (softwares Geogebra e Maxima).
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2 REVISAO DE LITERATURA

A partir do levantamento realizado sobre trabalhos relacionados a tematica dessa inves-
tigacdo, percebe-se que sdo muitas as pesquisas nessa drea, iSso mostra quanto o tema € rele-
vante e quanto se busca a evolugdo do ensino nesse campo. As pesquisas apresentam em geral,
a evolucdo da Trigonometria (histdrico) e metodologias de ensino para as fungdes trigonomé-
tricas. Na sequéncia apresentam-se algumas pesquisas, para indicar o material produzido nessa

area.

Em sua dissertacdo Borges (2009) apresenta uma sequéncia de 12 atividades que tem
por objetivo contribuir para a compreensao da transi¢ao das razdes trigonométricas, do tridngulo
retangulo para o circulo trigonométrico, com a utilizacdo do software Geogebra; e também
de trabalhar com a defini¢do de radiano. A aplicacdo das atividades mostrou que, apesar da
dificuldade dos alunos se expressarem por escrito, houve avanco na aprendizagem, interesse e

concentragdo por parte dos mesmos.

No artigo de Rosembaum (2010), sdo pesquisadas possiveis contribui¢des de pesquisas
da drea da Educagao Matematica para a organizac¢do do ensino, com o objetivo de aprendizagem
de fungdes trigonométricas. De acordo com os autores, tais pesquisas sdo fundamentais para o

planejamento docente.

Palis (2010) em sua apresentacdo mostra os resultados de sua pesquisa, a qual visa
compreender as dificuldades dos alunos em relac@o aos conteidos matematicos, na transicao da
educacgdo bdsica para a superior. Além disso, descreve resultados obtidos a partir de interven-
coes pedagdgicas que buscam uma melhoria no processo de transi¢ao entre o ensino médio e o

ensino superior.

Vazquez (2010) apresenta em seu trabalho o desenvolvimento de atividades de introdu-
cdo a trigonometria, visando a formacgao conceitual do tema. O trabalho € realizado em turmas
de 2% série do Ensino Médio. A autora percebe grande dificuldade por parte dos alunos em

compreender o conceito radiano.

Nacarato et al. (2010) fazem um apanhado da evolucdo histérica da trigonometria e da
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transposi¢ao diddtica que esta presente nos materiais didaticos e propostas curriculares. Como
resultado, os autores concluem que até 1980 hé sintonia entre documentos curriculares e ma-
teriais didaticos. Além disso, foi possivel perceber a lacuna da trigonometria como conteido

escolar e como saber cientifico.

Em seu artigo Silva e Frota (2010, p.9) relatam sua experiéncia no ensino de trigo-
nometria. O objetivo principal € associar o conteido com modelos matemadticos conhecidos e
situacoes praticas. Para as autoras ““ A experiéncia conduzida evidenciou a necessidade de uma
maior énfase no estudo das relagdes trigonométricas e do ciclo trigonométrico, para além do

triangulo retangulo.” .

Em sua dissertagcdo, Oliveira (2010) apresenta uma investigacdo do ensino de trigo-
nometria. A autora aborda desde o triangulo retangulo até o circulo trigonométrico. Em seu
trabalho afirma que € possivel, por meio da abordagem escolhida, alcancar uma aprendizagem

significativa da trigonometria.

Silva e Frota (2011) apresentam uma sequéncia didatica para que seja realizada a in-
trodugdo da trigonometria no Ensino Médio. A sequéncia € sugerida por meio de modelagem,

com a utilizacdo de material concreto e recursos computacionais.

Nasser et al. (2012) pesquisam como ocorre a transi¢do entre o Ensino Médio e o En-
sino Superior, buscando justificar os altos indices de reprovagao na disciplina de Célculo. Os
autores concluem que os obstdculos dessa transi¢ao, podem ser amenizados com uma aborda-

gem adequada durante o Ensino Médio.

Em sua apresentac¢do, Miranda et al. (2013) relata sua experi€ncia quanto as dificulda-
des encontradas na disciplina de “Calculo 1”. Como conclusdo tem-se que as dificuldades sao

provenientes da forma com que a trigonometria € vista na Educacdo Bésica.

Oliveira (2014) em seu trabalho faz um estudo sobre fun¢des trigonométricas no ensino
médio de acordo com os PCN (Parametros Curriculares Nacionais). O autor ainda destaca a
formacdo do conceito “radiano”. Em sua dissertacdo € explicitada a teoria de aprendizagem
significativa do psic6logo David Ausebel, pela qual diferencia as aprendizagens mecénica e

significativa. Por fim traz atividades com a utilizagc@o do software Geogebra.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Com o objetivo de ilustrar as dificuldades quanto a aprendizage do conteudo de trigo-
nometria, destaca-se Nacarato et al. (2010, p.1) que diz que mesmo o contetddo de trigonometria
sendo obrigatdrio no Ensino Médio, os alunos ingressam no Ensino Superior sem os conheci-
mentos matematicos. Tais dificuldades estdo relacionadas aos conceitos basicos deste conteudo,
a representacdo geométrica e a aplicacdo do tema. Em geral, o conteido € apresentado sem
contextualizacio e sem aplicacdes relevantes. Em seu trabalho Vazquez (2010, p.1) diz que “A
aprendizagem em Trigonometria tem se constituido um obstaculo pedagdgico, pois alunos que
nao conseguem alcangar niveis de aprendizagem satisfatrios tendem a criar certa aversao pelo
conteddo.” Com isto, é possivel entender o bloqueio oriundo dos alunos, dificultando também

o trabalho docente.

O processo de ensino-aprendizagem deve contemplar ferramentas e metodologias ca-
pazes de contextualizar o conteido, de forma que o aluno compreenda a necessidade de se
aprender. Oliveira (2014, p.3) em seu trabalho diz que a trigonometria deve ser abordada desta-
cando aspectos importantes das funcdes trigonométricas e graficos. Ainda enfatiza que deve-se

evitar a memorizacdo de férmulas e algoritmos.

O estudo da matematica ndo precisa ser trabalhado apenas de forma mecanica, com uso
de apenas exercicios de repeticdo. Pode ser trabalhado com a utilizacdo de situa¢des-problema,

propondo que o aluno busque a solucdo utilizando a interpretagdo e a aplica¢ao do contetdo.

Matematica é uma Ciéncia em constante evolucdo, pode ser considerada como um
corpo de conhecimento constituido por teorias bem determinadas, sendo aplicdvel a
todas as disciplinas e desempenha um papel dominante na ciéncia moderna. E im-
portante salientar que matematica ndo € um processo “mecanico” de se chegar a um
resultado, pois temos maquinas que sdo muito mais eficientes em fazer isso. Mate-
madtica é um conjunto de dados organizados logicamente, e rigorosamente verificados
pela eficiéncia de sua estrutura, com conceitos triviais, os algoritmos que confirmam
as propriedades dos nimeros até sua ldgica que permite chegar a um processo me-
canico. Depois de desenvolver sua estrutura conceitual os algoritmos fazem sentido.
(NASSER et al., 2012, p.14)

Trabalhar com a matematica no Ensino Médio, € trabalhar para que o discente esteja
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preparado para o mercado de trabalho e também para a vida académica. Ensinar com qualidade
¢ papel de todo professor. Em relacdo, especificamente ao ensino de Matemadtica no Ensino
Médio, tem-se:

As finalidades do ensino de Matematica no nivel médio indicam como objetivos le-
var o aluno a: -compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas
que permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacéo cienti-
fica geral; aplicar seus conhecimentos matematicos a situagdes diversas, utilizando-os
na interpretacio da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas; [...]
-estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas € 0 co-
nhecimento de outras dreas do curriculo; (BRASIL, 1997, p.42)

E necessério que o aluno consiga relacionar os conceitos de trigonometria. As autoras
Silva e Frota (2010, p.4) sugerem necessidades que os alunos precisam suprir para uma boa
aprendizagem em Trigonometria.

Com relacgdo aos conhecimentos trigonométricos, € preciso que o aluno saiba transitar
desde o Teorema de Pitdgoras, das razdes trigonométricas no tridngulo retangulo até
interpreta¢des no ciclo trigonométrico. Os vdrios modelos matemadticos podem entio
ser compreendidos de forma integrada: noc¢des estudadas no Ensino Fundamental sdo
retomadas e ampliadas no Ensino Médio, utilizando as diversas formas de representa-
¢do em matematica.

Mas em geral, o ensino de Trigonometria ndo tem sido trabalhado com tais finalidades,
na maioria das vezes € simplesmente estudado por meio de exercicios repetitivos, ndo contex-
tualizados. Exercicios de repeticdo também sdo importantes, mas os professores ndo devem
apenas se restringir a eles. Cabe ao professor determinar atividades que motivem o discente a
querer resolvé-las. As atividades tem a funcao de ligar diferentes disciplinas, para que a mate-
matica ndo seja percebida isoladamente. Em concordéncia a isso, os Parametros Curriculares
Nacionais, propde que:

Outro tema que exemplifica a relagdo da aprendizagem de Matematica com o desen-
volvimento de habilidades e competéncias é a Trigonometria, desde que seu estudo
esteja ligado as aplicacdes, evitando-se o investimento excessivo no cdlculo algébrico
das identidades e equacdes para enfatizar os aspectos importantes das funcdes trigo-
nométricas e da andlise de seus grificos. Especialmente para o individuo que ndo
prosseguird seus estudos nas carreiras ditas exatas, o que deve ser assegurado sdo as
aplicacdes da Trigonometria na resolugdo de problemas que envolvem medigdes, em
especial o cdlculo de distancias inacessiveis, e na construcao de modelos que corres-
pondem a fendmenos periddicos. Nesse sentido, um projeto envolvendo também a
Fisica pode ser uma grande oportunidade de aprendizagem significativa. (BRASIL,
1997, p.44)

O professor € responsavel por possibilitar uma formacao sélida, pela qual o aluno
aprenda os conteudos significativamente e esteja preparado para resolver diferentes situacdes-
problemas. Cabe ao profissional, encaminhar sua aula para que o aluno possa realizar desco-
bertas. Oliveira em seu trabalho instiga o docente a promover o ensino de forma adequada e
organizada a aprendizagem significativa.
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Na sala de aula, o professor deve ter o cuidado de iniciar os contetidos pelos aspectos
mais simples da temdtica e avangar para aos mais complexos, traduzindo-se na ampli-
acdo dos conhecimentos, das habilidades e das atitudes. Os contetidos devem ser tra-
balhados de forma gradual, com uma distribuicdo adequada, tanto no que diz respeito
a qualidade quanto a quantidade, principalmente porque estas devem ser apresentadas
tendo por base as experiéncias e os conhecimentos prévios dos alunos. O terceiro as-
pecto a ser considerado € a continuidade, conexdes entre os contetidos, de tal modo
que estes se complementem e se integrem conforme o ensino e a aprendizagem se
processam. (OLIVEIRA, 2014, p.8)

Devido a grande rejeicdo por parte dos alunos com relagdo a trigonometria, tem se
criado hipéteses para esse acontecimento. O autor Nascimento (2014, p.33) aponta alguns
motivos para que o ensino da Trigonometria tenha alcancado tanto insucesso.

Sabemos que algumas dificuldades apresentadas sio originadas também de limitagdes
conceituais dos professores, oriundas de sua formagéo escolar e de sua formagdo aca-
démica (inicial e continuada) que, de certa forma, reflete em seu exercicio. Algumas
delas sdo: transicdo da Trigonometria do tridngulo retangulo para a do ciclo trigono-
métrico; distin¢do entre arcos e angulos; abordagem simultinea das razdes e relacdes
trigonométricas de grandezas angulares medidas em graus e as razdes e relagdes tri-
gonométricas de grandezas de medidas lineares medidas em radianos, sem perceber a
importancia de entender e diferenciar tais situacdes, as quais ajudardo na compreen-
sdo das fungdes trigonométricas; transmissdo do conteiido sem conhecimento histé-
rico, favorecendo a um conhecimento limitado, pois a histéria nos coloca de frente a
origem dos fatos, os quais e, muitas vezes, nos dd a compreensao de dividas que nos
acompanharam desde a formagdo bésica e que ainda as transmitimos; entre outras.

As dificuldades em trigonometria estendem-se do Ensino Médio para o Ensino Supe-
rior. Nos cursos superiores, a carga hordria destinada a esse contetido € reduzida, por considerar
que o aluno tenha sido preparado durante o Ensino Médio. Assume-se que o aluno da graduacdo
saiba todo o contetdo que serve de base para as disciplinas do curso superior. Nacarato et al.
(2010, p.1) afirmam que mesmo sendo o conteido em questdo obrigatério no Ensino Médio,
contasta-se que os alunos chegam ao Ensino Superior sem o conhecimento necessario nessa
area do conhecimento matematico. O professor do Ensino Superior precisa retomar conceitos
basicos da trigonometria, € nem sempre hd tempo suficiente para esta revisdo. Palis (2010, p. 1-
2) trata desse assunto em seu trabalho, dizendo “A transi¢do matematica ensino médio-superior
na 4rea técnico-cientifica tem sido objeto de preocupacgdo internacional e se configura como um
desafio para professores e uma barreira para alunos.”, e ainda diz que o professor universitario
responsdvel pelas disciplinas iniciais necessita reconstruir os conceitos iniciados na Educagao

Basica.

O acumulo de conteido mal aprendido torna-se uma grande barreira no Ensino Supe-

rior, fazendo com que ndo haja tempo suficiente para o cumprimento de todo o plano de ensino.
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS DE PESQUISA

A investigacdo desse trabalho tem carater qualitativo, pois ndo se refere a quantificar
resultados e sim propor uma abordagem para o ensino da trigonometria. Uma defini¢do € a de
SAMPIERI et al. (2006, p.5)

O enfoque qualitativo, em geral, € utilizado para descobrir e refinar as questdes da pes-
quisa. (...) Com frequéncia esse enfoque estd baseado em métodos de coleta de dados
sem medicdo numérica, como as descricdes e observacdes. Regularmente, questdes e
hipéteses surgem como parte de processo de pesquisa, que € flexivel e se move entre
0s eventos e sua interpretacao, entre as respostas e o desenvolvimento da teoria. Seu
propdsito consiste em "reconstruir”a realidade, tal como é observada pelos atores de
um sistema social predefinido.

A pesquisa tem cardter exploratorio que pode ser definido como:

Os estudos exploratdrios servem para nos familiarizarmos com fendmenos relativa-
mente desconhecidos, para obter informagdes sobre a possibilidade de realizar uma
pesquisa mais completa sobre um contexto particular, pesquisar problemas do com-
portamento humano que os profissionais de determinada drea consideram cruciais,
identificar conceitos ou varidveis promissoras, estabelecer prioridades sobre pesqui-
sas futuras, ou sugerir afirmacdes e postulados (SAMPIERI et al., 2006, p.100).

No capitulo 5 sdo apresentadas aplicagdes da trigonometria em diferentes dreas do co-
nhecimento. O capitulo 6 traz uma sequéncia didética para o ensino de trigonometria utilizando
o contexto histdrico e o software Geogebra. O capitulo 7 explica intuitivamente o conceito fun-
codes continuas com o auxilio do software Maxima. No capitulo 8 € abordado o conceito de
funcdes periddicas, bem como exemplos. No capitulo 9, é abordado o conceito de drea sob
uma curva, utilizando o comando da operacdo de integracao do software Maxima. O capitulo
10 sugere um método para aproximagdo de funcdes periddicas por polindmios trigonométricos,

utilizando também o software Maxima.
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5 APLICACOES DA TRIGONOMETRIA

Ao contextualizar a Trigonometria contribui-se com o rompimento do bloqueio que
parte dos alunos apresentam perante este conteido. Muitos se perguntam o "porqué" de se
estudar a Trigonometria. Para o aluno € necessario que fique claro, que as descobertas ma-
temadticas surgiram devido a uma necessidade enfrentada, ou seja, que o conteudo foi gerado
apos tentativas de solucionar algum problema; as aplica¢des trigonométricas surgiram antes da
formaliza¢do do contetido. Durante o trabalho é apresentado algumas partes do contexto his-
térico, objetivando mostrar como o tema surgiu. Pode-se observar que na Antiguidade, houve
a necessidade de se utilizar a Trigonometria, seja para construir as piramides, o reldgio de sol,
ou mesmo para auxiliar no plantio. As aplicagdes vao além das Engenharias e da Fisica, elas

atingem dreas tao diferentes como a Medicina e a Musica, por exemplo.

Neste capitulo apresenta-se alguns campos de aplicagdes da Trigonometria.

5.1 APLICACOES NA ASTRONOMIA

Os astronomos utilizavam as relagdes trigonométricas para determinar distancias ina-
cessiveis, como as dimensdes de corpos celestes e a distancias entre eles. Um dos primeiros
problemas encontrado pelos Gregos na Antiguidade era o de encontrar a distincia entre a Terra
e a Lua. Por meio da Astronomia foram realizadas grandes contribuicdes na teoria da Trigono-

metria.

Na Babil6nia, segundo Costa (2003, p.3), a trigonometria surgiu pela Astronomia, que
contribuia para a religido, para o calendério e para o plantio. “Parece ter existido uma relagcdo
entre o conhecimento matematico dos egipcios e dos babilonios. Ambos, por exemplo, usavam
as fragdes de numerador 1. Também € plausivel supor que os povos posteriores tivessem conhe-
cimento da trigonometria primitiva egipcia.” Outra evolugdo ocorrida por meio da Astronomia,
foi o surgimento do conceito de angulo na Grécia, de acordo com Nacarato et al. (2010, p.1),
sdo utilizadas circunferéncias, pela qual se utilizam as cordas e surgem as primeiras tabelas

trigonométricas.
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De acordo com Souza et al. (2011, p.51),” o grego Hiparco de Nicéia (180-125 a.C.)
€ considerado o maior astronomo da antiguidade e tido como o “pai da trigonometria”, tendo
toda a sua obra se perdido ao longo do tempo. Fortemente influenciado pela matemética da
Babilonia [...]”. A divisdo de um circulo em 360 partes, formando 360 graus, € proveniente de

Hiparco de Nicéia.

Hiparco foi uma figura importante e pode-se afirmar que seus trabalhos contribuiram
para a transicdo entre a astronomia babildnica e as ideias do grande Claudio Ptolomeu
(150 d.C.), considerado o autor da mais importante obra da trigonometria, surgida
no século II de nossa era, em Alexandria, Syntaxis Mathematic, composta de treze
volumes. Ela ficou conhecida como Almagesto, que significa em drabe A maior = al
magest, pois os tradutores drabes a consideravam a maior obra existente na época, em
Astronomia. (SOUZA et al., 2011, p.55)

Figura 1: Hiparco de Nicéia

Fonte: Wikipédia'

Ainda de acordo com os autores, a obra de Ptolomeu tinha sua esséncia na astronomia,
mas como eram apresentadas vdrias identidades, gerou grande interesse por parte dos matema-

ticos.

Segundo Costa (2003, p.8) “Ptolomeu desenvolveu o estudo da trigonometria nos ca-
pitulos 10 e 11 do primeiro livro do Almagesto. O capitulo 11 consiste numa tabela de cordas e

o capitulo 10 explica como tal tabela pode ser calculada.”

Ap6s os gregos, o povo hindu deu continuidade aos estudos em relagdo a Trigono-

metria, fazendo aplicacdes na Astronomia.“ A partir do século V d.C. os hindus passaram a

'Disponivel em < http : // pt.wikipedia.org /wiki/Hiparco > acesso em jan. 2015
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Figura 2: Ptolomeu

Fonte: Wikipédia®

trabalhar com a semi-corda, que atualmente corresponde ao seno, a qual chamavam de jiva.”
(SOUZA et al., 2011, p.60). O estudo hindu consistia em célculos aritméticos, enquanto que o0s
gregos utilizavam cdlculos geométricos. De acordo com os autores, entre 850 e 929, Al Battani,
um matemadtico drabe introduziu o circulo de raio unitario. Apesar de utilizarmos este artificio

atualmente, para a época foi uma grande inovacao.

Estudos realizados em Mecanica com movimentos periddicos (que de tempos em tem-
pos passam a se repetir), como o movimento de um péndulo, de uma corda em vibra-
¢do e outros, mostraram a necessidade de serem ampliadas as nog¢des de seno, coseno
e tangente de um angulo, tanto para dngulos maiores que 360° como para angulos
negativos. E nesse momento, inicio da Idade Moderna, que surge a necessidade das
funcdes circulares. (SOUZA et al., 2011, p.1)

De acordo com Miashiro e GalvAo (2013, p.3), os hindus aperfeicoaram os conhecimentos
helénicos a partir do século V d.C. Foram responsdveis pela constru¢do de uma tabela para a
utilizag¢do nos conteudos de trigonometria esférica. Isso foi possivel por considerarem a relagao
funcional entre a metade da corda e metade do angulo central. Segundo BOYER (1996, p.143
apud MIASHIRO e GALVAO, 2013, p. 3) “Assim, aparentemente surgiu na India a precursora
da func¢ao trigonométrica moderna que chamamos de seno de um angulo, e a introdu¢do da fun-

¢do seno, representa a contribui¢do mais importante dos Siddhantas a histéria da matematica”

Na sequéncia, segue o problema para se determinar o Raio do Planeta Terra baseado

no video disponibilizado por Lontra (2013).

Disponivel em < http : // pt.wikipedia.org /wiki/Ptolemeu > acesso em jan. 2015
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Figura 3: Al Battani
Fonte: Wikipédia®

Lua

Exemplo 5.1.

Figura 4: Distincia entre a Terra e a Lua - Exemplo 1 - Astronomia

Fonte: Férum PiR2 - Fisica e Matematica*

Considerando a Figura 4, na qual representa-se o planeta Terra por uma esfera de

centro O e supde-se que o ponto B representa o local do observatorio, tem-se que o triangulo

SDisponivel em < http : // pt.wikipedia.org /wiki/Al — Battani > acesso em jan. 2015
“Disponivel em < http : //pir2. forumeiros.com/t19650 — distancia — da — terra — a — lual8 : 37 > acesso
em out. 2015
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OBL é retdangulo em B, pois OB é raio R da esfera (Terra). A distancia AL (distancia procurada)
somada aos raio R da "Terra", formam a hipotenusa do tridngulo OBL. Nesse caso é preciso
conhecer o Raio da Terra e considerar o dngulo o. Assim tem-se que:
_ R
cos() = g =
_ _R
cos(or) = RoaT

(R+AL)cos(a) =R =

Rcos(a) +ALcos(a) =R =

<7 _ R—Rcos(a)
AL= cos(a) =
A7 — R

AL= K -R

Assim, conhecendo o e R, obtém-se a distancia procurada.

5.2  APLICACOES NA TOPOGRAFIA

As razdes trigonométricas também estdo presentes no estudo da Topografia, sendo
que esta € a ciéncia que trata de descrever as caracteristicas do relevo de uma localidade. A
Matematica € ferramenta desta ci€éncia pois a Topografia também se utiliza do cdlculo de 4rea
e perimetro de regides. Sado utilizados mapas, cartas e plantas, e o conceito de escalas. Na
China também ha vestigios da utilizag@o de triangulos retangulos na medi¢ao de profundidades
e distancias.

Uma trigonometria primitiva também foi encontrada no Oriente. Na China, no rei-
nado de Choéu-pei Suan-king, aproximadamente 1110 a.C., os tridngulos retangulos
eram frequentemente usados para medir distincias, comprimentos e profundidades.
Existem evidéncias tanto do conhecimento das relagdes trigonométricas quanto do
conceito de angulo e a forma de medi-lo mas, infelizmente ndo temos registro de
como eram feitas as medi¢des e quais as unidades de medida usadas. (COSTA, 2003,

p-3)

Na sequéncia é apresentado um exemplo que mostra como medir a largura de um rio.

Exemplo 5.2. Em uma das margens de um rio se encontram dois topografos A e B. Eles estdo
a 25m de distancia um do outro. O topografo A avista uma pedra na outra margem do rio bem
a frente do topografo B. E com o auxilio de um Teodolito (instrumento que serve para medir
dangulos) percebe que a linha perpendicular a margem que representa a distdncia entre seu
colega e a pedra forma 50° em relacdo ao Teodolito (linha Teodolito-pedra). Qual é a largura

aproximada do rio?

Solugdo:
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Rio

Figura 5: Largura do rio - Ilustracao do Exemplo 2 - Topografia

Fonte: Autoria propria.

Para determinar a largura [ do rio, basta relaciond-la a distancia conhecida de 25
metros ( distdncia entre A e B). Ou seja, como A, B e a pedra formam um tridngulo retangulo

em B, tem-se que
cateto oposto =l e
cateto adjacente = 25m.
o = 50°

etg 50° = 1,19.

A relagdo trigonométrica adequada é tg(o) = %, ou ainda
°o_ L

1g50° = 55 =
~ L

L19= 5% =

L19x25=1 =

[ = 29,75 metros.

Com isso tem-se que a largura aproximada do rio é de 29,75 metros.



24

5.3 APLICACOES NA CARTOGRAFIA

A Cartografia € a ciéncia que estuda as representacdes da Terra, por meio de mapas,
cartas e projecdes. Surgiu por volta de 2500 a.C., quando o povo Sumério confeccionou o
primeiro mapa que se tem registro. Apds este, outros povos tais como os Astecas, Egipcios e
Chineses, também desenvolveram métodos para a area. Povos como os Egipcios e Chineses

usavam a delimitacdo de terras para a cobranga de impostos.

A matemadtica esta relacionada a cartografia por meio de Geometria Esférica. Apesar

da Terra ndo ser completamente redonda, a representacdo que mais se aproxima € a da Esfera.

Na sequéncia apresenta-se um exemplo de aplicacdo na cartografia. Esse exemplo esta
no material de Nadal (2013, p. 2-3). Antes de apresentéd-lo, € necessario citar alguns conceitos

que sdo utilizados no problema.

d) Meridiano terrestre € a circunferéncia maxima cujo plano contém o eixo de rotacdo
da Terra, geralmente aquele que contem os p6los e um ponto da superficie esférica é
denominado de meridiano do lugar ou meridiano do observador.

i) Latitude astrondmica de um ponto (¢) é o angulo formado pela vertical do lugar
e sua projecdo sobre o plano do equador terrestre, ou é o arco de meridiano contado
desde o equador até o ponto considerado. Por convengdo varia de 0°a + 90° na Terra
Esférica - Célculos - Sistemas de Referéncia e Tempo hemisfério norte e de 0o a —90°
no hemisfério sul.[...]

j) Longitude astrondmica de um ponto (A) é o angulo diedro formado entre o me-
ridiano que passa por um ponto da terra esférica e o meridiano de Greenwich, ou é
o arco de equador contado desde o meridiano de Greenwich até o meridiano de um
ponto considerado. Por convengdo a longitude varia de 0°a + 180° no sentido leste de
Greenwich e de 0°a — 180° por oeste de Greenwich. As vezes a longitude é expressa
em horas, minutos e segundos. [...]

(NADAL, 2013)

Exemplo 5.3. Calcular a distancia esférica entre dois marcos geodésicos situados nas cidades
de Curitiba e de Calcutd, supondo a Terra com raio igual a 6372 km. As coordenadas dos

pontos sdo:

Tabela 1: Exemplo 3 - Cartografia
Local Latitude Longitude
Curitiba ¢ =25°26/52”S A =49°13'50"W
Calcutd ¢ =22°33'25"N 1 =88°20'12"E

A ilustra¢do do problema segue na figura 6.

Solugdo:
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a

Figura 6: Distancia entre localidades - Ilustracao do Exemplo 3 - Cartografia

Fonte: Pagina da UFPR - Professor Nadal’

i) Para a apresentacdo do Cdlculo da distancia esférica(d) entre Curitiba e Calcutd,

fez-se o uso de formulas jd deduzidas por Nadal (2013):

Calculando inicialmente o valor de AA:

AA= A" — A, substituindo os valores tem-se que

AL = 88°20/12 — (—49°13'50”), logo: AL = 137°34'02”

Utilizando-se a expressdo:

cosd = sen@send’ + cosPcosd’cosAL
e substituindo os valores numéricos

cosd = sen(—25°26'52")sen(22°33'25”) + cos(—25°26'52")cos(22°33'25”)cos(137034'02”)
obtem-se que

cos d = -0,780303985

e, portanto, d encontra-se no 2° ou no 3° quadrante. Como o tridngulo esférico é euleriano

escolhe-se a solucdo no 2° quadrante:
[d] =38,711583563° e,
d=141°17"18

Para representar a distancia em quilometros (D) utiliza-se a formula deduzida pelo

autor:

D =Rd’ (RéoraiodaTerra e d’ é adistincia esférica expressa em radianos) tal que,

SDisponivel em < http: | /www.cartografica.uf pr.br/docs/Nadal /APLICA%C3%87%C3%95ES%20DA%20T RIGON O)
acesso em out. 2015
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D = 6372 km x 2,465948062 rad —

D = 15713 Km.
5.4 APLICACOES NA FISICA

No campo da Fisica ha muitas aplicacdes trigonométricas, principalmente por seu es-
tudo envolver medidas direcionadas (médulo, sentido e dire¢do). Para realizar os cdlculos des-
sas medidas sdo utilizados os vetores (segmentos orientados). Uma das aplicagdes encontrada
na Fisica € o cdlculo do Trabalho Mecanico (medido em joules) sobre um corpo. Quando uma
Forga € aplicada em um corpo, esta realiza um trabalho de deslocamento sobre 0 mesmo. Sendo
que 7 representa o Trabalho Mecanico, F a forga, d a distincia e 0 o angulo no qual a forga é

exercida, a formula para este célculo é
T = Fdcos0.

Exemplo 5.4. Determine o Trabalho Mecanico realizado sobre um corpo pela forca F de in-

V2

tensidade 5 num percurso de 4 metros, de acordo com a figura 7, desconsiderando o atrito da

superficie.
F
B=45"
L U i
Figura 7: Trabalho Mecénico - Ilustracdo do Exemplo 5.4 - Fisica
Fonte: Autoria propria.

Solugdo:

Tem-se que:

F=Y2

27
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d = 4 metros e
0 =45°.
Substituindo na formula T = Fdcos0 tem-se que:

T ﬁ~4-cos45°:>

2
— V2 4.2
T =2 joules.

Portanto a forca realiza sobre o corpo um Trabalho Mecdanico igual a 2 joules.

5.5 APLICACOES NA MUSICA

Outra aplicacio das Funcdes Trigonométricas se encontra na Mdsica. E comum per-
ceber a surpresa dos alunos, ao explicar que as ondas sonoras sdo representadas por funcdes
matematicas. E exatamente por se tratar de ondas é que as func¢des trigonométricas sao aplica-
veis a Musica. Os tons musicais sdo determinados pelo tamanho da onda, que é um conceito
matematico chamado de frequéncia. De acordo com Souza et al. (2009, p. 3-4),

O som € o resultado de uma vibragdo, que se transmite ao meio de propagacgdo, provo-
cando zonas de maior compressao de particulas e zonas de menor compressdo (zonas
de rarefacdo) de particulas, originando uma onda sonora.

Se quisermos ouvir o som de uma corda, deveremos pingéd-la para que esta saia de
sua posi¢do de equilibrio e realize movimentos vibratérios, em um certo intervalo de
tempo.

[...]No entanto, a fun¢@o que buscamos deve representar uma relagdo entre o desloca-
mento e o tempo. Desse modo, se um ponto P percorrer uma circunferéncia f vezes
em um segundo, teremos que a fung@o y = sen x podera ser representada por:

y = sen2pft.

5.6 APLICACOES NA ENGENHARIA CIVIL

A Trigonometria € amplamente utilizada na Construc¢ao Civil, ja que toda a sua base
agrega medidas de angulos. Quando € necessdrio determinar medidas e angulos, cujo acesso
¢ mais dificil, se faz o uso da Trigonometria, desde os conceitos mais basicos. Em sua apre-
sentacdo, Silva e Frota (2010) destacam tais aplica¢des, com atividades que foram propostas
para alunos do Ensino Médio. No trabalho de Silva e Frota (2010, p.5) tem-se exemplos das

atividades que podem ser aplicadas para alunos da Educacao Basica:
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1*:Trigonometria da constru¢cdo de uma escada: Realizar uma entrevista com um pe-
dreiro indagando acerca de como ele constréi uma escada. Analisar e identificar qual
a trigonometria envolvida na construcio da escada;

2*: Trigonometria do esquadro do chdo de um comodo: Realizar uma entrevista com
um pedreiro indagando como ele tira os esquadros do chdo de um comodo. Analisar
e identificar qual a trigonometria envolvida no estabelecimento do esquadro do chio.

3* Trigonometria do esquadro da parede de um cdmodo: Realizar uma entrevista
com um pedreiro perguntando como ele tira os esquadros das paredes de um comodo
e analisar qual a trigonometria envolvida nesse processo;

Exemplo 5.5. A sombra de um prédio forma com o chdo um dngulo de 30°. Sabendo que a

sombra mede 85 metros, determine a altura do prédio.
Solugdo:

A figura 8 representa a solugdo do problema.

Predio

85 metros

Figura 8: Altura de um prédio - Ilustraciao do Exemplo 5.5 - Engenharia Civil

Fonte: Autoria prépria.

Seja o tridgngulo ABC, entdo a sombra descrita por AB indica o cateto adjacente ao
angulo o e a altura do prédio h descrita por BC indica o cateto oposto ao dngulo o. Neste

caso se utiliza a elacdo trigométrica da tangente, ou seja

___cateto oposto
~ cateto adjacente

tg o =

o _BC
tg 30 ==

V3 h

R
853

h_T:>

h = 49,07 metros.

Portanto, a altura do prédio é de aproximadamente 49,07 metros.



29

5.7 APLICACOES NA TRANSMISSAO DE ONDAS DE RADIO

A transmissao de rddios ocorre por meio de ondas de transmissdo que podem ser repre-
sentadas por funcdes trigonométricas. O trabalho de Silva e Frota (2010) também traz exemplos
nesse campo. A representacdo cartesiana de uma onda se d4 pela Sendide e pela Cossendide.
Assim como na Musica, as aplicacdes envolvem o estudo de amplitude e frequéncia. Estes

conceitos podem ser associados a frequéncia de um canal de rddio por exemplo.

4%: Trigonometria na transmissdo de rddio: Realizar uma entrevista com um profissi-
onal que trabalhe com transmissio de ondas de radio (rddio AM e/ou FM). Analisar
qual a trigonometria envolvida nessa transmissao;

5 Trigonometria na transmiss@o de Internet a rddio: Realizar uma entrevista com um
profissional que trabalhe com transmiss@o de ondas de radio (para internet) e analisar
qual a trigonometria envolvida nessa transmissdo. (p.5) (SILVA; FROTA, 2010)

5.8 APLICACOES NA MEDICINA

Serd ilustrado como a Trigonometria aplica-se a Medicina. O grafico que representa
a frequéncia cardiaca € formado por ondas e sdo geradas por fungdes trigonométricas. Outro
exemplo de aplicacdo na Medicina € a variacdo da pressao nas paredes dos vasos sanguineos.
Em sua publicacao, Mello (2007) traz um grafico representado na figura 9. O grafico representa

a variacdo da pressao pelo tempo.

O griéfico indicado abaixo representa uma investiga¢do desse tipo onde se analisa a
situagdo clinica de um paciente, sendo P a pressdo nas paredes dos vasos sangiiineos
(em milimetros de mercurio: mmHg) e t o tempo (em segundos). Em geral, a pressdo
indicada no grafico obedece um ciclo, sendo que cada ciclo completo equivale a um
batimento cardiaco. Note por meio do grifico que ocorre um ciclo completo a cada
0,75 segundos, o que implica dizer que a frequéncia cardiaca do individuo avaliado é
de 80 batimentos por minuto. (MELLO, 2007)

O exemplo utilizado é apresentado na publicacdo de Mello (2007). Neste exemplo
o autor parte da cossenoide trivial f(t)=cost, sendo t o tempo em segundos, para determinar a

func¢do descrita pelo gréfico, por meio de transformagdes geométricas.

Exemplo 5.6. Com relagdo ao grdfico da figura 9. Sabendo que a funcdo f(t)=cos t tem dominio
real e imagem [-1,1], as transformagoes do seu grdfico necessdrias para que ele modele os

dados do nosso problema sdo:
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! 0,375 0.75 1,125 1.5 18752 225

Figura 9: Variacao da pressao nas paredes dos vasos sanguineos - Ilustracio do Exemplo 5 - Me-
dicina

Fonte: Pagina "articulando trigonometria'®

1) modificacdo do periodo de 200 para 800/3, gerando a fungdo f{(t)= cos (800t/3);
2) reflexdo de f pelo eixo t, gerando a fungdo f(t)=-cos (800t/3);
3) modificacdo da imagem para [-20,20], gerando f{(t)=-20cos (800t/3);

4) translagdo vertical do grdfico de 100 unidades, gerando a funcdo final f(t)=100-
20cos (800t/3).Usando essa fungcdo, podemos encontrar, por exemplo, a pressao apos 2 segun-

dos calculando o valor de f{(2).
Solugado:
A funcdo obtida é
f(t) = 100 —20cos3").
Fazendo t= 2s, tem-se
£(2) = 100 —20cos(800%) =
f(2) = 110 mmHg.

Uma observacdo importante é que o autor do exemplo 5.6 utiliza os angulos medidos

em uma unidade denomidada "grados".

. " " b N 9
Uma unidade "grados" equivale a {5 do grau.

®Disponivel em < http : / /articulandotrigonometria.blogspot.com.br/2010_10_01_archive.html > acesso
em out. 2015
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6 UMA PROPOSTA PARA A ABORDAGEM DA TRIGONOMETRIA NA
EDUCACAO BASICA

Este capitulo traz uma sequéncia didatica para o ensino da trigonometria, utilizando o
software Geogebra para as construgdes. Propde o ensino de trigonometria de forma gradual e

aliado aos acontecimentos historicos.

O inicio do estudo da trigonometria na vida escolar acontece, em geral, no ultimo ano
do Ensino Fundamental. Esse estudo € realizado com a utilizacao do triangulo retangulo. Nessa
etapa, a abordagem esté relacionada com a Geometria. S@o utilizadas as razdes trigonométricas
no tridngulo retangulo para se obter os conceitos trigonométricos. De acordo com Oliveira
(2010, p.47), “Propde-se aos alunos olhar de maneira diferenciada ao estudo das semelhancas de
triangulos: a observacdo de que a razdo entre dimensdes de um tridngulo retangulo comparada

as razdes correspondentes obtidas em um tridngulo semelhante gera o mesmo valor™.

A partir da semelhanca de tridngulos, pode-se iniciar o estudo da trigonometria, uma
vez que sdo percebidas proporcionalidades entre as medidas correspondentes destes tridngulos,
ou seja, que geram as mesmas razdes. Ao calcular a razao entre os lados correspondentes de
dois tridngulos retangulos semelhantes, obtem-se 0 mesmo valor, este valor chama-se razao de

semelhancga.

Essa mesma abordagem corresponde ao surgimento historico da palavra trigonometria
que tem origem grega e significa medidas do tridngulo. O surgimento deste campo da mate-
madtica deu-se primeiramente por semelhanca de triangulos. De acordo com Costa (2003, p.2)
a Trigonometria apresenta seus primeiros indicios tanto no Egito quanto na Babil6nia. O sur-
gimento € dado pela razdo entre nimeros que representam as medidas de triangulos. Segundo
a autora “No Egito, isto pode ser observado no Papiro Ahmes, conhecido como Papiro Rhind
(ver figura 10), que data de aproximadamente 1650 a.C., e contém 84 problemas [...]”. O es-
tudo presente nesta época contribuiu para a construcdo de piramides e para o relégio de sol (Ver
figura 11).



32

Tz Gam A e Pl R i
“_”E«wéffﬁ UAL 2hd. ’)HS
g U / qwgu"gru’"
/unngxl-ma I O ndary

;fé.*' 'Jc‘l i CZ“'Q:‘—T"'/“I h.:u‘u“\ Y“"’ 1
'"‘D i Mm D I ﬁuyu,v.’;:-: .
x 5 TR TTDNZ  Ba ACERAIALBIN LG 2

2 R I e U e A
T AT R
Todz 1AL

;‘z‘--.ﬁn .L),A < :

; un.1l~.34'8g11|'71 i MM a.?a,mm 1‘%:;»

3 ; ;\s--’ A=l 1
SR ¥ ol

mwf‘jg’g,g%

Figura 10: Papiro de Rhind

Fonte: Wikipédia’

Figura 11: Relégio de Sol Egipcio

Fonte: Ciéncia on-line®

6.1 CONSTRUCOES NO GEOGEBRA

O Geogebra, que € uma ferramenta de grande auxilio no processo de ensino-aprendizagem
da matemadtica, permite constru¢des de geometria dinamica, tanto na Educagdo Bésica, quanto
no Ensino Superior. Para lidar com nimeros irracionais o Geogebra utiliza arredondamento com

até quinze casas decimais, serd explorado este fato para trabalhar o conceito de aproximacgdo

numérica.
Um detalhamento sobre o Programa Geogebra foi realizado por Nascimento (2012,

p-128) em seu trabalho:

"Disponivel em < http : // pt.wikipedia.org/wiki/Papiro_de_Rhind > acesso em jan. 2015
8Disponivel em < http : //www.ciencia — online.net/2013/03/relogio — de — sol — do — antigo —

egipto.html > acesso em jan. 2015
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Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra é um software gratuito de matema-
tica dindmica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matemadtica nos varios
niveis de ensino (do bésico ao universitirio). O GeoGebra retne recursos de geo-
metria, dlgebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e cdlculos simbdlicos em
um tnico ambiente. Assim, o GeoGebra tem a vantagem didédtica de apresentar, ao
mesmo tempo, representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si.
Além dos aspectos didaticos, o GeoGebra é uma excelente ferramenta para criar se
ilustracdes profissionais para serem usadas no Microsoft Word, no Open Office ou no
LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o GeoGebra é multiplataforma e,
portanto, ele pode ser instalado em computadores com Windows, Linux ou Mac OS.

O GeoGebra estd rapidamente ganhando popularidade no ensino e aprendizagem da
matemdtica em todo o mundo. Atualmente, o GeoGebra € traduzido para 58 idiomas,
utilizado em 190 paises e baixado por aproximadamente 300.000 usuarios em cada
més.

Aqui se faz necessdrio introduzir a nomenclatura dos lados do tridngulo retingulo. A
autora Oliveira (2010), destaca a importancia dessa nomenclatura por facilitar a comunicagdo e

a linguagem matematica.

Considere um tridngulo retangulo com 6 sendo um de seus angulos agudos, chamamos
de:

Hipotenusa: o lado que se opde ao angulo de 90 graus;

Cateto Adjacente: o lado que junto a hipotenusa forma o angulo 6;

Cateto oposto: lado oposto ao angulo 6.

Dado um tridngulo A, de lados a1, a, e az e um tridngulo B, de lados by, b; e b3, diz-se
que A e B sdo semelhantes se existe r > 0 tal que

blzr’a], bzzi"az, eb3:ra3,

o numero r € chamado razdo de semelhanca.
(Ver Figura 12).

A figura 13 é composta da representacdo de dois tridngulos retangulos cujas medidas
dos lados sdao nimeros racionais. Nesta figura pode-se observar que os lados sdo igualmente
proporcionais (Ver tabela 2). As razdes entre seus lados correspondentes sdo iguais a % Portanto

os triangulos ABC e A’B’C’ da figura 13 sdo semelhantes de razao %

A figura 14 foi construida no programa Geogebra, utilizando aproximagdes numéri-
cas com duas casas decimais para descrever o comprimento dos segmentos que formam os
triangulos. A intencdo foi apresentar outro exemplo de dois tridngulos retdngulos semelhantes
entre si, utilizou-se os valores numéricos fornecidos por essa figura, para realizar os célcu-

los de razoes entre os lados A>B, e A}B) e entre os lados (oA, e C3A); encontra-se razao
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hipotenusa

cateto oposto

A T a=90°

cateto adjacente

Figura 12: Nomes dos lados de um triangulo retangulo

Fonte: Autoria prépria

Tabela 2: Razio entre os lados dos triangulos da figura 13
Razdes entre os lados do triangulos ABC e A’B’C’ (Figura 13)

AB _4_2
A/B— 673
CA_ 5 _2
caA— 1573
BC _ 3 _2
B'C 4573

Fonte: Autoria prépria.

igual a 2. Porém ao efetuar-se o calculo para o terceiro par de lados B,C, e B,C’( utili-
zando o arredondanemto fornecido pelo Geogebra em uma calculadora cientifica disponivel
no link http://www.calculadoraonline.com.br/cientifica, programada para ndo utilizar o arre-
dondamento nos resultados), a razdo encontrada ndo foi exatamente dois, conforme o esperado.
Em principio, pode-se pensar que seja um erro do software ou ainda um erro de construgdo,

entretanto o problema encontra-se no processo de arredondamento.

Para investigar este problema deve-se observar que programa Geogebra € incapaz de
lidar com ndmeros irracionais e analisar a ferramenta de arredondamento do programa Geoge-
bra (pode-se utilizar até 15 casas decimais). Na sequéncia deve-se realizar as construcdes de
triangulos retangulos A;B;C;, utilizando i casas decimais e mantendo fixos os lados A;B; e CiA;
respectivamente de comprimento 4 e 6. Também deve-se realizar as construcdes de tridngulos

A!B/C}], mantendo fixos os lados A/B; e C!A!, respectivamente de comprimentos 2 e 3. Para tais
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Figura 13: Semelhanca de Tridngulos 1

Fonte: Autoria prépria

construgdes deve-se utilizar 1=3,4,5,10 e 15. O programa Geogebra € incapaz de lidar com os
nimeros irracionais que surgem neste exemplo. Para os célculos entre os lados B;C; e B/C! des-

critos na tabela 3, utilizou-se os respectivos arredondamentos com i casas decimais fornecidos

pelo Geogebra.
Tabela 3: Razoes entre os lados dos tridngulos da figura 14
Casas decimais BiC; BIC! g}gi

i=2 721 3,61 1,997229916897507
1=3 7,211 3,606 1,999722684414864
=4 72111 3,6056 1,999972265364988
1=5 7,21110 3,60556 1,999991124833105
i=10 7,2111025509 3,6055512755 1,999999999972265
i=15 7,211102550927978 3,605551275463989 2

Representagdo com radical 2413 V13 2

Fonte: Autoria prépria.

Pelo teorema de Pitdgoras (na figura 15, tem-se um exemplo da aplicacdo do Teorema
de Pitdgoras), fixando as medidas inteiras dos lados que formam um angulo reto, obtém-se que
a medida do terceiro lado de ambos os tridngulos sdo nimeros irracionais para i=3,4,5,10 e
15. O lado B;C; mede 2v/13 e o lado B'C' mede v/13. O que claramente explicita a razdo

adequada que esta descrita na ultima linha da tabela 2. Assumindo que o Triangulo 75 (tridngulo
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CEAE = 4

CIEAFE — 5 [56.31°

B,C, = 3.61

A
P A, =6 :

Figura 14: Semelhanca de Tridngulos 2

Fonte: Autoria propria

A2B>C,, tem lado B,C, de comprimento 7,21) ele ndo serd retangulo, uma vez que ndo satisfaz
o Teorema de Pitdgoras, pois 4> + 6% # (7,21)2. Pelo mesmo argumento, os demais triAngulos
T, (supondo mz3,61), T; (supondo B3C3=7,211), Ty (supondo mz3,606), T, (supondo
B4C4=7,2111), T (supondo B),C,= 3,6056), Ts (supondo BsCs =7,21110), TZ (supondoB5C%
=3,60556), Tio (supondo B1oCio = 7,2111025509), T{, (supondo m =3,6055512755), Ti5 (

supondo B15C;5 =7,211102550927978) e Tl’5 (supondo B’15C’15 =3,605551275463989) nado sdo

retangulos.

Abaixo tem-se os cdlculos utilizando o Teorema de Pitdgoras, para os pares de trian-

gulos A B,C; e A5B,C)
CoAy + 7By =42+ 6% = 16+36 =52 #51,9841 = (7,21)2 = B2C>" e
2 2 ——2
CyAL +ALB,” =22 4+32 =44+9=13+# 13,0321 = (3,61)* = B,C} .

Utilizando 1=2 percebe-se que na constru¢do realizada pelo software Geogebra sio as
descrigdes nimericas que ndo representam tridngulos que sdo retangulos. O erro E, cometido,
ao assumir que o lado B,C, tem a medida fornecida pelo Geogebra no calculo de B,C, é |52 —
51,9841 =0,0159. E o erro E} cometido, ao assumir que o lado B,C} tem a medida fornecida
pelo Geogebra no cdlculo de B,C} é |13 — 13,0321] = 0,0321.

Na tabela 4 sdo apresentados os calculos da aplicacdo do teorema de Pitdgoras para os
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triangulos 73, 1y, Ts, Tig € Ti5.

Tabela 4: Teorema de Pitagoras para os tridngulo A;B,C;

i CA +AB BC; Es = \(CiAiz +AiBi2) — BiCiz\
3 52 (7,211)% = 51,998521 0,001479

4 52 (7,2111)> = 51,99996321 0,00003679

5 52 (7,21110)? = 51,99996321 0,00003679

10 52 (7,2111025509)% = 51,99999999959648 0,0000000004036

15 52 (7,211102550927978)% = 51,99999999999999 0,00000000000001

Fonte: Autoria propria.

Na tabela 5 sdo apresentados os calculos da aplicacdo do teorema de Pitdgoras para os

tridngulos 73, T, T{, T}, e T{s.

Tabela 5: Teorema de Pitagoras para os tridngulos A.B!C!

i CA] +AB! BIC] E} = |(CA] +AB]) —BIC] |
3 13 (3,606)2 =13,003236 0,003236

4 13 (3,6056)2 = 13,00035136 0,00035136

5 13 (3,60556) = 13,00006291 0,00006291

10 13 (3,6055512755)2 = 13,000000000259677 0,000000000259677

15 13 (3,605551275463989)2 = 12,999999999999998 0,000000000002

Fonte: Autoria prépria.

Com estes cdlculos é possivel observar que os erros E; e E/ diminuem conforme

aumenta-se 1. Para indicar que um erro E; diminui conforme aumentamos i, usa-se a letra

grega € como segue:
Dado € > 0,3i € N tal que |E;| < €.

Com esta ilustragao conclui-se que ndo podemos confiar nos valores numéricos for-
necidos pelo Geogebra para representar um segmento de comprimento irracional. E preciso
salientar que o processo de constru¢do geométrico do programa foi bem sucedido, o problema

estd na representacdo algébrica das medidas dos lados.

Note que utilizando quinze casas decimais, apesar dos valores se apresentarem de
forma préxima do desejado, o Teorema de Pitdgoras ndo € satisfeito, portanto esse par nao

¢ formado por triangulos retangulos, apesar de serem semelhantes com razio 2.

Por ultimo sdo apresentados os calculos utilizando o Teorema de Pitdgoras, supondo
A2B; ortogonal a A>C, (supondo A2B,C>) e A},B), ortogonal a A}C), para determinar a medida

exata de B,C; e B,C) .




Areade =25

CA=3

Areade =9

Areade =16
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Tecrema de Pitagoras

BC=AB*+CA®

Figura 15: Teorema de Pitagoras

Fonte: Autoria proépria

CA +AB =42+ 62 =16+36=52=(21/13)2=BC =213 ¢

CA” +AB” =22 4+32=4+9=13=(y/13)2 = BC = V3.

Na tabela 6, estd descrita a conclusao da aplicacdo do Teorema de Pitdgoras para os

pares de triangulos gerados a partir das medidas descritas na construcao da figura 14, utilizando

os arredondamentos 1=2,3,4,5,10 e 15 casas decimais. Pelo Teorema de Pitdgoras sabe-se que

todos os tridngulos retangulos satisfazem "a soma dos quadrados dos catetos € igual a soma do

quadrado da hipotenusa", se nao satisfazem, € por que ndo sdo retangulos.

Tabela 6: Aplicacao do Teorema de Pitagoras e classificacio dos pares de tridngulos da figura 14

Casas decimais Tridngulos T; e T} Classificacdo de T; e T/
1=2 N3ao se aplica o Teorema Nao-retdngulos e ndo-semelhantes
1=3 N3ao se aplica o Teorema Nao-retangulos e ndo-semelhantes
i=4 Nao se aplica o Teorema Nao-retangulos e ndo-semelhantes
i=5 N3ao se aplica o Teorema Nao-retdngulos e ndo-semelhantes
i=10 N3ao se aplica o Teorema Nao-retdngulos e nao-semelhantes
=15 Nao se aplica o Teorema Nao-retangulos e semelhantes

Representagdo com radical ~ Aplica-se o Teorema

Retangulos e semelhantes

Fonte: Autoria prépria.

Utilizar um programa como o Geogebra torna vidvel a constru¢do do conhecimento

geométrico. Todavia, como ilustrado acima todo conhecimento cientifico deve ser bem tra-
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balhado para que o aluno tenha clareza sobre os resultados obtidos, e a investigag¢do torne-se
significativa. Na ilustracdo apresentada fica claro que existem limitacdes para se fazer a tran-
sicio da Geometria para a Algebra utilizando o programa Geogebra. Com essas construgdes
consegue-se investigar a importancia de interpretar as representagdes algébricas feitas por apro-

ximacdes numéricas.

Uma maneira de evitar este problema € propor ao aluno que determine o quadrado
da razdo quando trabalhar com a razdo entre as hipotenusas. Note que sendo r a razdo de

semelhancga entre dois tridngulos, obtem-se

_BC _AB _ CA

B'C’  A'B CA”

entdo elevando ao quadrado obtem-se

2 CA®

TE o

Além disso, quando os catetos dos tridngulos envolvidos sdo nimeros inteiros, pelo

Teorema de Pitdgoras as respectivas hipotenusas ao quadrado também serdo niimeros inteiros.

Neste ponto, pela andlise feita com tridngulos semelhantes, € convencional que o tra-
balho seguird com tridngulos retangulos com hipotenusa de comprimento 1 para simplificar as

razoes trigométricas que surgem.

Em um tridangulo retangulo, podemos identificar as principais razdes trigonométricas

chamadas seno, cosseno e tangente e respectivamente definidas como:

__cateto oposto
sen 6 = hipotenusa °*
__cateto adjacente
cos 0 = hipotenusa ’
cateto oposto
to O = cateto oposto  __ Thipotenusa__ __senf
g Y =ateto adjacente ~ cateto adjacente ™ cos56 *

hipotenusa

Ao invertermos as razdes entre os lados do tridngulo, identificamos as razdes inversas
cossecante (razao inversa a razao seno), secante (razao inversa a razao cosseno) e cotangente

(razdo inversa a razao tangente):

_ hipotenusa __ 1|
cosec 6= cateto oposto~ senf’
_ hipotenusa _ 1
sec 6 = cateto adjacente ~ cos0’
. cateto adjacente
cote O __cateto adjacente __ " hipotenusa__ __cos@ _ 1
€Y = ateto oposto ~ Calelo oposio T gopf "1 g@ *
hipotenusa

Para o triangulo A’B’C’ da figura 13, considerando 0 o angulo A'BC , tem-se que a

hipotenusa vale 7,5, o cateto oposto vale 4,5 e o cateto adjacente vale 6. Usando a aproximagao
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numérica para o angulo fornecido pelo Geogebra obtem-se 6 = 36,87° . Desta forma as razdes
trigonométricas obtidas na tabela 4 fornecem valores aproximados para seno, cosseno, tangente
do angulo 36, 87°.

Tabela 7: Razoes Trigonométricas do tridngulo A’B’C’ da Figura 13

o~ — Caietooposto 4,5 _
5en36,87° = sen 0 = hipotenusa — 7,5 — 0,6

C0S36,87O ~ cos O = cateto adJacente: % _ 0,8

hipotenusa
o ~v _ _catetooposto  _ 4,5
tg36’87 = (g 6 = cateto adjacente — 6 0’75

Fonte: Autoria propria.

A continuidade do estudo da Trigonometria é dada pela introducdo do Circulo (ou
Ciclo) Trigonométrico, em geral isso acontece no segundo ano do Ensino Médio. Brasil (2006,

p.74) colocou as seguintes orientagcdes

E preciso atengio  transi¢do do seno e do co-seno no tridngulo retdngulo (em que
a medida do angulo é dada em graus), para o seno e o co-seno, definidos como as
coordenadas de um ponto que percorre um arco do circulo de raio unitdrio com medida
em radianos.

O Circulo Trigonométrico (Figura 16) € representado sobre o plano cartesiano Oxy e
tem raio igual a uma unidade de medida . Além disso, o seu centro coincide como a origem
(0,0) do plano cartesiano, dessa forma, ele fica dividido em quatro partes que chamamos de
quadrantes. Assim, € possivel estabelecer uma relacdo entre as razdes trigonométricas e um
ponto no circulo trigonométrico por quadrante. Esse ponto, se considerarmos a relagdo trigono-
métrica Seno, por exemplo, tem como coordenadas (0,sen(8)). O ponto de partida tem como
coordenadas (0,1), e a mensuracdo do angulo € realizada no sentido anti-hordrio. Para cada
ponto P do primeiro quadrante no Circulo Trigonométrico, tem-se um angulo 6(P) entre OP
e OX corresponde a um tridngulo retdngulo com um angulo interno O e suas correspondentes
razdes trigonométricas. De forma similar, a cada ponto P do segundo quadrante associa-se um
tridngulo retangulo e suas correspondentes razdes trigonométricas (Figura 18). Nessa etapa,
o professor precisa explicar o valor negativo para o cosseno, devido a orientagdo do eixo OX.
Aqui, ja ndo se trata apenas de uma distancia (em modulo) e sim de uma medida orientada. Um
procedimento similar deve ser realizado para os demais quadrantes. Assim pode-se estabelecer
uma relac@o entre as razdes trigonométricas € um ponto no Circulo Trigonométrico, ja que é

possivel representar o triangulo retangulo dentro do circulo (Figura 17).

A Transicdo entre as razdes trigonométricas do tridngulo retdngulo para as funcdes

trigonométricas do Circulo Trigonométrico pode ser utilizada para auxiliar o ensino de Funcoes.
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Figura 16: Circulo Trigonométrico

Fonte: Autoria propria.

No documento Brasil (2006, p.72) elaborado pelo Ministério da Educacdo, sdo propostos os

contetidos e encaminhamentos metodolégicos a serem seguidos.

O estudo de Fungdes pode prosseguir com os diferentes modelos que devem ser objeto
de estudo na escola — modelos linear, quadritico e exponencial.

O encaminhamento metodoldgico proposto por Brasil (2006, p.73) valoriza a impor-
tancia de se aprender as razdes trigonométricas por meio do tridngulo retdngulo, para que se
realize a transic¢io para o Circulo Trigonométrico e posteriormente para Fun¢des Trigonométri-

cas.

No que se refere ao estudo das fungdes trigonométricas, destaca-se um trabalho com
a trigonometria, o qual deve anteceder a abordagem das fun¢des seno, co-seno e tan-
gente, priorizando as relagdes métricas no tridngulo retangulo e as leis do seno e do co-
seno como ferramentas essenciais a serem adquiridas pelos alunos no ensino médio.
Na introdu¢do das razdes trigonométricas seno e co-seno, inicialmente para angulos
com medida entre 0 ° e 90°, deve-se ressaltar que sdo as propriedades de semelhanga
de tridngulos que ddo sentido a essas defini¢des; segue-se, entdo, com a defini¢do das
razdes para Angulos de medida entre 90 ° e 180°.
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Figura 17: Circulo Trigonométrico com tridngulo retangulo qualquer

Fonte: Autoria propria.

O ensino da trigonometria deve ocorrer de forma gradual iniciando pelo tridngulo re-

tangulo, passando para o circulo trigonométrico até chegar no plano cartesiano, onde se estuda

2

as fungdes trigonométricas. E necessdrio que o aluno perceba a ligacdo entre cada parte do
aprendizado de trigonometria, para que se estabeleca uma relacdo entre os conhecimentos ad-

quiridos.

As fungoes trigonométricas devem ser entendidas como extensdes das razdes trigono-
métricas entdo definidas para dngulos com medida entre 0° e 180°. Os alunos devem
ter a oportunidade de tragar graficos referentes as funcdes trigonométricas, aqui se en-
tendendo que, quando se escreve f (X) = seno (x), usualmente a varidvel x corresponde
a medida de arco de circulo tomada em radianos. As funcdes trigonométricas seno e
co-seno também devem ser associadas aos fendmenos que apresentam comportamento
periddico. O estudo das demais fungdes trigonométricas pode e deve ser colocado em
segundo plano. (BRASIL, 2006, p.74)

Na figura 19 foi construido um triangulo de hipotenusa 1 (uma unidade de medida)
semelhante ao tridngulo A’B’C’ da figura 13, com um dos vértices no Circulo Trigonométrico.

Para determinar as medidas dos lados dos catetos desse novo triangulo, utiliza-se a razao pro-
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porcional obtida pela hipotenusa. Utilizando os lados do tridngulo A’B’C’ (figura 13) tem-se:

B/c/ _ 4,5 _7,5_ A/c/ _
B¢ cateto oposto— 1~ arw > cateto oposto=0,6

A'B _ 6 _15 _ AC : _
Y7~ cateto adjacente = 1 = yigr — cateto adjacente=0,8.

Com esta ilustracdo destaca-se que os valores obtidos para cateto adjacente e cateto

oposto sdo respectivamente os valores de sen 6 e cos 0.

Quando fixa-se o raio (a hipotenusa) igual a um para cada ponto P no primeiro qua-

drante, tem-se que

cateto oposto = sen 0 e cateto adjacente = cos 0,

sendo 0 o angulo entre OP e OX.

Ainda pode-se concluir que: "no Circulo Trigonométrico mede-se o seno verticalmente

(paralelo ao eixo y) e o cosseno (paralelo ao eixo x)."

1.0

Figura 18: Circulo Trigonométrico com tridngulo retangulo

Fonte: Autoria propria.

Também € preciso um estudo cuidadoso com respeito aos angulos que sao marcados

por pontos sobre os eixos x e y. Pois nesse caso ndo € possivel a representacio triangular,
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B =1

£= 90"

AT =06

BA" — 0.8

Figura 19: Triangulo A”B”C” semelhante ao tridngulo A’B’C’ da figura 13 no Circulo Trigonomé-
trico

Fonte: Autoria propria.

assim deve-se considerar apenas a medida direcionada sobre o eixo que tem comprimento 1.
Para ilustrar este caso considere P sobre o Circulo Trigonométrico da figura 20 de forma que
o segmento OP tenha um angulo de 90 graus com o eixo Ox. Com essa representacdo pode-se
identificar o segmento vertical OP com o raio do Circulo. Utilizando a medida do raio, conclui-
se que sen 90°=1. Como a medida do segmento horizontal OP’ igual a zero conclui-se que cos
90°=0.

Note que a medida que um ponto P se desloca, no sentido antihordrio, sobre a parte
de Circulo Trigonométrico no primeiro quadrante obtem-se um angulo 0(P) (medido em ra-

dianos) no intervalo [0,%]. A figura 21 ilustra uma forma geométrica de representar a relagdo

__cateto oposto

entre 6(P) € [0, %] e a razdo sen 6 = hipotenusa

. Para tal ilustracdo, escolhe-se trés pontos cor-
respondentes aos trés angulos distintos representados respectivamente na figura 21 pelo angulo
o4, angulo o e Angulo o3. Simbolicamente, escreve-se: (¢, sena), (0p,sency) e (Q3,senos)

estdo na relagdo, ou ainda, (Qp,sency ), (0, senoy) e (03, seno) sdo pontos do Grafico de seno.

Destaca-se que neste trabalho sdo usadas duas forma de representacdo de angulo: o

grau e o radiano. Ambas as unidades estdo relacionadas da seguinte forma:
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154

Figura 20: Angulo de 90 graus no Circulo Trigonométrico

Fonte: Autoria prépria.

271 radianos =360 graus.

Na figura 21 , os angulos (medidos em graus) sdo representados por pontos no eixo
horizontal Ox e o valor correspondente da razao seno por pontos no eixo vertical Oy, desta
forma cada ponto B; (i=1, 2 e 3) tem coordenadas (o;,sen ;). Cada razdo representada pelo

ponto B! na figura 21 estd relacionada com o ponto B; sobre o Circulo Trigonométrico.

Relacdes como a ilustrada na figura 21 sdo chamadas de fun¢des trigonométricas. A
varidvel da funcdo, chamada de termo independente (ou de argumento da funcdo) da fungdo,
¢ o angulo e a relacdo trigonométrica € chamada de termo dependente da fun¢do (ou valor da

funcgdo).

E importante perceber que a representacdo triangular se degenera conforme o angulo

se aproxima de 90 graus. Esta representacdo € feita na figura 20.

Agora explora-se a capacidade do programa Geogebra de relacionar todos os valores
obtidos para a razdo Seno no Circulo Trigonométrico com a sua representacdo no plano carte-
siano. Pode-se visualizar dinamicamente este processo com o auxilio do software Geogebra,

seguindo o protocolo de constru¢@o apresentado na figura 22. Na figura 22 pode-se visualizar
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Figura 21: Transicao da razao Seno do Circulo trigonométrico para a funcio Seno

Fonte: Autoria propria.

uma das etapas deste processo dindmico. O "Rastro"produzido é chamado gréifico da fungdo

S€no.

A figura 23 descreve tal relacdo considerando todos os pontos do intervalo [0,27].
Na qual consegue-se a representagdo grafica da fungdo seno. O programa Geogebra possui a
ferramenta "Rastro", pela qual € possivel ver dinamicamente a construcao realizada. Essa figura
foi construida associando um ponto B sobre o Circulo Trigonométrico a um ponto B’ sobre o
plano cartesiano. O ponto B’ tem coordenadas cartesianas (¢, sen&). A medida que o ponto B
desloca-se em torno do Circulo, B’ desloca-se em torno de uma curva descrita na figura 23, que
representa a funcdo Seno. O programa Geogebra € capaz de produzir uma animagao utilizando

o ponto B. O protocolo de construcao €é gerado automaticamente pelo software Geogebra.

Nas figuras 24 e 25, tem-se a representacdo geométrica (grafico) no plano cartesiano

das fun¢des Seno e Cosseno.

Na sequéncia, serd representado a funcdo tangente. A fun¢do tangente € definida por
uma razao, cujo denominador € a funcio cosseno. Note que para angulos como 0, 7 e 27, a

func¢do tangente ndo pode ser definida.

Na figura 26, percebe-se que para valores proximos de angulos 6y, para o qual a fun-
cdo tangente ndo estd definida ela cresce (ou decresce) rapidamente. Em outras palavras, um

pequeno erro 6 > 0 na escolha de valores proximos de 6y produz um grande erro M > 0 no
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* Protocolo de Construgao
A~ B~ |7 &
N. [MNome | Definicio |alor
1/ Ponto A Ponto de intersecao de EixoX, A=(0, 0)
EixoY
2\Circulo c Circulo com centro A e raio 1 CE+E=1
3/Ponto B FPonto sobre ¢ B=(0.24, 0.87)
4Ponto C, Ponto de interseco de c EixoX  |C, =(1,0)
5Ponto D, Ponto de intersecdo de c ExoY D, =(0,1)
G Ponto E Ponto de intersecdo de c, EixoX E={1,0)
7 Ponto F Ponto de intersecio de c, EixoY F=(0,-1)
8 _ﬁmgum a .ﬁmguln entre C1, A B a=7587°
9 Segmento a Segmento [4, B] a=1
10 Reta b Reta passando porB e bx=024
perpendicular a EixoX
11 Retad FReta passando porB e d y=0.87
perpendicular a EixoY
12 Ponto G Ponto de intersecdo de b, EixoX G=(0.24,0)
13 Segmento sena Segmento [B, G] seno =097
14 Ponto B (a, senia)) B'={1.32 0.A87)

Figura 22: Protocolo da construcio da figura 23

Fonte: Autoria propria.

valor da fung¢do. Supondo que a tangente estd definida em (a, 6y) U (6p,b), este comportamento

pode ser indicado simbolicamente da seguinte forma:

Dado M > 0,3 6 > 0 tal que ocorre uma das condigdes:

e ()xe(a,8)e(6)—x)<d= f(x)>M(ou f(x) < —M).

e (ii)x € (6p,b)e (x—6y) < 6= f(x)>M(ou f(x) < —M).



48

1.5

-1.5

Figura 23: Funcio Seno no intervalo [0,27]

Fonte: Autoria prépria.

1
N

T T T T T T T T
i ) D 1 2 3\_5// ? E
-1

Figura 24: Funcao Seno f(x)=sen(x)

Fonte: Autoria propria.

Quando (1) ocorre usa-se a notacao
lim,_,g- f(x) = +oo (ou lim,_,g- f(x) = —o),
e quando (ii) ocorre usa-se a notagao
lim, g+ f(x) = —co (ou lim, g+ f(x) = +oo).
Geometricamente identifica-se este comportamento como segue:

Ao tragar retas verticais passando pelos pontos (6, 0) nota-se que o gréfico da funcéo

se aproxima da reta, mas ndo a intercepta.
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Figura 25: Func¢ao Cosseno f(x)=cos(x)

Fonte: Autoria propria.

] |

Figura 26: Func¢ao Tangente f(x)=tg(x)

Fonte: Autoria propria.

Para se chegar ao conceito de fungdes como se conhece hoje Leonahrd Euler (ver
figura 15) forneceu contribui¢des significativas. De acordo com Souza et al. (2011, p.63) , o

uso definitivo da letra 7w € creditado a ele.

Em geometria, dlgebra, trigonometria e analise, encontra-se em toda a parte a simbolo-
gia criada por Euler, bem como terminologia e ideias. O uso de letras minusculas a,b,c
para os lados de um tridngulo e das maidsculas A,B,C para os angulos opostos vem de
Euler. Nas func¢des, ele usou f(x), ou seja, fun¢ado de x, introduziu as expressdes senx,
tanx. (SOUZA et al., 2011)
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Ainda de acordo com os autores:

No final do século XVIII, ele j4 havia apresentado todos os teoremas da trigonome-
tria como coroldrios da teoria das fun¢des complexas, embora para a agrimensura e
navegacao a trigonometria mantivesse sua utilidade. Assim, a mesma tornou-se um
conjunto de relacdes entre nimeros reais e complexos.

Euler contribuiu de forma significativa para conceituar fungdes como conceito central

da analise.

Figura 27: Leonahrd Euler
Fonte: Wikipédia®

De acordo com Brasil (2004, p.100), a transicao de razdes trigonométricas para funcoes
trigonométricas se deu por Francois Viete, no século X VI, e subsidiou os trabalhos de Euler, no
século X VIII. No Ensino Médio essa transi¢do € realizada quando se passa da Trigonometria no

triangulo retangulo para o Circulo Trigonométrico.

Segundo Corréa (2008, p.5), Francois Viete (ver figura 16) ndo era matematico por
formacao. Ele era formado em Direito e exercia sua profissao, além disso, estudava matematica

nas horas vagas. Viete é considerado como pai da Algebra Moderna.

Para concluir, gostariamos de destacar mais uma vez que, mesmo que ndo tenha sido
esse 0 seu propdsito, a maior contribui¢do do trabalho de Viete foi a introducao do
uso de letras para representar tanto grandezas conhecidas, como desconhecidas, tanto

Disponivel em < http : |/ pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler > acesso em jan. 2015
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grandezas numéricas quanto geométricas, propiciando uma generalidade inédita. Isso
permitiu que os problemas fossem enunciados de uma forma geral e também que
pudessem ser resolvidos por um método geral. (CORREA, 2008, p. 77)

Tendo como inspiracdo a andlise utilizada por Diofanto, para os nimeros na Aritmé-
tica, Viete pretendia restaurar a andlise dos antigos a fim de resolver todos os pro-
blemas. A sua arte analitica ¢ um método universal para resolver problemas cuja
principal ferramenta € a dlgebra que, por sua vez, se constitui em um método de cal-
culo simbdlico envolvendo grandezas abstratas. Podemos afirmar que estas grandezas
sdo abstratas ainda que, ao realizar os cédlculos, Viete tenha considerado o aspecto
dimensional, ou seja, tenha se inspirado na Geometria. (CORREA, 2008, p.85)

Figura 28: Francois Viete
Fonte: Wikipédia'®

Lindegger (2000, p. 57-58 citado por NASCIMENTO, 2014, p. 26) destaca o Ma-
tematico Viéte por ter acrescentado o tratamento analitico a Trigonometria. Ainda de acordo
com o autor, o campo da Trigonometria evolui no estudo de relacdes funcionais, deixando de
ser apenas estudo especifico no tridngulo retangulo. Tal evolu¢do foi muito importante para o
Célculo e Andlise Matemética. O autor conclui dizendo que a Trigonometria, nesse instante,

passa a ser tratada como ciéncia.

A partir do século XVII, a introducao de novas notacdes algébricas por Viete, fez com
que a trigonometria assumisse na primeira metade do século XVII, um moderno ca-
rater analitico. Na sua obra *“ Canon Mathematicus”, Francois Viete construiu tabelas

Disponivel em < http : // pt.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%ATois_Vi%C3%A8te > acesso em fev. 2015
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das seis fungdes trigonométricas com angulos em aproximagdes de minutos. No lugar
das fracdes sexagesimais ele usou as decimais e desenvolveu métodos para resolver
problemas de tridngulos planos e esféricos com as seis fungdes trigonométricas. (MI-
ASHIRO; GALVAO, 2013, p.3)

Nascimento (2014, p.27) traz em seu trabalho o momento em que a fun¢do trigonomé-
trica passou a ser estudada. Nota-se em seu relato a importancia da Trigonometria para outras

areas além da matematica.

As fungdes trigonométricas, a partir do século XVII, apresentam-se como maior ob-
jeto de estudo da Trigonometria, devido o “surgimento” da Geometria analitica e tam-
bém, por possibilitar a descri¢do de fendmenos periddicos, oscilatério e vibratério,
exercendo assim, grande importancia para os cientistas. Desta forma, as fungdes tri-
gonométricas apresentam-se como objeto de estudos devido os estudos das oscilagdes
dos péndulos dos reldgios, e também para o aperfeicoamento das técnicas de navega-
¢do e as vibracdes de som dos instrumentos musicais.

Com esta ultima citacdo, cabe ressaltar, que mesmo passado tanto tempo apds o nas-
cimento da Trigonometria, a dificuldade encontrada na histéria reflete-se na atualidade como
um grande problema enfrentado pelos alunos na abstracdo dos contetidos matematicos. Muito
provavelmente, este € um dos principais motivos pelo qual o processo de ensino-aprendizagem

de Trigonometria e suas funcdes € tao falivel.
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7 FUNCOES CONTINUAS

Neste capitulo serd apresentada uma nocio de continuidade para uma fun¢do f em um
ponto xy observando como um pequeno erro 6 > 0 na escolha de um valor x para representar xg
pode influenciar o erro € > 0 cometido ao escolher f(x) para representar f(xp). O conceito de
continuidade serd importante para propor o método de aproximacdo de fungdes periddicas por
polindmios trigonométricos, descrito no capitulo 10. Para representar as construgdes gréficas

sera utilizado o software Maxima.
7.1 SOFTWARE MAXIMA

O software Maxima serd utilizado neste trabalho para a realiza¢do de célculos e para a
construcdo gréfica. O programa MAXIMA é um software livre, eficiente para realizar a repre-
sentagdo grifica em 2 e 3 dimensdes. Realiza diversos tipos de cédlculos envolvendo funcoes,
possibilitando melhor énfase em seu ensino. Em seu livro Santos (2009, p.11) faz uma introdu-

cdo ao software.

O MAXIMA ¢ derivado do sistema Macsyma, o lenddario sistema de dlgebra computa-
cional desenvolvido entre os anos de 1968 e 1982 no Instituto de Tecnologia de Mas-
sachusetts (MIT) como parte do Projecto MAC. O MIT enviou uma cépia do codigo
fonte do Macsyma para o Departamento de Energia em 1982, sendo que essa versdo é
agora conhecida como Macsyma DOE. Essa c6pia foi mantida pelo Professor William
F. Schelter da Universidade do Texas entre 1982 e 2001, ano do seu falecimento.

Em 1998, Schelter obteve permissdo do Departamento de Energia para colocar dispo-
nivel o cédigo fonte do Macsyma DOE sob a Licenga Piblica GNU e em 2000 ele
iniciou o projecto MAXIMA no SourceForge para manter e desenvolver o Macsyma
DOE, agora chamado MAXIMA.

Um sistema de computacdo algébrica, como o MAXIMA, permite manipular e explo-
rar expressdes matematicas de maneira simbdlica e interactiva. O usudrio digitaliza
na janela do programa algumas férmulas, comandos e o sistema avalia-os devolvendo
uma resposta que pode ser manipulada posteriormente, caso seja necessario. E-nos
permitido também obter solu¢cdes numéricas aproximadas e visualizar graficamente
quer dados, quer fungdes matemdticas. O MAXIMA, como se trata de um software
do tipo "freeware”, com funcionalidades similares aos softwares comercializados, ndo
estimula o uso de copias ndo autorizadas.
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O programa Maxima foi escolhido por permitir realizar constru¢des graficas e calculos

de forma eficaz.
7.2 INTRODUCAO A CONTINUIDADE

De acordo com Correia (1999, p.6), um dos pontos mais importantes na teoria euleriana

de fung¢des, estd na no¢do de continuidade. Esta no¢ao era essencialmente geométrica (p.6).

Assim, a continuidade era uma propriedade que caracterizava uma certa classe de
curvas, as curvas representdveis por uma lnica expressdo analitica, por uma Unica
féormula. A correspondéncia entre esta classe de curvas e o conjunto das fungdes
era biunivoca, pelo que a nogdo de continuidade se tornava insepardavel da nogdo de
funcdo.

Sera utilizada a nocao intuitiva para continuidade, que diz que uma fun¢do continua
¢ aquela que ndo possui "salto" em seu gréfico. Esta nogdo serd ilustrada com dois exemplos

representados nas figuras 29 e 30.

4 T T
if ®» < 8 then =
if 1 > 8 then F=u+l
3 - .
2 - -
1 - -
B - -
-1 L L
-1 -8.5 1] 8.5 1

Figura 29: Grafico de uma func¢ao g nao continua em x=0

Fonte: Autoria prépria.

A figura 29 representa o grafico da funcdo f : R — R definida por partes como

X, x<0;
8(x) =
3x+1, x>0;
Na sequéncia sdo apresentados valores que g assume nos pontos x; = —0,2, x, =

—0,1,x; = —0,05 e x; = —0,005:
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if ® < 8 then 23+l else FI=x"2+4xx+1l

-1 -8.5 a 8.5 1

H

Figura 30: Grafico de uma func¢io h continua em x=0

Fonte: Autoria prépria.

g(—0,1)=-0,1;
g(—0,05) = —0,05;
¢(—0,005) = —0,005.

A medida que x|, x,, x; € x, aproximam-se pela esquerda de zero, os valores de

g(x7), g(x;), g(x3) e g(x; ) também se aproximam de zero.

Agora serdo apresentados os valores que a funcdo g assume nos pontos xf“ =0,2,
x; =0,1, x3+ =0,05 exj =0,005:

¢(0,2) =3(0,2)+1=1,6;
g(0,1)=3(0,1)+1=1,3;
(0,05) =3(0,05)+ 1 =1,15;
2(0,005) = 3(0,005) + 1 = 1,015.

A medida que os valores xf, x; , x;

de g(x]), g(x3 ), g(x3) e g(x; ) se aproximam de um.

e xj{ aproximam-se pela direita de zero, os valores

T et _ — +
Isto indica que um erro pequeno & = |x, —x, | produz um erro & = |g(x; ) — g(x;)|
>1, ou seja, indica que g é descontinua na origem. O erro & é uma medida aproximada para o

"salto" produzido do grafico de g.
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A figura 30 representa o grafico da fungdo 4 : R — R definida por partes como

2x+1, x<0;
h(x) = )
4x“4+3x+1, x>0;

(=0,2) =2(=0,2)+1=0,6;
h(—0,1) =2(—0,1)+1=0,8;

(—0,05) = 2(—0,05)+1=0,9;
h(—0,005) = 2(—0,005) + 1 = 0,99.

A medida que x;, x,, X; € x, aproximam-se pela esquerda de zero, h(x| ), h(x; ),
h(x3) e h(x, ) se aproximam de um.

Tem-se também que,

h(0,2) = 4(0,2)> +3(0,2) + 1 = 1,76;

h(0,1) =4(0,1)>+3(0,1) +1 = 1,34;

h(0,05) = 4(0,05)% +3(0,05) +1 = 1, 16;

h(0,005) = 4(0,005)% +3(0,005) + 1 = 1,015025.

A medida que x|, xJ, x1 e x] peladireita de zero, h(x]), h(x ), h(x] ) e h(x] ) também

se aproximam de um.

Isto indica que um erro pequeno & = |x; —x | produz um erro pequeno & = |h(x] ) —

h(x{")|, ou seja, indica que & € continua na origem.

Utilizando essa nocao de continuidade pode-se verificar que as fungdes

sen: R — R

X — sen(x)

cos R—R

X — cos(x)
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sao continuas.

Também pode-se verificar, utilizando (i) e (ii) da pagina 47, que para todo xop € R a

funcao
f:10,27] = R

definida por partes como

tg(x), x<m
f(x) =1 xo. X=T
tg(x), x>m

¢é descontinua em 7.
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8 FUNCOES PERIODICAS

Uma propriedade importante das funcdes trigonométricas é a peridiocidade. Neste
capitulo apresenta-se a definicdo de fungdes periddicas, bem como os principais exemplos deste

tipo de funcao.

Uma fungéo f(x) é periddica se existe uma constante real P#£0 tal que f(x+ P) = f(x)

para todo x pertencente ao dominio da funcao.

Tem-se também que o menor P que satisfaca a igualdade acima é chamado de periodo

da fungdo. O gréfico de uma fungdo periddica se repete a cada intervalo de comprimento | P

portanto o software Geogebra se torna um importante aliado no reconhecimento desta proprie-
dade.

A frequéncia de uma fungao periddica é dada por

_ 1
F=5.
A frequéncia determina a quantidade de repeticdes em cada intervalo unitario de x. A

unidade de medida da frequéncia € o Hertz.

8.1 EXEMPLOS DE FUNCOES PERIODICAS

Para mostrar que as funcdes trigonométricas sdo periddicas, se faz uso de duas identi-
dades, sen(a+b) e cos(a+b), as quais sdo demonstradas na sequéncia. A figura 31 foi construida

com o auxilio do software Geogebra.

Considere o Circulo Trigonométrico de raio 1, descrito na figura 31. Tem-se que o
arco AP corresponde ao angulo a e o arco PQ corresponde ao dngulo b. Portanto o arco AQ
corresponde ao angulo a+b. Primeiramente pode-se encontrar uma expressao para cos(a + b).

Como o raio é igual a 1, tem se que:

0S = cos(a);
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Figura 31: Circulo Trigonométrico de Raio 1 utilizado para a demonstracio de cos(a+b)

Fonte: Autoria propria.

OT = cos(b);
PS = sen(a);
OT = sen(b);

ON = cos(a+b).

Como os tridngulos AOPS e AOT M sao semelhantes ( ja que possuem um angulo reto

e outro igual a a), pode-se calcular a razdo entre suas medidas:

[— —_— = b —
oM — OF — O — <50) = OM = cos(a) - cos(b).

Os triangulos AOPS e AQVT também sdo semelhantes (possuem um angulo reto e

outro igual a a), entdo também calcula-se a razdo entre suas medidas:

T

_ __ P
= % = se‘;(Ta) = %() = VT = sen(a) - sen(b).

BN

Como ON = cos(a+b) e ON = OM — VT segue que
cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b).

Agora, assumindo que sen(x) = cos(§ —x), que pode ser verificado com alguns exem-

plos numéricos, tais como:

sen(%) = cos(5 —

B

)
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sen(

&l

) =cos(5—1%).

Determina-se, utilizando o que foi encontrado, sen(a+b):

sen(a+b) = cos(5 — (a+b) = cos((5 —a) —Db).

Pela prova anterior, e como cos(—x) = cos(x) e como sen(—x) — —sen(x) saf que:
cos((5 —a) —b) = cos(5 —a)cos(—b) — sen(5 — a)sen(—b)

= sen(a)cos(b) — cos(a)(—sen(b)) = sen(a)cos(b) 4 cos(a)(sen(b)).

Portanto
sen(a+b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b).

Nomeando da seguinte forma,
(1) sen(a+b) = sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b);
(2) cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b).
Seguem os exemplos:
Exemplo 8.1. Para provar que a funcdo seno é 2m-periodica basta mostrar que
sen(x) = sen(x+2m)
. Para isto usa-se a identidade (1):
sen(x+2m) = sen(x)cos(2m) + cos(x)sen(27).
Como cos(2m) = 1 e sen(21m) = 0 tem-se
sen(x+21) = sen(x)cos(2m) + cos(x)sen(2m) = sen(x) - 1 +cos(x) - 0 = sen(x).
Exemplo 8.2. Para provar que a funcdo cosseno é 2m-periodica basta mostrar que
cos(x) = cos(x+2m).
Para isto usa-se a identidade (2):
cos(x+27) = cos(x) cos(27) — sen(x)sen(2m).
Da mesma forma, como cos(2w) =1 e sen(2mw) = 0:

cos(x+2m) = cos(x)cos(2m) — sen(x)sen(2m) = cos(x) - 1 —sen(x) -0 = cos(x).
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Sabendo que a fun¢do seno e a funcio cosseno sdo periddicas verifica-se diretamente

que a funcdo tangente e as fungdes trigonométricas inversas também sdo periddicas.

Exemplo 8.3. A funcdo f(x) =tg(x) € periddica de periodo P = 27. Se cos(x) # 0,

_ sen(x+2m) sen(x)

tg(x+ 275) ~ cos(x+2m) — cos(x) tg(x).

Exemplo 8.4. A funcdo f(x) = cossec(x) é 2m-périodica, pois

1 _ 1
sen(x+2m) — sen(x

cossec(x+2m) = 7= cossec(x), com sen(x) # 0

Para as funcoes secante e cotangente a prova é andloga.

Exemplo 8.5. A funcdo constante f(x)=c, onde ¢ é um niimero real, é periodica para qualquer

P # 0. Como f{x+P)=c, tem-se que f{x)=f(x+P).

Exemplo 8.6. A figura 32 representa o grdfico da funcdo piso dada por |x| . A func¢do piso de
um niimero real x é o resultado do arredondamento de x para baixo, isto é f(x), € o inteiro i tal

quei < x<i+1.

/.

-2

Figura 32: Exemplo do grafico de uma func¢iao de periodo um

Fonte: Autoria proépria

Observando o grafico do exemplo 8.5 é possivel identificar a repeticdo que ocorre a
cada intervalo de comprimento um. O mesmo tipo de comportamento pode ser observado ao
representar o grifico das fungdes trigonométricas, nota-se que seu grifico se repetem a cada pe-
riodo, nestes casos, o periodo é 27. Este comportamento indica que as fungdes trigonométricas
sdo periodicas. BOMFIM (2013) em sua dissertacdo diz

Uma propriedade fundamental das func¢des trigonométricas € que elas sdo periddicas.
Por isso sdo especialmente adaptadas para descrever os fendmenos de natureza peri6-
dica, oscilatéria ou vibratdria, os quais abundam no universo: movimento de planetas,
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som, corrente elétrica alternada, circulacdo do sangue, batimentos cardiacos, etc. A
importancia das funcdes trigonométricas foi grandemente refor¢ada com a descoberta
de Joseph Fourier, em 1822, de que toda func¢do periddica (com ligeiras e naturais

restri¢cdes) € uma soma (finita ou infinita) de func¢des do tipo ¢ cos nx+ b sen nx. Para
que se tenha uma ideia da relevancia deste fato, que deu origem a chamada Anélise
de Fourier, basta dizer que, segundo o banco de dados da revista "Mathematical Revi-
ews", o nome mais citado nos titulos de trabalhos matematicos nos dltimos 50 anos é
o de Fourier.
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9 AREA SOB UMA CURVA

Neste capitulo serd explorada uma técnica que fornece o valor para a drea de regides
delimitadas por curvas que podem ser expressas através de funcdes. Isto serd feito com o auxilio
do software Maxima. Com a utilizagcao do software € possivel resolver problemas envolvendo o
calculo de "integral de uma fun¢do", sem formalizar os conceitos de Célculo Diferencial e Inte-
gral, mas utilizando a representacao geométrica. Assim pode-se utilizar o termo "integral"como

a drea de uma figura geométrica.

9.1 CALCULO DA AREA DE UMA REGIAO

Ao definir-se uma fun¢d@o num intervalo fechado, determina-se graficamente uma re-

gido plana, como ilustrado na figura 33.

Figura 33: Grifico da regido limitada por f(x) = x e o eixo Ox, no intervalo [0,4]

Fonte: Autoria prépria.

Na figura 33, estd descrito o grafico da fun¢ao
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f:0,4] 5 R

x— f(x)=x.

A regido limitada pelo gréfico de f, o eixo Ox e as retas x=0 e x=4, é uma regidao
triangular. Para calcular a drea dessa regido pode-se usar recursos da Geometria Elementar.
Considerando a base b do triangulo sobre o eixo 0x (b=4), vértice na origem e altura h, sendo o

lado paralelo ao eixo Oy (h=f(4)), tem-se que:

—bh _ 44 _ 1
A=F =5 =

@)}

= 8u.a.

)

Porém, o interesse estd em regidoes que nao podem ser descritas por figuras geométricas
tradicionais, cujos cdlculos de dreas sdo simples. Neste trabalho foi escolhido como recurso o
método computacional para o célculo de dreas. Com este recurso € possivel determinar a drea
de regides limitadas por qualquer grafico de funcdo. Para se utilizar o recurso computacional,
foi escolhido o software MAXIMA.

Como ilustracdo, na figura 34 estd descrita uma parabola. Neste caso pode-se calcular

a drea da regido entre a parabola e o eixo Ox de forma computacional.

W wxMaxima 0.8.6 [ alilwem ]

Arquive Editar Célula Maxima Equactes Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Mumérico  Ajuda
EBdoxXDAE|RO>O | @

" (%$i2) wxplot2d([-x"2+4], [x%x,-2,2]1)}%

4-x"2

(3t2)

- (%1i3) integrate (-x"2+4, x, -2, 2);

Figura 34: Grifico e calculo da drea da regido limitada por f(x) = —x*> +4 e o eixo Ox

Fonte: Autoria propria.

Ao realizar os célculos de drea para este trabalho, se f(x) > 0 para x em um intervalo
fechado [a,b], como por exemplo na figura 35, a drea A limitada pelo grafico de f, pelo eixo

Ox e pelas retas x=a e x=b serd denotada por:
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Figura 35: Area limitada por uma curva sendo f(x) > 0

Fonte: Autoria propria.

Por outro lado se f(x) < 0 para x em um intervalo fechado [c,d], como por exemplo
na figura 36, a drea A, limitada pelo grafico de f, pelo eixo Ox e pelas retas x=c e x=d sera

denotada por:

ou ainda por

O uso do simbolo | f f(x)dx se justifica pelas ferramentas computacionais necessarias
para obter A;. Tal simbolo € lido como "integral de a até b de f de x em relacdo a x". Sera

utilizada a notagao :

/adf(x)dx

para indicar a soma | : fx)dx+ [, [fi f(x)dx.

Com esta notagdo tem-se, assumindo que c=b, que pode-se escrever:
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K™ 2-4
1
o

-2 -1.5 -1 =-8.5 a 8.5 1 1.5 2
H

Figura 36: Area limitada por uma curva sendo f(x) <0

Fonte: Autoria prépria.

b ¢ b d d
Al —Ay = / f(x)dx—/d fx)dx = / f(x)dx—i—/b flx)dx = / f(x)dx.
a a a
Note ainda que se f e g sdo duas fungdes definidas em um intervalo [a, b] vale
b b b
/ (f+g)(x)dx= / f(x)dx+/ g(x)dx.
a a a

Na sequéncia € feita a interpretacdo grafica dessa igualdade com uma ilustragdo.

A figura 37 contém o gréfico de f no intervalo de [0,2] definida por f(x) =2x*>+1e

também o cdlculo da area da regido limitada por f, pelo eixo Ox e pelas retas x=0 e x=2, tendo

como resultado 23—2 unidades de area. A figura 38 contém o grafico de g no intervalo de [0,2]

definida por g(x) = 3x — 1 e também o célculo da drea da regido limitada por g, pelo eixo Ox

e pelas retas x=0 e x=2, tendo como resultado 4 unidades de area. Note que na figura 39 esta

representada o gréfico da fungdo soma f 4 g no mesmo intervalo e também a area da regido

.. ~ . _ _ 34
limitada pela fung¢@o f + g, pelo eixo Ox e pelas retas x=0 e x=2, tendo como resultado =*

unidades de area:

Jo(f+8)x)dx =3 =Z +4= [§ f(x)dx+ [5 g(x)dx.



W wixMaxima 0.8.6 [ fgl.wxm ]

Arquive  Editar  Célula Maxima Equagfes Algebra Ciélculo  Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda

@3 ex X0B0 BO>O @

' (si1) f£ix) :=2*x~2+1;

(301) f(x):=2 x%+1

" (3i2) wxplot2d([f], I[x,0,2]1, [y,-2,101)$
18

(5t2)

-2

e

(%i4) integrate(f(x)}, x, 0, 2);

(304) 22
o 3

Figura 37: Grifico e calculo de 4rea para a func¢do f(x) = 2x> + 1 no intervalo [0,2]

Fonte: Autoria propria.

™ wxMaxima 0.8.6 [ ndo zalvo™ ]

Arquivo  Editar Célula Maxima EquagBes Algebra Caleulo Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda
@3 SXIXDE G > o @

F'o(2i2) g(x) 1=3%x-1;
(%02) g{x):=3x-1

(%¥i4) wxplot2d(g, [x%,0,21, [y,-1,61)5
[

5 L

FRS

(3t4) -

-1

K (%¥i5) integratef(g(x), %, 0, 2);
(365) 4

Figura 38: Grafico e calculo de area para a funcio g(x) = 3x — 1 no intervalo [0,2]

Fonte: Autoria prépria.



M wxMaxima 0.8.6 [ ndo salvo™ ]

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calcule  Simplificar Grafico  Mumérico  Ajuda
EXSXXDOD GO > @

' (3i2) E(x):i=2%x"2+1;
(302) flx):=2 x°+1

' (243) g(x) :=3%x-1;
(%03) g({x):=3x-1

I ($17) wxplot2d([f(x)+g(x)], [x,0,2])§

14

12

18
H

-3 8
*
g

(5t7) | % &
o

4

2

a

a a.5 1 1.5 2
X

Figura 39: Grafico e calculo de area para a funcio soma f(x) + g(x) no intervalo [0, 2]

Fonte: Autoria prépria.
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10 APROXIMACAO DE FUNCOES PERIODICAS POR POLINOMIOS
TRIGONOMETRICOS

Neste capitulo serd apresentado técnicas que permitem descrever o comportamento de
uma func¢do continua e periddica utilizando as funcdes seno e cosseno. Este capitulo apresenta
um conteddo de Nivel Superior, que pode ser introduzido na Educagdo Basica, desde que ndo
sejam formalizados os contetddos a rigor cientifico, e sim utilizando as TIC para se estabelecer o
conceito da operagdo de integragdo como drea sob uma curva. Serd utilizado o software Maxima

para as construcdes graficas e para os cdlculo de érea.
10.1 POLINOMIOS TRIGONOMETRICOS

Uma fun¢do P, : R — R € chamada polindmio trigonométrico de ordem k se existem

ndmeros reais ag, ...,ay € by, ..., by tais que:

a
Px) =2+

> (ancos(nx) + bysen(nx)).

k
=1

n

Busca-se descrever como uma funcio periddica f continua pode ser associada a um
polindmio trigonométrico. Tal associac@o € conhecida como aproximacdo por polindmios tri-

gonométricos.

Para um estudo mais aprofundado sugere-se ao leitor consultar BOYCE e DIPRIMA
(2010).

10.1.1 COEFICIENTES DO POLINOMIO TRIGONOMETRICO

Nesta se¢do assume-se que f € uma fun¢do continua e 27-periédica. Tem-se como
objetivo, apresentar uma técnica para determinar os coeficientes ag, ...a; € by,....,b; de modo

que o polindmio trigonométrico P, dado por
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=~

% 4 Y (ancos(nx) + bysen(nx))

Pe(x) = >

n=1
forneca um valor aproximado para f. Denota-se tal aproximacao como
f(x) = P(x),Vx e R.

Note que, para cada inteiro m positivo, espera-se

k k
f(x)cos(mx) = a2—ocos(mx) + Z (aycos(mx)cos(nx) Z nsen(nx)cos(mx))
n=1 n=1
e
ao k k
f(x)sen(mx) = ECOS mx) ; ansen(mx)cos(nx) ; (bysen(nx)sen(mx)).

Agora serd explorada uma importante propriedade geométrica associada aos produtos
entre fungdes trigonométricas que aparecem na relacoes acima. Isto serd feito com o auxilio do

software Maxima, os comandos utilizando podem ser visualizados na figura 40.

W wiMaxima 0.8.6 [ ortogonalwem ]

Arquivo Editar Célula Maxima Equacdes Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Mumérico  Ajuda

EdSX XDE R OI>o @

L ($16) integrate(sin(n*x)*cos{m*x), =, -%pi, %pi):
(%06) 0
[ ($18) integrate(sin(n*x)*sin(m*x), =, -%pi, %pi):
2((n-m)gin(g n+gm)+({—n-m)sin(x n-q m))
(%08)

2T 2
2n"—-2m

2 (%110) integrate(sin(n*x)*sin{n*x}, x, —-%pi, %pi);

sin(2gn)-2xgn
(%010)

2Zn

L ($19) integrate (cos (n*x)*cos(m*x), =, -%pi, %pi}:

2((n—m)sin(g n+gm)+(n+m)sin(x n—x m))

2n°-2m°

[~ (%¥111) integrate(cos(n*x)*cos(n¥*x), x, -%pl, %$pi);

sin(2 g n)+2qn
(%3011) —08m8 ¥ — —
2n

Figura 40: Calculos para ortogonalidade das fun¢ées Seno e Cosseno
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Fonte: Autoria propria.

De acordo com a notagdo utilizada, o comando em (%i6) presente na figura 40 € utili-

zado para calcular ["_sen(nx)cos(mx)dx, seu valor é fornecido em (%06). Desta forma, tem-se

/7r sen(nx)cos(mx)dx = 0. (1)

-7

O comando em (%i8) da figura 40 ¢ utilizado para calcular [*_sen(nx)sen(mx)dx,

quando n # m. Assim (%o08) indica que

/_7; sen(nx)sen(mx)dx = — 2((n—m)sen(mn+ 7r2n’2 t (2;; —m)sen(mn — mm)) .

2

Como n e m sdo inteiros positivos sen(m(n+m)) =0 e sen(n(n—m)) =0 . Assim,

por (2), tem-se

/n sen(nx)sen(mx)dx = 0, n#m. 3)

-7

Usando o comando (%i10), como sen(27n) = 0, o valor em (%010) indica que

T sen(2mn) — 27n) —27n
dx = — = — = =n. 4
/ ”sen(nx)sen(nx) X o o T, m=n 4)

Das equacdes (3) e (4) conclui-se que
T 0
/ sen(nx)sen(mx)dx = ;o onEm 5)
- T, n=m.

Usando o comando (%i9), o valor em (%09) indica que, para n # m, tem-se

/71: cos(nx)cos(mx)dx = — 2((n—m)sen(mn+ ;r’;?;)_+2(’;lz+ m)sen(mn — wm)) _0. (®)

Usando o comando (%i11), o valor em (%o011) indica que

T 2 2 2
/ cos(nx)cos(nx)dx = sen(27n) +27n) _ temn

T,n=m. 7
-7 2n 2n 1 m ()
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Das equacdes (6) e (7) obtem-se

/n cos(nx)cos(mx)dx = { 0. n7m (8)

-7 T, n=m.

Multiplicando ambos os lados da relagdo

aop
2—|-

n

112

1 (ancos(nx) + bysen(nx)).

f(x)

k
por cos(mx), sendo m um nimero inteiro positivo, temos

" dxz @ " iy an [ d
/_ﬂf(x)cos(mx) X = ?/_ncos(mx) x—i—};an/_ncos(mx)cos(nx) X

k T
+ Z by, / sen(nx)cos(mx)dx. (10)
n=1 -

O célculo de [”_ cos(mx)dx, realizado pelo software Maxima esté presente na figura
41. Como m € um inteiro positivo, o resultado desse termo € zero. Assim, usando (1) e (8) em

(10) obtem-se

M wxMaxima 0.8.6 [ senozero.wxm ]

Arquivo  Editar Célula Maxima Equacées Algebra Calculo  Simplificar  Gréfico  Mumérico  Ajuda
=X AN =N . .
B X XDE B O|I>o @

($11) integrate (cos({n*x), x, —-%pi, %pi);

2 sin(xw n)
(%0l) —

It

Figura 41: Calculo 2 para ortogonalidade das func¢oes Seno e Cosseno

Fonte: Autoria propria.

/n f(x)cos(mx)dx = apm,

ou ainda
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I

am

%/jrf(x)cos(mx)dx, m % n.

Para determinar ag, usa-se m=0 em (10)

k

/ f(x)cos(0)dx = a—o/ncos(O)dx—l—r;an /_ncos(O)cos(nx)dx

k b1
+ Z bn/ sen(nx)cos(0)dx. (12)
n=1 -n

Utilizando o software Maxima obtem-se os resultados descritos na figura 42.

™M wiMaxima 0.8.6 [ ndo salvo™ ]

Arquive  Editar Célula Maxima Equagdes fllgebra Calculo  Simplificar  Grafico  Mumérico Ajuda

EBAE&EXIXDA GO > o @
_7 ($11) integrate{cos {0}, ==, -\pi, \pi}:;
(%0l) 2T
_7 ($14) integrate(cos(0)*cos(n*x), =, -\pi, \pi):
2 sin(nw)
(504) —m88

It

L {£i7) integrate(sin{n*x)*cos({0), x, -\pi, \pi):;
(%07) O

Figura 42: Calculos para obter ag

Fonte: Autoria propria.

Como sen(nm) = 0, conclui-se que, pela figura 42
J7 f(x)dx = 9Q2m, ou ainda

ap = L™ f()dx

Para determinar b,,, usa-se um procedimento semelhante. Multiplica-se ambos os lados

da relagdo por sen(mx) e utiliza-se 0 Maxima para concluir que

L7 f(x)sen(nx)dx.

Destas consideracdes, para realizar a aproximacao de func¢des por polindmios trigono-

I

by

métricos num intervalo de [— 7, 7|, utiliza-se os coeficientes a, e b, dados por:
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1 T
ap = E/_nf(x)dx. (13)
1 T
ay = E/ﬁf(x)cos(nx)dx, neN. (14)
1 T
b, = E/_ﬂf(x)sen(nx)dx, neN. (15)

Esses coeficientes sdo chamados Coeficientes de Fourier e determinam o polindmio

trigonométrico Py, de ordem k, para f.

10.2 EXEMPLOS

: : x+m, x<0; :
Exemplo 10.1. Seja a fungdo fi definida por partes como fi(x) = 0 no inter-
T—x, x>0

valo [—m, |

if ® 4 8 then ®#+¥pi else ¥pi-n

Figura 43: Grafico da funcao f;

Fonte: Autoria propria.

Note que fi(—x) = fi(7).

Para determinar os polinomios trigonométricos para f| é preciso calcular os coefici-

entes ag,ay, b, dados por (13), (14) e (15).

Note que o coeficiente ag = % J7 . fi(x)dx, é a drea da regido limitada por fi(x), pelo
eixo Ox e pelas retas x = —T e x = T, a qual pode ser calculada usando resultados elementares
da geometria, pois a regido descrita é delimitada por dois triangulos retangulos T e Ty, de

bases e alturas medindo ©. Assim, tem-se que:
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ay = drea(t,) + drea(t,) = 2(2wedliura) — 2% — g2,

T
Conclui-se que ag = %/ f(x)dx =m.
-7

Note que, paran #0, a, = [ fi(x)cos(nx)dx é a drea entre as retas x = —T, x = T,

delimitada pelo grdfico da funcdo f, defnida em [—m, ] como

) Jng, —T<x<0; (x+m)cos(nx), —w<x<0;
x) = —
' fn2, 0<x<m. (m—x)cos(nx), 0<x<7m

Desta forma tem-se que

an = %(/_Onfn71dx+/0nfn72dx) = %(/_On(x%— r)cos(nx)dx + /On(n'—x)cos(nx)dx).

Na figura 44 sdo apresentados os cdlculos realizados no Maxima para determinar ay,.

Usando o comando (%il) determina-se

/O (x4 )cos(nx)dx,

-7

cujo valor é apresentado em (%ol) e em (%02) de forma simplificada. Utilizando o comando

(%i3) determina-se

T
/ (1 — x)cos(nx)dx,
0
cujo valor é fornecido em (%04).

Interpretando a figura 44, os cdlculos realizados no Maxima informam que para n > 0,

tem-se

0 b2
ay = l(/ (x+ n)cos(nx)dx+/0 (7 — x)cos(nx)dx)

nJ-m
:%(—COS(Z#—I-(—COS(Z#))

| cos(mn) —1
:E(_2(71r1—2))

—2 cos(mn) —1

Para calcular

0 T
( / (x+ 1) sen(nx)dx + /O (7 — x) sen(nx)dx),

—T

b, =

Bl

utilizou-se o Maxima conforme na figura 45.
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Arquivo  Editar Célula Maxima Equacfies Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda

B EX XDA &|Q/ D> o ©

' (si1)

(%$01)

' (3i2)

(%02)

' (2i3)

(%$03)

' (2i4)

(%$04)

integrate ( (x+%pi) *cos (n*%pi*x/%pi), =, -%pi,

1 cos(mn)
n? n?

ratsimp (%) ;

cos(mn)-1

32

0});

integrate (($pi-x) *cos(n*%pi*x/%pi), =, 0, %pi);

1 cos(mn)
a? n?

ratsimp (%) ;

cos(mn)-1

n?

Figura 44: Calculo para determinar a, para o exemplo 10.1

Fonte: Autoria propria.

W wxMaxima 0.8.6 [ exlc3wxm ]

Arquive Editar Célula Maxima Equagdes ﬁ«lgebra Calculo  Simplificar  Grafico

BRESXIXEE & > o @

Mumeérico

Ajuda

[ (si2)

(%02)

' (213)

(%03)

(%i4)

(304)

($15)

(%05)

integrate { (x+%pi) *sin ($pi*n*x/%pi), =, —-%pi, 0);

sin(mn)
5
ﬂ‘ n

ratsimp (%) ;
sin{nn)-wn

n?

integrate ( (3pi-x) *sin ($pi*n*x/%pi), =, 0,

© sin(w )

n r12

ratsimp (%) ;

sin({nn)-mn
—_
2

n

tpi);

Figura 45: Calculo para determinar b, para o exemplo 10.1

Fonte: Autoria propria.

Interpretando os comandos do MAXIMA obtem-se:

76
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0 T
b,,:%( / (x+ 1) sen(nx)dx + /0 (7 — x) sen(nx)dx)
B l(sen(n:n) —nn  sen(mn) —ﬂ:n)
T n? n?
—0.

Desta forma obtem-se o polinémio trigonométrico Py, de ordem k, para f; dado por

k
T —2 cos(mwn)—1
Pi(x) = > + Z (—(%)cos(nx)). (16)
=1 T n
Substituindo k=1 em (16), como cos(w) = —1 tem-se o seguinte polinémio,
2 —1
Pi(x) = g - E%cos(x)
=
T 4cos(x

Axcos (R} FApitipi/D we—
if = % then x#+¥pi else H¥pi-x

Figura 46: Aproximacao de f] por P,

Fonte: Autoria propria.

Note que se substituir k em (16) par tem-se que (cos(nm) — 1) se anula, portanto Py e

P11 sdo idénticos.
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Substituindo k=3 em (16), tem-se o polinomio:

4cos(x)  4cos(3x)
+ .
T on

T
P =—
3 2+

P e T MY e —
if ® <,8 then x+¥pi else Xpi-x

=3 -2 =1 a 1 2 3

H

Figura 47: Aproximacao de f) por P;(x)

Fonte: Autoria propria.

Substituindo k=5 em (16), tem-se o polinomio:

4cos(x)  4cos(3x)  4cos(5x)
+ + .
T on 257

T
Ps=—
5= 5 +
Substituindo k=7 em (16), tem-se o polinomio:

4cos(x) N 4cos(3x) n 4cos(5x) n 4cos(7x)
T 91 257 9

T
P7:§+

As figuras 46, 47, 48 e 49, representam geometricamente as respectivas aproximagcoes
f1por Py, f3 por Ps, fs por Ps e f7 por P;, a medida que aumenta-se k, o grdfico de P, aproxima-

se do grdfico de f.

Exemplo 10.2. Seja f> a funcdo definida no intervalo [— 1, ) por f>(x) = n> — x2.

Note que f>(—7) = f>(7).
Serdo determinados os polinomios trigonométricos para f>.

Para calcular



Heclos (Gen) 7 {29%2pi ) +a%cos {351}/ (95¥pi ) +4%C0s (1) FEp i +¥pi/2 me—m—
if » < 8 then x+¥#pi else Zpi-x *

Figura 48: Aproximacao de f| por Ps

Fonte: Autoria prépria.

3, T T T T T T T
s{?*:-:?f{49*%pi}+25*2pi}+4*cus{3*:-:}!{H*Epi}+4*cus{u)fﬁpi+%piﬂ'2 —
if ® <,0 then x+¥pi else Xpi-x *

Figura 49: Aproximacao de f| por P,

Fonte: Autoria propria.

T
ap = %/ (m? — x*)dx.

—T

utilizou-se o Maxima como descrito na figura 51 para obter

@ —Rax= (- = 2

Agora serd calculado ay, para n # 0 dado por:

B 1/” 1, 2nd—6x’n, 4n?

T
ay = %/ (m* — x*)cos(nx)dx, n € N,

79
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Hpit2-gne
TR T T S -

Figura 50: Grafico da funcao f>

Fonte: Autoria prépria.

M wxMaxima 0.8.0 [ ex2clmeomn ]

Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

F3 S XDE RO DD @

L ($¥i2) integrate(3pi™~2-x"2, =%, -\pi, \pi):

2(n’-3n%m)

o2y =

(%02} =
e : : .

($13) ratsimp(%):;

s EES_GIEI

(%03) =

Figura 51: Calculo para determinar ay para o exemplo 10.2

Fonte: Autoria propria.

Utilizando o Maxima como na figura 52 obtem-se que

a, = 1/7r (m? — x*)cos(nx)dx
TJ-n
1, (2n*7* —2n’n* — 4)sen(nm) 4 4nwcos(nm)
B E(_ n’
_dsen(nrm) —4nmcos(nm)

N n3

)

Agora serd calculado by,:
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Arquivo  Editar Célula Maxima Equacdes Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Mumérico  Ajuda

F¥ exX XBEE G OI>o @

L ($11) integrate((%pi”2-x"2)*cos (n*%pi¥*x/%pi}, x, —\pi, \pi):

2 |\{ﬂ27t _'.T2 n2—2}5in{nﬁ)+2 ny cos{nﬁ})

(301)
n3

L ($12) ratsimp (%)
(2n?n?-27%n?-4)sin(nn)+4 nncos(nn)

(%02)

n3

Figura 52: Calculo para determinar a, para o exemplo 10.2

Fonte: Autoria propria.

T
/ (n? —x*)sen(nx)dx, n € N.

W wxMaxima 0.8.6 [ ex2c3wxm ]

Arqui\ro Editar Célula Maxima Equagées Algebra Célculo Simplificar Grafico  Mumérico  Ajuda

Poex XD &0 >o ©
(%$11) integrate ((%pi”2-x"2)*sin(n*%pi*x/%pi), =, —-\pi, \pi);
{(Fol) O

Figura 53: Calculo para determinar b, para o exemplo 10.2

Fonte: Autoria propria.

Utilizando o Maxima como descrito na figura 53 obtem-se que

1 T
by, / (> — x*)sen(nx)dx
TJ)-n

I
I
o

I
e

Portanto o polinomio trigonométrico obtido é

4m?
P(x) =2+
) (x) 5

k' 4sen(n nit(cos(n
; 4 7) — dnm(cos( n))cos(nx)—I—O.sen(nx))

n3



82

2n & 4sen(nm) — dkm(cos(nm
P(x)=—+ Z( (n7) 3 (cos( )>c0s(nx)). (17)
35 n
Substituindo k=1 em (17),como sen(m) =0 e cos(xw) = —1 tem-se o seguinte polind-
mio:
21> 4sen(m) —4n(cos(w
Pi(x) = +( () (cos( ))cos(x))
3 T
=
272
Pi(x) = = +4cos(x).
12 A%cos(H}+24¥pinD/3 —
Hpi2-n"2
F i
B -
B -
4 -
2|
8

-3 -2 -1 a 1 2 3
H

Figura 54: Aproximacao de f, por P,

Fonte: Autoria propria.

Substuindo k=2 em (17) , obtem-se o polinomio:

2 2
P, = % +4cos(x) — cos(2x).

Substituindo k=3 em (17), obtem-se o polinémio:

27 4cos(3
P = % +4cos(x) — cos(2x) + %(x).

Substituindo k=4 em (17), obtem-se o polinémio:
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gl
gl
7L
6 |
5 |
al
3|
2l
1 F+ +
o 12 . . . . . E

-3 -2 -1 o 1 2 3

H
Figura 55: Aproximacao de f, por P,
Fonte: Autoria prépria.

12 —

4*::03{'3*:-:}.c"EI—cus'{2*:-:}+4*-::D's{:-:)+2*?§pil"2f3 —
rpita2-n"2

=3 -2 =1 a 1 2 3

Figura 56: Aproximacao de f, por P;

Fonte: Autoria propria.

272 acos(3 i
P = 5 +4cos(x) — cos(2x) + 6059( 0 Cosé(l X)'

Substituindo k=5 em (17), obtem-se o polinomio:

2m? 4 4x) 4
Ps = % +4cos(x) — cos(2x) + c0s9(3x) — cosé(l %) + CO;SX).

83
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18 = —cos{4sx}/a+dscos{3= u's(u)+2*?€pi"‘2f3 —
g | Epit2=-u"2 -+
gl

7 |

6t

5 |

4t

3|

a |

1 5

Figura 57: Aproximacao de f, por P,

Fonte: Autoria prépria.

18 T T T T T
s{5= M 25-cos{dxx)} Fd+d=2cos{I= cos{x}+2&¥pi™2,/] m—

g | Apit2-n"2

B -

? -

B L

5 L

4 L

3 L

2 -

1 -

N
8 :
=3 -2 -1 a 1 2 3

Figura 58: Aproximacao de f, por P;s

Fonte: Autoria propria.

Substituindo k=6 em (17), obtem-se o polinémio:

272 4cos(3x)  cos(4x) n 4cos(5x)  cos(6x)
9 4 25 9

Py = KN +4cos(x) — cos(2x) +
As figuras 54, 55, 56, 57, 58 e 59 representam graficamente as respectivas aproxima-

coes de f> por Py, fr por P>, f> por P, fr por Py, f> por Ps e f> por Ps, a medida que aumenta-se
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s{5%x}

9 -

W F- | -} =l [--}
T T T T T T

cn's(u)+2*?€pi"‘2f3 —
Xpit2=-u"2 *

Fo5—cos{dsx) Fa+ascos{Ts

=3 -2 -1 a 1 2 3

Figura 59: Aproximacao de f, por P

Fonte: Autoria prépria.

k, o grdfico do polinomio Py se aproxima mais do grdfico de f>
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) ) ) ’frxz —8x,x <0
Exemplo 10.3. Seja a funcdo , definida no intervalo [—r, ] por f3(x) = 8 0
% —8x,x >

Note que f3(—m) = f3(7).

if # € 8 then -8*x"2/%pi-8*x else B*x"2/%pi

=3 -2 =1 a 1 2 3

Figura 60: Grafico da funcao f3

Fonte: Autoria propria.

Serdo determinados os polinomios trigonométricos para f3.

L [T 1[0 —8x? T 8x
Para calcular ag = E/_n(fg(x))dx: —/ ( p- —8x)dx—|—/0 (7—8x)dx,

TJ)-x



utilizou-se o Maxima como descrito na figura 61 para obter

W owxMaxima 0.8.6 [ ex3clwxm ]

Arquivo  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo Simplificar Grafico Mumérico  Ajuda

PR FLEI L EE ‘6
_7 ($il) integrate(-8*x"2/%pi-8*x, x, -%pi, 0);
47[2
{Zol}
L 3
_7 (¥i2) integrate(8*x"2/%pi-8*x, x, 0, %pi);
4ﬁ2
($02) -
L 3

Figura 61: Calculo para determinar de a( para o exemplo 10.3

Fonte: Autoria propria.

= [ (hw)x

—T

3

1, [0 —8x? T 8x? 1 4n% —4x?
:—(/ (= —8x)dx—|—/0 (8%—8x)dx):E(l+ r

T J—x T

Agora serd calculado ay, para n # 0 dado por

an :%/_i(ﬁ(x)cos(nx))dx

3

)

0 _g8y2 T 8x2
:l(/ ( 8 —Sx)cos(nx)dx+/() (87—8x)c0s(nx)dx).

T J-x T

Interpretando a figura 62 obtem-se

ay = ! /jr(fg (x)cos(nx))dx

n

0 _g8y2 T 8y2
:l(/ ( 8 —8x)c0s(nx)dx—}—/0 (87—8x)c0s(nx)dx):0.

nJ-g T

Agora serd calculado by,

0.
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Bl ox XDA RO >O @
_7 (%i1) integrate ({-8*x-8*x"2/%pi) *cos(n*x), x, -%pi, 0});
16 sin(nn)-8mncos(nn) g
{$ol) S
7[113 n?

L (%12) ratsimp(%);

lésin(nn)-8xnncos(nn)-8nn

ﬁns

- (%$i3) integrate ({-8*x+8*x"2/%pi)*cos(n*x), x, 0, %pi};

g8 1lésin(mn)-8wncos(wn)
(%03) —
n° nns

b (%$14) ratsimp (%)

lésin(nn)-8nncos(nn)-8xn

(%04)
EHS

Figura 62: Calculo para determinar de «, para o exemplo 10.3

Fonte: Autoria propria.

b, = 1/7r (f3(x)sen(nx))dx

TJ)-x

0 _8y2 T 8x2
= %(/n( i —8x)sen(nx)dx+/0 (%—Sx)sen(nx)dx).

como descrito na figura 10.3, segue que

b ! /ﬂ (f3(x)sen(nx))dx

n— _
TJ)—x

0 _g8y2 T 8x?
= %(/_ﬂ( i_ —8x)sen(nx)dx+/0 (87—8x)sen(nx)dx)

1 (Snnsen(ﬂ?n) + 16cos(mn) — 16 N 8mnsen(mtn) + 16cos(mn) — 16
o nn3 nn3
2 8rnnsen(mn) + 16cos(nn) — 16
B nn3
16 nsen(xn) +2cos(nn) —2
B nn3
16(znsen(nmn) + 2cos(mn) —2)
B nn3 ’

)

Assim pode-se substituir os coeficientes no Polinomio
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M wMaxima 0.8.6 [ ex3c3.wxm ]

Arquivo Editar Célula Maxima Equactes Algebra Calcule Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

S XB0BIOD>E K2)
_7 (%$15) integrate((-8*x-8*x"2/%pi)*sin(n*x), x, —-%pi, 0);
8nxnsin(gn)+léecos{nn) 16
(205) : :
T Tn

F ($16) ratsimp (%);

Brnsin(g n)+16cos{nn)—16

(%06)
ﬁns
L (%$17) integrate((-8*x+8*x"2/%pi)*sin(n*x), x, 0, %pi);
Brnsin(gn)+16cos(n ) 16
(%07)
ﬁﬂa En3

(%$18) ratsimp (%);

8xnsin(gn)+16 cos(nn)-16

Ena

Figura 63: Calculo para determinar b, para o exemplo 10.3

Fonte: Autoria prépria.

16(ntnsen(mn) + 2cos(mn) —2)
n’n3

Pk (X) =

[\ ) e}

k
+ L (0.cos(nx) + sen(nx))

n

k nsen(mn) +2cos(mn) —
Pi(x) = ;(16(7[ (7n) +2cos(nn) 2)sen(nx)). (18)

n’n3
Substituindo k=1 em (18),como sen(m) =0 e cos(w) = —1 tem-se o seguinte polind-

mio:

16senx(msenm + 2cosm — 2)
Py (x) = 2

—64senx

Pl (X) = 7752

Substituindo k=2 em (18), considerando que sen(2m) = 0 e cos(2m) = 1, tem-se o

seguinte polinomio
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—BA%sin{x) /EpitD m—
en =8#x"2/¥pi-8%x elze G2 ¥pi-Bex

-8
-3 -2 -1 ) 1 2 3
H
Figura 64: Aproximacao de f3 por P,
Fonte: Autoria prépria.
—64senx  16sen2x(2msen(2m) 4+ 2cos(2w) —2)
Pyx) = —5—+ B2 )
=
—64senx —64senx
Assim,
P1 ()C) = P2 (x)
Substituindo k=3 em (18), tem-se o P3(x)
—64senx  16(3msen(31) +2cos(3w) —2) —64senx  —64sen3x
P3(x) = = + B2 sen(3x) = = 772
=
—64 3
P3(x) = ?(senx se2n7x).
Visualmente para k=3, percebe grande proximidade entre a funcdo f3 e o polinomio
Ps.

As figuras 64 e 65 representam graficamente as respectivas aproximacoes f3 po Py e
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if % < B then —8#x™2/2pi-8%1 else Bu P /7pi-Bn
=Gd*{zin{3*x) 27 +zini{n) I}/ %pi™2

=3 -2 -1 a 1 2 3

Figura 65: Aproximacao de f3 por P;

Fonte: Autoria prépria.

f3 por P3, a medida que se aumenta k, o grdfico de Py, se aproxima do grdfico de f.
10.3 CONVERGENCIA DO POLINOMIO TRIGONOMETRICO

O Teorema apresentado nesta secao garante que aproximag¢ao de uma fungdo continua
e 2m-periddica por polindmios trigonométricos ocorre da melhor forma possivel. Ele mostra

que o erro cometido ao realizar tal aproximacdo pode ser tdo pequeno quanto for desejado.

Note que para lidar-se com funcdes 27-periddicas definida no conjunto dos nimeros

reais pode-se restringir o intervalo a [—7, 7).
O Teorema abaixo foi enunciado e demonstrado no trabalho de Oliveira (2014).

Teorema 10.4. Sejam f : [—n, | — R uma fungdo continua e € > 0. Entdo, existe um polindmio

trigonométrico P tal que | f(x) — P(x) |< € para todo x € [—7, 7).

O polindémio P mencionado no Teorema 10.4 é um polindmio da forma

a k
Pi(x) = ?O + ; (ancos(nx) + bysen(nx))

para algum k € N cujos coeficientes ay, a, e b, sdo dados em (13), (14) e (15).

Para diminuir o erro denotado por € no Teorema 10.4, deve-se aumentar a ordem do

polindmio trigonométrico para a funcao f. Serd realizada a ilustragdo deste procedimento para
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o exemplo 10.2, onde o polindmio trigonométrico dado por

2 k senin — cosn
Pu(x) = Z%Jr 2(4 (nm) — 4k ( )

n=1

—3 cos(nx))

é a aproximacio para a fungio f; definida em [—7, 7] por f>(x) = 7> —x°.

A figura 66 representa a funcio f, e seus polindmios trigonométricos P; e Ps. Pelos

graficos da figura 66 percebe-se que Ps estd mais proximo de f> se comparado a P;.

Tem-se por interesse determinar o erro & ao aproximar f por seu polindmio trigonomé-
trico P, de ordem k. O erro & € obtido determinando a maior distincia entre os pontos (x, f(x))
e (x,P(x)) contido no grificos de f e P, respectivamente. Tal erro serd o maior valor que a

fun¢do & definida em [—x, 7] por

& = |f(x) = Pe()|

e chamada de funcao erro entre f> e P;. A figura 67 descreve o erro €. Note que, graficamente,
o valor mdximo desta fungdo estd préximo de 2,5 e ocorre nas extremidades de [—, 7].Isto

pode ser confirmado substituindo x = 7 em €;.

2 2
6= 1)~ Pu(o) = (7 — ) — (5~ +dcos(m)| = |72

| 22,579736267392905.
A figura 68 descreve a funcdo erro & para f> e Ps. Note que o valor mdximo desta

fun¢do estd préximo de 1 e novamente ocorree nas extremidades de [—x, ]. Note ainda que

o erro & € menor que o erro €. Continuando este processo pode-se observar que o erro &

diminui conforme o valor de k aumenta.



12 T T T T T
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Figura 66: Aproximacao de f>(x) por P, e Ps

Fonte: Autoria propria.

Figura 67: Grafico de €; de f> por P

Fonte: Autoria propria.
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11 CONCLUSAO

Ensinar matemdtica e obter uma aprendizagem satisfatoria ndo tem sido facil. Mas é
preciso considerar que nem todos aprendem da mesma forma. Para superar a realidade enfren-
tada nas aulas de matematica pode-se recorrer a metodologias capazes de melhorar o processo

de ensino-aprendizagem.

Um estratégia importante deste trabalho foi introduzir em cada etapa a abordagem his-
torica. O aluno precisa ter claro que os contetidos matematicos surgiram de uma necessidade, e
ndo o contrario, como tem sido ensinado. Nao € necessario recorrer as formulas se for compre-
endido que elas foram criadas observando as solugdes para os problemas enfrentados em cada

situagdo.

Para explicitar a necessidade de se aprender o contetido de Trigonometria, se faz ne-
cessario que o conteido abordado seja relacionado a pratica. Para muitos alunos, a dificuldade
em se aprender Matematica estd na abstracdo dos contetidos, por isso trabalhar com aplicacdes
¢ tao relevante. Mostrar o concreto ao discente, ajuda assimilar os conteddos, j4 que estard

motivado em resolver uma situacao-problema mais préxima de sua realidade.

Neste trabalho foram apresentadas aplicacdes de Trigonometria em diferentes areas do
conhecimento. Para o aluno, ja é esperado que existam aplica¢des em profissdes que trabalham
com disciplinas exatas, por isso é importante que sejam apresentadas aos alunos aplicacdes
de dreas das quais ndo se espera, como por exemplo a Medicina e a Musica. Desta forma o
aluno pode ficar curioso e se interessar mais pelo assunto, uma vez que essas duas dreas estao

presentes no seu dia-a-dia.

Atualmente, tem-se incentivado o uso de Novas Tecnologias. Este trabalho teve seu
desenvolvimento utilizando os programas Geogebra e Maxima, ambos livres para seu acesso.
Trabalhar com softwares em sala de aula permite que o aluno investigue, crie hipéteses e con-
firme resultados. Permite que realize cdlculos sem ainda té-los estudados como o "célculo da
integral de uma funcdo "por exemplo. Os programas ndo substituem as outras metodologias

como a resolugdo de exercicios e de situacdes-problemas, ou mesmo a explicacdo oral. Mas
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sim, devem estar relacionados a todas essas ferramentas.

O Programa Geogebra, faz uso de liguagem simples, realiza constru¢des geométricas
e cdlculos algébricos. Mostrou-se um programa eficiente em boa parte do trabalho realizado.
Neste trabalho foi verificado que apresenta uma desvantagem: ndo representa nimeros irracio-

nais, pois nao faz uso de radicais, apenas faz uso de arredondamento com até 15 casas decimais.

O Programa Maxima, faz uso de liguagem mais aprimorada, se comparada com o Ge-
ogebra, realiza calculos e representacio grafica. Mostrou-se muito eficiente durante a execugao
deste trabalho. Com ele € possivel obter resultados importantes como a "drea sob uma curva",
utilizando contetidos de Ensino Superior, sendo que para isso basta que a linguagem do profes-

sor seja adequada a etapa em que se estd ensinando.

Com o auxilio dos programas € possivel trabalhar com a "aproximacdo de funcdes
periddicas por polindmios trigonométricos", apesar de ser um contetido que possui cdlculos que
sdo ensinados no Ensino Superior, com a utilizacdo do Maxima nao é necessario que os alunos
saibam realizar esses cdlculos. Assim pode-se enfatizar os outros conceitos envolvidos nessa
estratégia de aproximagdo. Primeiramente o aluno pode representar graficamente uma fungao
periddica e tentar realizar a aproximagdo por tentativa e erro. Apds isso, o professor poderd

mostrar como se realiza o procedimento para uma aproximagao melhor.

Usar diferentes metodologias € uma forma de atingir diferentes alunos, seja investir
na Historia da Matemadtica, na Resolucao de Problemas aplicados ao conteudo ou na utilizagao
de Novas Tecnologias. E importante que cada professor escolha a maneira mais vidvel para se

ensinar, cabendo a ele conduzir seus alunos para a constru¢cao do conhecimento.
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