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Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo acerca de conceitos importantes das geometrias
euclidiana, analitica e projetiva, relacionando-os com nossos objetos principais: as quadruplas
harmonicas e o Circulo de Apolonio. Estendemos naturalmente estes conceitos culminando
na Esfera de Apolonio. Buscamos difundir estes temas na perspectiva de contribuir com o
ensino/estudo de geometria através das diversas relagdes entre esses assuntos e os contetdos
do ensino médio, utilizando tanto ferramentas mais comuns como régua e compasso, quanto
softwares de geometria dinamica, especialmente o GeoGebra. Além disto, promovemos um
estudo mais avancado de tépicos importantes com aplicagoes em problemas encontrados em
competicoes de matemdtica e outros exames, fornecendo um material didatico de apoio com

problemas propostos e exercicios resolvidos.

Palavras-chave: Conjugados harmonicos, quadruplas harmonicas, Circulo de Apolonio e Es-

fera de Apolonio.
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Abstract

In this paper, conducted a study about important concepts of Euclidian, analytical and
projective geometry, relating them to our main objects: the harmonic quadruples and Circle
of Apollonius. Naturally extend these concepts culminating in Apollonius Sphere. We seek to
disseminate these issues in order to contribute to the teaching/study of geometry through the
various relationships between these issues and the high school content, using the more common
tools like ruler and compass, as software dynamic geometry softwares, especially GeoGebra. In
addition, we promote a more advanced study of important topics with applications in problems
encountered in math competitions and selection’s exams, providing courseware support with

problems proposed and solved exercises.

Keywords: Harmonic Conjugate, Harmonic Quadruples, Circle of Apollonius and Apollonius

Sphere.
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Introducao

Neste trabalho, buscamos contribuir com o ensino e estudo de geometria usando con-
ceitos das geometrias euclidiana, analitica e projetiva. Exploramos conceitos importantes da
geometria como divisao de segmentos, lugares geométricos, construgao com régua e compasso,
inversao de pontos em relagdo a uma circunferéncia, circulo e esfera (e suas equagoes), uso do
GeoGebra, etc. Correlacionamos todos esses conceitos com um estudo aprofundado e dirigido

ao objeto principal do trabalho: as quadruplas harmonicas, o circulo e a esfera de Apolonio.

Tentamos contribuir para a divulgacao de temas interessantes no estudo de geometria
e adicionalmente estimular o interesse dos leitores em geral. Além disto, buscamos fornecer ao
professor e estudantes de matemadtica, tanto um material de apoio para as aulas de geometria,
quanto um recurso para um estudo mais avangado sobre temas especificos, com importantes
aplicacoes em problemas encontrados em competicoes de matematica e outros exames que exi-

gem um estudo mais minucioso desses assuntos.

(...) as habilidades de visualizacdo, desenho, argumentacao légica e de
aplicagao na busca de solucoes para problemas podem ser desenvolvidas
com um trabalho adequado de Geometria, para que o aluno possa usar
as formas e propriedades geométricas na representagao e visualizacao

de partes do mundo que o cerca. (BRASIL, 1998. p. 94)

Pensando assim, o ensino de Geometria deve propiciar ao aluno subsidios que lhes deem

o entendimento do mundo que o cerca.

Dividimos o trabalho em quatro capitulos e tentamos fazé-lo numa sequéncia que con-

temple os pré-requisitos necessarios para um melhor entendimento dos conceitos abordados.



O primeiro capitulo trata das Quadruplas Harmonicas. Inicialmente, buscamos for-
necer as informacoes bésicas necessdrias, tais como divisao de um segmento numa razao k > 0 e
divisao harmonica. Elencamos algumas propriedades, dentre elas, a distancia entre os conjuga-
dos harmonicos em funcao da razao k. Ainda no primeiro capitulo, mostramos uma aplicacao
dos conjugados harmonicos num triangulo qualquer e apresentamos o teorema das bissetrizes,
uma importante ferramenta para a resolucao de diversos problemas de geometria e base para
a sequéncia do trabalho. Definimos um feixe harmonico utilizando uma demonstracao de Pon-
celet [11]. Além disto, mostramos os passos para a constru¢ao de uma quadrupla harménica

utilizando régua.

No segundo capitulo, que trata do Circulo de Apoldnio, fizemos um breve levanta-
mento historico de Apolonio e de suas principais contribuicoes na matematica. Descrevemos
um problema curioso que atua como motivacao para o estudo do LG conhecido como Circulo de
Apolonio. Buscamos fazer este estudo utilizando conceitos das geometrias euclidiana, analitica
e projetiva. Correlacionamos o Circulo de Apolonio com sua razao através de figuras produzi-
das com o software GeoGebra, software este que serviu de base na construcao de quase todas
as figuras do trabalho. Buscamos também, relacionar o conceito de quadruplas harmonicas,
inversao de pontos e Circulo de Apolonio. Por fim, fizemos um breve abordagem do Circulo de

Apolénio no plano complexo (C).

No terceiro capitulo, fizemos uma generalizagio no espago (R?), do que foi visto para o
plano (R?). Dai, o Circulo de Apolénio torna-se a Esfera de Apolonio. Trabalhamos a esfera

e sua relacao com k de forma analoga a que foi feita no segundo capitulo.

Finalmente, no quarto capitulo, incluimos problemas e exercicios envolvendo os con-
ceitos abordados ao longo do trabalho e suas resolugoes. A maioria destes problemas sao do
livro de Morgado [9], uma indispensavel fonte de pesquisa. Além deles, trouxemos uma série de
problemas olimpicos e de selecao noutros paises que podem ser resolvidos com as ferramentas

trazidas neste trabalho.

Esperamos que este trabalho possa contribuir na formagao de professores e de estu-

dantes de geometria.



Capitulo 1

Quadruplas harmonicas

Pretendemos, neste capitulo, dar subsidios suficientes com defini¢oes, observacoes, pro-
priedades e teoremas, para que possamos responder adequadamente os problemas que envolvam

as quadruplas harmonicas além de aprofundar os conhecimentos do leitor sobre o assunto.

Ao longo deste trabalho, vamos utilizar AB para indicar a medida e o segmento AB,
—
conforme contexto. Para indicar a reta determinada por A e B, AB e, para indicar a semirreta

com origem em A passando por B, S4p.

1.1 Divisao de um segmento numa razao

Definicao 1.1.1. Sejam C' e D, pontos de j@, tais que

CA DA

cB DB~

(i) Se C pertence ao segmento AB, dizemos que ele divide interiormente o segmento AB na

razao k.

(i) Se D nao pertence ao segmento AB, dizemos que ele D divide exteriormente o segmento

AB na razao k.



Figura 1.1: C' divide interiormente o segmento AB

Exemplo 1.1.2. Seja C' um ponto pertencente ao segmento AB conforme a figura (1.1).

a) C divide interiormente o segmento AB na razdo:

¢) B dwvide exteriormente o segmento C'A na razdo:
AB 8 4
CB 2

Observacao 1.1.3. Note que, como a medida de quaisquer segmentos $aGo0 NUMeros reais Posi-

tivos, a razao k serd também um niumero positivo. Entretanto, é possivel definir a orienta¢ao

de um segmento de tal forma que o sinal da razdo k determina se o ponto que divide o segmento

¢ interno ou externo. Para mais detalhes, ver [13] e [10].

Observacao 1.1.4. Nao existe um ponto D externo a um segmento AB que o divida numa
razio k = 1. Com efeito, se k =1, entao DA = DB. Isso implica que D pertence a mediatriz
do segmento AB. Mas, como D também pertence a j@, seque-se que D € o ponto médio do

segmento AB.

Por outro lado, para qualquer niimero positivo k& # 1, é possivel encontrar de maneira
unica os pontos C' e D tais que dividem o mesmo segmento na razao k. E o que mostra o

teorema a seguir.

Teorema 1.1.5. Sejam A e B pontos distintos e k um real positivo. Entdo:

(i) Existe um unico ponto C que divide interiormente o segmento AB na razdo k.

(i1) Se k # 1, existe um tnico ponto D que divide exteriormente o segmento AB na razdo k.



Para provar, vamos utilizar o lema' a seguir:

Lema 1.1.6. Sejam A e B pontos distintos e A um real positivo. Entdo, existe um unico ponto

P na semirreta de origem em A contendo B, tal que AP = \. Além disso,

(i) Se A\ < AB, entao P estd entre A e B.

(i1) Se A > AB, entio B estd entre A e P.

Demonstracao:

k+1
tal que o CA = X\. Como k é um numero real positivo, entdao A < AB. Logo, pelo item (i) do

Considere A = ( ) AB. Pelo lema (1.1.6), existe um tnico ponto C' da semirreta,

lema, o ponto C' estd entre A e B, como também AB = AC 4+ CB.

Sabe-se que:
CA  CA B (+)
CB AB-CA K ) ]
B <k:+1>AB B k-AB .
 (k+1)AB—-k-AB  AB(k+1-k)
k+1

CA
Logo, existe C' entre A e B tal que el i k.

Agora que ja provamos sua existéncia, vamos provar sua unicidade.

Suponha que exista um C” entre A e B, distindo de C, com a mesma propriedade. Dai,
c'A PN C'A _k
C'B C'A+C'B k+1

k
"A=|—— ) AB
— ¢ <k+1>

Perceba que C'A = A = C'A o que, pelo lema (1.1.6) é uma contradi¢ao. Portanto, ndo existe

C'" distindo de C' ja que C é unico.

IEsse lema decorre das abordagens axiométicas. Mais informacoes podem ser econtradas nos livro de Barbosa,

[2] e Euclides [5].




1.2 Divisao harmonica

Definicao 1.2.1. Dizemos que os pontos C' e D de j@ e distintos de A e B, dividem harmo-

nicamente o segmento AB, se
CA DA
CB DB

L
L
L
L

Figura 1.2: Conjugados harmonicos

CA DA

CeD sa ugados h onicos de AB 0k =——=—.
e D sao os conjugados harmonicos de na razao B~ DB

Além disso, de acordo com a defini¢ao (1.2.1), invertendo os meios da proporgao, A e
B dividem harmonicamente o segmento C'D numa razao k' diferente, segunda a qual C' e D

dividem AB. A relacao entre k e k' serd exibida em detalhes na segao (1.2.4).

Dizemos que os pontos A, B, C' e D distintos da reta, com C no interior e D no exterior

do segmento AB, formam, nesta ordem, uma quadrupla harmoénica.

1.2.1 Construcao dos divisores de um segmento numa razao dada

Sejam C' e D pontos de jﬁ tais que

CA DA
CB DB

podemos construir os divisores harmoénicos rapidamente seguindo os passos:

1. Trace, num dos semiplanos determinados por A§, uma semirreta arbitraria com origem em
A.

?

2. Trace o segmento® AP de comprimento k;

3. Trace por B uma reta s paralela a semirreta Sap;

2Nem sempre é possivel construir um segmento com um niimero dado. Em alguns casos, k ndo é um niimero

construtivel (racionais, por exemplo, sdo construtiveis.)



4. Tome, em s, os pontos () e R distantes uma unidade de B;
5. Trace as semirretas Spg e Spr;

6. Marque as intersecoes C' e D de PQ) e PR com j@, respectivamente.

Figura 1.3: Construcao dos divisores de um segmento numa razao dada
Observagao:

Observe que esta construcao garante a existéncia dos pontos divisores de um segmento AB

numa razao k, dado pelo teorema (1.1.5).

Note que, por semelhanga de triangulos (AAPC ~ ABQC')

CA_AP:>CA_k_k
CB BQ cCB 1

Por outro lado, também por semelhanca de triangulos (ADAP ~ ADBR)

DA_AP:DA_k_k
DB BR DB 1

Dessa forma, C' e D sao os pontos que dividem interna e externamente o segmento AB,

respectivamente.

1.2.2 Propriedades

E importante destacar as posigoes relativas entre os pontos da quadrupla harmonica

com relacao aos valores da razao k. Os pontos C' e D estao mais proximos de B caso k > 1



(figura (1.4)) e mais préximos de A caso 0 < k < 1 (figura (1.5)).

A [ B D

Figura 1.4: Divisao harmonica com k > 1

D A c B

Figura 1.5: Divisao harmonica com 0 < k < 1
Propriedade 1.2.2. Seja (A, B, C e D) uma quddrupla harménica, temos que:
2 1 1
= + "
AB C(CA DA

2 1 1
AB~ CA DA’

(i) Se k> 1, entdo

(i) Se 0 < k <1, entdo

(i1i) Se k =1, entdo C é o ponto médio do segmento AB e ndo possui conjugado harmaénico.

Demonstracao:

(i) k>1

Os segmentos C'A e DA sao maiores do que os segmentos CB e DB respectivamente. Dai:

CA DA . CA DA
CB DB AB—CA DA— AB
CA(DA — AB) = DA(AB — CA)

CA-DA—-CA-AB=DA-AB—-CA-DA
CA-DA+CA-DA=CA-AB+ DA-AB

2.CA-DA= AB(CA+ DA)
2 CA DA

AB _ CA DA T CA DA
5> 1 1

AB _CA DA’

el

(i) 0< k<1



Os segmentos C'A e DA sao menores do que os segmentos C'B e DB respectivamente.

Daif:

CA DA CA DA
CB DB AB—-CA AB+ DA
CA(AB + DA) = DA(AB — CA)

CA-AB+CA-DA=DA-AB—-CA-DA
CA-DA+CA-DA=DA-AB—-CA-AB

2.CA-DA= AB(DA — CA)
2 DA CA

AB CA-DA CA-DA
9 1 1

AB CA DA

A

(iii) & =1

CA
Como C pertence a jﬁ e B~ 1, C' é o ponto médio do segmento AB. Neste caso,

nao possui conjugado harmonico. Esse resultado decorre da observagao (1.1.4).

A C B D

@ & e e O -

Figura 1.6: Divisao harmonica com k =1

Propriedade 1.2.3. Seja M o ponto médio de AB e C' e D os divisores harmonicos de AB,
temos que:

AM?* = MC - MD.

Demonstracao:

Vamos supor, inicialmente £ > 1. Temos

CA DA . AM +MC  AM+ MD
CB DB BM — MC MD — BM
— (AM + MC)(MD — BM) = (AM + MD)(BM — MC).
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Como AM = BM, temos que:

(AM + MC)Y(MD — AM) = (AM + MD)(AM — MC)
AM - MD — AM? + MC - MD — MC - AM = AM?> — AM - MC + AM - MD — MC - MD
2. AM?=2-MC -MD

IR

AM? = MC - MD.

L ]
L ]
L ]
L ]
L]

Figura 1.7: Observacao do ponto médio (k > 1)

Agora, suponha 0 < k£ < 1. Temos

CA DA . AM — MC  MD— AM
CB DB BM + MC MD + BM
— (AM — MC)(MD + BM) = (MD — AM)(BM + MC).

Como AM = BM, temos que:

(AM — MC)Y(MD + AM) = (MD — AM)(AM + MC)
AM - MD + AM? — MC - MD — MC - AM = —AM?* — AM - MC + AM - MD + MC - MD
2-AM?=2-MC -MD

el

AM? = MC - MD.

Figura 1.8: Observacao do ponto médio (0 < k < 1)
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1.2.3 Distancia entre os conjugados harmonicos

Conhecendo a razao k, é possivel determinar a distancia entre os conjugados harmonicos.

Propriedade 1.2.4. Dados C e D, conjugados harmonicos do segmento AB numa razdo k, a

distancia entre C' e D é:

Demonstracao:

(i) k>1

Figura 1.9: Distancia entre os conjugados harmonicos com k > 1

Sabe-se que
CA DA
CB DB

Escrevendo separadamente cada uma das razoes, tem-se:

CA_k . k_AB—CB
CB (OB

— (CB-k+(CB=AB

— CB(k+1)=AB

AB
CB=——.
E+1

I

DA AB + DB
DB DB
DB-k=AB+ DB

DB-k—DB=AB

DB(k—1) = AB

AB
DB = ——.
k—1

bl
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Como CD = CB + BD, entao

OD:kA_fﬁ% . CD:(k—ziB&éli;)AB
— CD:AB("C;;_JE’HU'
Portanto, .
29% -
CD="—1
(i) 0<k<1
D A C 5

Figura 1.10: Distancia entre os conjugados harmonicos com 0 < k£ < 1

Sabe-se que
cA_ DA _
CB DB

Escrevendo separadamente cada uma das razoes, tem-se:

C—A:k — k;zC—A

CB AB - CA
— k(AB—CA)=CA
— k-AB—-k-CA=CA
— CA+k-CA=k-AB
= CAk+1)=k-AB
— CA:kkff.
— k(DA+ AB) = DA
— k-DA+k-AB= DA
— k-DA— DA=—k-AB
— DA(k—1)=—k-AB
— DA:—k'AB.

kE—1
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Como CD = CA + AD, entao

CD— ’fkff’ - ’fk'j‘f’ . op_ k=D -(;f)l)—(k(li;)(k-AB)
. oopk AB(IZQ—_ll— k1)
Portanto, "
op=-2 A0

1.2.4 Relacao entre as razoes associadas a uma quadrupla harmonica

Seja (A, B, C e D) uma quddrupla harmonica. Sabemos que se os pontos C' e D
dividem harmonicamente o segmento AB, entao os pontos A e B dividem harmonicamente o

segmento C'D. Sejam k e k', respectivamente estas razoes, ou seja:
CA DA AC  BC ,
==k -——==-==k
CB DB AD BD
Analisando as duas configuragoes possiveis para os pontos da quadrupla harmonica (respeitando

uma ordem estabelecida para os extremos dos segmentos AB e C'D) percebe-se que, se uma

das razbes ¢ maior do que 1 (um), entdo a outra é necessariamente menor do que 1 (um).

A c B D

Figura 1.11: k>1 e 0<k <1

L
L
L
L

Figura 1.12: 0 <k <1 e kK >1
A seguir, vamos obter uma relagao entre k e k'.

Suponha, sem perda de generalidade k£ > 1 (portanto 0 < k' < 1). Pela propriedade

(1.2.4), sabe-se que:

2k - AB 2k —2FK
= i D = M *
k2 —1 D=1 wmo

— 4kK = (K* — 1)(1 — k)

CD CD

— (1 —Kk)k? —4kk +k*—1=0.
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Resolvendo a equacao acima, temos:
A =16k —4(1 — k) (K* = 1) = 16k* +4(k 4 —2k* +1)
= 4(k"+ 2K +1) = 4(k* + 1)

oAkt AR+ 1?2 Ak +2(k2+ 1) —2k+ (K2 +1)
k pu— pu— p— ,
2(1 — k?) 2(1 — k2) k241

Como k > 1 e k' > 0, segue-se que:

k,:k2—2k—|—l _ (k —1)?
k% —1 (k+1)(k—1)
k—1
K =—
— k+1
Resolvendo para k, temos:
k_1+M
1k

1.3 Teorema das bissetrizes

Teorema 1.3.1. Seja ABC um triangulo qualquer com AB # AC' e M e N pontos de % tais
que AM e AN sejam as bissetrizes interna e externa respectivamente. Entao os pontos M e N
sao conjugados harmonicos de BC na mesma razao que os lados adjcentes ao angulo. Ou seja,

MB AB NB
MC AC NC-

Demonstracao:

Primeiramente, vejamos a relacao

MB AB
MC  AC’

<
Tracamos a C'D paralela a AM. Pelo teorema de Tales, temos

MB AB

MO~ AD' (1.1)

Por outro lado, os angulos BAM e M AC' sao congruentes, pois AM ¢é bissetriz interna

do triangulo ABC'. Os angulos BAM e ADC também sao congruentes pois sao correspondentes
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Figura 1.13: Teorema das bissetrizes (interna)

e, por fim, os angulos MAC e ACD sao congruentes por serem alternos internos. Logo, os
angulos AC'D e ADC' também sao congruentes e, portanto, o triangulo AC'D ¢ isésceles de

base C'D. Dai, AD = AC. Substituindo essa igualdade em (1.1), obtemos que

MB AB
MC  AC’
[
Agora vamos provar que
NB AB
NC  AC’

Figura 1.14: Teorema das bissetrizes (externa)

~ —
Consideremos agora, AN como a bissetriz do angulo externo A. Tragamos C'E paralela
a AN. Novamente pelo Teorema de Tales, temos

NB AB

N_O — E. (1.2)
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Os angulos DAN e CAN sao congruentes, pois AN é bissetriz externa do angulo
interno A. Os angulos DAN e AEC também sao congruentes pois sao correspondentes e, por
fim, os angulos CAN e ACE sao congruentes por serem alternos internos. Logo, os angulos
ACFE e AEC também sao congruentes e, portanto, o triangulo AEC' é isosceles de base EC.
Dai, AE = AC. Substituindo essa igualdade em (1.2), obtemos que

NB AB
NC  AC’

Teorema 1.3.2. (Reciproca do Teorema das Bissetrizes) Considere um triangulo ABC

qualquer.
MB AB
(i) Se M €é um ponto de BC' tal que UC = AC entdo AM € bissetriz interna de ABC'.
y , papd NB AB . - .
(i) Se N € um ponto de BC' externo a BC' e tal que NC © AC entao AN € bissetriz externa
de ABC..
Demonstracao:

Esse resultado é imediato a partir da unicidade de um ponto que divide um segmento

AB
numa razao dada (1.1.5), pois as bissetrizes interna e externa dividem o lado BC' na razao ac

pelo teorema (1.3.1).
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1.3.1 Divisao da bissetriz interna, harmonicamente, pelo incentro e

ex-incentro

Teorema 1.3.3. Dado um triangulo ABC, o incentro® I e o ex-incentro* E, relativo ao lado

BA+CA

BC, sao conjugados harmonicos da bissetriz interna do angulo A na razio k = BO

Proposicao 1.3.4. Todo triangulo admite um tunico circulo contido no mesmo e tangente a

seus lados. Tal circulo € dito inscrito no triangulo e seu centro € o incentro do triangulo.

Para a demonstragao, ver [10], pag. 119.

Proposicao 1.3.5. Em todo triangulo ABC, existe um unico circulo tangente ao lado BC' e
aos prolongamentos dos lados AB e AC. Tal circulo € o circulo ex-inscrito de ABC' relativo

a BC (ou ao vértice A).

Para a demonstragao, ver [10], pag. 120.
Demonstracao de (1.3.3):

Considere o triangulo ABC' com incentro [ e ex-incentro F, relativo ao lado BC. Note
que, no triangulo ABD, BI e BE sao bissetrizes internas e externas de E, respectivamente, e,

pelo teorema (1.3.1):
IA_EA _BA
ID ED BD’

3Incentro é o encontro das bissetrizes internas de um triangulo.
4Um ex-incentro ou exincentro é o ponto de interseccdo das bissetrizes de dois angulos externos adjacentes

de um triangulo qualquer.
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Isto mostra que o incentro I e o ex-incentro E sao conjugados harmonicos de AD.

Vamos agora encontrar a razao em termos dos lados do triangulo.

Como AD também é bissetriz interna, entao vale a relacao:

BD BA . BD+CD BA+CA
CD CA BD  BA

BC BA+CA

BD BA
BA - BC
— BD=gpiroa

Dai:
k_BA B BA

~ BD BA-BC

BA+CA
k_BAJrOA
~ BC
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1.4 Feixe harmonico

Definicao 1.4.1. Chama-se feize harmonico, o conjunto de quatro retas concorrentes que

contém, cada wma, um ponto de uma mesma quddrupla harmonica.

Figura 1.15: Feixe harmonico

Seja (A, B, C' e D) uma quadrupla harmonica e P um ponto fora de @ As retas
f@, ﬁ, E% e ﬁ concorrentes em P, formam um feixe harmonico.

Teorema 1.4.2. Os pontos de intersecio A’', B', C' e D' de uma reta v concorrente com 08

raios de um feixe harmonico (Z}_%, E’, ﬁ’ € ﬁ’) formam uma quddrupla harmonica.

Uma demonstracao bastante simples trazida da obra de Poncelet [11] é a seguinte.
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Demonstracao:

Figura 1.16: Demonstracao de quadrupla harmonica num feixe harmonico

Considere os angulos § = LZA'PC', « = /C'PB' e = /B'PD’ e a distancia d entre

H 7’ - A .
Pearetar=AB". A 4rea’® do triangulo A’PC’ pode ser obtida como:

/. 1o
[PA'C’]:%'C’A'-d:%~PA’-PC’-sin0:>C’A’:PA Pj sin 6

Analogamente, das dreas dos triangulos de mesma altura, C'PB’', A’PD' e B'PD/’,

temos

PC'"- PB' - sina

C/Bl:
d
DA PD'-PA"-sin(0 + a + f3)
= y .
DE - PD'-PB'-sinf

d

SEscrevemos [PA’C’] para denotar a drea do triangulo PA'C’.




Desta forma, temos

C/A/ D/A/
C'B' ~ DB

PC"-PA" -sinf  PD'-PA -sin(d + o+ f)
d _ d
PC"- PB' -sina PD' - PB'-sin 3
d d
PA"-sinf  PA"-sin(0 + a+p)
= : = -
PB’-sina PB’-sinf
in ¢ in(¢
o, sin _ sin( —I—a—i—ﬁ).

sinav sin 3
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Note que, os segmentos nao interferem na razao final, apenas os angulos. Como 6, « e

B sao os angulos ZAPC, ZCPB e ZBPD respectivamente, de forma andloga, temos que:

CA DA

sing  sin(0 + o+ f)

CB DB — sin &

sin 3

Portanto, se C' e D sao os conjugados harmonicos de AB, entdao C’ e D’ também sao

os conjugados harmonicos de A'B’.

Outra demonstracao também pode ser encontrada no livro de Morgado [9].

Teorema 1.4.3. Seja um feize hamonico (jﬁ, ﬁ, Cﬁ e W} e uma reta v tal que, 7’//;1?

Entao, os pontos de intersecao de r com E%, 2/?7 e E;, formam segmentos congruentes.

Demonstracao:

Considere W paralela a jﬁ’, contendo B. Das semelhancas de triangulos, conclui-se

que:

APC'B'~ APXB =

APD'B"~ APYB =

APAC ~ AXBC —

C'B'"  PB
XB  PB’
PB'  B'D
PB  BY
PA CA
XB CB’
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:

Figura 1.17: Reta paralela num feixe harmonico

DA PA
Ainda, por hipotese
CA DA
CB DB’
Dai, de (1.5) e (1.6),
PA PA
— = — XB=BY 1.
XB_ BY (1.7)
Por outro lado, de (1.3) e (1.4), obtemos
C'B" B'D
XB  BY

Substituindo (1.7) na rela¢do acima, segue que

C'B'=B'D".
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1.5 Construcao da quadrupla harmonica usando uma régua

Nesta se¢ao, vamos mostrar como obter o conjugado harmonico de um ponto dado em
relacao a um segmento, usando apenas uma régua. Vejamos oS passos Necessarios:
6
1. Trace uma reta AB e um ponto C interno® a ela.

—

— —
2. Marque um ponto P externo a AB e trace as retas AP, BP e C'P.

> <
3. Partindo de A, trace uma reta r qualquer concorrente a reta C'P e BP como indicado na

figura:

< <
4. Sejam Z e @) pontos de intersecao de r com BP e CP respectivamente.

— <
5. Trace a reta B(Q) e marque sua intercecao ¥ com AP.

«— —
6. Trace a reta Y Z e marque sua intersecao D com AB.

-/ NN o

Figura 1.18: Construcao da quadrupla harmonica usando uma régua

Os pontos A, B, C' e D formam uma quadrupla harmonica e para provar a veracidade

desta informacao, usaremos os teoremas de Ceva e Menelaus.

6F importante evitar o ponto médio. Ver a observagao (1.1.4).
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Teorema 1.5.1. (Ceva) Sejam um triangulo ABC e X, Y e Z situados respectivamente sobre

os lados BC', CA e AB. Se as cevianas AX, BY e CZ concorrem num mesmo ponto, entdo:

XB YC ZA

XC YA ZB -

Figura 1.19: O teorema de Ceva

Esse resultado, por sua vez, é conhecido como teorema de Ceva.

Teorema 1.5.2. (Menelaus) Dados ABC um triangulo e X, Y e Z pontos colineares sobre

as retas suportes dos lados BC', CA e AB conforme a figura a sequir, entdo:

XB YC ZA

XC YA ZB -

Figura 1.20: O teorema de Manelaus

Esse resultado é conhecido com teorema de Menelaus.



25

Em ambos os casos (Ceva e Menelaus) a construcao do conjugado harmonico também

estd em [13].

Observando novamente a figura (1.18), pode-se notar que Y, Z e D pertencem as retas

suportes dos lados AP, BP e AB do triangulo PAB. Portanto, vale o teorema de Menelaus:

YP ZB DA
YA ZP DB

1. (1.8)

Por outro lado, como C' também faz parte da reta suporte de AB, vale o teorema de

Ceva:

YP ZB CA
YA ZP CB

1. (1.9)

De (1.8) e (1.9) conclui-se que:
DA_Ca
DB CB’

No préoximo capitulo faremos uma construgao semelhante, contudo, o objeto final sera

o circulo de Apolonio.



Capitulo 2

Apolonio e o seu Circulo

Comecaremos este capitulo trazendo um problema sugerido na Revista do Professor de

Matemdtica, vol 61, pelo professor Eduardo Wagner [14]:

Imagine dois postes verticais AA” e BB’ de tamanhos diferentes no plano horizon-
tal II. Para que posi¢oes uma formiga P, no plano, vé os dois postes do mesmo

tamanho?

Al

il /&

Figura 2.1: Postes AA" e BB’ perpendiculares ao plano II e o ponto P

Facilmente podemos perceber que, dois objetos aparentam ter o mesmo tamanho para um
determinado observador, quando os angulos de visao sao iguais. Ou seja, a formiga P vé os

postes AA" e BB’ do mesmo tamanho se os angulos ZAPA' e ZBPB’ forem congruentes.

Rapidamente encontramos P no segmento AB tal que ZAPA' = /BPB' = «, con-

forme o desenho:

26
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A!

o\
A P B

Figura 2.2: P € AB tal que ZAPA'= /BPB' =«

Sem perda de generalidade, se o poste AA’ for maior que o poste BB’, esse ponto P
estard mais préximo de B do que de A. Para encontrar exatamente o ponto P, basta ligar A’
ao ponto B” simétrico de B’ em relagao a AB. Deste modo: ABNA'B" = {P}. AP+ PB' ¢
a menor distancia de A'Q + QB’ com Q 61@1.

AI

Figura 2.3: ABN A'B" = {P}

O outro ponto facilmente percebido é onde os postes AA" e BB’ se sobrepoem, ou seja,

quando a reta A’B’ intersecta a reta AB:

Ar

A B i

Figura 2.4: A’/B'N AB = {P}

IEste problema é conhecido como o problema de Heron.
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No entanto, determinamos apenas dois pontos que satisfazem a condi¢ao de ZAPA' =
/BPB'" = «. Porém, ha uma infinidade de outros pontos em II que possuem as mesmas
carateristicas dos dois ja determinados. Como fazer para encontra-los? Observe que, para
resolver este problema, de modo geral devemos ter

AA" BB — PA AN
PA PB PB BB

tano = (2.1)

Ou seja, procuramos o conjunto de pontos do plano que satisfaga (2.1). Este conjunto de pontos

é conhecido como Circulo de Apolonio e seréd tratado a seguir.

2.1 Apolonio de Perga

Figura 2.5: Apolonio de Perga

Os detalhes da vida de Apolonio sao escassos e a maioria deles vem de algumas noticias

em livros que trazem algum contetdo relacionado a ele como as conicas, por exemplo.

Apolonio nasceu em meados do século IIT a. C., na cidade de Perga ou Perge, na Grécia
Antiga. Foi um grande gedmetra e astronomo. Escreveu muitas obras sobre as duas areas
porém, a maior parte delas desapareceu. Felizmente, sua principal obra-prima, As Conicas, foi

quase toda preservada [3] e [6].

Devido a relatos de matematicos posteriores, sabe-se que Apolonio escreveu um livro
intitulado Lugares Planos, dedicado a analise de diversos lugares geométricos dentre os quais,
aquele cuja razao das distancias a dois pontos fixos é constante. Esse lugar geométrico é
conhecido até hoje como Cincunferéncia de Apolonio ou Circulo de Apolonio. Ha retalos,

também, que Aristételes ja havia descoberto o circulo antes mesmo de Apoléonio [3] e [6].
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Parabola Circunferéncia Elipse Hipérbole

Figura 2.6: As Conicas

2.2 Lugar Geométrico (LG)

Um conceito muito importante no estudo de geometria é o de lugar geométrico ou
apenas LG. Este é facilmente encontrado em livros. Traremos aqui a definicao segundo Muniz

Neto [10].

Definicao 2.2.1. Dada uma propriedade P relativa aos pontos do plano, o lugar geométrico
(abreviamos LG) dos pontos que possuem a propriedade P é o subconjunto L do plano que

satisfaz as duas condicoes a sequir:
(a) Todo ponto de L possui a propriedade P.
(b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.
Em outras palavras, £ é o LG da propriedade P se L for constituido, em sua totalidade,

pelos pontos do plano que possuem a propriedade P.

Uma circunferéncia, por exemplo, é o LG dos pontos P equidistantes de um ponto O.

Essa distancia é definida como raio da cincunferéncia. Ou seja:

[|OP|| = .
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2.3 O LG conhecido como Circulo de Apolonio

Teorema 2.3.1. Dado um segmento AB em um plano ©, chamamos de Circulo de Apolonio

ou Circunferéncia de Apolénio* o LG dos pontos P de 7 tais que

PA

Lk
PB

comk # 1. Esse LG é um circulo I' de diametro C'D onde C' e D sao os conjugados harmonicos

em relacao a AB na razao k.

Figura 2.7: Circulo de Apolonio sobre AB na razao k

Vamos fazer a demonstracao desse teorema utilizando conhecimentos de geometria

analitica e geometria euclidiana.

2.3.1 Demonstracao analitica do Circulo de Apolénio

Sejam A, B e P pontos e I' um circulo de um mesmo plano. Queremos provar que

P=(z,y) e LG« Pel.

PA
O LG tao € tal — =k
em questao ¢ tal que ——

2Nao estamos aqui fazendo distin¢do entre circulo e circunferéncia, mas apenas mencionando como o LG é

conhecido.
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Demonstracao:

A0, 0) c\ B@D

Figura 2.8: Demonstragao analitica do Circulo de Apolonio

Sejam os pontos A = (0;0) e B = (a;0) e P = (x;y) pertencente ao LG, sem perda de

generalidade, temos:

PA
LI PA=Fk-PB
PB g
< PA*=Fk* PB’
= 4y’ =k[(r—a)* + ¢
— 2*+y? =k (2 - 2ax + a® + o)
— 2*(k* 1) —2ak°r + Pk + y*(K* —1) =0
= 2’ - 2ak” +a2k2+2—0
TR T e Y T
e (4- ak? 2_ ak? 2+ a’k? LR
21 w_1) k-1 Y "
e (.o ak? 2+ . a’kt dR
w-1) YV T o2 el
ak? \*  , 5., k2 k2 —1
= (s-55) v =% (e - o)
PN _ ak? 2+ 2 ak \’
TTeo1) Y T e

ak?
Ou seja, o LG é o circulo I' de centro ( 0) e raio Neste caso, o

_ a
k2 -1’ k2 —1]
centro da circunferéncia pertence a reta AB : y = 0, no entanto, estd em funcao da razao k e

do comprimento a = AB.
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Retomando o que vimos na se¢ao (1.2.4), o comprimento de C'D pode ser determinado

em funcao da razao k. Logo, como I' tem diametro C'D.

2k - AB
Como, CD = Tz entao:

2k - AB

CD‘ K — 1
r=|— r=|———

2 2
I 2k - AB
N DY

I k-AB
r=lm )

2.3.2 Demonstracao euclidiana do Circulo de Apolonio

Agora, utilizando os conceitos de geometria euclidianda, queremos motrar que:

PelG«< Pcl.

Demonstracao:

Figura 2.9: Demonstragao euclidiana do Circulo de Apolonio

Sejam C' e D conjugados harmonicos do segmento AB. Desta forma, eles dividem o

segmento na mesma razao k.
CA DA

cB DB "



33

Tome P um ponto qualquer do LG. Se P € {C,D} entao P € I', pois I' é uma
circunferéncia de diametro C'D (ou ainda porque C' e D sao os conjugados harmonicos do
segmento AB). No entanto, se P ¢ {C, D}, das igualdades

PA_CA_

PB CB
e da reciproca do teorema das bissetrizes (1.3.2), concluimos que PC' ¢ bissetriz interna e PD
¢ bissetriz externa do angulo A do triangulo PAB. Dal,

PA_ DA _

PB DB

Como as bissetrizes PC' e PD sao perpendiculares, o triangulo PCD ¢ retangulo de
hipotenusa C'D. Portanto, concluimos que PCD esté inscrito no circulo de diametro C'D, ou

seja, P € I'. Isto mostra que LG C I

Reciprocamente, vamos provar que, se P € I', entao P € LG, ou seja, I' C LG.

Figura 2.10: Demonstragao euclidiana do Circulo de Apolonio

Seja P um ponto arbitrario de I' distinto de C' e D.

Tragamos por C', uma reta r paralela a PD, conforme figura (2.10). Os pontos E e F
sao as intersecoes de r com ﬁ e m, respectivamente. Note que, pelo teorema (1.4.3), sabe-se

que os segmentos C'E e C'F' sao congruentes.
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Dai, como PC'e PD sao perpendiculares e ﬁ e PD sao paralelos, temos que ﬁ e PC

também sao perpendiculares, o que torna PC' mediana, altura e, consequentemente, bissetriz
PA CA

" PE-CB k. Portanto, podemos

interna do triangulo PC'D. Logo, pelo teorema (1.3.1)

concluir que I' C LG.

2.3.3 Posicoes relativas do Circulo de Apolonio e do segmento

Como vimos na segao (1.2.2), a razdo k é positiva (porém k # 1) e os conjugados

harmonicos variam de acordo com os dois casos 0 < k< 1le k > 1.

A seguinte sequéencia de figuras mostra como o Circulo de Apolonio se comporta em

CA DA
funcao da razao B DB k com C e D dividindo o segmento AB interiormente e exteri-

ormente, respectivamente, e M sendo o ponto médio de AB.
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Na figura (2.11), com k& muito préximo de zero, o circulo tende a ser muito pequeno e

em torno de A.

F
Sty
DAC

Figura 2.11: Circulo de Apolonio com k =~ 0

Na figura (2.12), os pontos C' e D se distanciam de A e o circulo fica mais visivel.

1

Figura 2.12: Circulo de Apolonio com k ~ 0,5

Na figura (2.13), com k muito préximo de um, o circulo tende a ser muito grande.
Quanto mais C' for préximo do ponto médio M, maior sera o circulo e D se afastard de A. Caso

C e M coincidam, o circulo se degenera na mediatriz de AB.

Na figura (2.14) com k muito préximo de um, é um caso semelhante ao anterior, mas

refletido em relacao a mediatriz.



] B

Figura 2.14: Circulo de Apolonio com k > 1e k~ 1

36
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Na figura (2.15), os pontos C' e D se distanciam de B e, na medida em que k cresce, o

raio diminui.

S UL Y L S ——————

Figura 2.15: Circulo de Apolonio com k > 1

Por fim, na figura (2.16), com k tendendo ao infinito, o circulo tende a ser muito

pequeno e em torno de B.

-_ e e = = = = =

Figura 2.16: Circulo de Apolonio com k — +00

2.3.4 Construgao do Circulo de Apolonio no GeoGebra

Nesta se¢ao, vamos mostrar como construir o Circulo de Apolonio utilizando uma

importante ferramenta computacional: o software GeoGebra.

Note, inicialmente, que essa construcao se trata de uma aplicacao da construcao
das quadruplas harmonicas. Vejamos os passos necessarios para a construcao do Circulo de

Apolonio:
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—
1. Com o programa aberto na janela de visualiza¢ao, trace uma reta AB e um ponto P fora

dela. Em seguida, trace um ponto C' contido no segmento AB de forma que AC # BC.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

I SOl

.
2 Al ol = e e N/ 7 &
~ Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio [
=)l fiv IWsiey, {arh ¢

Fonto
@ A=(17.78,1.48)
: B={-191,1.54)
@ C=(871,151)
L@ P=(18.73,13.32)
- Reta
L@ f-0.06x+1587y=245
- Segmento
L@ g=1587

ABC

|

v

El

B ]

Entrada:

2. Trace os segmentos PA, PB e PC' e, um ponto () arbitrario sobre o segmento PA.

¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

Ll RRENEERE

= =
e 9
w Janela de Algebra w Janela de Visualizaga:

? i
£

=| lv favr I v

Ponto
- @ A={-17.78,1.48)
B=(-535142)
C={9.67,1.44)
2 P=(-18.73,13.32)

8 Q=(18.23,7.12)

Reta

@ [0.06x+1243y=17.32

Seamento
~ @ g=1243

Entrada:
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3. Trace o segmento B e marque sua intersecao R com o segmento PC'.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

EI I clie]i<)

~
.
£l ] < 3
~ Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio [
=)l fiv Lo

Fonto
@ A=(-17.78,1.48)

® B=(-535142)
@ C=(-9.67,1.44)

® P=(-18.73,13.32)
- @ Q=(1823,7.12)
® R=(-11.85,4.29)
- Reta
L@ F0.06x+12.43y=17.32
Segmento
® g=1243 P
@ n=1188
@ i=1494
@ j=17.91
® k=14.08

ABC

|

a=2
e
El

EX

v

Entrada:

4. Trace a semirreta Sagr e marque sua intersecao S com o segmento PB.

%7 GeoGebra - bd

Entrar...

=
? e

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

Bl AL elol<)

.
N AECJ
E)
w Janela de Algebra w Janela de Visualizaga:

= X

= | Iv fav L ft Civ
Ponto

A={17.78,1.48)
B=(-535142)
C={9.67,1.44)
P=(-18.73,13.32)
8.23,7.12)
(-11.85, 4.29)
{8.72,5.3)

<

L

a=2
-
Ll

a=
R=
§=
ta
1 0.06x +12.43y =17.32
gmento

g=1243

~@ h=1188

® i=1494

~@ j=17.91

@ k=14.09

Semirreta

@ I -2.82x+ 594y =58.83

Srdoesbsbee

Entrada: @




5. Trace a semirreta Sgg e marque sua intersecao D com a reta AB.

Observagao: Nesta fase, determinamos C' e D como conjugados harmonicos de AB.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

—

40

I AR O] 4N ped =] ]

> Janela de

~ Janela de Algebra ]

:| > faw

L # Cv

Ponto
A={A17.78,1.48)
B=(-535142)
€ =(-9.67,1.44)
D =(8.83,1.35)
P={-18.73,13.32)
Q=(18.23,7.12)
R={(-11.85,4.20)
§={9.72,5.3)
ta
@ [0.06x+1243y=17.32
Segmento
@ g=1243

Y

so0000000

@

@ i=1494
- @ j=1791
@ k=14.08

Semirreta
@ I -2.82x+594y=58.83
L@ m:1.82x+852y=2753

Entrada:

6. Marque o ponto médio O do segmento C'D e trace a cincunferéncia com centro em O e raio

ocC

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda

e .
Sl Cal B

I2(c) &) BN ERIES &)

~ Janela de Algebra ]

* Janela de Visualizagio

=| lv faw

L f C~

- Cénica
Lol o (x+0.42F +(y - 1.4F =
Ponto

A=(-17.78,1.48)
B=-{-5.35142)

*

e

*

@ P=(-18.73,1332)
® 0={18.23,7.12)

@ R=(-11.85,4.29)

@ 5-{-972,53)

ta

@ £0.06x+1243y=17.32
Segmento

@ g-1243

R

i

@ n=1188

@ i=14.04

8 j=17.9

@ k=14.08

~ Semirreta

L@ I-2.82x + 594y =58.83
@ m:1.82x+ 852y = 27.53

< >

Entrada:
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7. Por fim, para deixarmos a construcao mais limpa, pode-se ocultar os pontos, segmentos e
semirretas que serviram de suporte, mas que deixam a figura com informacgoes em excesso.

= X

Entrar...

€7 Construcio Circula de Apalénic.ggh
Arquivo Editar Exibir Opgﬁes Ferramentas Janela Ajuda

A ) OOl <l e 2] &

w Janela de Algebra A | ¥ Janela de Visualizagdo
| > frv -

Cénica

@ C(x+142F +(y-4.14) =
Ponto
@ A=(-20.45,4.14)
-5.58,4.14)
110.32, 4.14)
7.48,4.14)
1.42, 4.14)
-18.73,13.32)
19,63, 8.51)

-12.21,6.2)
-9.51, 6.88)

WIOTVODOD
]

Reta

® FEy=414

Seamento

@ g=1486
h=9.34
i=1245
i=16.03
k=1471

Semimeta 0000 fo oL *
I: -2.06x + 8.23y =76.28 A
m: 1.63x + 10.12y = 54.12

< >
Entrada

Figura 2.17: Construgao do Circulo de Apolonio no GeoGebra

2.3.5 Circulo de Apolonio e inversao de pontos
Nesta secao, vamos observar o que é e como se dé a inversao de pontos no Circulo de
Apolonio. Inicialmente, vamos definir o que é inversao de pontos numa circunferéncia.

Definicao 2.3.2. Uma inversaio em relacdo a uma circunferéncia I' de centro O e raio r €
uma fungdo que associa a cada ponto P (distinto de O), do plano definido por T', o ponto Q da

semirreta Sop tal que

oe _ (2.2)

Neste caso, dizemos que P e () sao inversos em relacao a I'. Essa aplicagao também é

conhecida como inversao de polo O e poténcia r* [7) e [12].

Notagao: A seguir, 1@ denotara o vetor do plano com ponto inicial A e ponto final B, sua
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norma ¢ denotada por ||A§|| Assim, com estas notagoes, a férmula (2.2), torna-se

04| _

T 0P|

. (2.3)

Formula vetorial da inversao

Como @ € Spp, temos Oﬁ =\ O?, no qual A € R*. Vamos encontrar o valor de \.

Temos,

06 = - 0B, (r € &) — 03] = \|0F) — 1~ 120

0P|
Assim, de (2.3), obtemos

L_lody
0P| |OP|]

Portanto, a formula vetorial que define a inversao em relagao a uma circunferéncia I" de centro

(2.4)

Oeraior é
2

00— " 0P ou Q=0+ " 0P (2.5)
||O?|I2 |IO§||2

A inversao em coordenadas

Caso O = (xg,y0), P = (z,y) e Q@ = (2',y/), segue que

7’2

r—x0)* + (¥ — %0)?

(2", y") = (xo,90) + ( (z — 20,9 — %0)

ou, equivalentemente,

( T2
¥ =2 (z,y) = 29 +
(#:9) = 2o (= 20)* + (¥ — v0)?

( — @0,y — ¥o)

7“2

—20)* + (¥ — %)?

( — @0,y — ¥o)

r _
Y =y (x,y) yo+(x

\
Observagao 2.3.3. O inverso do polo de inversao O nao estd definido. A inversao é assim

uma funcgao de um plano furado em si proprio.

Observacao 2.3.4. Os pontos sobre I' sao pontos fixos da fungao inversao.
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De fato, P € I' <= ||ﬁ|| = r. Assim,

T2 7”2
0~ 0P~ LoP- 0P — g -1

Observacao 2.3.5. Se ||O¢H <r, entdo ||@|| > r. Isto é, a inversdo leva pontos do interior

da circunferéncia I' para o exterior de T'.

De fato, de (2.5), segue que

;. SR
o9 ]

Observacgao 2.3.6. Se HO?H > 1, entdo H@H < r. Isto é, a inversdo leva pontos do exterior

da circunferéncia I' para o interior de I.

De fato, de (2.5), segue que

= " ?: ! <.
o9 oBr . oRl

Exemplo 2.3.7. A funcdo que determina o inverso de um ponto numa circunferéncia I' com
raio v = 2 e origem O = (0,0) é:

22 4

—0y—0)= —
a0 =g

(«',y") = (0,0) + (z,9)

Construcao com régua e compasso do inverso de um ponto numa circunferéncia

Vejamos como construir com régua e compasso o inverso de um ponto numa circun-

feréncia.

I. O ponto P pertence ao interior de I'.

1) Construir I'(O, r);

2) Marcar o ponto P no interior de I';

3) Tragar a semirreta Sop;

4) Tragar a perpendicular a semirreta Sop, que passa por P;

5) Determinar uma das interse¢oes T' dessa perpendicular com T
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6) Tragar tangente a I', passando por T (basta tragar perpendicular a OT que passa por

P);

7) Marque o ponto @ de intersecao da tangente com a semirreta Sop

Figura 2.18: Inversao de pontos (P interno a circunferéncia)

Note que, por construcao ) € Sop.

Pelo critério de semelhanca AA, temos que o triangulo POT ¢é semelhante ao triangulo

QOT, e portanto,

or _og
oprP OT
Ou seja,
OP-0Q = OT".
Mas, como OT = r, logo
OP-0Q = r*.

Note que isto é uma relacao métrica no triangulo retangulo: “cateto é a média geométrica

entre a hipotenusa e sua projecao sobre ela”.

Observagoes:

e Enquanto P se mantém no interior de I', () esta sempre no exterior de I';

e Quanto mais proximo esta P da circunferéncia I', mais proximo () estd da mesma,;
e Se colocarmos P sobre I', entao () e P serao coincidentes;

e Quando P tende para o centro O de I', () se afasta de O indefinidamente.
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IT. O ponto P pertence ao exterior de I'.

1) Construir I'(O, r);
2) Marcar o ponto P no exterior de I';

3) Tragar a tangente a I" por P:

i) Construir o segmento OP;

ii) Marcar M como o ponto médio de OP;

)
)
iii) Construir a circunferéncia C' (M, M P);
iv)

Marcar T' como uma das interse¢oes de C' com I
4) Tragar a perpendicular ao segmento OP, que passa por T}

5) Marque o ponto @ de interse¢ao da tangente com o segmento OP.

Figura 2.19: Inversao de pontos (P externo a circunferéncia)

O ponto @ é inverso ao ponto P e sua demonstragao é de forma analoga a anterior.

Proposicao 2.3.8. Numa circunferéncia, os pontos inversos e 0s pontos extremos do diametro
contidos numa mesma reta, formam uma quddrupla harmonica.
Demonstracao:

Sabe-se que:

OC-0D = r*.
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Ju

Figura 2.20: Inversao de pontos no Circulo de Apolonio

Dai,
7"2
CA r+0C "Top OD+r DA
CB r—-0C r»  OD-r DB’
"“op

2.3.6 Circulo de Apolonio no plano complexo

Proposicao 2.3.9. Dados z1, z5 € C, sejam A e B os pontos do plano que corresmpondam a

21 € 2o, respectivamente. O conjunto dos pontos z € C, tais que

|z — 21| = a|z — 29

SN

(i) A mediatriz do segmento AB, se a = 1;

(i1) Um Circulo de Apolonio, se 1 # a > 0.

Demonstracao:

PA

g PA=a-PB
DB a < a

< PA*=d*-PB®

= |z —z]* = a®|lz — 2|
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Figura 2.21: Circulo de Apolonio no plano complexo

Logo, de forma anéloga a demonstracao analitica do Circulo de Apolonio (2.3.1), ob-

temos o raio da circunferéncia é dado por:

a-AB
a2 -1\



Capitulo 3

Esfera de Apolonio

Sabe-se, pelo teorema (2.3.1) que, dados dois pontos distintos A e B e o nimero real

0 <k +#1, 0 LG dos pontos P do plano tais que

PA i
PB ’

é uma circunferéncia cujo diametro sao os divisores harmonicos na razao k; tal lugar é deno-
minado circulo de Apolonio de A e B. Se procurarmos o LG dos pontos P do espago com tal

configuracao, este serd uma esfera.

Figura 3.1: Esfera de Apolonio

48
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Teorema 3.0.1. Dado um segmento AB no espago, chamamos de Esfera de Apolonio o LG

dos pontos P do espaco, tais que

PA

e "

comk # 1. Esse LG € uma esfera 3 de diametro CD onde C' e D sao os conjugados harmonicos

em relacao a AB na razao k.

3.1 Demonstracao analitica da Esfera de Apolonio
Sejam A, B e P pontos do espaco e Y uma esfera. Queremos provar, de forma analoga
a demonstragao feita na segao (2.3.1), que

P=(z;y;2) e LG<= P e X%.

PA
O LG tao ¢ tal — =k.
em questao ¢ tal que 75

Demonstracao:

A(0,0,0)

Figura 3.2: Esfera de Apolonio, demonstragao analitica



Considere, sem perda de generalidade, A = (0;0;0) e B = (a;0;0) e P = (x;y;2)

pertencente ao LG. Dai:

PA

PA*=Fk*. PB?

2 +y? + 22 =K (x —a)® + y? + 2]
2+ + 22 = K2 (2% — 2ax 4 a® + 7 + 2°)

22 (k* — 1) — 2ak*r + a*k* + y*(K* — 1) + 22(k* — 1) = 0
2 /{32 2k‘2
2_ kga_lar—i- kz_l +yP+22=0

ak? 2_ ak? 2_|_ a2k2+2+2_0
Ro1) Teo1 Y T T

r1r 111111

ak? s . 2 21
— — a?k?
T VRSO oy T e
ak? 2+ 2, 2 ak \?
T — AR
21 y 21
Ou seja. o LG é a esfera ¥ de cent ak®_ o 0 |— Nest
u seja, O e a esliera e centro — . U; € ralo . este caso
.] ) k2 _ 17 ) k'2 _ 1 )

o centro da esfera pertence a reta AB : y = 0, no entanto, esta em funcao da razao k e do

comprimento a = AB.
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3.2 Demonstracao euclidiana da Esfera de Apolonio

—
Podemos tomar qualquer plano do espaco que contenha AB e este ira dividir a esfera

em duas partes iguais.

Figura 3.3: Segao de uma Esfera de Apolonio

A intersecao entre o plano tracado e a esfera é o Circulo de Apolénio no mesmo seg-

mento e razao da esfera.

Figura 3.4: Circulo de Apolonio a partir de uma segao da Esfera de Apolonio
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—
Dai, como podemos tracar um plano contendo AB por qualquer ponto da superficie

esférica, a demonstracao se resume a mesma do Circulo de Apolonio.

Observacgao 3.2.1. A Esfera de Apolonio também pode ser obtida através da rotacao do Circulo

—
de Apolonio correspondente em torno de AB.

—
Figura 3.5: Circulo de Apolonio rotacionado em torno do eixo AB

3.3 Posicoes relativas da Esfera de Apolonio e do seg-

mento

Assimm como fizemos com o Circulo de Apolonio, vamos trazer uma sequéncia de
CA DA
CB DB
com C' e D dividindo o segmento AB interiormente e exteriormente, respectivamente, e M

figuras que mostra como a Esfera de Apolonio se comporta em fungao da razao

sendo o ponto médio de AB.

Na figura (3.6), com k muito préximo de zero, a esfera tende a ser muito pequena e

em torno de A.
Na figura (3.7), os pontos C' e D se distanciam de A e a esfera fica mais visivel.

Na figura (3.8), com k& muito préximo de um, a esfera tende a ser muito grande. Quanto
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mais C for proximo do ponto médio M, maior sera a esfera e D se afastara de A. Caso C e M

coincidam, a esfera se degenera no plano mediador de AB.

Na figura (3.9) com &k muito préximo de um, é um caso semelhante ao anterior, mas

refletido em relacao ao plano mediador.

Na figura (3.10), os pontos C e D se distanciam de B e, na medida em que k cresce, o

raio da esfera diminui.

Por fim, na figura (3.11), com k tendendo ao infinito, a esfera tende a ser muito pequena

e em torno de B.

— § ,
5,
\,
\,
\ :
.,
L
,
",

\\
N,
.,

s

R Is
L ]
=
|

[ ]
m

Figura 3.6: Esfera de Apolonio com k ~ 0



Figura 3.7: Esfera de Apolonio com k ~ 0,5

L B
=
m

Figura 3.8: Esfera de Apoloniocom 0 <k <lek~1

o4
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Figura 3.9: Esfera de Apolonio com k> 1e k=1

[
=

Figura 3.10: Esfera de Apolonio com k£ > 1
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Figura 3.11: Esfera de Apolonio com k — 400
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Capitulo 4

Problemas e exercicios

4.1 Exercicios propostos

1. Se A, B e C sao pontos de uma reta (B entre A e ('), sendo AC' =24 e BA = 5BC, entao
BC mede:

E) NRA.

2. Um segmento AB é tal que 3AB = 4C'D. Qual a medida de C'D se tomarmos como unidade
2
£ de AB?

57
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3
3. Um segmento AB é igual a 5 vezes um segmento C'D. Qual a razao entre §AB e 4C'D?

15
8 )
E) NRA.

D)

2
4. Qual a razao entre ZAB e §C'D?

A) 3
25
gy
75
gy
16
%7
E) NRA.

B)
C)
D)

4

2 AB

é igual a:

vy >
S— S—
w| 5 G| o

Qa

S
zZ oo SIS

=
>

B

6. Sejam A, B e C nesta ordem sobre uma reta tais que AB = 12 e BC = 3. Seja D o

conjugado harmonico de B em relacao ao segmento AQ, entao BD mede:



D) 12;

E) NRA.

. Determine x para que os pontos abaixo formem uma divisao harmonica.

X 6 x+1

. Considerando a figura abaixo, podemos afirmar que os 4 pontos:

A) nunca formardo uma divisdo harmonica;
B) sempre formarao uma divisdo harmonica qualquer que seja;
C) formarao uma divisao harmonica se x > 0;

D) s6 formarao uma divisdo harmoénica se x for par;

E) NRA.

2x X Ix

MA
MB

. Os pontos A, M, B e N de uma reta formam uma divisao harmonica de razao

Se AB = 40, M N mede:

29

T
>
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10. Os pontos A, M, B e N de uma reta formam uma divisao harmonica. Se AB =7, MN = 24,

11.

12.

13.

MA

a razao —— ¢ igual a:
MB

Z
no

=

a

-
S~—
Z oW ot Wk N w

=
5
>

Considere em um circulo de centro O um diametro AB. Prolongue uma corda AP qualquer

J
do circulo de um comprimento PQ) = AP. QO e BP cortam-se em .J. Calcule a razao —Q

JO

o
S~— S~—
N o W

S a
Z wlo

2
=
>

Os pontos P e () pertencem ao interior do segmento AB e estao de um mesmo lado de seu

2 3
ponto médio. P divide AB na razao 3 e () divide AB na razao 1 Se PQ = 2, AB mede:

Em um triangulo ABC', de lados AB = 12, AC' = 8 e BC' = 10, o maior segmento que a

bissetriz interna de A determina sobre BC' é:



14.

15.

16.

61

E) NRA.

MA

Os pontos A, M, B e N de uma reta formam uma divisao harmoénica de razao i e
NA
NB

= k. Se J é o ponto médio de M N, a razao j_B vale:

D) k*—1;

E) NRA.

Em um triangulo ABC, de lados AB = 15, AC' =6 e BC = 14, seja I o ponto de concurso

das bissetrizes internas de AD e BE, a razao D vale:

e

=

a

-
S~—
Zowl N NN W wl N

=
=
>

Em um triangulo ABC, de lados AB = 15, AC' =6 e BC = 14, seja I o ponto de concurso

das bissetrizes internas de AD e BE, a razao 7B vale:

=

=

o83l

Q
SN—
> o

)

=
Z
5
>
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17. Em um triangulo ABC, de lados AB = 12, AC = 8 e BC' = 10, a bissetriz interna de B

18.

19.

encontra a bissetriz AN externa de A no ponto F. A razio A vale:

3
A) 2.
) 2’
4
B .
) 3’
)
Q) =
) 2’
)
D) =
) 37
E) NRA.
» AB 3 ) )
Em um triangulo ABC, BC = a e a0~ 3 calcule o comprimento da altura relativa ao

lado a sabendo que ela é maxima.

A) h, = a;

B) h, = ga;

C) hy = Za;
5

D) ha = ga,,

E) hy = §a;
5

AB
Em um triangulo ABC, BC' =16 e h, = 8, calcule a razao a0 sabendo que ela ¢ maxima.

E 8= 2
Z ol W W

5
>

>
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20. Considere os quadrados ABC'D e ABEF da figura. Se FG =12 e GH = 4, calcule HC.

21.

E B c

E) NRA.

Seja I o incentro do triangulo ABC' e D a intersegao de Al e BC. Seja M um ponto qualquer

sobre o circuncirculo de IBC'. Prove que a reta M I bissecta o angulo ZAM D.



4.2 Solucoes dos exercicios propostos

1. Como A, B e C sao pontos de uma reta e B entre A e C, entao:
AC = BA+ BC.
Além disto, sabe-se que AC' =24 e BA=5BC. Dali:

AC = BA+ BC = AC =5BC + BC
— HBC+BC =24
= 6BC =24

— BC =4.

Resposta: Alternativa B

2
2. Tome o segmento AB, tal que 3AB = 4C'D e como unidade 5 tem-se:

3AB=4CD = 3-§:4CD

Resposta: Alternativa A

3. Como AB = 5CD, a razao entre gAB e 4CD ¢ dada por:

g Saep M
277 2 . 2 _ 15
4C'D 4CD 4 8
Resposta: Alternativa D
- 5 2 ,
4. A razao entre ZAB e §C’D ¢ dada por:
5AB
4 N 5AB 3
9 a2
oD 4 20D
3
15 AB
—

8 CD
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Como as alternativas nao constam exatamente como se deu a resposta, entendemos

faltar mais algumas informagoes no enunciado ou nas préprias alternativas.

15
razao € 3 em funcao dos segmentos AB e CD.

Resposta: Alternativa A

5. Como AB = gC’D eCD = %MN, a razao ]@i é dada por:
AB gC’D_g-%MN 8
MN ~ MN — MN 15
Resposta: Alternativa A
6.
A B G

No entanto, a

Como D ¢ o conjugado harmonico de B, temos que:

BA DA
BC  DC’

Note que DA = DC + AC e AC = BA+ BC = 15. Dali,

BA  DC+ AC . 12 DC+15
BC  DC 3  DC
— 12DC = 3(DC + 15)
— 12DC = 3DC + 45)
= 9D(C =45
= D(C =5.

Como BD = BC + DC, temos que:

BD =3+5=28.

Resposta: Alternativa C



7. Como os pontos destacados formam uma divisao harmonica, tem-se que:

x_:L‘—|—6—|—$+1
6 x+1

I

!

I

x 2x+7
6 x4+1
z(r+1)=6(2x+7)

22 4+ 1 =122 + 42

22— 11z — 42 = 0.
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Resolvendo a equagao, temos 14 e —3 como solugoes. Porém, como z é um compri-

mento, nao admite um nimero negativo como solucao. Portanto, x = 14.

Resposta; Alternativa E

8. Sabe-se que, para que formem uma divisao harmonica, a igualdade a seguir deve ser verda-

deira:

2x_6x

v 3z

De fato, para qualquer que seja x, vale a igualdade. Porém, como estamos falando de compri-

meiro, é necessario que z > 0.

Resposta: Alternativa C

7
3

9.
A M B N
N . . MA
Como os pontos A, M, B e N formam uma divisao harmoénica de razao VB -
entao:
MA NA 7
MB NB 3
Como NA = AB + NB e AB = 40, temos:
NA 7 N AB+NB 7
NB 3 NB 3
. 40+ NB 7
NB 3
= TNB=120+3NB
— 4NB =120
— NB = 30.

)



Além disto, note que AM = AB — MB =40 — M B. Logo:

MA 7 7
=2 L MA=-MB
MB 3 3
. gMB:ALO—MB
7
— MB<§+1):4O
1
— gMB:4O
3
— MB=40-—>
10
= MB =12.

Como MN = MB+ NB, entao MN = 30+ 12 = 42.

Resposta: Alternativa D

10.

MM =24

67

Como os pontos A, M, B e N de uma reta formam uma divisao harmonica, sabe-se

que

Note também que

Reescrevendo as razoes, temos:

MA NA
MB NB

MA _ NA
MB NB’

(

MB=AB—-MA

NA=MN+ MA

NB=MN + MA - AB

MA  MN+MA
AB— MA MN+ MA — AB
MA 24 + MA

T_MA 17+ MA

— MAQ7T+ MA) = (24 + MA)(7T— MA)

= 2MA?>+34MA — 168 = 0.
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Resolvendo a equacao acima, obtemos M A = 4. Dai, como AB = MA+ MB, entao M B = 3.

Portanto,

Resposta: Alternativa C

11. Note que no triangulo AABQ as cevianas BP e (QO sao medianas e, portanto, o ponto J

. . o . ~ 2
é o baricentro do triangulo. Assim, a razao — = — =

JO 1

Resposta: Alternativa C

12.

PQ=2

Sabe-se que:

2:> rPA 2
3 PA+PB 2+3

= PA= gAB.

Sabe-se também que:

QA 3 QA 3 QA 3 3
OB 1 " QB+OA 314 aAp 7 @A=74B
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Dai, como QA — PA = 2, temos:

QA—PA=2 — gAB—gAB:Q

15— 14
— AB =
35
= AB =70.

Resposta: Alternativa C

13.

A

Como visto anteriormente, o pé da bissetriz interna de um triangulo (Ponto D) é um

dos conjugados harmoénicos do segmento que o contém (Segmento BC'). Desse modo, é vélida
a seguinte relagao:

AB  AC 12 8

DB DC r 10—z
= 12(10 —z) =8
= 20z = 120

— x =06.

Resposta: Alternativa C
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14. Sabe-se que os pontos A, M, B e N de uma reta formam uma divisao harmonica de razao

MA NA
MB NB

conjugados harmonicos é dada por M N =

2k - AB
k2 —1
JA JM—MA
JB JM — MB’

. Dali,

= k. Sabe-se também que .J é o ponto médio de M N e a distancia entre os

Como MA:k-MBeJM:];—flf, temos
k- AB
JA JM—k-MB JA qa_g Tk MB
JB~  JM—MB JB Zéf?_MB

Além disto, AB=MA+ MB=k-MB+ MB = MB(k+1). Dali,

JA

JB

Resposta: Alternativa C

k- AB k- MB(k+1)

o tEMB S ke MB
k-AB k-MB(k+1)

-~ MB S~ MB
k(k+1) k(k+1) k
kk+1) 2 2
Ep— RCE R
kb)) T kGkvD T R
21 k+1)(k—1) k—1)
kot k(k—1)

F—k+r1

(k—1)
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15. Como BE e AD sao bissetrizes internas dos angulos BeA respectivamente, entao, pelo

teorema das bissetrizes, é verdadeiro que:

DB AB
DC  AC’

Note que, BC' =14 e BC' = DB + DC. Vamos indicar DB =z ¢ DC = 14 — z. Além disto,

AB =15¢e AC = 6. Dai:

DB AB . z 15
DC  AC 14—z 6
= 2z =5(14—1x)
= Tr="70
= z = 10.

Desse modo, DB = 10 e DC' = 4. Ainda pelo teorema das bissetrizes, temos que:

A_AB 1415
ID DB ID 10

Resposta: Alternativa B
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16. Vamos indicar FA =y e EC' = 6 — x e, de maneira semelhante ao exercicio anterior, vale

que:

AB FA 15 Y
_—— :> _ -
BC EC 14 6-—y
= 14y =90 — 15y
= 29y =90
I 90
Y= 59
90 . . .
Desse modo, FA = 29 e DC=6— 20" Ainda pelo teorema das bissetrizes, temos que:
90
IE EA IE 99

B~ AB 1B 15

. IE 6
IB 29

Resposta: Alternativa A
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17. Como BC' =10e BC = M B + MC, pelo teorema das bissetrizes, temos que:

AB MB

AC  MC
-
—
=

Desse modo, MB =6 e MC = 4.

12 B T

8 10—z
8r =120 — 12y
20x = 120

r = 6.

Note que, M e N sao os pés das bissetrizes interna e externa respectivamente e, por-

tanto, sao os conjugados harmonicos de BC'. Além disto, note também que NB = BC' + NC.

Dai:
MB _NB
MC NC
—
—
—

MB  BC+ NC

MC ~— NC
6 10+NC
4 NC
6NC = 40 + 4NC
INC = 40
NC = 20.

Por fim, como BF também é bissetriz, sabemos que:

FN
FA

Resposta: Alternativa C

NB
AB

30 _5
12 2
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3 3
18. Como — = —, entao A pertence ao Circulo de Apolonio de segmento BC' na razao 3

AC 2

Sabe-se que a distancia entre os conjugados harmonico é dada por:

———

G = -
- ~
A » ~
b
’ \

/ \
/ \
1 \
/ \
] b

— i p— I _'_____. ________ _I_
B 2 1 c 4 !
\ /)
\ /
\ /
\ /
\ ’
Y ”
Y -~
‘-.h‘- -.“r‘
J 2k - BC
R —1

Portanto, o raio da circunferéncia de Apolonio é a altura méaxima relativa ao lado BC e é

definido por:

3 5
k-BC B¢ 2% 6

T = —= = —Q.

kQ_]__ 3 2 9—4 5
@‘1 1

Resposta: Alternativa E
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19. Seja s uma reta paralela a % que contenha o ponto A conforme figura:

Bs=18

BC=16

Para qualquer valor possivel de k, A pertence ao Circulo de Apolonio I' do segmento BC
na razao k. Se P é o ponto de BC que divide na razao k, k é méaximo quando P for o mais
proximo possivel de C' tal que I' intersecta s. Isto ocorre quando I' é tangente a reta s. Portanto,

h, = r = 8. Dali:

_ k-BC 16k

o1 21
— k2—-2k—1=0.

Resolvendo a equacgao encontramos k = 1 + V2.

Resposta: Alternativa E

20. Como ABCD e ABEF sao quadrados, entao as diagonais BD e BF' sao também bissetrizes
de ZABC e ZABFE respectivamente. Assim, pelo teorema das bissetrizes, G e C' sao conjugados

harmonicos de FH (ou ainda, H e F s@o conjugados harmoénicos de CG). Dai:

GF CF
GH CH’
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Note que, CF = CH + HF', entao:

GF _CF . GF CH+HF
GH CH GH  CH
. 12 16+CH
4  CH

= 3CH=16+CH
= 2CH =16
— (H =8.

Resposta: Alternativa B

21.

CA
Seja D= k. Como I é o incentro de AABC, pelo teorema 1.3.1,

IA  CA

Ab -~ cp "

Por esse fato, I e C pertencem ao Circulo de Apolonio de AD na razao k. Por outro lado, BA

bissecta LZABD. Dali,
IA BA

a0~ BD _"©

Logo, B pertence ao mesmo Circulo de Apolonio. Portanto, o circuncirculo de IBA é o Circulo

de Apolonio de AD na razao k.
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4.3 Problemas propostos

1. Sejam A, C' e B nesta orddem sobre uma reta tais que AB = 12 e BC' = 3. Seja D o

conjugado harmonico de C' em relagao ao segmento AB. Determine quanto mede BD.

AM
2. Os pontos A, M, B e N de uma reta formam uma divisao harmoénica de razao B
AN PA
BV = k. Se P é o ponto médio de M N, determine a razao B

3. (IME-RJ) Considere as equagoes do 2° grau az? + bz +c¢ = 0 e d2*> + Yz + ¢ = 0.
Suas raizes sao respectivamente iguais a 1, T2, 3 € x4. Determine a condigao entre os
coeficientes das equagoes para que o segmento de extremidades com abscissas 7 e x5 seja

dividido harmonicamente pelos pontos de abscissas x3 e x4.

4. Dada uma reta, com pontos A, B, C' e D dispostos nessa ordem e com os seguintes
comprimentos: AB =z, BC'=6 e CD = x + 1. Determine z para que os pontos dados
formem uma divisao harmonica.

5. Determine a coordenada z do ponto M que divide o segmento M; M, limitado pelas

MM
MMy

abscissas r1 e x5 numa razao A tal que A =

6. Tomam-se sucessivamente sobre uma reta os pontos A, B, C'e D sendo, AB =5, BC =1

AM 5

e CD = 3. Considera-se o ponto M exterior ao segmento AC' de modo que M -3 e
BM' 5
o ponto M’ interior ao segmento BC de modo que 3 Sendo O e O’ os pontos
- . OM OM
médios de AB e C'D, calcule as razoes oM e O

7. (Polonia) Seja ABC'D um quadrilatero concavo, sendo o angulo interno ZDAB maior
que 180° e AB-CD = AD - BC'. Seja P o simétrico de A em relagao a BD. Prove que
/PCB = ZACD.

8. Seja ABC' um triangulo e AM, BN e C'P cevianas concorrentes. Se PN corta BC' em

@, entao M@ é o diametro de um circulo de Apolonio de B e C.

9. (Teste de Sele¢ao, China) Sejam E e F' as intersegoes dos lados opostos do quadrilatero
convexo ABCD, cujas diagonais cortam-se em P. Seja O sobre EF' tal que OP é per-
pendicular a FF. Prove que ZBOC = ZAOD.



10.

11.

12.

13.

14.
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(Circulo de Apolonio e inversao) Prove que se I', de centro O e raio r, é um circulo de
Apolonio de A e B, entao, ao realizarmos uma inversao com centro O e raio r, A é o

inverso de B.

(Teste de Selecao, Sérvia e Montenegro) Sejam M e N pontos distintos do plano do
triangulo ABC' tais que AM : BM : CM = AN : BN : CN. Prove que M N contém o

circuncirculo de ABC.

(Teste de Selecao, EUA) Considere todos os triangulos nao isésceles ABC' tais que AC? +
BC? = bAB?. As cevianas CM e C'D sao respectivamente a mediana e a bissetriz interna
relativas a C, com M e D sobre AB. O ponto F é tal que D é o incentro de CEM. Prove

exatamente uma das razoes

CE EM MC
EM’ MC’ CE

é constante.

(Torneio das Cidades) O angulo ZCOD foi obtido da rotacao do angulo ZAOB, de modo
que OC' corresponde a OA e OD, a OB. Dois circulos tangenciam os angulos ZAOB e
ZCOD, respectivamente, e se cortam em F e F. Prova que ZAOFE = ZDOF.

Dado o triangulo ABC', encontre o lugar geométrico dos pontos P interiores ao triangulo
tais que

LAPC — LABC = LAPB — ZACB
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