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RESUMO

O objeto de estudo e elaboracao deste trabalho se desenvolveu a partir
do entendimento que o assunto Numeros Complexos desapareceu ao longo
dos ultimos anos das ementas escolares. Buscou-se algumas explicacées,
como a visao dos docentes e suas respectivas formacdes e atuacdes em sala
de aula. Além dos Parametros Curriculares e suas orientacoes.

Frente a essa situacdo, essa monografia se propde a mostrar
alguns aspectos formais e histéricos sobre os Numeros Complexos, além da
andlise de alguns livros didaticos referentes ao tema, e outra sobre um
questionario respondido por professores que atuam na educacao basica desde
0 6°ano do ensino fundamental ao 3%ano do ensino médio, para entender como
0 assunto é abordado e sua relevancia vista sob o olhar do docente. Ao final
sao dadas propostas de aula para que possam contribuir com os docentes que

venham a ler este trabalho.

Palavras-chave: Numeros complexos — Formacao - Docentes



ABSTRACT

The object of study and preparation of this work has developed from the
understanding that the matter Complex Numbers disappeared over the last few
years of school meals . some have sought explanations , as the vision of
teachers and their training and performances in the classroom. In addition to the
Curriculum Standards and its guidelines .

In this situation , this monograph aims to show some formal and historical
aspects of the Complex Numbers , as well as analysis of some textbooks on the
topic , and the other on a questionnaire answered by teachers working in
primary education from the 6th year of teaching fundamental to the high school
3rd year , to understand how the subject is approached and its relevance seen
from the perspective of the teacher . At the end of class proposals are given so

that they can contribute to the teachers who read this work.

Key words: Complex numbers - Training - Teaching
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1. Introducao

A temadtica deste trabalho se deu pela auséncia cada vez mais frequente deste
conteudo nas salas de aula de turmas de Ensino Fundamental e especialmente Médio. A
comecar pela ndo apresentacdo deste conjunto numérico no ensino fundamental,
seguido dos vicios de insinuar aos alunos do nono ano que apds as equacdes do
segundo grau e o aprendizado dos nimeros reais, ndo haverd qualquer outro conjunto
numérico posterior aos ja aprendidos.

A pensar que o conjunto dos nimeros complexos nio € o dltimo a que se tem
conhecimento, como por exemplo o conjunto do Quatérnios. Muito se questiona sobre
dizer, apds o aprendizado das equagdes do segundo grau no nono ano, tltimo ano do
ensino fundamental, a ndo existéncia de raizes reais. Adotando-se o contexto correto, a
frase estd correta, a estudar que o surgimento de tal conjunto se da através das equacdes
de terceiro grau.

Os Nudmeros Complexos vem se tornando um assunto estritamente tedrico e
enunciados limitados?

Ao se questionar sobre alguns porqués do desaparecimento repentino deste
conteddo nas salas de aula, pode-se justificar pela auséncia do mesmo nos ultimos anos
na mais importante porta de acesso a universidade no pais, o ENEM, que influencia
diretamente na presenca facultativa de tal assunto na maioria das escolas brasileiras.
Nos seis primeiros anos do modelo do novo ENEM, a partir de 2009, conta-se neste
periodo duas aplicacdes por ano da prova, ao todo 540 questdes somente de
Matemadtica, e em nenhuma delas o assunto foi sequer citado, o que ratifica esta
introducao.

Vale a reflexdo a partir da citagdo (Orientagdes Curriculares para o Ensino

Médio, p.80):

“Sobre o processo de ensino e aprendizagem, uma primeira corrente,
historicamente a mais presente nas nossas salas de aula de
Matematica, identifica ensino com transmissdo de conhecimento, e
aprendizagem com mera recep¢ao de conteidos. Nessa concepgdo, a
aprendizagem ¢é vista como um acimulo de conhecimentos, e o
ensino baseiam-se essencialmente na “verbaliza¢do” do conhecimento
por parte do professor. Se por um lado essa concepcdo tedrica

apresenta a vantagem de se atingir um grande nimero de alunos ao
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mesmo tempo, visto que a atividade estaria a cargo do professor, por
outro lado demanda alunos bastante motivados e atentos a palavra do
professor, o que ndo parece ser o caso para grande parte de nossos
alunos, que estdo imersos em uma sociedade que oferece uma gama

de outras motivagdes. ”

E comum percebermos uma resisténcia na abordagem do tema pelos professores
de Matemdtica. Embora conhecam a teoria, através das definicdes, operacdes e as
distintas formas para representar estes numeros, hd uma certa timidez quanto a
legitimidade de trabalhar o ensino deste topico, culminando assim com a eliminagdo
pratica deste conteido em muitos dos curriculos escolares. A justificativa principal da-
se por uma auséncia de aplica¢do concreta dos nimeros complexos e pouco se discorre
sobre a importancia destes no desenvolvimento da prépria ciéncia em si.

Todavia, esta auséncia implica em um questionamento: ‘“Por que estd
desaparecendo das salas de aula um assunto que engloba trés dos quatro pilares da
Matematica moderna, lecionada nas escolas brasileiras, como Geometria Plana e
Analitica, Trigonometria e Algebra? ”

Tal contetido, que ainda se encontra nas ementas curriculares, tem sido apenas
ensinado para turmas especificas de concursos pré-universitarios. O que impede as
turmas regulares de aprenderem?

Outras ferramentas, além da caneta/giz e quadro branco/negro, podem ser
utilizadas?

A presente dissertagdo valorizard a abordagem geométrica do assunto, através
das demonstracdes e atividades propostas com o uso do Geogebra. Os alicerces
trigonométricos e algébricos ndo serdo esquecidos, afinal sdo importantes desde a
histéria dos Numeros Complexos.

Ao fazer uma breve reflexio sobre quais contetdos estdo inseridos na estrutura
dos numeros complexos, observamos a presenca de: conjuntos numéricos; razdes
trigonométricas no tridngulo retangulo; adicdo de arcos; adicdo, subtragdo,
multiplicacdo e divisdo de polindmios; vetores: adicdo, subtracdo, simetria, rotagao,
translacdo; geometria plana: poligonos, dreas; plano cartesiano. Com essa riqueza de
subitens inseridos, a conducdo de aulas envolvendo tal tema pode se tornar

extremamente rica e interessante para abrir a mente dos alunos, mostrando-o novas e



boas formas de pensar, tais ideias serdao abordadas e discutidas ao longo dos capitulos
desta dissertacao.

Assuntos dados por essa terna Geometria, Trigonometria e Algebra devem ser
explorados com seus devidos cuidados para haver um equilibrio. Nao se pode tender a
uma Unica e exclusiva drea de direcionamento, € papel do docente mostrar diferentes
solucdes, quando possivel, pelas trés dreas abrangentes dentro dos complexos.

Havera ao longo do trabalho, a andlise de alguns livros didéticos referentes ao
ensino deste topico. Segundo o pensamento de Rosa (2003): “os livros diddticos em
sua maioria ndo abordam o conteiido dos niimeros complexos de maneira correta” e
outros autores também defendem esta linha sobre a abordagem incorreta por parte dos
materiais didaticos. Chegar-se-4 algumas conclusdes pds-andlise.

As formagdes dos professores estdo limitadas a ponto de ndo ensinarem mais tal
conteido?

Questiondrios foram enviados a professores de Matemadtica de escolas publicas
municipais, estaduais e federais, além da rede privada, para melhor entendimento da
abordagem e recorréncia atual do conteido em sala de aula. E ainda, como a tecnologia,
através dos softwares matematicos livres e disponiveis ao acesso de todas as pessoas,
pode ajudar na resolugcdo de problemas. Importante ressaltar que o uso da caneta e do
quadro branco também serdo fundamentais para diversos momentos, o desafio ao
docente no equilibrio entre recursos comuns e tecnoldgicos € determinante no
aprendizado deste e qualquer outro conteddo.

Ao abrir intimeros livros diddticos e outros materiais utilizados nas salas de
aulas de ensino fundamental e médio, é possivel ver a abordagem sobre a histéria da
Matematica ao citar os principais autores. Esta disciplina estd presente em cursos de
graduacdo, formagdes continuadas, pés-graduagdes, mestrados e doutorados. A mesma,
nos ultimos anos, tem adquirido um status bastante forte como aliada do ensino,
fundamentando novas préticas e metodologias. Todavia, ¢ comum ver que um grande
percentual de professores, no exercicio didrio da profissdo, ndo teve contato com essa
disciplina em sua graduacdo. Buscam assim, através dos livros adotados, uma melhor
maneira de trabalhar conceitos matematicos a luz dos fatos histéricos ao qual se

inserem.



2. Capitulo 1 — Os Nameros Complexos

Os nameros complexos, descobertos e estudados pela primeira vez no século
XVI, tiveram até a estrutura estudada atualmente, importantes personagens ao longo
dos ultimos cinco séculos, sendo alguns deles bastante citados até os dias atuais,
apresentados nos livros didaticos e, a seguir, no presente capitulo.

Seu desenvolvimento abrangeu vérias dreas. A importancia para aplicacao dos
mesmos estd desde a constru¢do de aeronaves até o termostato da geladeira, entre
outras.

Aulas de nimeros complexos podem apresentar e retomar indmeros conceitos
importantes, afinal, sobre os mesmos podem tratar a algebra, a geometria e a
trigonometria. Pode-se também correlacionar matérias ja estudadas anteriormente pelos
alunos, considerando que a abordagem atual para os nimeros complexos se dd com
mais frequéncia nas turmas finais do ensino médio, segundo e terceiro anos,
respectivamente.

No presente capitulo, serd apresentado, através das secdes, o surgimento destes
nimeros, sua linha histérica, os conceitos, definicbes e propriedades, além das

demonstragdes matematicas para a construcao dos mesmos.

2.1. O surgimento dos nimeros complexos

O entendimento e estudo mais aprofundado, e com as notagdes atuais, se
constréi a partir da resolugdo das equacdes de terceiro grau. Todavia, o surgimento dos
numeros complexos, por diversas vezes € associado a resolucdo de equacgdes do
segundo grau, cujo discriminante seja negativo.

A narrativa da RPM-OBMEP, Ed. especial, ano 2013, (WAGNER et al.,2013) ¢é
interessante em todo seu conteido nas paginas dedicadas ao surgimento e

desenvolvimento dos numeros complexos, desde as suas personagens e sua linha



histdrica, a qual seré fonte principal para o desenvolvimento da presente se¢do 2.1 desta
dissertacao.

A histéria se inicia com Niccolo Fontana (1500-1557), conhecido nas
publicacdes e estudos como Tartaglia (que significa, em italiano, gago), apelido
adquirido quando crianca apds uma invasdo a sua cidade natal, Brescia, quando
soldados o feriram no rosto e este 0 causou uma gagueira permanente. Ele ndo foi o
primeiro a estudar sobre estas equagdes, estudos mostram que Scipione del Ferro
(1465-1562), professor da Universidade de Bolonha, foi o descobridor primitivo. Antes
do seu falecimento ensinou seu método aos discipulos Annibale Della Nave e Antonio
Maria Fior.

No ano de 1535, se iniciou uma disputa entre Tartaglia e Fior, diga-se de
passagem, tais duelos eram comuns a época, pois muitas vezes a permanéncia em uma
catedra era associado ao bom desempenho nestes confrontos.

Todos os problemas propostos por Fior eram equacgdes da forma X3 + aX = b
e, no més de fevereiro deste ano, Tartaglia havia resolvido todos os problemas
propostos por Fior, sendo declarado o vencedor.

A noticia da sua vitdria se tornou um acontecimento e logo foi espalhada. Até
chegar a outra personagem importante desta histéria, Girolamo Cardano (1501-1576),
nascido em Pavia, e nesta época ocupava uma cadeira de medicina na Universidade de
Pavia, sendo ainda membro do Colégio Médico de Mildo. O fato de ser médico nos traz
0 questionamento de perguntar qual seria seu envolvimento com os estudos dos
nimeros complexos, a se pensar na distancia entre estas duas ci€ncias. Uma resposta

pode ser encontrada na autobiografia de Cardano, por Gabriel Naudé, 1643:

“Nao somente era ele inquestionavelmente um médico notével,
como foi também provavelmente o primeiro e Unico homem a se
distinguir em todas as ciéncias ao mesmo tempo. E uma das
ilustragdes da Natureza daquilo que um homem ¢é capaz de atingir.
Nada de significativo lhe era desconhecido em filosofia, medicina,
astronomia, matematica, historia, metafisica ou as ciéncias sociais, ou
em outras areas mais remotas do conhecimento. Ele também errava, €
claro, isto € apenas humano; é maravilhoso, porém, quido raramente

ele errava.”



N

Cardano convidou Tartaglia para ir a sua casa € O convenceu para que O
contasse os segredos das resolucdes de tais equagdes. Sob a forma de versos, Tartaglia
lhe ensinou a regra de resolu¢do, sem lhe mostrar a demonstragdo desta, com a
condic¢do do juramento que Cardano jamais publicaria tal segredo.

Porém, de posse da solugdo, e tentado a publicar tais resultados, em visita a
cidade Florenga, apds visitar Della Nave, discipulo de del Ferro, foi apresentado a um
manuscrito, de trinta anos antes, que continham a existéncia da tal férmula proposta por
Tartaglia. Em consequéncia, quebrou o juramento feito, e em 1545, na cidade de
Nuremberg, escreveu e intitulou a obra que o tornou conhecido no continente, o Ars
Magna.

Para resolucdo de tais equagdes Tartaglia e Cardano ndo se utilizaram de
coeficientes negativos e ao invés da equagdo geral de terceiro grau, foram considerados

trés possiveis casos:

x}4+ax=b
x3=ax+b

x34b=ax

Nos oito versos contados por Tartaglia a Cardano, as equagdes do primeiro tipo
sao “cubo e coisa igual a nimero”, do segundo tipo sdo “quando o cubo estiver
sozinho” e para o terceiro “a terceira dessas nossas contas se resolve como a segunda,
se observas bem que suas naturezas sao quase idénticas”.

Ele se propde a resolver o primeiro caso, denominando a época, em seus versos,
o termo independente b por “nimero” e a utilizacio de duas novas varidveis para

designé-lo:

U+V=0>

Em outro verso diz: “...que seu produto seja sempre igual ao cubo da terca parte

da coisa”, matematicamente:



Por ultimo, diz que “o residuo geral das raizes cubicas subtraidas serd tua coisa

principal”, logo:

x=YU- W

Para resolu¢do, em termos atuais, tém-se algumas trocas de varidveis
apresentadas para resolucdo das féormulas de Cardano e Tartaglia, serdo adotadas novas

notacoes:

X=u+v
a=p
b=q

Ao substituir em X3 + aX + b = 0, Cardano obteve:

w+v)2+plu+v)+qg=0
wW+vi+3uwu+v)+plu+v)+q=0
W+l +CBuw+p)u+v)+qg=0

Neste momento, resolveu igualar 3uv + p = 0, logo:

Veja que ao assumirmos u> e v3 como raizes de uma equacio do segundo grau
descobrimos acima as relacdes de soma e produto, lembramos que uma equagdo do

segundo grau pode ser escrita da seguinte maneira:

x2—Sx+ P =0, sendo S a soma entre as raizes ¢ P o produto entre as

mesmas.



Temos assim:

t?4+qt— —==0
tat— 57

3

p

A= q*—41.|-—=

¢ o1 (-3)
4p3

A= q*+—m
"+ 57

A solugio da equagdo cubica inicial, X3+ aX + b = 0, utilizando-se as

substitui¢des iniciais, é dada por:

Nesta demonstracdo acima, Cardano utilizou-se de resultados ja demonstrados
em outros capitulos anteriores de seu livro, ditas nos dias atuais por cubo da soma e da
diferenca. A férmula atual denominada como cubo da soma de dois termos foi
enunciada em Ars Magna, cap. VI, p.52 da seguinte forma: “Se uma quantidade é
dividida em duas partes, o cubo do inteiro ¢ igual ao cubo das duas partes mais o
triplo do produto de cada uma pelo quadrado da outra’.

A forma geral da equagio do terceiro grau dada por: x3 + ax? + bx + ¢ = 0,
pode-se reduzir ao caso acima mediante a mudanca de varidvel x =y — % . Tal reducdo
era conhecida por Tartaglia e tal fato foi determinante para que o mesmo vencesse O

duelo contra Fior. Sendo assim, Tartaglia tinha conhecimento de um método geral para

resolucdo de equagdes deste tipo.



Historicamente, as equagdes do segundo grau surgiram por volta de 1700 a.C. e
jé levavam a resolu¢des com radicais negativos, mas em momento algum hé registros
de que estas foram responsdveis ou sugeriram o uso dos nimeros complexos.

Equacdes eram vistas como uma formulagdo matemdtica de problemas
concretos e quando na resolucdo apareciam raizes quadradas de ndmeros negativos, era
um indicativo de que o problema apresentado ndo possuia solu¢do. E somente as
equagdes do terceiro grau trouxeram posteriormente a necessdria utilizacdo dos
numeros complexos.

No ano de 257 d.C., Diophanto, na obra Arithmetica traz o seguinte problema:
“Um triangulo retangulo tem 4area igual a 7 e perimetro de 12 unidades. Encontre o
comprimento dos seus lados. ”

Na notacdo atual, adotando-se por x e y para representar o comprimento dos

catetos, tem-se:

122 = x%2 + y?
1 =7
2=

x2+ y2= (12—x—y)?
Tomando-se y em fungdo de x, se obtém a equacdo:
24x% —172x + 336 =0

A= (—172)% — 4(24)(336)
A = 29584 — 32256
A= —-2672

2
. . . 172 . ~
Ele observou que s6 solucionaria se (T) > 336.24 . Sendo assim, ndo houve

solugdo. Logo, ndo ha necessidade de se buscar e trazer um sentido para a expressao

V—2672, sendo —2672 o discriminante da equacao.



Anos mais tarde, no século XII, o matematico indiano Bhdskara (1114-1185)

escreveu sobre o assunto:

“O quadrado de um afirmativo € afirmativo; e a raiz quadrada de um
afirmativo é dupla: positiva e negativa. Nao hé raiz quadrada de um

negativo; pois ele ndo € um quadrado.”

Séculos mais tarde, os tais problemas sem solugdo, cujas raizes quadradas
continham nimeros negativos foi citado na obra de Cardano, no capitulo 37 do Ars
Magna, ele apresentou o problema de dividir o segmento de medida 10 em dois outros
cujo produto seria 40. Ao denominarmos um segmento por x e outro por (10 — x),

obtém-se a equagdo do segundo grau:
x2—10x+40=0

Cuja solugao € representada por:
S = {5+v-15}

Embora respeitasse seus contemporaneos mediante a tais resolucdes ditas

inexistentes quando as raizes fossem negativas, apds o problema apresentado ele
escreveu: “deixando as torturas mentais envolvidas e multiplicando 5+ v—15 por
5 — +—15, obtém-se 25 — (—15), que € igual a 40.”

Ignorando-se mais uma vez o fato das respostas apresentarem raizes negativas.
Ao final, ele denomina essas expressdes por raizes sofisticas da equacdo sendo “tdo
sutis quanto iniiteis” .

A necessidade dos nimeros complexos era iminente, € um dos admiradores da
obra escrita por Cardano, o engenheiro hidrdulico italiano Raphael Bombelli (1526-
1573) nascido em 1530 na cidade de Bolonha, julgava que o texto contido na mesma
ndo era tdo claro e se propusera a escrever um, sobre os mesmos assuntos, no qual um

principiante conseguisse ler e estudad-lo sem a necessidade de qualquer outro suporte ou

referéncia.
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Sendo assim, em 1572, na cidade de Veneza, publicou, em trés volumes, a obra
I’Algebra, que anos mais tarde se tornaria bastante reconhecida e relevante. Em um dos
capitulos ele faz o estudo de equagdes cujo grau ndo era superior a quatro. Uma das
equagdes usadas como exemplo x3 = 15x + 4 se utiliza da férmula apresentada por

Cardano e obtém a raiz:

x = 3\/2+ vV4-125 + 3\/2— 4 —125

3 3
X = \/2+ v—=121 + \/2— Vv =121

Ele também denomina a raiz representada na expressao como sofistica e percebe
ainda que x = 4 é de fato uma raiz da equacdo proposta. E apesar dos radicais de
nimeros negativos hd uma solugdo para a equacdo que propoOs. Faz-se necessdria a

compreensio do fato:
(2+V=1) = 22 +3-22 V=1 +3-2-(V=1) + (V=1)°
Sendo:
(V=1)'= (VD) - (VD) = —v-1
Entdo:

(2+ V=1)’ =8+12V=1-6- V=1
(2+ V1) =2 +11v=1
(2+ Vv=1)' =2+ V=121

Logo, retomando a equacdo percebeu que:

3 3
x = \/2+ v—=121 + \/2— v —121

11



x=(2+V-1)+(2-+V-1)=4

E realmente, ao substituirmos na equacgdo, percebemos a validade da resposta:
x3—15x—4=0=> 43—-15-4—-4=0
Ele notara a clara importancia do seu achado e diz:

“Eu achei uma espécie de raiz cibica muito diferente das outras, que
aparece no capitulo sobre o cubo igual a uma quantidade e um
nimero.

... A principio, a coisa toda me pareceu mais baseada em sofismas que
na verdade, mas eu procurei até que achei uma prova... .

Isto pode parecer muito sofisticado, mas, na realidade, eu tinha essa
opinido, e ndo pude achar a demonstracio por meio de linhas
[i.e.geometricamente], assim, tratarei da multiplicacdo dando as

regras para mais € menos.”

As dificuldades para escrita da época eram evidentes, por exemplo, a expressao

encontrada acima /2 + V—121 era escrita na forma R® |2pR|0 — 121]|, sendo R
radix para raiz quadrada, p plus para indicar a soma e R para raiz cibica.

O trabalho de Bombelli, foi extremamente importante para os estudos
posteriores de tais nimeros, sendo os niumeros complexos utilizados para resolver
equagdes de terceiro grau, porém haveria uma contradicdo eminente sobre a ndo
existéncia destes numeros. O primeiro a admitir, para raizes imagindrias, uma
associacdo e construcdo com elementos geométricos foi o inglés John Wallis (1616-
1703), gedmetra, professor da universidade de Oxford. Em sua obra Tratado de
Algebra (1685), 0 mesmo constava sua nova perspectiva, cap. LXVI (Vol. II, p.286) na
versdo em latim. Esta ja tinha sido relatada em uma carta enderecada a John Collins,
datada em 6 de maio de 1673, a qual consta uma constru¢ao ainda diferente das
encontradas em seu livro. Wallis ao fim de um problema apresentado em seu livro

conclui:
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“Nao podemos dizer que € 40, nem -40... Mas sim que é v—1600 (a

suposta raiz de um quadrado negativo) ou

10v—16 ou 20v—4 ou 40v—-1."

Devido a época, essa conclusdo nao foi explorada e nem teve a repercussao por
parte dos seus contemporaneos.

Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783), dedicado a Matematica, apesar de ter
estudado medicina e direito inicialmente, focou-se em dlgebra, em equacdes
diferenciais, ordindrias e parciais, nas aplica¢des do cdlculo e nas fun¢des de varidveis
complexas, mecanicas e dindmicas. No ano de 1747, publicou em sua obra Reflexions

sur la cause générale des vents que expressdes algébricas referentes aos nimeros
complexos sdo da forma a + bvV—1 . Porém, sem formular uma prova mais satisfatéria
para outras expressdes como da forma (a + bi)€*4) o que posteriormente seria
estudado por Euler.

Abraham De Moivre (1667-1754), nascido na Franca e tendo ido morar na
Inglaterra desde os 18 anos de idade, estudou sozinho Matemdtica baseado na obra
Principia de Newton, teve seu foco de trabalho em trigonometria, probabilidade e
célculo de anuidades. Teve seus trabalhos publicados pela primeira vez em 1707, dando
continuidade apenas em 1722 aos seus estudos e trabalhos de quinze anos atrds, quando
chegou as féormulas usadas nos livros didéticos atuais, a Primeira e Segunda féormulas
de De Moivre, utilizadas para a radiciacdo e potenciacdo dos nimeros complexos, que
serdo demonstradas e citadas de forma mais abrangente nas secdes a seguir. Seu estudo
se restringiu a casos particulares, sem nunca enunciar ou demonstrar os casos gerais de
tais féormulas.

A demonstra¢io acima coube a Leonhard Euler (1707-1783), em 18 de outubro
de 1740, enderecou uma carta a Jean Bernoulli afirmando que “y = e + e ¥ ey =

2cos@ eram solucdes de uma mesma equagdo diferencial” e em 1743 publicou o

resultado:

Py e"i® el e~io
cosp = ———— esenp = ————
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Em 1748, demonstrou a formula de De Moivre e estendeu a validade do seu
resultado para todo expoente real n. Sendo assim, a existéncia de raizes no campo
complexo se estabeleceu de forma definitiva. A compreensdo de Euler sobre os
complexos era bastante direta, tdo como sua utilizacdo, apesar dos desafios que tal
conjunto numérico apresentava a época para ele e seus contemporaneos. Se auto
questionava sobre a legitimidade de tais nimeros, o que pode ser notado em um trecho
da sua obra Vollstdndige Anleitung zur Algebra, de 1768, em que relatou:

113

. a raiz quadrada de um nimero negativo ndo pode ser incluida
entre os nimeros possiveis. Consequentemente, devemos dizer que
esses sdo nimeros impossiveis. E essa circunstincia nos conduz a tais
nimeros, que por sua natureza sdo impossiveis, e que sdo chamados
costumeiramente de imagindrios, pois eles sO existem na

imaginacgdo.”

Segundo JUNIOR, 2009, a atual representagio geométrica dos nimeros
complexos € atribuida ao noruegués Caspar Wessel (1745-1818), sendo reconhecido
como o primeiro a ter apresentado as regras para esta tal composicdo. Em 1797
apresentou ao Royal Danish Academy of Sciences and Letters seu trabalho, em
dinamarqués, que fora publicado apenas apds dois anos no jornal da academia. A sua
proposta estd baseada em uma evidente consideracio em que a variacdo de direcdo
oriunda das operacdes algébricas também poderia e deveria ser representada por
simbolos. Wessel ndo tinha pretensdes em desconectar a Algebra da Geometria. Embora
continuasse fiel ao espirito cartesiano, para ele, a geometria analitica trazia a aplicagdo
da Algebra a Geometria, vista como uma ideia moderna a época. De inicio, ndo havia
diferencas relevantes em relagdo ao trabalho de Descartes, somente restavam ddvidas
em relagdo a apresentagio, por exemplo, do produto (—1) - (—1) = 1.

Na pesquisa para uma “realizacdo geométrica” dos objetos contestados, o suico
Jean-Robert Argand (1768-1822) teve uma intuicdo muito similar a de Wessel. Seu
trabalho é visto como o mais esclarecedor na representagdo das quantidades
imagindrias. Apesar de modesto pesquisador, sua obra contribuiu como uma das
grandes descobertas do século XIX, as quais s@o citadas até os dias atuais em todos os
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livros didaticos que abordam o tema nimeros complexos, titulos como ‘“‘representacdes
de Argand e “plano de Argand’ nos remetem a grande relevincia de seu trabalho.
Muitos matematicos de grande renome, das mais diversas nacionalidades o descrevem
como o verdadeiro ‘“engenheiro” desta nobre e importante descoberta. O
reconhecimento ndo ocorreu de forma imediata, devido a simplicidade dos exemplos
fornecidos por Argand, através de peso, capital e temperatura.

Carl Friederich Gauss (1777-1855) foi o real responsdvel por ampliar a
aceitacdo da interpretacdo geométrica destes nudmeros. Desde 1815, ja conhecia a
representacdo grafica dos complexos embasado pelo seu conhecimento em relacdo a
demonstracdo do Teorema fundamental da Algebra.

Porém, como ficariam nimeros que tivessem partes além das tais imagindrias?
Como representa-los? Gauss trouxe a forma bidimensional a estes nimeros, através do
plano cartesiano complexo, no qual todo complexo poderia ser representado através de
um par de coordenadas. Em 1831, escreve um artigo referindo-se aos matematicos
ainda receosos sobre a existéncia de tais nimeros: “O significado intuitivo dos niimeros
complexos fica completamente estabelecido e ndo se precisa mais para admitir estas
quantidades no dominio da aritmética.”.

Este conceito matemdtico fundamentado dentre séculos de pesquisas, possui
seus colaboradores até chegar na abordagem atual. Seguem alguns abaixo, em distintos

paises e momentos, relevantes para tal contetido:
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2 - eDescobriu uma férumula geral para resolver
Tartagha (1500 equacdes do tipo x3 + px+ q = 0;

1557) *N3o publicou a sua descoberta.

Cardano (1501' ePublicou em sua obra Ars Magna a férmula de
1576) Tartaglia.

eSeguiu os estudos de Cardano;
eEscreveu, baseado em Cardano, sua obra

Bom be| |I(1506- | Alge'bra que se_tornou bastante relevante;
eConsiderou a raiz quadrada de -1 como um
1573) ndmero imaginario;
eDesenvolveu regras para trabalhar com esse
numero.

eUsou pela primeira vez a notagdo i para

Euler (1707-1783) representar a raiz quadrada de -1;

eDemonstrou a formula de De Moivre.
eEstudou a representacdo geométrica dos

Gauss (1777- nimeros complexos;

1855) *Em 1832, introduziu a expressdo "numeros
complexos" para designar esses nimeros.

Figura 1 — Tabela 1: Resumo periodo histérico

2.2. A Matematica dos Niimeros Complexos

Esta secdo procura diferenciar os trabalhos ja escritos sobre o tema em questao,
com uma linguagem mais simples, e procura como publico alvo professores que ndao
trabalham tal assunto por limitacdes de nio o terem visto no seu ensino médio regular
nem tampouco na graduacdo. Para a abordagem a seguir serd utilizado o conceito de
vetores, assunto pouco trabalhado nas aulas de Matematica e mais usual nas aulas de

Fisica. Serdo apresentadas também as defini¢des referentes aos nimeros complexos.

Definicao 1: Define-se o vetor determinado por um segmento orientado AB é o

[©2]

conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes a AB.

v = {XY/XY~AB},XY é um segmento qualquer do conjunto.




O vetor determinado por AB € indicado por AB ouB — Aou.

Um mesmo vetor AB é determinado por uma infinidade de segmentos

orientados, denominados representantes desse vetor, sendo todos equipolentes entre si.

Figura 2 — Representagdo de um vetor dados os extremos

A partir das coordenadas de um vetor € satisfatério que tomemos o ponto A

como origem do sistema de coordenadas cartesianas, definindo-o por ¥ = OP, sendo O

aorigem (A4 = 0) e P um ponto qualquer de R?.
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Figura 3 — Representagao genérica de um vetor no plano cartesiano

Da defini¢do acima, todo vetor possui mddulo, obtido cartesianamente a partir
do célculo da distancia entre dois pontos dados do plano, sendo o médulo a hipotenusa
de um triangulo retingulo de catetos previamente conhecidos. Em 0P = (a,b), os

catetos sdo ae b, logo o médulo de ¥ € definido por |¥| = Va? + b?, calculado
através do Teorema de Pitdgoras, cujo quadrado da hipotenusa é igual a soma dos

quadrados dos catetos.

Figura 4 — Médulo de um vetor

Definicdo 2: C é o conjunto dos elementos da forma a + bi,a € Reb €
R, munido das operacdes de soma e produto. Sejam os nimeros complexos ‘
' zy =a+ bi ez, =c+ditem-se: ‘
| S:zy+z,=(a+c)+ (b+d)i

‘P:zl-zz=(ac—bd)+(ad+bc)-i




Observagoes:

. Um nidmero complexo é um nimero da forma z = a + bi, onde a, b sdo

nimeros reais chamados, respectivamente, parte real e parte imagindria

de z e i € dita unidade imaginaria.

II. A definicdo de cada uma das operacdes é motivada pelas propriedades

dos reais, considerando i = —1.

Adicd@o: 7, +z, = (a+ bi) + (c+ di)

|zl+zz=(a+c)+(b+d)i|

Multiplicacd@o: 7z, - z, = (a+ bi)(c+ di)

Z,'Zy =ac+ad-i+bc-i+bd-i? comi? = -1

|21 -z, = (ac — bd) + (ad + bc)i|

II. O simétrico de um nimero complexo z é dado por —z = —a — bi.

IV. A subtracdo de dois niimeros complexos, z; e z,, € dada por:

7y — 73 =71+ (—23)

Definicdo 3: Dado um nimero complexo z = a + bi, definimos o seu conjugado

como sendo o nimero Z = a — bi.

Observagoes:

V. O produto entre um complexo z e seu conjugado Z é:

z-Z= a*+b? €R
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Proposicdo: Todo nimero complexo z # 0 possui inverso z~1 dado por:

Demonstracdo:

Sejam os ndimeros complexos z; = a + bi e z, = x + yi, tais que

z1 * Zz5 = 1. Logo:

(a+bi))-(x+yi)=1
(ax —by)+ (ay + bx)i=1

(ax—by)=1e(ay+bx)=0

Uma das féormulas de solucionar esse sistema serd utilizando-se a Regra

de Cramer, cuja matriz sera:

{ax—by=1 N (a —b51

bx +ay =20 b a

Sendo os determinantes A, Ax, Ay dados por:

A solugdo do sistema S = {(Afx,%y)}:

a -b
5= {<a2 +b?’a? + bz)}
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x=—2_ey= -2
"~ a?+b? y_a2+b2

O inverso (z; 1) representado por z, = x + yi serd

VL

Observacdo: Assim como na defini¢do das operacdes de soma e multiplicagcdo, aqui €

possivel obter a divisdo por intermédio das propriedades dos reais, considerando
2= —1:

_ Z; a-+bi
Z1.Z2 == -

Z_c+di

Multiplicando-se o numerador € o denominador da fragdo pelo conjugado do
denominador, obtém-se:

zg _a+bi c—di
z, c+di c—di

Zq

(ac—ad-i) + (bc-i—bd-i?)
Cz_d.iz

Z,

Zy (ac+ bd) + (bc — ad)i
Z, c? +d?
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Essa € a forma mais utilizada pelos livros diddticos e respectivamente pelos

docentes da educagao bdsica, vista como mais acessivel no universo dos alunos.

2.2.1. A Geometria dos Niimeros Complexos

Geometricamente, um nimero complexo z = a + bi pode ser representado por
um ponto no plano cartesiano, cujas coordenadas sdo dadas por (a,b). Sendo assim

podemos identificar o conjunto C dos nimeros complexos com o conjunto R?. Além

disso, tomando-se P por (a, b), temos o vetor z’ = 0P = (a,b).

o

P(a,b)

Figura 5 — Representacao geométrica de um nimero complexo

A partir da representacdo acima, sejam os nimeros complexos z; = a + bi e

Z, = ¢ + di. Assim, tem-se:

z1+2,= (a+c,b+d)
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z1—2;= (a—c,b—ad)

Obtém-se |z| através do Teorema de Pitdgoras, sendo |z|?> = a? + b? e a partir

da observagdo VI, conclui-se que:

2= Vz 2

Afinal faz sentido, pois o produto z - Z € real, como visto acima e por isso o
médulo |z] € R*.

Define-se a partir de Z, Z como conjugado do vetor Z. Tomando-se os dois
vetores a partir da mesma origem, t€ém-se um tridngulo isésceles de base 2b e altura a.
Denomina-se o médulo dos vetores citados pela letra grega p. E possivel obter através

de uma rotagdo vertical em relagdo ao eixo das abscissas.

) I F(a6)
2
: .
| i
g
N ;{a,—b}

Figura 6 — Representagao do nimero complexo e seu conjugado

A partir da representacdo de complexos por pontos pertencentes ao plano, temos
que a adicdo e subtracdo de dois ou mais complexos da-se por vetores construidos a

partir da origem do plano. Por exemplo, dados os vetores U e ¥, constréi-se U a partir
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da origem, obtém-se (W + V) através da transla¢do de V" em relagdo também a origem.

Sendo a soma de vetores obtida no plano através da regra do paralelogramo ao se

colocar os dois vetores através da mesma origem, toma-los como lados de um

paralelogramo e o vetor soma resultante serd a diagonal desse paralelogramo. Outra

maneira de obter a soma vetorial € através da constru¢do de um tridngulo colocando-se

a origem de um vetor sobre a extremidade do outro e o vetor resultante € obtido através

da origem do primeiro e extremidade do dltimo, independente da ordem, afinal a soma

vetorial é comutativa, isto é, U + U = ¥ + 1U. Abaixo a soma estd sendo construida

através da regra do paralelogramo:

-4

Figura 7 — Representacao geométrica da adi¢cao de vetores

-2 0

A diferenga de vetores € feita de maneira anéloga, o vetor i — ¥ € obtido apds

a construgio de U a partir da origem e o vetor —¥, dado ¥ = (c,d), temos que —v =

(—c,—d), simétrico em relag@o a origem.
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.

2 2 0 2 4

—4 J

Figura 8 — Representagdo geométrica da subtracdo de vetores

Em ambos os casos acima, utilizou-se tanto para a soma (U + ¥) quanto para a
diferenca (U —7), a regra do paralelogramo para adicionar vetores em plano
cartesiano, na qual os vetores dados sdo os lados de um paralelogramo e a resultante é

obtida através de sua diagonal.

Definicdo 4: Dado um nimero complexo z =a + bi, define-se a forma
trigonométrica ou polar como sendo a representagao

z= p-(cosO +i-senf) = p-(cis(H)).

Define-se por argumento de z, o angulo 8, obtido a partir do eixo horizontal, no
sentido anti-hordrio, medido até o vetor Z, conforme a circunferéncia trigonométrica e
seus respectivos angulos e quadrantes. E o seu mddulo |z| sera representado, em muitas

demonstracdes e operacdes, pela letra grega p. A partir do mesmo temos o cateto

adjacente ao angulo reescrito por e o0 cateto oposto por , tomando-

se 0 novo par de coordenadas |(p - cos6, p - senf) | .
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p.senf =b

a=p.cos0

Figura 9 —Representagdo geométrica das coordenadas polares do nimero complexo z

Para representar geometricamente as operagdes de multiplicacdo e divisdo,

vamos utilizar a forma polar dos nimeros complexos, dada por

z; = p; (cosB; +isenb;) e z, = p, (cosH, +isenb,).

Multiplicacdo

71" Z, = p1 - P2 (cosB; + isenB;)(cosbH, + isenh,)

2,25 = p1p2[(cosB;cosh, — senb;senb,) + i(senb cosb, + cosf,senb,)]

21" 23 = p1pzlcos(6y + 6;) + i - sen(6; + 6,)]

Na ultima igualdade foram utilizadas as férmulas de adi¢do de arcos:

sen(a + b) = sen(a).cos(b) + sen(b).cos(a)
cos(a + b) = cos(a).cos(b) — sen(a).sen(b)
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Imaginario

zZ X w

0+

0 Real

Figura 10 — Representagéo do plano cartesiano contendo a multiplicagdo de dois nimeros
complexos

Inverso

Para um caso particular, se |z| = 1, entdo o inverso de z é o seu conjugado.

Figura 11 — Representagao do nimero complexo z e seu inverso z~! no plano cartesiano

limitados por uma circunferéncia de raio unitario

Divisdo

O quociente z—l , sendo z, # 0, € definido através do produto de z; pelo inverso
2

de z,:

Z1  Z1-Zy

Z3 B |z, |2
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E pode ser representada também da seguinte forma:

De maneira analoga, faz-se a racionaliza¢do do denominador e obtém-se:

zy _ p1(cosb; +isenb;)

Z, Py (cosB, +isenB,)

41
Zy

— = % (cos(8, — 0,) +isen(6, — 65))

2

Imaginario
z

Real

Figura 12 — Representagéo do plano cartesiano contendo a divisdo de dois nimeros complexos

As aplicagdes geométricas sobre o plano e as férmulas foram inicialmente

construidas, com exemplos simples, pelo matematico francé€s Abraham de Moivre

(1667 — 1754) e posteriormente por Euler.

2.2.2. A primeira féormula de De Moivre

z" = p" (cos(nB) +i-sen(nh))
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Prova:

Sera realizada a demonstragdo por indugdo.

Paran=1:

zt = pl-cis(1-8) = p - cis @

Como hipétese de inducdo, suponha que a férmula seja valida para n = k, isto

zk = p*-cis(k-0) = p*[cos(k-0)+i-sen(k-6)]

Entdo, tem-se paran =k +1:

ZKt1 = pk*l.cis[(k + 1) - 6]

LK1 — Sk 41

zkt1 = p*.cis(k-6) - p - cis O
zt = pk.p-cis(k-6 + 0)
Zk+1 = pk*1. cis[(k + 1)6]

Para n inteiro e negativo:

Seja k, inteiro e positivo, tal que n = —k :

1
(p-cis@)k

z" = (p-cis®)" = (p-cisf)™* =

B 1(cos0 + isen0)
— pk-cis(k-0)

= p*-cis(0—k-6)

1
= p_" cis(—k-6)

= p"-cis(n-0)
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2.2.3. A segunda formula de De Moivre

n _ ~ _ on[o . 0+360°-k) ) (9+360°-k)
wh =z entiow = \/5 (cos (—n +isen —))
onde k €eN,0 <k <n.

Segue a demonstragdo da mesma:

Sejaz = € - cisa:

z" = (€ - cisa)™ = p-cish

Ao aplicar a primeira férmula de De Moivre ao primeiro membro desta equacao,

temos:

e"-cis(n-a) = p-cisd
Para que dois complexos na forma trigonométrica sejam iguais, é necessario e
suficiente que tenham argumentos congruentes € modulos iguais:

0 + 2km
n

e"=p=>¢ec="pena=0+2kn=>a=

Sendo assim:

n . " 0+ 2kn 0 + 2kn
\Jpcisd = ﬁ(cosT+l-senT>,kEZeO <k <n

As raizes enésimas de um ndmero complexo ndo nulo z sdo n nidmeros

complexos distintos de mesmo mdédulo /p e os seus argumentos compordo uma
- N o 0 . ~
progressdo aritmética de primeiro termo - . Tomando uma breve interpretagdo

geométrica, dado as raizes enésimas de z , as imagens dessas raizes no plano complexo
serdo vértices de um poligono regular de n vértices inscrito numa circunferéncia de raio
“/p e centrados na origem do plano complexo. A explorar a partir desta, questdes

envolvendo dreas, apdtemas e perimetros de poligonos regulares e ainda circulos e

circunferéncias.
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Abaixo, a representacdo das raizes enésimas de z dadas por w;,i € N, em uma

1 o
. N . = A 360
circunferéncia de raio pn e angulos % + k- — k € N.

Im
360° 360°
we (F+3-——) wy (L4 2-=—)
n n
. w ((p 360“)
we (qa _360) z2\p T
P
, wi ()
p]’i
Re
3607
7 Wn(%_l_ (n—-1) — )
4

Figura 13 — Representagéo do plano cartesiano contendo as raizes enésimas obtidas através
da 22 férmula de De Moivre

Diferentemente dos demais conjuntos numéricos, ndo € possivel ordenar os
numeros complexos, ou seja, dizer quem € maior ou menor. Talvez o calculo de seu
modulo poderia representar tal tamanho, todavia esbarraria na condi¢do de termos
infinitos complexos de mesmo ‘’tamanho’’ sendo iguais mesmo com escritas distintas,

0 que seria uma grande contradicao.
2.2.4. Rotacoes a partir de Complexos

Segundo CASTRO, Luciano as rotacdes obtidas a partir do produto de

complexos sdo as maiores contribui¢des dos mesmos em relacao a geometria.

Teorema: Sejaz € C, € o resultado da rotacdo em torno da origem por um angulo

de 90° no sentido positivo (anti-horario).

Observacdo:
VII.  As poténcias de i:
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Tornam-se ciclicos a partir de i3, geometricamente, como cada poténcia €

obtida da anterior multiplicada por i, entdo geometricamente nos indica giros de 90°:

LD
-

=]
= 4

Figura 14 — Representagéo geométrica do plano contendo os complexos {+1; +i}

VIII.  Seja o complexo z' = z.i:
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-2

wd

Figura 15 — Representagéo vetorialde z' = z - i

Os triangulos da cor cinza sdo congruentes, pois seus angulos sdo congruentes

entre si, no plano cartesiano z = (a,b) e z' = (—b, a):

z=a+biez =—-b+ai

Caso sejam feitas as contas, ao considerar as propriedades dos nimeros reais,

tem-se:

z' =iz =i(a+ bi)
z' = ai + bi?
z'=ai—»b

z'=—-b+ai
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2.3. Para que servem os numeros complexos?

Esta secdo traz um questionamento comum as aulas de Matematica,
especialmente de Numeros Complexos. Para que servem? O acesso a informagao traz a
necessidade de contextualizacdes constantes durante as aulas, sendo um desafio atual
para o docente nas salas de aula do Ensino Bésico. Na presente secdo, sdo apresentados
alguns exemplos de aplicacdes para os nimeros complexos.

As aulas de Matemadtica, em sua maioria, estdo pautadas por demonstragdes
matematicas seguidas de exercicios resolvidos. Sobre as demonstra¢des do teoremas e

férmulas, vale uma reflexdo, segundo (MATHIAS, p.8):

“As demonstragtes ndo sdo atos de certificacdo de verdades a priori
ou a manipulagdo matemdtica sem sentido, mas sim resultados
obtidos em circunstancias inerentes ao meio sociocultural e aos
desejos do matemadtico que demonstra. O objetivo final de uma
demonstracio € dar uma explicagdio que sobreviva ao crivo do
individuo, da escola, do meio cientifico e do meio sociocultural. A
sua necessidade, o seu aspecto, o seu tipo e a sua funcdo devem,
entdo, ser determinados pelos préprios meios que a demonstracdo
perpassa. Neste sentido, o verbo demonstrar ganha destaque, em
detrimento do substantivo demonstra¢do, situando uma acdo
fundamental do matemdtico, que tem inicio na necessidade e
interrupg¢do na suficiéncia, pardmetros socioculturais.”

Além das demonstra¢des, é importante trazer outras aplicagdes dos nimeros
complexos. E notdvel o papel importante de tais nimeros na Matematica, em rotacdes,
translagdes, trigonometria, geometria, além de outras dreas como astronomia, circuitos
elétricos, estudo de motores e correntes alternadas. Sao incontaveis as suas utilidades.

As aplicacdes dos nimeros complexos se dardo muitas vezes através de
féormulas bastante sofisticadas e especificas, as quais perderdo sentido caso sejam
demonstradas em turmas de ensino médio, por exemplo. Sua apresentacdo pode ser
feita de forma ilustrativa para acrescentar e despertar o interesse dos alunos para

estudarem esses nimeros de forma mais profunda posteriormente a esta aula.
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Para engenharia, os nimeros complexos sdo explorados em dreas como o
projeto de controladores que envolve sempre a escolha da localizacido de pdlos e zeros
do sistema em malha fechada, que deve ser traduzida através da escolha da estrutura do
controlador e dos seus paradmetros (como em controladores P, PI, PD e PID).

O PID (Proporcional-Integral-Derivativo) € o algoritmo de controle mais usado
na industria e tem sido utilizado em todo o mundo para sistemas de controle industrial.
A popularidade dos controladores PID pode ser atribuida em parte ao seu desempenho
robusto em uma ampla gama de condi¢des de funcionamento e em parte a sua
simplicidade funcional, que permite aos engenheiros operd-los de forma simples e
direta.

Como o nome sugere, o algoritmo PID € composto por trés coeficientes:
proporcional, integral e derivativo, que s@o variados para obter a resposta ideal.

Em um sistema de controle tipico, a varidvel do processo é o parametro do
sistema que precisa ser controlado como temperatura (°C), pressao (psi) ou fluido
(I/min). Um sensor € usado para medir a varidvel de processo e fornecer feedback para
o sistema de controle. O set point é o valor desejado ou comando para a varidvel de
processo, tais como 100°C, no caso de um sistema de controle de temperatura.

Veja um exemplo para a montagem de um sistema de controle:
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R(s)* K Cis)

s(s +8s+32)

1
(s+4)

K
s +12s° + 645" +128s

1+ G(s)H(s) =1+

1. Escrever o polindmio caracteristico do
modo que o parametro de interesse (K)
apareca claramente:

1
s*+12s? + 645" +128s

1+ KP(s)=1+K

2. Fatorar o polindmio P(s) em termos dos P(s) =
rp polos e Hz Zeros. s(s+4)s+4+4iNs+4—4i)
10
3. Assinalar os polos e zeros de malha
aberta no plano s com os simbolos 5
correspondentes: =
- 1IU b =5 2 -2 2
X = Polos e O = Feros.
O LGR comeca nos pdlos e termina nos -5
ZETOS.
-10
| o
Total de i
. . 2 polos e zeros
4. Assinalar os segmentos do eixo real que (n® Par) 5
sdo LGR. »
Re
-10 i -6 -4 -2 o -
O LGR se situa & esquerda de um mimero S -
impar de pélos e zeros. Total de
1 polos e =eros
(n® Impar) L1o
5. Determinar o n® de lugares separados, LS=np=4

6. LGR é simétrico em relagio ao eixo real |

Figura 16 — Montagem de um sistema de controle:PID

Test point

&

Figura 17 — Representacao de dois pontos de teste para a montagem de um sistema de controle
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Os itens a e b, na figura, sdo angulos de dois pontos de teste em relac@o os pdlos
e zeros G(s)H(s).

Como G(s)H(s) é um ndmero complexo, podemos escrever as seguintes
equagdes:

Condig¢io do médulo: |G(s)H(s)| = 1.

Condigao do angulo: £180°. (2k + 1),k € N.

Tais nimeros tém aplicacdes para Aerodinidmica, Joukowski (1906) utilizando
transformacgdes geométricas, denominadas transformagodes conformes, técnica usada
para solucionar problemas com dominios complexos que tem sido utilizada em outras
areas da engenharia, como hidrodindmica, dindmica dos fluidos, equacgdes diferenciais
parciais, além da propria aerodindmica. Esta € uma extensdo do cdlculo de solugdes
exatas de problemas com valores na fronteira para regides simples, como circulos,
quadrados e anéis e podem ser resolvidas com relativa simplicidade incluindo-se o caso

de fronteiras de maior complexidade.

A funcdo adotada € f(z) = z + i , que representa a soma da identidade com a
respectiva inversa multiplicativa. Sendo assim, para a circunferéncia de raio unitdrio
centrada na origem definida como o conjunto de pontos da forma z = e'?, 0 <8 <
2m , tem-se f(z) f(z) = e + e7¥ = 2cos(h) = 2.Re(e?). A circunferéncia

transforma-se em um segmento de reta no eixo real complexo.

Figura 18 — Transformagéao da circunferéncia unitaria no conjunto de pontos pertencentes a
reta real

A partir desta, podem se construir outras fungdes e modelos, através de
dilatacOes na circunferéncia e deslocamentos do centro ao longo do eixo real. Uma das

aplicagdes das transformagdes conformes, desenvolvida por Joukowski, foi o
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desenvolvimento da teoria de aerofdlios usando funcio de varidvel complexo, através
do deslocamento do centro da circunferéncia no plano complexo. Aplicando a
transformacdo de Joukowski nos modelos matemadticos de aerofélios sobre um cilindro
(ou circulo no caso bidimensional), os engenheiros aeronduticos estabelecem previsdes
das forcas de sustentacdo e arrasto nas asas de um avido cujas secdes transversais
possuem certas formas de aerofdlios, que permite calcular a forca do levantamento
responsavel pela sustentacao do voo de um avido.

Em outras areas, como na eletronica e eletricidade, a analise de circuitos de
correntes alternadas € feita com a ajuda de nimeros complexos. Grandezas como a
poténcia aparente (medida em volt-ampere) e a impedancia (medida em ohms) sdo dois
exemplos de quantidades complexas. A impedancia, por exemplo, quando escrita na
forma complexa, respectivamente na forma polar, seu argumento (angulo) representa a
defasagem entre a corrente aplicada e a corrente no circuito e o seu modulo representa a
resisténcia elétrica. J4 a poténcia aparente, quando representada na forma complexa
polar, seu argumento descreve a defasagem entre a tensdo e a corrente, sendo o cosseno
deste angulo importante na determinacdo do aproveitamento de energia que estd sendo
gasta. E importante observar que, na Fisica e Engenharia, quando representamos um
nimero complexo, usamos j ao invés de i para representar a unidade imagindria, pois
para estas duas dreas, i representa a corrente elétrica.

Como o corpo dos niimeros complexos facilita desenhar ou modelar qualquer
forma da natureza, como a geometria fractal (formas geométricas de dimensao
fraciondria, que servem para descrever formas irregulares da superficie terrestre, além
de modelar fendmenos imprevisiveis aparentemente), numa tela de computador
(computacdo grafica), pode-se dizer que estes t€ém sua funcdo, além da engenharia,

também na biologia.

3. Capitulo 2 — Os Niimeros Complexos e a Educacao Basica
Os nimeros complexos, segundo os parametros curriculares, sdo facultativos na

educagdo basica, sendo assim estdo presentes em algumas ementas e planejamentos

escolares e excluidos em outras.
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A seguir, no presente capitulo, ao longo das secdes serdo apresentados os
nimeros complexos sob os pontos de vista dos Pardmetros curriculares nacionais
(PCN’s) e das Orientagdes curriculares para o Ensino Médio, a anélise de quatro livros
didaticos utilizados amplamente no ensino médio e por ultimo a visdo dos docentes,
que atuam nas redes publica e privada, através de um questiondrio respondido pelos
mesmos, para avaliar a atual abordagem nas diferentes escolas em suas distintas

realidades.

3.1. Ensino dos Nimeros Complexos

Os ndmeros complexos sdo ensinados atualmente ao final do terceiro ano do
ensino médio na maioria das escolas e em alguns casos deixado de fora das ementas
curriculares. Esta linha facultativa é defendida nas Orientacdes Curriculares para o

Ensino Médio (p.93 e 94):

“Outro tdpico que pode ser tratado como tema complementar € o
estudo mais aprofundado dos nimeros complexos. Por um lado,
podem-se explorar os aspectos histéricos da introdu¢do dos niimeros
complexos e de seu papel fundamental no desenvolvimento da
dlgebra. Por outro lado, podem-se explorar as conexdes entre as
operagdes com numeros complexos e as transformacdes geométricas

no plano.”

Segundo os PCN’s, o ensino da Matemadtica deve contribuir para aplicagdo dos
conteddos ensinados em situagdes cotidianas, nos mais variados contextos entre outras
areas do conhecimento, além do desenvolvimento de estratégias que o guiem até
mesmo em suas atividades profissionais presentes ou futuras, independente da

sofisticagdo dessas técnicas:

“Em seu papel formativo, a Matemdtica contribui para o
desenvolvimento de processos de pensamento e a aquisi¢do de
atitudes, cuja utilidade e alcance transcendem o &mbito da prépria

Matemadtica, podendo formar no aluno a capacidade de resolver
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problemas  genuinos, gerando hdbitos de investigagdo,
proporcionando confianca e desprendimento para analisar e enfrentar
situacdes novas, propiciando a formacdo de uma visdo ampla e
cientifica da realidade, a percep¢do da beleza e da harmonia, o
desenvolvimento da criatividade e de outras capacidades pessoais.

No que diz respeito ao cardter instrumental da Matemadtica no Ensino
Médio, ela deve ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e
estratégias para serem aplicadas a outras dreas do conhecimento,
assim como para a atividade profissional. Nao se trata de os alunos
possuirem muitas e sofisticadas estratégias, mas sim de
desenvolverem a iniciativa e a seguranca para adapta-las a diferentes

contextos, usando-as adequadamente no momento oportuno.”

A inspiracdo deste trabalho se deu, pela importincia que foi dada a este

conteddo pelos professores que tive no Ensino Médio regular entre os anos de 2005 a

2007 ao citarem, por exemplo, a utilizacdo de tais nimeros na engenharia e que seus

estudos poderiam ser aprofundados e ampliados.

Tal assunto me despertou o interesse para pesquisd-lo e expor ao longo desta

dissertacdo e ao questionar a auséncia do mesmo nas salas de aula atuais foram

encontradas algumas explicacdes, como por exemplo, um quadro contido em PCN+

traduz bem essa auséncia ao mostrar que o contetido € facultativo e nio faz parte da

ementa obrigatéria das turmas de ensino médio, desde a primeira a terceira série, ao dar

énfase apenas a outros assuntos a serem abordados.

andlise gréfica;
sequéncias

numéricas; fungdo
exponencial ou

logaritmica.

Trigonometria do
triangulo qualquer

e da primeira volta

1* série 2%série 3série
Nocado de fungao; ® Fungdes seno, e Taxas de variacdo
funcdes analiticas COSSeno e de grandezas
e nao analiticas; tangente.
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Trigonometria no

triangulo retangulo

e Geometria plana: Geometria ¢ Geometria
semelhanga e espacial: analitica:
congruéncia; poliedros; sdlidos representacdes no
representacdes de redondos; plano cartesiano e
figuras propriedades equacoes;

relativas a posi¢ao; intersec¢ao e
inscri¢ao e posicdes relativas
circunscricdo  de de figuras.
sOlidos.

Métrica: 4dreas e

volumes;

estimativas

¢ Estatistica: Estatistica: analise e Probabilidade
descricao de de dados
dados; Contagem
representacoes
gréficas

Figura 19 — Tabela 2: orientagbes PCN+

A Matematica do ensino médio, de forma tradicional, introduz os ndmeros
complexos como a extensdo dos conjuntos numéricos. O isolamento do tema em
relacdo a resolu¢do de equacdes perde total sentido para aqueles que ndo dardo
continuidade dos seus estudos nessa drea e, assim, o mesmo pode ser tratado como
parte flexivel nos curriculos escolares.

Em consequéncia, outro tépico a ser conduzido como tema complementar € o
estudo mais aprofundado sobre os nimeros complexos. A se pensar, quao interessante é
explorar as discussdes em torno das brilhantes resolucdes geométricas que ajudaram a

elucidar certos problemas na Antiguidade e do seu papel fundamental no
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desenvolvimento da Algebra, além das conexdes entre as operacdes com numeros
complexos e as transformacdes geométricas no plano. Estes poderiam ser apresentados
e introduzidos através da historica necessidade de ampliacdo do conjunto de solucdes
de uma equagdo.

Desde o surgimento, em meados do século XVI, para utilizacdo em equagdes de
terceiro e quarto graus, estes numeros sempre foram tratados com desconfianga e
incertezas. Um pouco deste medo reflete-se nos nomes adotados como "complexos" e
"imaginarios".

Ao longo de dois séculos, XVI a XVIII, se deu a compreensdo sobre
propriedades geométricas e a percepcao que os mesmos nao sao apenas nimeros irreais.
Representam-se por vetores do plano, somam-se ou subtraem-se através de rotagdes do
plano e multiplicam-se por meio das translagdes do mesmo. Sem duvidas, a utilizagao
dos recursos computacionais sao de grande valia e tornam-se um instrumento relevante
nestas demonstragoes.

Todavia, o fendmeno da algebrizacdo tomou conta da maior parte dos
conteddos mateméticos ensinados nas escolas brasileiras, desconsiderando-se a riqueza
das aplicacdes geométricas. Sendo assim, para o aluno, ndo se perde a formalidade da
Algebra traduzida em suas equagdes e incégnitas, na cabeca dos mesmos apenas 0 "x"

nen

se tornara "i" no sentido oculto da unidade imaginaria. Validam-se assim apenas as leis
e propriedades operatérias da Algebra.

Segundo (SANTOS, CARDOSO e SACRAMENTO, 2013) a Algebra é
considerada uma das principais fontes de dificuldade enfrentadas em todos os niveis de
ensino, devido a md compreensdo de seus significados. Desta forma, é necessério
desenvolver o pensamento algébrico por meio de processos onde o foco na linguagem
ndo deva ser a Unica manifestacdo, assim como a manipulacao algébrica mecanica dos
processos.

Oportunidades de mostrd-los e demonstrd-los como entes geométricos sao
claramente desperdicados, mesmo ap6s chegar-se na dita forma trigonométrica ou polar
destes numeros, aquele que estd iniciando em tal contedido continua com a visdo
algébrica impregnada sem sequer aplicar os conhecimentos referentes aos numeros
complexos em problemas de geometria.

As provas pré-universitdrias, os vestibulares, concursos e as avaliagcdes

escolares elaboradas envolvendo este contetido ratificam ainda mais o uso continuo e
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exclusivo da édlgebra nas mesmas. Enunciados como "Calcule/ Determine/ Obtenha o
valor de (1 + 3i). (2 + i)" se tornaram prioridades. As variacdes nas questdes se ddo
em enunciados mais ou menos complicados, porém neste mesmo estilo e padrdo
algébrico. A falta de tempo e estrutura nas escolas, além da necessidade eminente da
contextualizacdo a todo custo debatida amplamente na pedagogia atual, dificultam mais
a cobranca de tal conteudo. Tais contextualizacdes mal formuladas sdo colocadas em

cheque segundo as Orienta¢des curriculares para o Ensino Médio, p.95:

“Vale uma ressalva sobre as ineficazes contextualizacdes artificiais,
em que a situacdo evocada nada tem de essencialmente ligada ao
conceito ou ao procedimento visado, como também ndo sdo
educativas as contextualizacdes pretensamente baseadas na realidade,

mas com aspectos totalmente fantasiosos.”

Veja abaixo uma definicdo comumente adotada em aulas sobre numeros

complexos:

“Denomina-se o conjunto € dos niimeros complexos por: C = {a + bi | a,b € R,i?* = —1},

sendo i a unidade imagindria.”

A definicdo acima € a mais presente nos livros didaticos ha anos. Vocg,
professor, consegue ver falhas na mesma?

Nos anos anteriores, ao longo do ensino fundamental, falou-se para os alunos
sobre as construcdes dos conjuntos numéricos até se chegar ao conjunto dos ndmeros
reais ao longo das séries anteriores e a defini¢do i = —1, gera questionamentos para
os proprios docentes que a estdo fazendo. Ao pensar, na dlgebra a todo custo, que vem
sendo praticada intensamente ao passar dos ultimos anos é, sem duvidas, satisfatério
associar as resolucdes das equacdes do segundo grau ao surgimento dos nimeros
complexos, o que ndo soa natural nos pontos de vista histérico e didatico. A longo
prazo, como dito anteriormente, o aluno trata a unidade "i" apenas como incdgnita
qualquer de uma equacdo dada que ele tenha aprendido. A se imaginar, este caminho
tornou-se mais natural do que parece, em vias das provas aplicadas sem quaisquer

exigéncias de demonstragdes e contetdos escritos pelos proprios discentes.
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As demonstragdes em sala de aula tém sido cada vez mais raras, por uma série
de fatores, aplicadas somente na pratica dos exercicios, nao despertando o potencial dos
alunos para conclusdes e formas intuitivas de pensar. Tal perfil escolar tem afetado no
rendimento universitdrio dos alunos, em sua maioria, jamais viram ou tentaram
qualquer demonstragdo. E as Orientagdes curriculares para o Ensino Médio (p.95)

mostram outro caminho:

“A histéria da Matematica oferece oportunidades de contextualizacio
importantes do conhecimento matemadtico, em que a articulagdo com
a histéria pode ser feita nessa perspectiva, tais como a crise dos
irracionais no desenvolvimento da ciéncia grega, que tem conexao
com obstaculos até hoje presentes na aprendizagem desse conceito.

A ampliacdo e o aprofundamento da explicitacdo da estruturacdo
légica da Matemdtica sdo necessdrios ao aluno do ensino médio,
devendo-se valorizar os vdrios recursos do pensamento matematico,
como a imaginacdo, a intui¢do, o raciocinio indutivo e o raciocinio
légico-dedutivo, a distingdo entre validagdo matematica e validagdo
empirica, e favorecer a constru¢cdo progressiva do método dedutivo

em Matematica. ”

Enfim, faz-se necessdria uma nova leitura que reavalie a aplicabilidade dos
complexos, pois as justificativas atuais para o uso dos mesmos estdo se esvaziando, a
expansdo algébrica € insuficiente para manté-los nas propostas curriculares atuais. Se
nao for pensada uma concep¢ao numérica nova, capaz de renovar a percepcao que os
nossos alunos tém das préaticas matematicas cotidianas que agem sobre as questdes de
medida e contagem, ¢ inutil tal expansdo dos complexos para ajudar na interpretacdo e
compreensdo de problemas apresentados. Esta nova ideia estaria conectada com a
habilidade que os nimeros complexos possuem para transformagdes geométricas no

plano.
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3.2. Uma breve analise dos livros didaticos

Foram analisados 4 livros didaticos usados pela maioria das escolas do pais para
as turmas de ensino médio. Ao longo das observagdes sobre os livros, iremos perceber
que os mesmos se assemelham bastante quanto ao corpo estrutural, exercicios
propostos e histéria contada sobre a origem e desenvolvimento do que se estuda
atualmente sobre o conjunto dos nimeros complexos. Serdo descritas a estrutura
adotada por cada um deles, desde o nimero de pédginas, volume, objetivos e pontos de
maior relevancia.

Pode-se perceber que o contetido nimeros complexos € voltado para turmas de
terceiro ano de ensino médio, como propdem os livros, em seus respectivos terceiro
volume das cole¢des voltadas para turmas de ensino médio.

As andlises serdo individuais para os quatro livros, ao trazer duas tabelas que
iniciardo e encerrardo cada uma destas. A tabela inicial conterd informagdes do livro,
desde o autor ao percentual de paginas dedicadas aos nimeros complexos, tema desta
dissertacdo. J4 a tabela final trard a defini¢cdo formal adotada pelo autor ou autores,
além das caracteristicas da abordagem, os objetivos gerais e os pontos relevantes a

serem destacados no capitulo e no livro.

MATEMATICA: Ciéncias e aplicacdes

Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo, Nilze de Almeida

EEEEEEEE——N——N—N—N—N——————_—_—.—_—_—_—_—~—_—_—___———_—_.———_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_——_—_—_—_—_—_._—._.—.

MATEMATICA: Ciéncias e
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aplicacoes
AUTOR(ES) e Jezzi, Gelson
e Dolce, Osvaldo
e Degenszajn, David
e Périgo, Roberto
e De Almeida, Nilze

EDITORA Saraiva
VOLUME/ ANO DA EDICAO 3;2010
NUMERO DE CAPITULOS 8
NUMERO DE PAGINAS 272

NUMERO DE PAGINAS DO CAPITULO DE 38 :~ 13,97%
NUMEROS COMPLEXOS (%)

Figura 20 — Tabela3: informagdes estatisticas do primeiro livro didatico analisado

Nesta sexta edicdo, 2010, o contetido encontra-se no volume 3, voltado para as
turmas de terceiro ano do ensino médio.

Esta presente no capitulo 5 desta edicdo, com inicio na pagina 122 e término na
pagina 159. Sao, ao todo, 9 subdivisdes do contetdo.

A introducdo do capitulo di-se por um trecho histérico desde Girolamo
Cardano, século XVI, a Gauss, século XIX, trecho comumente apresentado pelos livros
e trabalhos escritos sobre os nimeros complexos.

Para definir o conjunto dos nimeros complexos o autor traz uma abordagem por

coordenadas cartesianas:

Chama-se conjunto dos niimeros complexos o conjunto C de todos os
pares ordenados de nimeros reais para os quais valem as seguintes
definicdes:

(I) Igualdade: (a,b) = (c,d) ®a=ceb=d

(A) Adicdo: (a,b) + (c,d) © (a+c,b+d) 46

(M) Multiplicagdo: (a, b) - (¢,d) & (ac — bd, ad + bc)



ApOs os trés exemplos iniciais, os autores trazem observacdes importantes como
as poténcias da unidade imagindria e a representacdo geométrica dos ndmeros
complexos.

Em seguida, representam-se a forma algébrica, o conjugado, o quociente na
forma algébrica, o médulo e o argumento, a forma trigonométrica e suas respectivas
operacoes.

O livro procura conversar e interagir com o leitor propondo algumas situagdes:

Pense nisto: O método usado para calcular a raiz quadrada de um nimero complexo na forma

algébrica seria facilmente aplicdvel, caso o indice da raiz fosse um nimero maior que dois,

2 3 .
como, por exemplo, no calculo de V3 —4i?

Pense nisto: O método usado para calcular a raiz quadrada de um nimero complexo na
forma algébrica seria facilmente aplicdvel, caso o indice da raiz fosse um nimero maior que
dois, como, por exemplo, no célculo de VY3 —4i?

(MATEMATICA: Ciéncias e aplicacdes, vol.3, 2010, p.128)

Pense nisto: Como seriam demonstradas a 2° e a 7* propriedades?

(MATEMATICA: Ciéncias e aplicagdes, vol.3, 2010, p.131)

Pense nisto: Qual € a particularidade dos complexos (x+xi)" em que x € um nimero real nao

nulo e n é um nimero inteiro par?

(MATEMATICA: Ciéncias e aplicagdes, vol.3, 2010, p.134)

Pense nisto: Dado um complexo na forma algébrica, como vocé procederia para escrevé-lo

na forma polar, ou vice-versa, no caso de o argumento nio ser um arco notavel ?




(MATEMATICA: Ciéncias e aplicacdes, vol.3, 2010, p.144)

Ao longo do capitulo, algumas definicdes importantes também sdo destacadas

para o leitor:

A imagem de Z € o ponto simétrico da imagem de z, em relagdo ao eixo real.

(MATEMATICA: Ciéncias e aplicacdes, vol.3, 2010, p.130)

Geometricamente, 0 médulo de um niimero complexo € a distdncia de sua imagem a origem

do plano de Gauss.

Dois nimeros complexos sdo iguais se, e somente se, os seus modulos sdo iguais e seus
argumentos sdo congruentes.

(MATEMATICA: Ciéncias e aplicagdes, vol.3, 2010, p.142)

Geometricamente, a imagem de z.i é obtida de uma rotacdo de 90° da imagem de z, no sentido

anti-horario.

(MATEMATICA: Ciéncias e aplicacgdes, vol.3, 2010, p.147)

No presente capitulo, sdo 83 exercicios propostos, 25 complementares, além de

um desafio na ultima pagina. E ainda, outros 19 exercicios resolvidos.

Definicao formal Caracteristicas Objetivos do Destaques

da abordagem capitulo
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“Chama-se conjunto dos

ndimeros  complexos o
conjunto C de todos os
pares ordenados de nimeros
reais para os quais valem as

seguintes definicoes:

(I) Igualdade: (a,b) = (c,d)
& a=c e b=d

(A) Adigdo: (a,b) + (c,d) &
(a+c, b+d)

M)
(a,b).(c,d) < (ac-bd, ad+bc)

Multiplicagao:

Assim, z €C => z = (a,b),

emque a EReb ER. “

Ao longo de todo
capitulo ha
muitas  figuras
ilustrativas e
desenvolvimento
S geométricos,
mesclando com a
abordagem
algébrica das
férmulas

desenvolvidas e

demonstradas.

Os autores nao
trazem oS
objetivos a
serem
trabalhados no
capitulo,

porém ao ler o

mesmo, é
possivel

perceber que
traz as

defini¢des de
forma clara e
objetiva, com
demonstracoes
mais curtas e
formulas finais
destacadas

para 0s

leitores.

Desafios
propostos  aos
leitores ao longo

do capitulo;

Férmulas
principais
destacadas para

os leitores de
forma bastante

clara.

Figura 21 — Tabela4: resumo do primeiro livro didatico analisado

Matematica: Contexto & Aplicacdes

Luiz Roberto Dante




TITULO MATEMATICA: Ciéncias e aplicacdes

AUTORES Dante, Luiz Roberto
EDITORA Atica
VOLUME/ ANO DA EDICAO 3;2011
NUMERO DE CAPITULOS 8
NUMERO DE PAGINAS 264

NUMERO DE PAGINAS DO CAPITULO 36 : ~ 13,65%
DE NUMEROS COMPLEXOS (%)

Figura 22 — Tabela 5: informagdes estatisticas do segundo livro didatico analisado

Nesta primeira edicdo, 2011, o conteido encontra-se no volume 3, voltado para
as turmas de terceiro ano do ensino médio.

Esté presente no capitulo 6 desta edicdo, com inicio na pdgina 136 e término na
pagina 171. Foi subdividido e distribuido em 10 tépicos, além das atividades adicionais
e uma leitura histdrica final, presente na tltima pagina do capitulo.

O capitulo se inicia citando a relagdo dos nimeros complexos com a teoria dos

fractais:

O primeiro desses fractais ¢ chamado conjunto de Mandelbrot e as outras sdo réplicas
contidas nele. Por defini¢do, o conjunto de Mandelbrot é o conjunto dos pontos N do plano
complexo que satisfazem uma sequéncia iterativa, isto é, que se forma por repeti¢do de uma

ou mais agdes.

(Matemdtica: Contexto & Aplicagdes, Vol.3, 2011, p.136)
Em seguida, faz uma breve citacdo histdrica, ao longo de trés pardgrafos, em

uma linha do tempo iniciada no século XVI até o século XVIII. Propde 3 atividades

referentes as citagdes historicas anteriores.
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No primeiro tdpico, a introducdo, abordam-se e relembram-se os conjuntos

imagindria:

numéricos até chegar no conjunto dos nimeros complexos e a definicdo da unidade

Sabemos que, se x € R, entdo x?>>0. Assim, a equagdo x?>+1=0 ndo tem

solucdo em R, pois:

4+1=0=x*= -1=2x= +/-1

e ndo existe um nimero real x que elevado ao quadrado resulte -1. Por isso, temos de
estender o conjunto dos nimeros reais para obter um novo conjunto chamado de

conjunto dos nimeros complexos ( C).

(Matematica: Contexto & Aplica¢des, Vol.3, 2011, p.138)

Ja o segundo tdpico traz a definicdo dos niimeros complexos através de pares

ordenados:

Uma boa maneira de definir esse conjunto € a proposta por Gauss em 1831 e reforcada
por Hamilton em 1837 segundo o qual o conjunto dos niimeros complexos € um conjunto

de pares ordenados de niimeros reais em que estio definidas:

. Igualdade:
(a,b) = (c,d)a=ceb=d
. Adicio:
(a,b) = (c,d) e (a+c,b+d)
. Multiplicagao:

(a,b)-(c,d) © (ac—bd,ad + bc)

(Matematica: Contexto & Aplica¢des, Vol.3, 2011, p.138)
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A partir dai, os demais tépicos passam por forma algébrica, representacio
geométrica, conjugado, divisdo, mddulo, forma trigonométrica e suas respectivas
operacgdes bindmias, trindmias e outras aplicagdes.

Ao longo do capitulo o livro propde reflexdes:

Para refletir

. A 3 b
Numeros complexos da forma z=a+bi tém argumento ~ para a>0e 5 para a<0.

(Matemadtica: Contexto & Aplicagdes, Vol.3, 2011, p.161)

Para refletir

Para a>0:

. T . 3T
a + ai tem argumento 7 ;a+ ai tem argumento e ;

. 51 . 7T
—a — al tem argumento T ; —a — at tem argumento T .

(Matematica: Contexto & Aplica¢des, Vol.3, 2011, p.162)

Ao todo sdo 55 exercicios propostos que se dividem em atividades individuais e
em dupla, outros 9 de vestibulares brasileiros dos mais diversos estados da federagao,
além de 1 desafio adicional em equipe e outras 3 atividades iniciais sobre a histéria dos
numeros complexos. Além de 50 exemplos resolvidos, todos distribuidos ao longo dos

topicos.
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Definicao formal

Caracteristicas

da abordagem

Objetivos do

capitulo

Destaques

“Uma boa maneira de definir esse
conjunto é a proposta por Gauss
em 1831 e reforcada por Hamilton
em 1837 segundo o qual o
conjunto dos nimeros complexos é
um conjunto de pares ordenados
de ndmeros reais em que estdo
definidas:
. Igualdade:
(a,b)=(c,d)>a=ceb=d
. Adicao:
(a,b) + (c,d) > (a+c,b+d)
. Multiplicagao:
(a,b) - (c,d) > (ac — bd,ad
+ bc)"

Figura 23 — Tabela 6: resumo do segundo livro didatico analisado

Algébrica e

toma como
ponto de
partida

defini¢cdes de

autores que
contribuiram
com a

constru¢do do
conjunto  dos
nimeros

complexos. A
partir das
mesmas, toma
suas  proprias
notagoes,

apresentando
ainda as demais

propriedades.

Segundo 0
autor:

“Neste capitulo
estudaremos a

constru¢ao do

conjunto  dos
nimeros
complexos,
definindo suas
operagdes €
representacoes.

2

. Autor tnico
. Secao mostrando
outras aplicacdes

dos complexos:

-aplicacoes a
Geometria,
trazendo  alguns
exemplos
resolvidos, com
imagens

demonstrativas do

plano obtido;

-aplicacao a
Engenharia
elétrica

Leitura final

trazendo, ao longo
de uma pégina
inteira, um pouco
da  histéria dos
numeros

complexos.
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Matematica
Manoel Paiva

TITULO MATEMATICA: Ciéncias e aplicacdes
AUTORES Paiva, Manoel
EDITORA Moderna
VOLUME/ ANO DA EDICAO 32010
NUMERO DE CAPITULOS 10
NUMERO DE PAGINAS 440

NUMERO DE PAGINAS DO CAPITULO 41 ; ~ 9,32%
DE NUMEROS COMPLEXOS (%)

Figura 24 — Tabela 7 informagdes estatisticas do terceiro livro didatico analisado

Nesta segunda edicdo, 2010, o conteido encontra-se no volume 3, voltado para
as turmas de terceiro ano do ensino médio.

Esté presente no capitulo 6 desta edicdo, com inicio na pdgina 234 e término na
pagina 275. Encontra-se subdividido em 4 secdes, além dos apéndices finais com
exercicios complementares e de revisdo. A introducdo traz um questionamento

relevante para ser abordado em sala de aula:

A descoberta do nimero como abstragdo de quantidades observadas no cotidiano foi o
primeiro e, talvez, o mais importante feito matematico da humanidade. Foi uma longa e
ardua caminhada desde os nimeros naturais até os nimeros reais. Mas seriam os nimeros

reais o ultimo estdgio na escalada do conceito do nimero?

(Matematica vol.3, 2010, p.236)

Na dltima pagina do presente capitulo, o livro propde a andlise da resolugdo de
um exercicio respondido por um aluno e faz o respectivo comentdrio referente a
solucdo apresentada e propde que o leitor a refaca, como proposta de didlogo com o

mesmo. Interessante e bastante atual a proposta.
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As sec¢des se iniciam fixando, a esquerda da pagina, os objetivos propostos para
serem discutidos ao longo de cada uma, além dos termos e conceitos que serdo
utilizados.

Nas duas primeiras secdes, o livro cita um resumo histérico dos nimeros
complexos, ao falar sobre a primeira proposta em torno do seu surgimento, no século
XVI, citando os italianos, Tartaglia, Cardano e Bombelli, pioneiros no conteido. Na

sequéncia o autor traz a defini¢do da unidade imagindria:

A insuficiéncia dos nimeros reais se revela na radiciagdo: ndo existem, em R, raizes
quadradas, quartas, sextas,... de nimeros negativos. Para que a radiciacdo seja sempre
possivel, os matematicos ampliaram o conceito de nimero, definindo o niimero i, nfo real,
que chamaram de unidade imaginaria, e que satisfaz a seguinte condigdo:

i2=ii= -1

(Matematica vol.3, 2010, p.237)

A primeira secdo, além da introducdo, define a unidade imaginaria, a forma

algébrica e os conjugados:

Nimero complexo é todo ndmero da forma a + bi, em que {a,b} C R e i é a unidade

imagindria.

(Matematica vol.3, 2010, p.237)

Ja na segunda, sdo apresentadas as operacdes na forma algébrica, além da
potenciacdo da unidade imagindria, dos nimeros e complexos, além da sua radiciagao.

A terceira apresenta a representacdo geométrica dos complexos. E a quarta, e
ultima, finaliza com a forma trigonométrica e as suas operacoes: multiplicagado, divisao,
potenciagido e radiciacao.

Ao longo do capitulo sdo 35 exercicios resolvidos, 81 exercicios propostos, 85
exercicios complementares e 4 de revisdo final, sendo distribuidos estes exercicios
propostos e resolvidos nas quatro se¢des apresentadas.

Foi possivel observar, sobre o livro, pequenas citagdes histéricas, uma boa
organizagdo das secdes através dos tOpicos de resumo iniciais, bons exercicios
propostos em todos os niveis de dificuldade e uma boa gama de solugdes e dicas para

os exercicios resolvidos:
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1) Determinar x, com x € R, de modo que o niimero complexo 8 + (3x — 6)i seja real.

Resolucio

O ndmero 8 + (3x — 6)i é real se, e somente se, a parte imagindria € zero, isto é:
3x—-6=0

Assim, concluimos que x = 2.

(Matematica vol.3, 2010, p.238)

Um breve resumo sobre topicos e abordagens importantes do livro:

Caracteristicas

Definicao

Objetivos do capitulo Destaques

formal

“Numero

complexo €

todo

da forma a+bi,

em que {ab}

da abordagem

H4 uma mescla
entre uma
nimero abordagem
algébrica no

desenvolviment

C R ei1é a odasférmulase

unidade suas respectivas

imagindria.” demonstragdes,
além da
colocagdo de
ilustragcdes

geométricas, ao
longo dos
capitulos,

distribuidos nas
secoes que
subdividlem o

mesmo.

Segundo o autor:

“Neste capitulo, vamos
ampliar o campo numérico,
apresentando os numeros
complexos. Estudaremos
suas representacoes,

relagdes e operacgoes.”

Na secao 1:
“A  impossibilidade da
extracao de raizes

quadradas, quartas, sextas
etc. de ndmeros negativos
motivou a criagdo de um

novo conjunto numérico.”

Na secao 3:

“Por meio de uma relacdo

. Autor Unico
.No apéndice
fina, ha a

resolucdo de um
problema  por
um aluno, sendo
feita a andlise e
propondo ao

leitor que refaca

a resolucao,
fazendo a
corre¢ao da
mesma.
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biunivoca, representa-se
por um plano o conjunto

dos nimeros complexos. ”

Figura 25 — Tabela 8: resumo do terceiro livro didatico analisado

Matematica Ensino Médio
Katia Stocco Smole, Maria Ignez Diniz

EEEEEEEEEE——NN——NN—N—NNN—N—N—N————————_—————————_——————_—_—_————_—_—_—_—_—_—_—_—_—_——_——_—_—_—_.—.....

TITULO MATEMATICA: Ciéncias e aplicacdes

AUTORES *  Smole, Katia Stocco;

¢ Diniz, Maria Ignez

EDITORA Saraiva
VOLUME/ ANO DA EDICAO 3;2010
NUMERO DE CAPITULOS 12
NUMERO DE PAGINAS 352

NUMERO DE PAGINAS DO CAPITULO 26 : ~ 7,39%
DE NUMEROS COMPLEXOS (%)

Figura 26 — Tabela 9: informagbes estatisticas do quarto livro didatico analisado

Nesta sexta edi¢dao, 2010, o conteiido encontra-se no volume 3, voltado para as
turmas de terceiro ano do ensino médio.

Esta presente no capitulo 6 desta edi¢do, com inicio na pigina 236 e término na
pagina 261. Encontra-se subdividido em 5 partes, na unidade 10 e estd subdividido em
5 secdes, além de um apéndice final, denominado CONEXAO, que trata da aplicagio
dos complexos na aerodinadmica e constru¢do das aeronaves.

As outras introduzem o capitulo trazendo uma visdo geral sobre os nimeros

complexos:

57



Nesta unidade, vocé conhecerd um novo campo numérico, o dos nimeros complexos. Esse
¢ um exemplo interessante de um conhecimento que nasce na Matemética para a resolucio
de equagdes que, por exemplo, a Fisica e dreas da engenharia utilizam em modelos para

explicar fendmenos relacionados a eletricidade e movimentos em fluidos como ar ou dgua.

(Matematica Ensino Médio vol.3, 2010, p.236)

Ja na primeira se¢do, o primeiro pardgrafo cita uma equagdo do segundo grau
com discriminante negativo para introduzir o conjunto dos nimeros complexos. Na
sequéncia, traz-se um pouco de histéria ao falar sobre Cardano e Bombelli, século X VI,
além de mencionar outros importantes autores para a construcdo do que aprendemos
hoje sobre os nimeros complexos, entre eles, Girard, Descartes, Euler e Gauss. Ao fim

da secdo, questionam:

Mas, afinal, o que sdo os nimeros complexos?

(Matematica vol.3, 2010, p.237)

As outras secOes apresentam as definigcdes dos numeros complexos e suas
respectivas operacoes, as propriedades, o modulo e a forma trigonométrica, usados
como titulos das secdes.

Para interagir e dialogar com os leitores, as autoras propdem exercicios que

sejam inventados pelo leitor:

invente vocé
1. Invente uma equagio para ser resolvida em C cuja solugéo seja {—4i, 4i}

2. Elabore exercicios sobre operagdes com nimeros complexos.

(Matemética vol.3, 2010, p.244)

invente vocé
3.Elabore um problema sobre niimeros complexos cuja pergunta seja: Qual é o médulo e
qual é o argumentode z + 2 ?

4 Elabore um problema envolvendo representacio gréfica e afixo de um nimero complexo.
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(Matematica vol.3, 2010, p.250)

As defini¢des relevantes sdo destacadas ao longo das péginas e das secdes,
assim como a forma algébrica, igualdade, adic@o, subtracao, multiplicacao, conjugado,
divisdao, mddulo, argumento, operagdes na forma trigonométrica e as férmulas de De
Moivre.

Ao longo do capitulo, sdo 16 exercicios resolvidos, 62 exercicios propostos € 11
exercicios para recordar outros contetidos. Durante o capitulo, hd uma se¢do sobre as

simetrias e rotacdes obtidas a partir de um nimero complexo, citando obras do artista

Maurits C. Escher:

The M.C.Escher Company-Helland.

all rigths reserved www.eschercom
The M.C.Escher Company-Holland.
all rigths reserved www.eschercom

Figura 27 — Imagem retirada do livro: Matematica vol.3, 2010, p.252
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Definicao

formal

“Numero

complexo € todo

par ordenado
{a,b} que ¢
escrito na

forma a+ bi
onde aeb sio
numeros reais e i
€ a unidade
imagindria, isto
é, iz =
—1loui=+/-1

Essa forma ¢é
chamada de
forma algébrica
de um namero

complexo.”

Caracteristicas

da abordagem

A abordagem do
livro constréi-se
de maneira
algébrica em sua

maior parte, no

desenvolvimento
parcial e
completo de
férmulas.

Excetuando-se

0S dois
apéndices
citados nos

destaques do

livro acima.

Objetivos

capitulo

Segundo as autoras:

“O objetivo desta

unidade ndo € o
tratamento exaustivo
dos numeros
complexos e de suas
propriedades, mas
sim que os alunos
conhecam um pouco
da histéria de como a
Matematica foi se
construindo pelas

maos dos seres

humanos, em sua
cultura e tempo, bem

cCoOmo possam rever €

aprofundar 0s
conhecimentos  que
possuem sobre  as
operacdes €  suas
aplicagdes na
resolucao de

equagoes.”

Destaques

Trabalhar  as
rotacdes no plano,
através de obras
artisticas, como as

de Escher;

Trazer  outras
aplicagdes dos
ndmeros
complexos, como

nas ultimas péginas

que sdo citadas a

utilizacao dos
complexos na
construg¢ao de
aeronaves.

. O livro escrito por

mulheres, afinal no

universo

matematico, oS
livros didaticos
adotados em sua

maioria S0 escritos

por homens.

Figura 28 — Tabela 10: resumo do quarto livro didatico analisado
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Como foi dito acima, a estrutura dos capitulos, ordenagdes, histdria e defini¢oes
se assemelham bastante em todos os livros. Os diferenciais entre os livros se ddo nas
quantidades propostas de exercicios, e nos apéndices finais de cada capitulo analisado,
em destaque o segundo livro analisado que contém um apéndice complementando a
introducao histérica que € feita por todos os livros vistos acima.

Segundo os PCN'’s, os contetidos abordados nos livros didaticos devem ajudar o
aluno no desenvolvimento de estratégias que contribuam com as formas de pensar, na
capacidade de resolver problemas genuinos e poder aplicar o contetido a outras dreas de
conhecimento inclusive. Em geral, os livros analisados trazem exercicios resolvidos, ao
mostrar formas de construir as respostas, ao trazer um equilibrio entre as demonstracdes
algébricas e geométricas. Apenas dois deles trouxeram outras aplicagdes possiveis para
os nimeros complexos, deixam a desejar nesse aspecto, pois estas aplicagdes sdo bons
exemplos a serem trazidos para as salas de aula e o livro didético se torna, muitas

vezes, o Unico alicerce da aula para os alunos e o professor.

3.3. Numeros complexos na escola: A visao dos docentes

Para elaboracdo desta secdo, foi elaborado um questiondrio e repassado a
professores que atuam na educagdo basica em escolas distribuidas, geograficamente, no
estado do Rio de Janeiro.

O questiondrio pode ser definido:
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“como a técnica de investigacdo composta por um nimero mais ou
menos elevado de questdes apresentadas por escrito as pessoas, tendo
por objetivo o conhecimento de opinides, crengas, sentimentos,
interesses, expectativas, situacdes vivenciadas e etc.”

(GIL, 2008, p. 121)

O objetivo foi entender através de professores da rede publica, municipal,
estadual e federal, além da rede privada, como/se o assunto vem sendo trabalhado, se
sua abordagem € mais algébrica ou geométrica. Ao longo do mesmo, procura-se saber
sobre este professor como foi sua graduagao, se houve abordagem do assunto ao longo
da sua formagdo, se quando o mesmo era aluno da educagdo bdsica o assunto foi
aprendido ou ndo e saber o quanto esta auséncia ou presenc¢a pode influenciar o enfoque
dado em sala de aula.

Responderam o questiondrio, ao todo, nove professores que atuam no estado,
municipio, escolas federais, como Pedro II e IFRJ, além de escolas bastante
reconhecidas da rede privada, todas situadas no municipio do Rio de Janeiro,
distribuidas nos mais diversos bairros da cidade.

Foram 12 perguntas, distribuidas ao longo de duas paginas:

Pergunta 1: HA quantos anos leciona Matematica?

Foi interessante observar que foram vistas opinides de docentes recém-formados

e outras que ja possuem mais de 20, 30 e até 40 anos de profissdo..

Pergunta 2: Formou-se em Universidade:
( )Pablica ( )Privada

Houve nessa pergunta uma igualdade nas formacdes entre publicas e privadas.

Pergunta 3: Trabalha atualmente em:
() Rede Publica municipal

() Rede Publica estadual

() Rede Publica federal

() Rede Privada
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Nos presentes questiondrios analisados héd professores de todas as redes citadas

e atuantes em duas ou mais delas:

¢ Municipal: 4
e Estadual: 4
e Federal: 2

e Privada: 6

Pergunta 4: Qual(is) série(s) leciona?

( ) 6° ano Ensino Fundamental () 1° ano Ensino Médio
( ) 7° ano Ensino Fundamental () 2° ano Ensino Médio
( ) 8° ano Ensino Fundamental () 3° ano Ensino Médio

( ) 9° ano Ensino Fundamental

A rede publica municipal do Rio de Janeiro abrange atualmente quase 100% dos
alunos do ensino fundamental e a rede publica estadual abrange quase 100% do ensino
médio. Os docentes participantes, em quase sua totalidade, atuam em pelos menos duas
redes, conforme citadas na pergunta 3 acima. Além de trabalharem tanto no ensino

fundamental quanto médio.

Pergunta 5: O assunto Niumeros Complexos foi ensinado durante a sua
formacao no Ensino Fundamental e/ou Médio?

( ) Nao

() Apenas Ensino Fundamental

() Apenas Ensino Médio

( ) Ambos
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De maneira unanime, entre os docentes participantes, houve o aprendizado

apenas durante o ensino médio.

Pergunta 6: O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua
graduacio na universidade?

() Sim ( ) Nao

Apenas um dos docentes participantes ndo tiveram aulas de nimeros complexos

durante a sua graduacdo na universidade.

Pergunta 7: Ao ensinar conjuntos numéricos no Ensino Fundamental, vocé
cita o conjunto dos niimeros complexos? Responda apenas se vocé trabalha
com turmas de Ensino Fundamental atualmente:

() Sim () Nao

Apesar de ndo terem sido ensinados durante seu ensino fundamental, 89% dos
professores participantes citam a existéncia da unidade imagindria nas turmas de ensino
fundamental ao qual lecionam, todavia limitam-se a esta, sem uma abordagem mais
ampla que, segundo eles, vird a partir do ensino médio. Contudo, o assunto ¢é
encaminhado para as turmas de terceiro ano e, quando ensinado, em aulas especificas

nas ultimas semanas de aula.

Pergunta 8: Durante suas aulas, o(a) senhor(a) usa algum recurso tecnolégico?
E de algum software, como o Geogebra? Descreva, caso use, o método
utilizado. E o nao uso, caso ocorra, estaria associado a falta de tempo para
todos os contetdos, a sua metodologia, entre outros. Justifique.

() Apenas o recurso tecnoldgico, sem o software

() Apenas o software

( ) Ambos

() Nenhum ¥




Nos udltimos anos, tem sido amplamente debatido o uso da tecnologia em sala de
aula e o tema abrange tépicos como a infraestrutura das escolas, o nivel de interesse das
turmas e dos seus respectivos alunos, a otimiza¢do do bom uso da tecnologia, o tempo
adequado para se poderem trabalhar os contetdos.

Desde a falta de estrutura das escolas a metodologia adotada pelos docentes, a
utilizacdo dos recursos tecnoldgicos € bastante rara nas aulas de Matemdtica e pdde se
observar ao longo das respostas, 67% dos entrevistados disseram niao usar nenhum

recurso tecnoldgico, e justificaram das seguintes formas:

’»

“A falta de tempo devido a quantidade de conteiidos é a principal causa.

“Estd associado a minha metodologia em conjunto com a falta de tempo. Em
operagoes na forma trigonométrica gostaria de usar algum recurso. ”

Pergunta 9: O(A) senhor(a) considera o assunto relevante para aprendizagem
e desenvolvimento do aluno? Justifique.

() Sim () Nao

Entre todos os entrevistados, 7 responderam positivamente. Nesta pergunta é

importante ressaltar algumas respostas dadas:

“Sim, mesmo para aqueles alunos que ndo fardo um curso na drea das exatas.
Primeiramente pela construgcdo de um raciocinio.”

“Dd ao aluno a visdo da necessidade de criacdo de novos niimeros para solucdo de
problemas que surgem e a visdo de alguns sistemas onde niimeros complexos sdo usados

(sistema monetdrio, sistema métrico, etc).”

Pergunta 10: O(A) senhor(a) ensina o conteudo no Ensino Médio? Descreva

o método e a abordagem utilizada.




O objetivo desta pergunta era investigar a linha adotada atualmente nas

escolas, se ha um alinhamento nas abordagens, como estao sendo trabalhadas. E as

respostas coincidiram com os livros didaticos, ao usarem em uma aula inicial raizes

complexas obtidas a partir de uma equagdo do segundo grau que possuem

o

discriminante negativo. E as respostas se assemelham, exceto na primeira em

destaque:

“Sempre comego pelo problema cldssico proposto por Cardano. Ele mostra como
algo que “ndo existe” fornece respostas que satisfazem as condicoes exigidas.”

“Inicio usando equagées do segundo grau com o sinal do discriminante

sendo negativo.”

“Sim. Primeiramente mostro as raizes complexas de uma equagdo do
2°grau. Mostro a forma algébrica do niimero e suas propriedades. Efetuo as

operagoes bdsicas e a forma trigonométrica.”

Pergunta 11: Na escola em que leciona, o conteiido nimeros complexos é
abordado:

( ) No Ensino Fundamental

( ) No Ensino Médio

( ) Em ambos

( ) Nao é abordado

Na escola em que leciona, vocé considera que o conteiido niimeros complexos é
abordado de forma satisfatéria? ( ) SIM ( ) NAO

Caso sua resposta tenha sido nao, a que vocé atribui essa situacao?

() a auséncia do contetiido na prova do Novo ENEM, nos tltimos 6 anos

() excesso de contetido a ser abordado na Educacao Basica

() influéncia dos gestores escolares, direcio e coordenacao.

( ) outros
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Por trabalharem com ensino médio e ensinarem o conteudo, os docentes
questionados consideraram satisfatéria a abordagem do contetddo, desconsiderando os
possiveis motivos para a auséncia do conteido.

Quando ndo considera satisfatéria a abordagem, o docente quer dizer que esta
ndo existiu ou foi suficientemente curta e direta, como a maioria respondeu nas
perguntas anteriores que ensinam o conteido, pode-se concluir que estes consideraram
breve e insuficiente a abordagem. Um dos docentes justificou através do modelo do

Novo ENEM e outros justificaram pelo vestibular da UERJ:

“A auséncia do assunto no ENEM, deixa a abordagem apenas para o 3°ano do
ensino médio, pois 0 mesmo so é abordado no vestibular da UERJ.”

“Outros vestibulares, como a primeira fase da UERJ, também ndo abordam o

Pergunta 12: Em uma sala de aula, de 50 minutos, do assunto, descreva como

seria a abordagem, se teria um direcionamento mais algébrico ou geométrico.

Como ja era esperado, essa pergunta houve a maior variacdo de respostas,
dentre algumas que citaremos. No geral, observou-se que ndo hda um padriao de
abordagem para tal contetido e os professores se sentem livres ao inicid-los nas suas
aulas. De fato, professores com mais tempo de sala de aula citaram mais a abordagem
geométrica, jd os mais novos citaram a abordagem algébrica, o que ndo pode ser
diagnosticado como um padrao dos novos cursos de graduacgao, talvez justificado pelo
curto tempo que o professor atualmente tem para trabalhar cada assunto em sala de

aula. Podem-se destacar algumas respostas:

“Mais algebricamente, até mesmo pela falta da tecnologia. A partir do

plano de Gauss, mostro a parte trigonométrica e suas operacoes.”

“Sim, de forma simples, operacoes e algumas propriedades, visando despertar no
aluno o interesse em conhecer universos diferentes daqueles em que estavam
acostumados.”
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“Inicialmente, como jd dito, inicio com exemplo de equacodes que ndo possuam
raizes reais, em geral, com equagcbes do segundo grau. Em seguida faco as
operagoes fundamentais, soma, subtracdo e multiplicacdo na forma algébrica
seguido de aplicacoes e exercicios. Vejo grande abandono nas escolas do
ensinamento de equacdes do tipox™ = z (2° relacdo de De Moivre), em grande
parte, pela pouca cobranga em concursos de acesso a graduagdo.”

do mesmo o seguinte quadro quantitativo:

DADOS RELEVANTES QUANTIDADE
QUANTIDADE TOTAL DE DOCENTES 9
ATUA NA REDE PUBLICA MUNICIPAL 4
ATUA NA REDE PUBLICA ESTADUAL 4
ATUA NA REDE PUBLICA FEDERAL 1
ATUA NA REDE PARTICULAR 6
APRENDEU NUMEROS COMPLEXOS NA EDUCACAO 9
BASICA

APRENDEU NUMEROS COMPLEXOS NA GRADUACAO 8
FORMOU-SE EM UNIVERSIDADE PRIVADA 3
FORMOU-SE EM UNIVERSIDADE PUBLICA 6
UTILIZA RECURSOS TECNOLOGICOS EM SUAS 3
AULAS

CONSIDERA O ASSUNTO RELEVANTE PARA O 7
DESENVOLVIMENTO DO ALUNO

TRABALHA COM ENSINO FUNDAMENTAL II E CITA 6

0S NUMEROS COMPLEXOS EM SUAS AULAS

Figura 29 — Tabela 11: resumo das informagdes extraidas dos questionarios

A partir da andlise destes dados, levantam-se algumas questdes como a
realidade das escolas varia e influencia diretamente no potencial, aprendizado e

interesse dos alunos. E notdvel que ndo hd um padrio de abordagem para o assunto.
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O uso do questiondrio é uma ferramenta que apresenta suas vantagens e
desvantagens. Dentre as vantagens da elaboragdo e uso do questiondrio para a
realizacdo da pesquisa podemos citar: a possibilidade de atingir participantes de
diferentes dreas geograficas, a ndo exposic¢ao dos participantes a influéncia das opinides
do pesquisador entre outras. Ja as desvantagens sdao: impedir o auxilio ao informante
quando este ndo entende corretamente as instrucdes ou perguntas e ndo oferecer a
garantia de que a maioria das pessoas o devolvam devidamente preenchido, o que pode

implicar a significativa diminui¢do da representatividade da amostra (GIL, 2008).

4. Capitulo 3 — Propostas de aula

Professor, o que deve ser dito na primeira aula de nimeros complexos?

Duas hipéteses:

A primeira, se vocé ou seu colega que foi professor daquela turma em questdo
nos anos finais do ensino fundamental contou aos alunos um pouco sobre os nimeros
complexos e mostrou parcialmente sua existéncia, pronto, seu caminho esta facilitado.
Vocé deve lembrar e retomar aos alunos sobre o mesmo e a partir daf estd livre para
uma apresentacao mais formal e estruturada.

A segunda, vocé estd diante de uma turma que nunca ouviu falar em nimeros
complexos, que tem para si que o conjunto dos nimeros reais englobam todos os outros
e ndo ha nada que o contenha. Convenhamos que estd apresentada uma situacdo muito
mais comum que a primeira. Portanto, o seu desafio agora serd maior. Dizer logo e com
pressa que i> = —1 e que z = a + bi pertence ao conjunto dos nimeros complexos?

Pare um segundo agora, se coloque no lugar do seu aluno e pense se ele
entendeu alguma coisa do que isso realmente quer dizer! Como pode uma poténcia DE
EXPOENTE PAR DAR UM RESULTADO NEGATIVO? Vocé ou seus colegas
disseram a vida toda para ele e deram errado em todas as provas no ensino fundamental
e no primeiro ano do ensino médio quando ele fazia isso e agora quer o convencer do
contrario. Neste caso ndo fique chateado se nenhum dos alunos nao entender nada ou
lhe fizer questionamentos como esse, pois essa frase foi colocada com certa imposi¢ao
na cabeca deles sem entendimento para ninguém.

Pense agora, um outro comego neste caso nao seria melhor? Traga a histéria da

matemadtica para aquele que estd lhe vendo e ouvindo, crie raizes com os séculos
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anteriores, persuada-o com os devidos e corretos porqués. Mostre a ele que o passar das
séries na escola estd intimamente ligado aos conjuntos numéricos que ele vem
aprendendo, desde o conjunto dos ndmeros naturais, no inicio de seu desenvolvimento
cognitivo, fora até mesmo da escola, at¢ o conjunto dos nimeros reais, através das
equagoes do segundo grau. Situe-o nesta linha temporal, crie uma sequéncia légica para
que este jovem o compreenda de maneira lidica e com fins concretos.

O presente capitulo trard a proposta de atividades para se trabalhar os aspectos
geométricos e algébricos dos nimeros complexos. A primeira proposta, que
chamaremos de aula 1, € voltada para questdao geométrica e consiste de dois exercicios
a serem utilizados em sala de aula. Um exercicio inicial, com um enunciado curto, de
carater mais formal que visa a abordagem geométrica através de rotagdes obtidas pelo
produto com a unidade imagindria, citadas no capitulo 1, na se¢cdo 2.2. Ja o segundo
exercicio apresentado, dd-se um problema contextualizado de forma lidica, que visa a
utilizacdo do software Geogebra em sala de aula, contendo a demonstracdo do passo a
passo do uso desta ferramenta. Apresenta-se ainda uma solug@o formal para a utilizagao
dos conceitos desenvolvidos na se¢do supracitada.

A segunda proposta, denominada de aula 2, ird explorar a relacdo dos niimeros
complexos com as raizes de polindmios, formas de abordar esses exercicios, ao calcular
as areas dos poligonos obtidos a partir destas raizes, explorar ainda a circunferéncia
trigonométrica, afinal o teorema apresentado trard o médulo unitirio, de tamanho
congruente ao raio da circunferéncia.

Para a aula 1 hd a necessidade do conhecimento prévio do aluno em alguns
conteidos, como por exemplo, geometria analitica e as propriedades dos nimeros

complexos.

Aula 1

Tempos deaula 1a2

Duragao (min) 50 a 100

Série indicada 3°ano ensino médio
Material Computador, Quadro branco

Uso de Geogebra Sim
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Pré-requisitos Conhecimentos sobre Geometria Analitica

Conteudo Numeros complexos e Geometria Analitica

Figura 30 — Tabela 12: Estrutura da primeira aula proposta

Nesta primeira proposta de aula, seriam apresentados dois problemas a serem
aplicados em turmas de 3°ano do ensino médio, pois sao exigidos conhecimentos em
vetores, distancia entre dois pontos, nimeros complexos.

Aulas com utilizagdo de softwares, como o Geogebra, precisam ser bem
planejadas e estruturadas para otimizar o tempo e atencdo dos alunos. Para

(MERCADO, 2002, p.133), sobre o uso de softwares:

“possa ser um auxiliar para o aluno, tornando-o uma ferramenta que
represente um diferencial, a busca de uma escola de qualidade. E a
chave para a integracdo das tecnologias com o ensino é um bom

planejamento.”

E, segundo (OLIVEIRA, 2001, p. 87):

“o software educativo [...] pode instrumentalizar o professor na sua
tarefa de levar o aluno a aprendizagem de conceitos relacionados com

conteudos curriculares™.

A proposta desta aula é apresentar dois tipos de problema, ambos ligados a
geometria, cujo conteido gera atualmente intimeras dificuldades de compreensdo ao

aluno. Segundo (SALGADO, 2011, p.44):

“Um enorme empecilho existente para o aprendizado da geometria
sdo imagens mentais inadequadas. Esse empecilho pode ser
amenizado com um aumento no nimero de exemplos e maior contato
direto dos alunos com as construgdes geométricas. Algo muito
importante para a diddtica da matemética e a didédtica em geral € que
ao ser inserido um software de geometria dindmica na sala de aula, o

aluno é convidado a interatividade.”
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O primeiro problema tem uma abordagem mais formal e contém a construcao de
um quadrado através da obtencdo de suas respectivas coordenadas, trabalha-se em
paralelo com a geometria analitica. E o objetivo do outro serd atrair os alunos, ao contar
uma histéria lddica, sem deixar de dar énfase a matematica contida no mesmo.

Este segundo problema pode ser demonstrado e resolvido de algumas maneiras
e opcionalmente o caminho escolhido foi através dos nimeros complexos, ao trazer a
relevancia de suas rotagdes no plano cartesiano, ao ressaltar alguns pontos principais. O
professor pode buscar e trazer aos alunos outras solugdes com abordagem de outros
contetidos matematicos.

Seguirdo alguns comentdrios, como sugestdes e questionamentos, que podem

ser repassados aos alunos.

Problema 01

Seja um quadrado ABCD de lados A(1,2) e B(5,6). Obtenha as coordenadas

dos vértices C e D pertencentes, respectivamente, ao primeiro e segundo quadrantes.

a=90°

-

Figura 31 — Plano cartesiano utilizado na atividade proposta da aula 1

Comentdrios:
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e E verdade que ao ler este problema a tltima solu¢do que vem a cabeca é por
nimeros complexos, pensa-se nos conceitos de geometria analitica que podem
ser igualmente aplicados, todavia o enfoque da nossa aula € a abordagem
através dos ndmeros complexos e uma ideia/solu¢do diferente da qual ja
estamos habituados a fazer. A elaboracdo tanto do enunciado quanto da
resolucdo da-se de maneira simples a favor que o mesmo sirva de exemplo e
molde para demais exercicios com uma estrutura parecida a esta. E que os
conceitos que irdo ser tratados possam ajudar os docentes que lerdo este
trabalho;

e E importante frisar neste exercicio a unidade imagindria i = (0,1) nas rotacdes
de angulos de 90°;

e Utilizar-se-a o conceito de vetores;

¢ Uma forma de resolver o exercicio € mostrar aos alunos os conceitos que serao
utilizados naquela questio e por se tratar de turmas de terceiro ano do ensino
médio € natural que a resolugdo através do calculo da distancia entre dois pontos
pertencentes ao plano cartesiano. Persuada-os sobre a relevancia da utilizacio da
rotacdo de complexos e como ela os ird ajudar tanto na resolucdo desse
problema inicial como, por exemplo, em problemas com enunciados mais

elaborados.

Para a resolucgdo, calcula-se as coordenadas do vetor AB :

AB=B—A
AB = (5,6) — (1,2)
AB = (4,4)

Para obter o ponto D, simétrico ao ponto B em relacdo ao ponto 4, deve-se
rotacionar 90°, no sentido positivo (anti-horério) o vetor AB.

Vimos ao longo das se¢des anteriores que esta rotacdo € obtida através do
produto pelo complexo i = (0,1).

Sendo z; = (a,b) e z, = (c,d):
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zy* z, = (ac — bd, ad + bc)

Logo:
AB i = (—4,4)

Simétrico em relagdo ao ponto A:
D= (xy)=(-44)+(1,2) =(-3,6)

De forma andloga, obtém-se o ponto C, simétrico ao ponto A em relagdo ao

ponto B, deve-se rotacionar 90°, no sentido positivo (anti-horario) o vetor DA:

DA=A-D
DA = (1,2) — (-3,6)

DA = (4,—4)
Logo:
DA.i = (—4,4)

Simétrico em relagdo ao ponto B:

C= (xy) = (=44 + (56) = (1,10)

Problema 02

O problema a seguir, foi apresentado na Revista do Professor de Matematica,
n°47, 2001, editada por CARNEIRO, José Paulo e seu enunciado adaptado por
ROSEMBERG, Jhonny, 2013.

O tesouro perdido
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Recentemente um aventureiro descobriu um manuscrito descrevendo a
localizacdo de um tesouro enterrado em certa ilha (plana). O manuscrito identifica
perfeitamente a ilha e d4 as seguintes instrugdes:

Qualquer um que desembarque nesta ilha verd imediatamente duas pedras
grandes, que chamarei de P; e P,, e também uma palmeira, denominada P. Eu enterrei
o tesouro em um ponto X que pode ser encontrado assim:

1. Caminhe de P para P; contando seus passos. Chegando em P;, vire para a esquerda e
dé exatamente o mesmo nimero de passos para chegar ao ponto A.

2. Volte ao ponto P .

3. Caminhe de P para P, contando seus passos. Chegando em P,, vire para a direita e
dé exatamente o mesmo nimero de passos para chegar ao ponto B.

4. O ponto X, local do tesouro, estd na reta que liga A e B e a mesma distancia desses
dois pontos.

Chegando a ilha o aventureiro achou rapidamente as pedras descritas no mapa.

Mas, para sua surpresa, a palmeira havia se desintegrado com o decorrer dos
anos, nao conseguindo localiza-la, entdo desistiu da busca.

Um aluno ao ler o problema, nas mesmas condi¢des, diz que seria capaz de
localizar o tesouro.

Mostre como vocé resolveria o problema, isto €, dé as coordenadas de X em

fungdo das coordenadas de P; (x,y) e P,(a, b).

Resolugd@o: Um dos questionamentos iniciais ao estar lendo este exercicio € se
perguntar como se dard a utilizagdo dos numeros complexos para resolucdo do
problema apresentado.

Dica 1: Ao multiplicar-se um nimero complexo z pelo nimero complexo i, no plano,
ha uma rotacdo de 90° de z no sentido (positivo) anti-horario. E ao multiplicar-se z pelo
nimero complexo —i hd uma rotagao de 90° no sentido (negativo) horario.

Dica 2: Utilize-se do conceito de vetores utilizado ao longo do trabalho.

Solugdo: A seguir serdo mostrados os passos para construcao do problema utilizando-se

do software Gegebra, gratuito e de facil download e utilizagao.
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Passos no software:

1. Ao abrir o programa, ird se deparar com o plano cartesiano. Para ndo
exibir o0 mesmo, basta clicar com o botdo direito do mouse e terd a
palavra “Eixos”, basta clicar na mesma para sumir com os eixos e ficar

com a tela totalmente branca.

£ Geolebra = x|

Arquive Editar Exibr Opges Famamentas Janela Auda Entrar..

SRS

Jansia de Visuaizago
L Ems
# Mahs

Baita de Navegacio

Q zom

2 Janga de Visuaioaggo

Enrada [a}

Figura 32 — Passo 1: Construgdo Geogebra
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2. Crie os pontos A,B (pedras P; e P,) e C(palmeira). Clique com o mouse

na tela branca inicial. Confirme se a opc¢do selecionada contém o

desenho de um ponto e uma letra, conforme a figura abaixo, com a

caixinha de opcdes na cor azul selecionada acima com a forma de um

ponto e uma letra A.

{2 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janels Ajuda

DrEBREERNCE

e
Al Al
B[ b Janelade Visuaizagao

i

} Janela de Algebra
Parla
@ A=(1H,2M)
® B-(1762,050)
@ C=(1224,39)

Figura 33 — Passo 2: Construgdo Geogebra
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3. Construa o segmento CA, clicando na terceira opg¢iio superior contadas
da direita para esquerda, selecionando a opcdo segmento. Em seguida,
clique com o botao direito do mouse sobre o mesmo, selecione a opcao
Exibir Rotulo para desaparecer o nome “a” que serd dado, pelo software,

ao segmento e ainda com o botdo direito clicado selecione propriedades,

cor e alterar a cor preta inicial.

Aruive Editar Exibir Opgles Femamentas Janela Auda

DEERROHAN

N NP

BY 1li0) 5

¥ Janela de Agetra B0] b Janela de Visualiagho
Purla
@ A=[14,214)
® B=(1752 050)
& C-(12.2439)
Segmerto
®a-8m

Je]

ABC, 7

0 Preferécias X |
T EHS
Fonto =
i Basion Cor  Estlo| Aangado| Programaghy
o8 )
ec T T 7 [ et
Sagmenta il ]
[N
L}
1]
]
(1]
1]
{ [

Visualizar: - Vermelho 255, 0, #FF0000)

Figura 34 — Passo 3: Construgdo Geogebra
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4. Giro a esquerda. Clique na terceira opc¢ao superior, da direita a esquerda,

selecione a opcao Rotagdo em torno de um ponto, clique sobre o

segmento CA e em seguida no ponto A, aparecerd uma caixa de

digitacao, coloque —90°.

€2 GeoGebra

rquivo Editar Exibir

YR %

» Janela de Algebra
Ponto
® A=(7.74,274
@ B=(17.62,-0.58)
® Cc-(1224,39)
Segmento
® a-802

€

o

X

» Janela de Visualizagio

o

2 Rotagdo em Torno de um Ponto ﬁ

Angulo
-901 @
|
@ sentido anti-horano

| 2
| ) sentdo horirio

.'y 0K || cancelar

Figura 35 — Passo 4: Construgdo Geogebra
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5. Crie, de forma andloga ao passo 3, o segmento CB e faca um giro a

partir do mesmo, andlogo ao passo 4, ao clicar em CB, em seguida em B

e digitar na caixa 90°.

Arquivo Editar Exioir Opges Ferramentas Janela Ajuda

RLAAUMOOl A =]

b Janela de Algebra
Ponto

-@ A=(1.74,274)
@ A'=(7.74,-274)
-@ B=(17.62,058)
@ B'=(17.62,-0.58)
-8 C=(1224,39)
@ C'=(1438,.7.29)
@ C =(1314,596)

Segmento

} Janela de Visualizagio

Figura 36 — Passo 5: Construgdo Geogebra
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6. Construa o segmento C'C,;’ e marque seu ponto médio, ao clicar na

opcdo ponto (.A ) e selecione Ponto médio ou centro, troque o nome do

ponto D para ponto T, para representar o tesouro.

€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

[ I L llolole] el

b Janela de Algebra (£ | » Janela de Visualizagdo
Ponto
® A=(T.78,274)
@ A=(774,-274)
@ B-(1762,-058)
® B=(1762,-058)
& C=(12.24,39)
& C=(1438, 7.24)

. C'{=(13.1l.r5.95)

® T=(1376,66)

Figura 37 — Passo 6: Construgdo Geogebra

81



E apds essa construcdo, surge a parte mais interessante. Clique sobre o ponto C

e mova-o. Perceberd que o ponto T permanecera estitico, ou seja, ndo importa a
posicdo da palmeira, conhecendo-se a posi¢cdo do tesouro nio ird se alterar.

O mais interessante neste problema €, além de utilizar-se do conceito de
complexos para um enunciado inicialmente lidico, notar que para encontrar o tesouro
ndo se necessita da posicdo da palmeira. Lembre-se que a mesma € representada através
do ponto C, o que significa que ndo importa onde ela estd, o tesouro serd sempre
encontrado no mesmo lugar.

As explicagdes matematicas, através do uso dos ndmeros complexos, para

observar que a posicdo da palmeira ndo é importante, veja a figura final novamente,

agora com algumas alteragdes de nomes e cores:
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©F GeoGebra

Arquiva Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra
Ponto

@ A=(14.38,7.24)

.. @ B=(13.14, 5.96)
& P-{12.24,39)
& P1=(7.74, 274
® P1,-(774,-274)
® P2=(17.62,-058)

@ P2, =(17.62,-058)

- @ T=(13.76,-6.6)
Segmento
® a=8.02

B
-
» Janela de Visualizagdo

Figura 38 — Construcao final Geogebra

O ponto A € obtido através da rotacdo do vetor P1; no sentido horério:

P1,A = P1,P - (—i) (indica uma rota¢do de —90°)
A— P = (P—-P)(-0)
A: P11+P11'1_P'l

P2,B = P2,P - i (indica uma rotacio de 90°)

B=P2,— P2,-i+P-i

Ao resolver o sistema obtido a partir das duas equagdes:
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{A= Pl,+P1,-i—P-i
B= P2, — P2, i+P-i

Como T esta situado no ponto médio de A e B, tem-se:

-T2 T 2 2

Observe que ao fazer as contas o ponto P se anula, sendo desnecessdria a

posicao da palmeira.

Vetorialmente a posicdo do tesouro T =

A+B _ P1,+P2, = P1,-P2
=—14 12 1i é dada pelo

2 2
P21P11 ~ o . . P .
vetor —— com rotagao de 90° no sentido anti-hordrio devido o produto com a
unidade imagindria, obtido a partir do vetor P2;P1; = P1; — P2, cuja origem sera
P1,+P2 (1 .
dada pelo ponto %, ponto médio do segmento de extremidades P1; e P2;.

A construcdo do Geogebra tem a origem no ponto médio M e vetor ¥ como

vetor resultante:

ﬂ GeoGebra EI@

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Aol 4l o] +) -

} Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo )
Ponto
A=(1.36, 0.4) 3
A'=(-0.88,3.3) .
B=(3.92,1.32)
B'= (5.48, 3.98)
M= (2.3,3.64) o
P=(2.82,5.54) - P21
P11=(-0.88, 3.3) 2 M {___u———*d—f
P21 = (5.48, 3.98) P1r e |
T = (2.64, 0.46) L
Segmento hY "
® i-433 | 4
@ =433

@ h=3.08

Vetor *
~3.18", 3

S ‘ —0.31)

[ 034) N

ki W5

Entrada:

Figura 39 — Construcgéao final vetorial Geogebra
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Aula 2

Tempos deaula  1a2

Duracao (min) 50 a 100

Série indicada 3°ano ensino médio

Material Quadro Branco

Uso de Geogebra Nao

Pré-requisitos Conhecimentos sobre Polindmios

Conteudo Numeros complexos e polindmios

Figura 40 — Tabela 13: Estrutura da primeira aula proposta

A aula inicial possuia uma proposta geométrica em sua abordagem, para esta
segunda proposta iremos introduzir um Teorema para ser discutido/trabalhado algébrica
e geometricamente.

Esta aula requer que o aluno tenha um conhecimento prévio de polindmios e na
primeira e segunda férmulas de De Moivre.

Antes da introducdo do teorema pode-se discutir sobre as raizes n-ésimas da
unidade.

Utilizar-se-a da férmula de De Moivre para radiciacdo de complexos:

. 0+360°k\ . 0+360°.k
wh =z, entiow = /p. (cos (+—) +isen (+—)> ,ondek €
n n

N0 <k <n.

Ao tratar-se da unidade, toma-se z = 1. Geometricamente, z = (1,0), logo p =
1 e 8 = 0°. Sendo, na forma trigonométrica, z = cis0°.

Tem-se k = {0,1,2, ...,n — 1}, sendo o primeiro valor de k = 0, ao substitui-lo
na férmula, para qualquer que seja o valor de n:
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Nz = V1cis (—Oo+3n60°'0)

Nz = cis0°
Logo, z = 1 sempre serd raiz de si mesmo.

E as demais raizes?

Retome a férmula e observe que a mesma, utilizando-se de:

'{/Tzl,‘v’n
6 =0°

Logo, as demais raizes serdo encontradas a partir de:

. 0° + 360° - k

Vz = \/Icis(—)
360°-k
'{/Ezcis( - )

Por exemplo, ao descobrir as raizes cubicas da unidade teremos:

n=3ek=1{0,12}

z1=z=1
- /360-1 )
Z, = ClS( ) = cis(120°)
3602
Z3 = cis( ) = cis(240°)

S = {cis0° cis120°, cis240°}

Como consequéncia, as raizes quartas da unidade serdo:

S = {cis0°,¢is90°, cis180°, cis270°}
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Ao obter essa conclusdo, é importante notar que estes afixos serdo vértices de
poligonos de n lados, inscritos em uma circunferéncia de raio unitario. O que ainda
nos permitird abordar e trabalhar a circunferéncia trigonométrica através de seus senos

e cossenos, além de explorar as dreas destas figuras. Observar também que os angulos

360°
n

compdem uma progressao aritmética de razao ea, = 0°

Segue por NICODEMOS, José Jorge o teorema:

Teorema: As n raizes do polindmio p(x) = x™ + x" "1 +---+ x + 1 sdo as raizes

(n + 1)-ésimas da unidade, exceto a prépria unidade.

E importante lembrar que todo polindmio de grau n possui, no maximo, n raizes
complexas distintas.

n=1 x™) compdem uma

Observe que os coeficientes do polindmio (1, x, x2, ..., x
progressdo geométrica de a; =leq=x, e o mesmo representa a soma desta

progressao, cuja férmula é dada por:

a;-(@"—-1)
S, =———mm
n q_l

Sendo assim, p(x) = §,, pode ser reescrito por:

1-(x™1—-1)
PO =
n+l _ 1)
== vx=#l
p(x) ——1 x #
Como (x™*1 — 1) é divisivel por (x — 1), o seu quociente serd dado por:

qlx) =x"+x"1+ -+ x*+x+1

Por isso, excetua-se a unidade como raiz do polindmio, por exemplo.

Exemplos:

1)Calcule as raizes de x> + x + 1 = 0.
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Resposta:
Havera dois modos de resolver o problema:
1°solucdo:
O aluno utilizar-se-4 de forma natural a formula de Bhdskara e ao constatar o

discriminante negativo, obtera as respostas na forma algébrica z = a + bi.

A= 12—4-1-1

A= -3 <0
Logo, as raizes serdo:
_—1++-3
=T
_—1+vV-3 -1 V-3 -1 V3
METT T Ty Ty Ty
_-1-+-3 -1 V-3 -1 V3.
N R
[ 1,3 V3
17272 Y 2

2%olucdo:
Seja n = 2, entdo suas raizes se dardo pelas raizes cubicas (n+1=2+1=3)da

unidade, exceto a propria unidade, logo:

360°
p=w=1e9= 3 n, paran = {1,2}
. <360° )
X, = Cis 3 n

x1 = ¢is120° = cos(120°) + isen(120°)

X1 :—§+7l

X, = cis240° = cos(240°) + isen(240°)
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S = {cis120° cis240°}

Sendo esta solu¢do equivalente a anterior, escrita na forma trigonométrica dos
numeros complexos. O mddulo unitdrio presente nas solugdes facilita a associacao das

solug¢des com a circunferéncia trigonométrica.

2) Considere o polindmio p(x) = x7 + x® + x> + x* + x> + x2 + x + 1.
Facga o que se pede:

a) Calcule as raizes.

b) Determine a drea do poligono obtido a partir dos afixos das raizes deste polindmio.

Respostas:

~ , ~ 8 » . .
a) Neste cason = 7, entdo suas raizes serdo dadas por V1 exceto a prépria unidade,

o

. 360 . ~ 2
tendo por base cis ( — ), o conjunto solucdo serd dado por:

S = {cis45°,¢cis90°, cis135°,cis180°, cis225°, cis270°, cis315°}

X, = cis45° = cos(45°) + isen(45°) =

s
~ls

V2 2
x3 = ¢is135° = cos(135°) + isen(135°) = - + 7i

V2 V2
Xs = cis225° = cos(225°) + isen(225°) = — - —7i
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V2 2

-

x; = ¢is315° = cos(315°) + isen(315°) = >3
X, = ¢is90° = c0s(90°) + isen(90°) = i

x4 = cis180° = cos(180°) + isen(180°) = —1

Xe = cis270° = cos(270°) + isen(270°) = —i

Observe que cada raiz de indice impar € obtida através da rotacdo de i a partir

da anterior e igualmente para cada raiz de indice par, afinal o produto pela unidade

imagindria faz uma rotacdo de 90° a partir do nimero complexo dado, sem que altere o

seu modulo.

X3=i'xl X4=i'xZ
x5:l x3 x6:l x4
X7 =1"Xg

Veja:

Figura 41 — Plano cartesiano da aula proposta 2
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Lembre-se que esta € uma circunferéncia de raio unitdrio e para o auxilio de
célculos geométricos poderia ser utilizado o ponto (1,0) como suporte, obtendo-se um
octdgono regular.

Observe que os angulos formam uma progressao aritmética de razao 45°.

b)Seja O a origem do plano -cartesiano acima. Perceba que os tridngulos
71024,2,023,25024,7,025, 2502, 2,02z, sdo da forma:

Z

ok

Figura 42 — Triangulo utilizado para resolugédo do problema na aula proposta 2
Com n = {1,2,3,4,5,6}.
Os lados que formam o angulo de 45° sdo iguais ao raio da circunferéncia,

sendo este unitdrio. Sua area pode ser calculada por:

_a-b-sena
B 2

Neste caso, a = b = 1 e a = 45°. Logo cada tridngulo acima possui drea igual

_ 1-1-sen45°
B 2
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O triangulo z; 0z, possui o dngulo com vértice em O igual a 90° (45° + 45°).
Sendo os catetos dados pelo raio da circunferéncia. Sua drea serd igual a metade do

produto dos catetos:

1.
A= —

[EnN

A érea do heptdgono z,2,23242Z57¢Z, sera:

V2
A=6-—
4
+

3V2 +1

A=Tu.a.

L1
2

Ha outras formas de se calcular essa area, acima foi citado apenas um exemplo
da mesma.

A partir dos exemplos acima, surgem outros exemplos como sugestdo. Por
exemplo, pode-se pedir ao aluno para calcular estas raizes na forma algébrica,
utilizando-se dos conhecimentos da circunferéncia trigonométrica, além de calcular a
area do poligono cujos vértices sao os nimeros complexos que compdem as raizes do
polindmio dado, conforme o exemplo colocado anteriormente.

Conforme citagdes ao longo dos capitulos desta dissertacdo, a contribui¢ao mais
relevante dos nimeros complexos para o estudo da Matematica se d4 através das suas
aplicacdes geométricas. Apesar dos conceitos algébricos utilizados ao longo da aula

acima, a geometria ndo serd e nem podera ser deixada de lado.
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CONCLUSAO

O assunto Niimeros Complexos, desde os 15 anos, quando o vi a primeira vez no
final do segundo ano do ensino médio, sempre me despertou interesse € indmeras
curiosidades que iam além das poucas demonstragdes feitas e inimeras férmulas dadas
e a serem decoradas. Quais seriam as aplicagdes? Afinal, aprenderiamos tal assunto
simplesmente por uma mera ementa escolar a ser seguida e finalizada? Sempre
acreditei que existiriam aplicagdes. Outro questionamento se deu para seu surgimento,
0 que sempre me interessou, pois, a linha histérica, na minha opinido, nos faz entender
muito sobre o contexto que tal assunto se desenvolveu e com a cobranca de
cumprimento dos prazos e calenddrios de provas, as aulas tem se encaminhado para o
ensino de férmulas e formulas, as quais muitas vezes ndo dao sentido a cabeca do aluno

para uma continuidade em tal aprendizado.
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Um dos objetivos da escolha deste trabalho foi entender, através dos colegas
docentes, das orientacOes curriculares, das provas pré-universitdrias regionais e
federais, um pouco do desaparecimento deste contetido de sala de aula.

As surpresas ao escrever esta dissertagdo foram muitas, desde a sutileza
necessdria ao escrever sobre Nimeros Complexos, a elaboracdo das figuras, linha
histérica e propriedades. Valorizou-se bastante o uso do Geogebra ao longo da
dissertacdo, por ser uma importante ferramenta que pode ser utilizada em sala de aula.

O contetido, ao tratar das férmulas e demonstragdes, além do periodo historico,
foram citados e escritos de forma direta e sucinta, afinal para elaboracdo dos capitulos
estruturados acima, foram lidos intimeros livros e trabalhos, que os descrevem de
maneira completa. O foco se deu através da vis@o dos docentes, para as aplicacdes dos
nimeros complexos, afinal a relacdo com situagdes e utilizacdes cotidianas se faz cada
vez mais util e necessaria para os contetidos lecionados em sala de aula, pois os alunos,
na era da informacdo, nos trazem cada vez mais estes questionamentos. Além da anélise
dos livros didaticos e sugestdes das aulas, especialmente a segunda delas.

A realidade da educacio brasileira e outras dificuldades encontradas tem trazido
inimeras dificuldades para as salas. As aulas de Matemadtica, em diversas situagdes,
tém se tornado uma mera robotizagdo para os alunos, sem qualquer atrativo sendo o
colorido dos materiais, quando existem. Abordagens e demonstracdes geométricas t€m
se perdido com o passar dos anos. Houve um convencimento natural de que os alunos
sejam incapazes de compreender e aprender alguns assuntos, realidade que atinge a
maioria das escolas, sem esquecer das situagdes adversas que se tem em muitas delas.

O trabalho apresentado procurou dividir experiéncias e trazer numa linguagem
mais direta, novas visdes e sugestdes, com embasamento estatistico e textual. Devido
ao avanco da tecnologia, ja presente em muitas salas de aula, e as mudangas constantes
e frequentes nos planos educacionais, é natural que o professor se veja preso a

dualidade do formal e do novo.
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Anexo 1
QUESTIONARIO

Estimado Professor,

Este questiondrio foi elaborado com a finalidade académica de pesquisa sobre a
abordagem do Ensino dos Numeros complexos na Educagdo bésica. Agradeco, de
antemao, por sua colaboracdo e solicito que o questiondrio seja respondido atentamente.
Ressalto que as respostas ndo gerardo danos ou puni¢des aos professores, alunos e a

institui¢do. Além disso, os dados ndo serdao divulgados na pesquisa.

1. Ha quantos anos leciona Matematica?
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L

Formou-se em Universidade:

) Piblica () Privada

~

Trabalha atualmente em:
) Rede Publica municipal
) Rede Publica estadual
) Rede Publica federal
) Rede Privada

N /N /W

Qual(is) série(s) leciona?
) 6° ano Ensino Fundamental () 1°ano Ensino Médio

4

(

() 7° ano Ensino Fundamental () 2°ano Ensino Médio
() 8° ano Ensino Fundamental () 3°ano Ensino Médio
(

) 9° ano Ensino Fundamental

5. O assunto Nimeros Complexos foi ensinado durante a sua formacao no Ensino
Fundamental e/ou Médio?

() Nao

() Apenas Ensino Fundamental

() Apenas Ensino Médio

() Ambos

6. O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua graduacdo na
universidade?

() Sim ( ) Nao
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7. Ao ensinar conjuntos numéricos no Ensino Fundamental, vocé cita o conjunto
dos ndmeros complexos? Responda apenas se vocé trabalha com turmas de Ensino
Fundamental atualmente

() Sim () Nao

8. Durante suas aulas, o(a) senhor(a) usa algum recurso tecnoldgico? E de algum
software, como o Geogebra? Descreva, caso use, o0 método utilizado. E o nao uso, caso
ocorra, estaria associado a falta de tempo para todos os contetddos, a sua metodologia,
entre outros. Justifique.

() Apenas o recurso tecnolégico, sem o software

() Apenas o software

() Ambos

() Nenhum

9. O(A) senhor(a) considera o assunto relevante para aprendizagem e

desenvolvimento do aluno? Justifique.

() Sim ( ) Nao

10. O(A) senhor(a) ensina o contetido no Ensino Médio? Descreva o método e a

abordagem utilizada.
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11. Na escola em que leciona, o conteddo nimeros complexos € abordado:
() No Ensino Fundamental

() No Ensino Médio

() Em ambos

() Néao é abordado

Na escola em que leciona, vocé considera que o conteido nimeros complexos €
abordado de forma satisfatéria? () SIM ( ) NAO

Caso sua resposta tenha sido nao, a que vocé atribui essa situagao?

() aauséncia do contetdo na prova do Novo ENEM, nos tltimos 6 anos

() excesso de contetudo a ser abordado na Educacgdo Bésica

() influéncia dos gestores escolares, direcao e coordenacao.
(

) outros

12. Em uma aula com duracdo de 50 minutos, do assunto, descreva como seria a

abordagem, se teria um direcionamento mais algébrico ou geométrico.
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Anexo 2
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Estimado Professor,

Este questionario foi elaborado com a finalidade académica de pesquisa sobre a abordagem
do Ensino dos Numeros complexos na Educagdo basica. Agradeco, de antem3o, por sua
colaboragZo e solicito que o questionario seja respondido atentamente. Ressalto que as respostas
n&o gerarao danos ou puni¢des aos professores, alunos e a instituicdo. Além disso, os dados n3o
seréo divulgados na pesquisa.

1. Ha quantos anos leciona Matematica?
A/W) <

2] Formou-se em Universidade:
(7%Publica () Privada

3. Trabalha atualmente em:
() Rede Publica municipal
( %) Rede Publica estadual
() Rede Publica federal
(52 Rede Privada =

4. Qual(is) série(s) leciona?

() 6°ano Ensino Fundamental (<) 1°ano Ensino Médio
(»¢) 7° ano Ensino Fundamental (<) 2° ano Ensino Médio
() 8° ano Ensino Fundamental ( X) 3° ano Ensino Médio
() 9° ano Ensino Fundamental

5. O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua formagdo no Ensino
Fundamental e/ou Médio?

( ) Nao

() Apenas Ensino Fundamental

(=) Apenas Ensino Médio

() Ambos

6. O assunto Nimeros Complexos foi ensinado durante a sua graduacao na universidade?
() Sim () Nao

7. Ao ensinar conjuntos numéricos no Ensino Fundamental, vocé cita o conjunto dos niimeros
complexos? Responda apenas se voceé trabalha com turmas de Ensino Fundamental atualmente

) Sim () Nao

8. Durante suas aulas, o(a) senhor(a) usa algum recurso tecnolégico? E de algum software,
como o Geogebra? Descreva, caso use, o método utilizado. E o n3o uso, caso ocorra, estaria
associado 2 falta de tempo para todos os contetdos, a sua metodologia, entre outros. Justifique.

() Apenas o recurso tecnoldgico, sem o software

() Apenas o software

() Ambos
( >) Nenhum : :
A Falla o0 deun povinm 4 guavtinge e
Conteip@s o7 A4 PRwapal C4us A
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9. O(A) senhor(a) considera o assunto relevante para aprendizagem e desenvolvimento do
aluno? Justifique.

() Sim ( )Nao

FARA A APRenDiZacen Pois ok ADORDA BASWWR A[Ge —
Aajem) ¢ Ap200S YAuE0MOMOTRIAS o PARA O Desonwol\imnew &
POR__.DES CobRiRN QUL S @  YoRAMN  UMA YoRM Do SUPERAR ALSYALWWS am IR .

10.  O(A) senhor(a) ensina o contetido no Ensino Médio? Descreva o método e a abordagem

u’uhzad);a‘D

An e vaw DAS pmuMb De  CoLumdag  GRAY  QUANDD O
DeSCRiIMmivAuYe G pecAtio o A Paedr DAL peseswlVemoS
4 Possilpaves TR PREMCAS Ap Plams e A wecg sSIWPE
o0 deamoc ouas detas, Tamemaria’ o RreAl .

11.  Na escola em que leciona, o conteudo nimeros complexos € abordado:
() No Ensino Fundamental

3 No Ensino Médio

( ) Em ambos

() N&o é abordado

Na escola em que leciona, vocé considera que o conteido niimeros complexos é abordado de
forma satisfatoria? () SIM (3. NAO

Caso sua resposta tenha sido n&o, a que vocé atribui essa situag&o?

"3 a auséncia do contetido na prova do Novo ENEM, nos ultimos 6 anos

() excesso de contelido a ser abordado na Educagéo Basica

() influéncia dos gestores escolares, diregdo e coordenagéo.

() outros

12.  Em uma sala de aula, de 50 minutos, do assunto, descreva como seria a abordagem, se
teria um direcionamento mais algébrico ou geométrico.

(X)MQCAM com A pAALoway (4 nd4  AA2 QUALRA DA

S0 WNoMeRO s eAlun  Tepfals peeda ZAA INCCAL MY
CARA YRMWAR_~ Com -visudlioaceyn Geonet®lh, U eal <erAq
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Anexo 3

/

Estimado Professor,

Este questionario foi elaborado com a finalidade académica de pesquisa sobre a abordagem
do Ensino dos Numeros complexos na Educacdo basica. Agradego, de antemio, por sua
colaboracéo e solicito que o questionario seja respondido atentamente. Ressalto que as respostas
n&o geraréo danos ou punigdes aos professores, alunos e a instituicio. Além disso, os dados néo
serdo divulgados na pesquisa.

1. Ha quantos anos leciona Matematica?

2. Formou-se em Universidade:
() Publica (> Privada

3.  Trabalha atualmente em:
(><) Rede Publica municipal
(>) Rede Publica estadual
() Rede Publica federal

() Rede Privada

4. Qual(is) série(s) leciona?

(>9 6° ano Ensino Fundamental () 1°ano Ensino Médio
() 7° ano Ensino Fundamental (><) 2° ano Ensino Médio
(> 8° ano Ensino Fundamental () 32ano Ensino Médio

() 9° ano Ensino Fundamental

5. O assunto Nimeros Complexos foi ensinado durante a sua formagdio no Ensino
Fundamental efou Médio?

( ) Nao

() Apenas Ensino Fundamental

(> Apenas Ensino Médio

( ) Ambos

6. O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua graduagéo na universidade?
(<) Sim ( )Néo

7. Ao ensinar conjuntos numéricos no Ensino Fundamental, vocé cita o conjunto dos nimeros
complexos? Responda apenas se vocé trabalha com turmas de Ensino Fundamental atualmente

( )Sim (><) Nao

8. Durante suas aulas, o(a) senhor(a) usa algum recurso tecnoldgico? E de algum software,
como o Geogebra? Descreva, caso use, 0 método utilizado. E o ndo uso, caso ocorra, estaria
associado a falta de tempo para todos os contetidos, & sua metodologia, entre outros. Justifique.
() Apenas o recurso tecnol6gico, sem o soffware

() Apenas o soffware

( ) Ambos

(><) Nenhum

Awirao g érl“m\{r/wmv—\\' Ra'd G(ki(a‘\xmf“(&&

104



O(A) senhor(a) considera o assunto relevante para aprendizagem e desenvolvimento do
auno? Justifique.
( )Sim (>¢) Nao

S D e ceoiSode W C-Q\Q(‘qm S NwueaNe

10.  O(A) senhor(a) ensina o conteido no Ensino Médio? Descreva o método e a abordagem
utilizada. \ d
N CNWS] As oS oo, Foen GOAON ”'-sy\\im\v\g,\ NNV S
) RQ\Lmr-@\.\ e 02 A oy N wgo\i’&\g\m (oS~ do AL

11.  Na escola em que leciona, o conte(ido numeros complexos & abordado:
() No Ensino Fundamental

(&) No Ensino Médio

( ) Em ambos

() Néo é abordado

Na escola em que leciona, vocé considera que o contetido niimeros complexos é abordado de
forma satisfatéria? (<) SIM ( ) NAO

Caso sua resposta tenha sido ndo, a que vocé atribui essa situacdo?

() a auséncia do conteudo na prova do Novo ENEM, nos tltimos 6 anos

() excesso de contelido a ser abordado na Educagéo Basica

() influéncia dos gestores escolares, dire¢do e coordenagio.

( ) outros

12. Em uma sala de aula, de 50 minutos, do assunto, descreva como seria a abordagem, se
teria um direcionamento mais algébrico ou geométrico.
5 I g 2.8 Seey SN R S ¢
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Anexo 4

Estimado Professor,

Este questionario foi elaborado com a finalidade académica de pesquisa sobre a abordagem
do Ensino dos Numeros complexos na Educagdo bdsica. Agradego, de antemo, por sua
colaboragao e solicito que o questionario seja respondido atentamente. Ressalto que as respostas
nao gerarao danos ou puni¢cdes aos professores, alunos e a instituigdo. Além disso, os dados nfo
serdo divulgados na pesquisa.

1 Hé guantos anos leciona Matematica?
WASYALY)

2. Formou-se em Universidade:
(><(Publica () Privada

3.  Trabalha atualmente em:
() Rede Publica municipal
() Rede Publica estadual
() Rede Publica federal

(>4 Rede Privada

4. Qual(is) série(s) leciona?

(> 62 ano Ensino Fundamental (><) 12 ano Ensino Médio
() 72 ano Ensino Fundamental (>X) 22 ano Ensino Médio
(><). 82 ano Ensino Fundamental (732 ano Ensino Médio

() 92 ano Ensino Fundamental

5. O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua formagdo no Ensino
Fundamental e/ou Médio?

( ) Nao

() Apenas Ensino Fundamental

(>4 Apenas Ensino Médio

() Ambos

6. O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua graduag&o na universidade?

>4 Sim ( )Nao

7. Ao ensinar conjuntos numéricos no Ensino Fundamental, vocé cita o conjunto dos nimeros
complexos? Responda apenas se vocé trabalha com turmas de Ensino Fundamental atualmente

('Sim () Nao

8.  Durante suas aulas, o(a) senhor(a) usa algum recurso tecnolégico? E de algum software,
como o Geogebra? Descreva, caso use, o método utilizado. E o ndo uso, caso ocorra, estaria
associado & falta de tempo para todos os contetdos, a sua metodologia, entre outros. Justifique.
() Apenas o recurso tecnoldgico, sem o soffware
() Apenas o software
( ) Ambos

Nenhum
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9= O(A) senhor(a) considera o assunto relevante para aprendizagem e desenvolvimento do
aluno? Justifique.

10.  O(A) senhor(a) ensina o contetido no Ensino Médio? Descreva o método e a abordagem
utilizada. Ay
Noe

11.  Na escola em que leciona, o contetido nimeros complexos é abordado:
() No Ensino Fundamental

4 No Ensino Médio

( ) Em ambos

() Nao é abordado

Na escola em que leciona, vocé considera que o contetido niimeros complexos é abordado de
forma satisfatéria? (>) SIM () NAO

Caso sua resposta tenha sido nao, a que vocé atribui essa situagio?

() aauséncia do contetdo na prova do Novo ENEM, nos dltimos 6 anos

() excesso de contelido a ser abordado na Educagéo Basica

() influéncia dos gestores escolares, direcéo e coordenacio.

() outros

12.  Em uma sala de aula, de 50 minutos, do assunto, descreva como seria a abordagem, se
teria um direcionamento mais algébrico ou geométrico.

JC I PIS SAL\ a) ‘E-@;-Lngw WA NCAL QL2 BNME_XAALO
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Anexo 5

=

Estimado Professor,

Este questionario foi elaborado com a finalidade académica de pesquisa sobre a abordagem
do Ensino dos Nimeros complexos na Educacdo bésica. Agradego, de antem&o, por sua
colaboracéo e solicito que o questionario seja respondido atentamente. Ressalto que as respostas

n&o geraréo danos ou punigdes aos professores, alunos e a instituicdo. Além disso, os dados n&o
seréo divulgados na pesquisa.

AL Ha quantos anos leciona Matematica?

¢

hd, mais de. BAlE £ Cnco et

2 Formou-se em Universidade:
(7() Pdablica () Privada

3t Trabalha atuaimente em:
(<) Rede Publica municipal
(%) Rede Publica estadual
() Rede Publica federal

( ) Rede Privada

4. Qual(is) série(s) leciona?

(X) 6° ano Ensino Fundamental (<) 1° ano Ensino Médio

(>Q 7° ano Ensino Fundamental (7<) 2° ano Ensino Médio
) 8° ano Ensino Fundamental () 3° ano Ensino Médio
) 9° ano Ensino Fundamental

5. O assunto NUmeros Complexos foi ensinado durante a sua formagcdo no Ensino
Fundamental e/ou Médio?

{ ) Nzo

( ) Apenas Ensino Fundamental
(X Apenas Ensino Médio

( ) Ambos

6. O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua graduacéo na universidade?

(%) Sim ( )Nao

7. Ao ensinar conjuntos numéricos no Ensino Fundamental, vocé cita o conjunto dos nimeros
complexos? Responda apenas se vocé trabalha com turmas de Ensino Fundamental atualmente
(A Sim ( )Nao

8.  Durante suas aulas, o(a) senhor(a) usa algum recurso tecnoldgico? E de algum software,
como o Geogebra? Descreva, caso use, 0 método utilizado. E o ndo uso, caso ocorra, estaria
associado 4 falta de tempo para todos os contetdos, & sua metodologia, entre outros. Justifique.

( ) Apenas o recurso tecnolégico, sem o soffware

( ) Apenas o software

{ )Ambos

(¥¢) Nenhum
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9. O(A) senhor(a) considera o assunto relevante para aprendizagem e desenvolvimento do
aluno? Justifique.
() Sim ( )Néo

Sim. Cemo objehivo de ammblion 0 COnhetimento |, cleibutas
%)a/\c. 0 "r‘mﬁﬁiﬂa’%o f v 4

10.  O(A) senhor(a) ensina o conteido no Ensino Médio? Descreva o método e a abordagem
utilizada. .
Sina _de formen pimiales, oM Ao 1 Qlowrrrah Puoprada-
] A o O 0 infewrst) o Collhucls wnives -
/Am ok}liwz Ao : wolen 2V EVvE AR VB _acertunacdden .

11.  Na escola em que leciona, o contetido nimeros complexos é abordado:
() No Ensino Fundamental

<) No Ensino Médio

( ) Em ambos =

() N&o é abordado

Na escola em que leciona, vocé considera que o contetdo nimeros complexos & abordado de
forma satisfatéria? (%) SIM ( ) NAO

Caso sua resposta tenha sido nao, a que vocé atribui essa situacao?

() a2 auséncia do contetido na prova do Novo ENEM, nos tltimos 6 anos

() excesso de contetido a ser abordado na Educacao Basica

() influéncia dos gestores escolares, diregdo e coordenacéo.

( ) outros

12.  Em uma sala de aula, de 50 minutos, do assunto, descreva como seria a abordagem, se
teria um direcionamento mais algébrico ou geométri
o oA
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Anexo 6

Estimado Professor,

Este questionario foi elaborado com a finalidade académica de pesquisa sobre a abordagem
do Ensino dos Numeros complexos na Educagdo basica. Agradeco, de antemao, por sua
colaboragao e solicito que o questionario seja respondido atentamente. Ressalto que as respostas
n&o gerardo danos ou punigées aos professores, alunos e a instituicdo. Além disso, os dados néo
serdo divulgados na pesquisa.

1. Ha quantos anos leciona Matematica?
S M0

2. Formou-se em Universidade:
(¢) Publica () Privada

) Rede Publica municipal

. Trabalha atualmente em:
(

(X) Rede Publica estadual

(
(

) Rede Plublica federal
) Rede Privada

4. Qual(is) série(s) leciona?

(X') 6° ano Ensino Fundamental (X") 1° ano Ensino Médio
(X') 7° ano Ensino Fundamental (X)) 2° ano Ensino Médio
(X) 8° ano Ensino Fundamental (X)) 3° ano Ensino Médio

() 9° ano Ensino Fundamental

5 O assunto NUmeros Complexos foi ensinado durante a sua formagdo no Ensino
Fundamental e/ou Médio?

( ) Nao

() Apenas Ensino Fundamental

(X) Apenas Ensino Médio

() Ambos

6. O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua graduagio na universidade?
(X) Sim () Nao

7. Ao ensinar conjuntos numéricos no Ensino Fundamental, vocé cita o conjunto dos ntimeros
complexos? Responda apenas se vocé trabalha com turmas de Ensino Fundamental atualmente
(KySim ( )Néo

8.  Durante suas aulas, o(a) senhor(a) usa algum recurso tecnoldgico? E de algum software,
como o Geogebra? Descreva, caso use, o0 método utilizado. E o no uso, €aso ocorra, estaria
associado 2 falta de tempo para todos os conteudos, a sua metodologia, entre outros. Justifique.
() Apenas o recurso tecnolégico, sem o software

(X') Apenas o software

() Ambos

() Nenhum

110



9. O(A) senhor(a) considera o assunto relevante para aprendizagem e desenvolvimento do
aluno? Justifique.
(X) Sim () Nao

E_(MoLTAUTE  wos i pos Muvod g ME(EsSSIDEDE b4 CATEAS S
ALGE DA Bos  Cay3o00S #-/J-/Lelh.{(_.a} € duas ALiltGe va ﬂ&l’(:'vm’fﬂ'(’l '
r

10.  O(A) senhor(a) ensina o contelido no Ensino Médio? Descreva o método e a abordagem
utilizada. i ’
stn, fuingig gy EMO Dy ConfERro HisTOMLD D4 Oliogn Do UMy
Qonllecos va lergiucky  ow EGuea (B8 00 3% G, gu Sepu D4 Nguho
b relodsideg oo bepivit o yudeds ivegoras EM_fnoplEnts o
ECutdh 00 2% 6y . ocsois DApAdo B> CorMRS M Gefnids € thivopor
AT s € SuM  (nofn.coapes,

1. Naescolaem que leciona, o contetido nimeros complexos é abordado:
() No Ensino Fundamental

(X) No Ensino Médio

() Em ambos

() Nao é abordado

Na escola em que leciona, vocé considera que o contelido numeros complexos é abordado de
forma satisfatoria? () SIM () NAO
Caso sua resposta tenha sido nao, a que vocé atribui essa situagao?
() aauséncia do contelido na prova do Novo ENEM, nos dltimos 6 anos
() excesso de contetido a ser abordado na Educagdo Basica
() influéncia dos gestores escolares, diregéo e coordenacéo.
() outros 5
0> wuinowsy  tonfl €5 via € Moorps. oe Foura  (Gometur . Tawet
osie v 7 oo DS Jetones  .b e’wctc[u ptS .

12. Em uma sala de aula, de 50 minutos, do assunto, descreva como seria a abordagem, se
teria um direcionamento mais algébrico ou geométrico, 3

LM SopnE © oy WMitnhiio Loy Migigs  Sanfhekog  lay
WA Dineiouartert D v MR .
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Anexo 7

Estimado Professor,

Egte questionério foi elaborado com a finalidade académica de pesquisa sobre a abordagem
do Ensino dos Numeros complexos na Educagdo basica. Agradego, de antemé&o, por sua
colaboragéo e solicito que o questionario seja respondido atentamente. Ressalto que as respostas

n@o gerardo danos ou punigdes aos professores, alunos e a instituigdo. Além disso, os dados ndo
serdo divulgados na pesquisa.

1. Ha quantos anos leciona Matematica?
SEIS ANRS

2. Formou-se em Universidade:
(X)Publica ( )Privada

3.  Trabalha atualmente em:
(*X) Rede Publica municipal

( ) Rede Publica estadual
() Rede Publica federal

(X ) Rede Privada

4.  Qual(is) série(s) leciona?

( ) 6° ano Ensino Fundamental (%) 1° ano Ensino Médio
( ) 7° ano Ensino Fundamental (%) 2° ano Ensino Médio
(=) 8° ano Ensino Fundamental (» ) 3° ano Ensino Médio

(X) 9° ano Ensino Fundamental

5. O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua formag&o no Ensino
Fundamental e/ou Médio?

( ) Néo

( ) Apenas Ensino Fundamental
(%) Apenas Ensino Médio

( ) Ambos

6. O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua graduag&o na universidade?
(X) Sim ( )Néo

7. Ao ensinar conjuntos numéricos no Ensino Fundamental, vocé cita o conjunto dos nimeros
complexos? Responda apenas se vocé trabalha com turmas de Ensino Fundamental atualmente
(<) Sim ( ) Néo

8. Durante suas aulas, o(a) senhor(a) usa algum recurso tecnolégico? E de algum soﬂwan_a,
como o Geogebra? Descreva, caso use, 0 método utilizado. E o nép uso, caso ocorra, estaria
associado a falta de tempo para todos os contelidos, a sua metodologia, entre outros. Justifique.
() Apenas o recurso tecnolégico, sem o software

() Apenas o software

( ) Ambos

() Nenhum
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9. O(A) senhor(a) considera o assunto relevante para aprendizagem e desenvolvimento do
aluno? Justifique.
(%) Sim , ( )Nao

L IMPCLMANTE uc O Al CONHEGA QUiRCS
LONX'NTDS WWNMERICCS ALEN DOS REMS € SUAD
PROPRY EDAE S

10. O(A) senhor(a) ensina o conteldo no Ensino Médio? Descreva o método e a abordagem
utilizada. . . .
T Iy eMHENT MOSTRO AL RAILS (OMPLEXAS
St ude  EQuALAL_DC 2C (PAU. MOSIUC A rokds Ale-
DAUCA DO NLHERC € TAc  PROIAEDARES. CIERC AS
QPERACOE ( 1WASICAS € A FOLMA TRUCONOHETRUCA .

11.  Na escola em que leciona, o contetido numeros complexos é abordado:

() No Ensino Fundamental
() No Ensino Médio

( ) Em ambos

() Néo é abordado

Na escola em que leciona, vocé considera que o conteudo numeros complexos é abordado de
forma satisfatéria? (%) SIM ( ) NAO

Caso sua resposta tenha sido ndo, a que voceé atribui essa situagao?

() a auséncia do conteudo na prova do Novo ENEM, nos Ultimos 6 anos

() excesso de contetido a ser abordado na Educagéo Basica

() influéncia dos gestores escolares, diregdo e coordenagéo.

() outros

12. Em uma sala de aula, de 50 minutos, do assunto, descreva como seria a abordagem, se

teria um direcionamento mais algébrico ou geométrico. , . _
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Anexo 8

Estimado Professor,

Este questionario foi elaborado com a finalidade académica de pesquisa sobre a abordagem
do Ensino dos Numeros complexos na Educagao basica. Agradeco, de anteméao, por sua
colaboraczo e solicito que 0 questiondrio seja respondido atentamente. Ressalto que as respostas
nao gerarao danos ou punigdes aos professores, alunos € a instituiggo. Além disso, os dados nao
serao divulgados na pesquisa.

1k Ha quantos anos leciona Matematica?
SeEe ANGS.

2. Formou-se em Universidade:
(<) Publica  ( ) Privada

3. Trabalha atualmente em:
) Rede Publica municipal

( ) Rede Publica estadual

() Rede Publica federal

( ) Rede Privada

4. Qual(is) série(s) leciona?

( ) 6° ano Ensino Fundamental () 1°ano Ensino Médio
(><) 7° ano Ensino Fundamental (X) 2° ano Ensino Médio
() 8° ano Ensino Fundamental ( ) 3°ano Ensino Médio

() 9° ano Ensino Fundamentat

5. O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua formagdo no Ensino
Fundamental e/ou Médio?

( )Nézo

{ ) Apenas Ensino Fundamental

(< Apenas Ensino Médio

( ) Ambos

6. O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua graduagédo na universidade?
(X) Sim ( )Nao

7. Ao ensinar conjuntos numericos no Ensino Fundamental, vacé cita o conjunto dos numeros
complexos? Responda apenas sé vocé trabalha com turmas de Ensino Fundamental atualmente
(><) Sim ( )Nao

8. Durante suas aulas, o(a) senhor(a) usa algum recurso tecnolégico? E de algum software,
como o Geogebra? Descreva, €aso Use, 0 método utilizado. E o ndo uso, caso ocorra, estaria
associado a falta de tempo para todos 0s contetidos, a sua metodologia, entre outros. Justifique.
() Apenas o recurso tecnolégico, sem o software ;
( ) Apenas o sofiware
( )Ambos
(><) Nenhum

E=TK_OSEOWAND A MIRHA METODOLOGIA € LONIUNTD Com A faLTA
D TEMO0 . EM 0PEeAtDES NB FolMA TRIGONOMETRICA GOOIACA 2
USae. OLGUM RE RSO
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9. O(A) senhor(a) considera o assunto relevante para aprendizagem e desenvolvimento do
aluno? Justifique.

(><) Sim ( )Nao o ni

ATUDA NO Dese WOLVIMEMTD _DE ALGLMAS CQUACCES QU Who Pos.
SUi Ralzeg RCOG. ALEM X RCPoRCAn. ATRAVES DE pPIIAGES
0 ensine DA TR{GOROMETR A - :

10.  O(A) senhor(a) ensina o contetido no Ensino Médio? Descreva o método e a abordagem
utilizada.

HiM. TNRODIZO O (ONTELDD ATRAVES E Uma &QUACAHS DO
22 GrAl QUE NAD PoSsSu B palTE zepl_ —APOS TENO £AEW
1 » L == \

AWA A

n
0Pcvwn Loes

11. Na escola em que leciona, o contelido nimeros complexos é abordado:
{ ) No Ensino Fundamental

{>} No Ensino Médio

( ) Em ambos

( ) N&o é abordado

Na escola em que leciona, vocé considera que o contetido niimeros complexos é abordado de
forma satisfatéria? () SIM () NAO

Caso sua resposta tenha sido ndo, a que vocé atribui essa situagao?

(>) a auséncia do contetido na prova do Novo ENEM, nos dltimos 6 anos

( ) excesso de contetdo a ser abordado na Educacéo Basica

() influéncia dos gestores escolares, diregéo e coordenacac.

( ) outros

Quﬂm Neskienlnoes OMd f Peimciva LASE DA UCRT, tAmern

ANAD AROCDAM O TEMA-

12. Em uma sala de aula, de 50 minutos, do assunto, descreva como seria a abordagem, se
teria um direcionamento mais algébrico ou geométrico. 2 =
INLALMENTE _tomo $A DTO |, INIUD WM €XEMPLO D, EQUPLOES,
QUE NAD poso(iBbmM  RAT2ES REMS. Lr GERAL  (on  EMPACOES
D0 FECUNTO GRAIL. Ere seGucos PAco Os Opeenceee Fnon-
ME NTAS , SOMN  SURTRAGRS &€ MUL TiplcaCre NA _ Fovspn ALGE
DR . SEQUitD % APLIANRS € excocici0s. VESD GIPANDE ARANDO.
NO NAS €ocolAS DA enNsinAMen DE COINGes DO T1p0
XN 2 (22 @ermcpo DE MOIVRE), EM GRAUDE PARTE, OELA
Yhucp WeeAd(A em CodWRGes D OCeSD A GRADUACAC .
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Anexo 9

T

Estimado Professor,

Este questionario foi elaborado com a finalidade académica de pesquisa sobre a abordagem
do Ensino dos Nimeros complexos na Educacdo basica. Agradego, de antemdo, por sua
colaboracéo e solicito que o questionario seja respondido atentamente. Ressalto que as respostas

néo gerardo danos ou punigdes aos professores, alunos e a instituic&o. Além disso, os dados n&o
seréo divulgados na pesquisa.

1. 5‘7? ‘éguantos anos leciona Matematica?
1% o>

2 Formou-se em Universidade:
() Publica  ()X) Privada

3.  Trabalha atualmente em:
(X} Rede Publica municipal

( ) Rede Pablica estadual

( ) Rede Pubilica federal

(>X) Rede Privada

4. Qual(is) série(s) leciona?

( ) 8° ano Ensino Fundamental ()X) 1° ano Ensino Médio
{?Q.7° ano Ensino Fundamental ) 2° ano Ensino Médio
{ ) 8° ano Ensino Fundamental () 3° ano Ensino Médio

{ ) 9° ano Ensino Fundamental

5. O assunto NUmeros Complexos foi ensinado durante a sua formacdo no Ensino
Fundamental e/ou Médio?

( )Néo

() Apenas Ensino Fundamental
(>} Apenas Ensino Médio

( ) Ambos

6. O assunto Nuimeros Complexos foi ensinado durante a sua graduacdo na universidade?

(X) Sim ( ) Nao

7. Ao ensinar conjuntos numéricos no Ensino Fundamental, voca cita o conjunto dos nimeros
complexos? Responda apenas se vocé trabalha com turmas de Ensino Fundamental atualmente

(A 8im ( )N&o

8. Durante suas aulas, ofa) senhor(a) usa algum recurso tecnolégico? E de algum sofiware,
como o Geogebra? Descreva, caso use, 0 método utilizado. E o ndo uso, caso ocorra, estaria
associado & falta de tempo para todos os contetidos, 3 sua metodologia, entre outros. Justifique.
() Apenas o recurso tecnologico, sem o soffware

{ ) Apenas o software

{ ) Ambos
(<} Nenhum

//l/a?f LN /km(/( A i/(ua/a hevat G/J/M u‘///f’,ézm,gﬁ
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9. O(A) senhor(a) considera o assunto relevante para aprendizagem e desenvolvimento do
aluno? Justifique.

(9).Sim () Néo : q

Nﬁ@( o Al G o il o _Airares CZ@AZ/VM‘”A
Lafomegel  bangy Aelitdon Jy bnohfopnd Py fiineoimn 7 a "
Andbes old AdgumA i  ovds 0 Baneio Qo o oA oo
 JARE o) R I S i os s 2l o200 At s W/'ZZZ;F&I )

10.  O(A) senhor(a) ensina o contetido no Ensino Médio? Descreva o método e a abordagem
utilizada.

S . # 26200 ’n//\/f/a Z J/)MW PINEYL! Mﬂ/a//l/‘t

GAM :310 Wé&m,/: oA //}ﬁ/M/ M//[(.c&r) dx Lﬁ/u\/ﬂa@ Yo .g{% 2
- = A

11.  Na escola em que leciona, o contetido nimeros complexos é abordado:
{ ) No Ensino Fundamental

{4 No Ensino Médio

{ )} Em ambos i

{ ) N&o é abordado

Na escola em que leciona, vocé considera que o contetido nameros complexos é abordado de
forma satisfatoria? (X ) SIM ( ) NAO

Caso sua resposta tenha sido n3o, a que voca atribui essa situacao?

() aauséncia do contelido na prova do Novo ENEM, nos (itimos 6 anos

() excesso de contetido a ser abordado na Educagéo Basica

( ) influéncia dos gestores escolares, diregéo e coordenacio.

( )outros

12.  Em uma sala de aula, de 50 minutos, do assunto, descreva como seria a abordagem, se
teria um direcionamento mais algébrico ou geométrico.

. / / / 2
/4 - M/M ; //mf‘/\ CNLUND 2000 My /A//Mcm /WM,
Yz Lo /cemz OO Z oL ﬁm},ﬂ;ga/& s AL (,cf’mai
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117



Anexo 10

%
"Eud

=

Estimado Professor,

Este questionario foi elaborado com a finalidade académica de pesquisa sobre a abordagem
do Ensino dos Numeros complexos na Educagdo bésica. Agradeco, de antemo, por sua
colaboragéo e solicito que o questionario seja respondido atentamente. Ressalto que as respostas

n&o geraréo danos ou punicdes aos professores, alunos e a instituicdo. Além disso, os dados né&o
serao divulgados na pesquisa.

1. Ha quantos anos leciona Matematica? 3 6

Formou-se em Universidade:
) Piblica (7<) Privada

&

Trabalha atualmente em:
) Rede Publica municipal
) Rede Publica estadual
( ) Rede Publica federal
(<) Rede Privada

—~ e~ )

4.  Qual(is) série(s) leciona?

() 6° ano Ensino Fundamental (%) 1° ano Ensino Médio
(x) 7° ano Ensino Fundamental (X)) 2° ano Ensino Médio
() 8° ano Ensino Fundamental ( ) 3° ano Ensino Médio

(%) 9° ano Ensino Fundamental

5. O assunto NUmeros Complexos foi ensinado durante a sua formagdo no Ensino
Fundamental e/ou Médio?

( ) Nao

( ) Apenas Ensino Fundamental
¢4} Apenas Ensino Médio

( ) Ambos

6. - O assunto Numeros Complexos foi ensinado durante a sua graduacgo na universidade?
( )Sim (> Nao

7. Ao ensinar conjuntos numéricos no Ensino Fundamental, vocé cita o conjunto dos nimeros
complexos? Responda apenas se vocé trabalha com turmas de Ensino Fundamental atuaimente

() Sim () Nao

8.  Durante suas aulas, o(a) senhor(a) usa algum recurso tecnoldgico? E de algum software,
como o Geogebra? Descreva, caso use, 0 método utilizado. E o ndo uso, caso ocorra, -estaria
associado a falta de tempo para todos os contetidos, & sua metodologia, entre outros. Justifique.
(X)) Apenas o recurso tecnol6gico, sem o software

() Apenas o software

( ) Ambos

( ) Nenhum
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9} O{A) senhor(a) considera o assunto relevante para aprendizagem e desenvolvimento do
aluno? Justifique.

(3) Sim ( )Nao

A & =
YY) 7 %% JUIA ANl > Al gl alid Ada)
}g 5'3 rf(z’ééz :& ﬂ%f p%%)%iif/? z‘ i% DAc¢e s 01 a2

1
10.  O(A) senhor(a) ensina o contetido no Ensino Médio? Descreva o método e a abordagem

utilizada. .
. Ny QUL 2 / }&%Ma 2
y ) (L~ O . oAU

11.  Naescolaem que leciona, o contetido ntimeros complexos é abordado:
(') No Ensino Fundamental

(>3 No Ensino Médio

( ) Em ambos

() N&o é abordado

Na escola em que leciona, vocé considera que o contetido numeros complexos é abordado de
forma satisfatéria? () SIM ( ) NAO

Caso sua resposta tenha sido n&o, a que vocé atribui essa situaczio?

() aauséncia do contetido na prova do Novo ENEM, nos Gltimos 6 anos

() excesso de contetido a.ser abordado na Educacéo Bésica

() influéncia dos gestores escolares, direcio e coordenagio.

( ) outros A i s s .

B AuUdtipie e anieds hy EMNE M, dii-
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12. Em uma sala de aula, de 50 minutos, do assunto, descreva como seria a abordagem, se
teria um direcionamento mais algébrico ou geomeétrico.
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