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“A Musica de tao perfeita, é pura Matematica; a Mate-
maética de tao simples, é deslumbrante como a Misica. A
Musica parece uma equacao; a equacao bem formulada
¢ cheia de harmonia e sonoridade.” (Albert Einstein)
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Resumo

Investigamos assuntos envolvendo matematica e misica, sugerindo resolucao de problemas
musicais com o auxilio da matematica, de modo que os alunos possam estabelecer relacoes en-
tre a Matematica e Musica. Abordaremos Fracoes, funcoes Exponenciais, Logaritmicas e Tri-
gonométricas, Progressdo Geométrica (P.G.) e Minimo Mitiplo Comum (m.m.c.), propondo
um trabalho diversificado. A miusica é envolvente e dificilmente nao despertara curiosidade
e interesse, atraindo os mais variados grupos, desde virtuoses musicais a simples ouvintes.
Através deste estudo, foi possivel perceber o quanto a matemética esta ligada a musica e como
¢ interessante essas conexoes, de modo que o aluno aprendera melhor matemaética quando
se insere a musica no contexto. Estudos de comprovam que através da misica pode-se até
curar determinadas doencas, ajudar o aluno a melhorar sua autoestima, socializar-se melhor,
contribuir para o seu aprendizado nas mais variadas disciplinas (ndo s6 a matemaética), au-
mentar sua capacidade de concentragao, dentre outros beneficios [2]. Destacamos também
alguns fatos historicos, relacionamos o Som e a Trigonometria, a Mateméatica e a Misica,
definimos alguns elementos bésicos da Teoria musical, ressaltamos algumas contribuicoes de
Euler no campo da Matemética e a Teoria Musical e finalmente, sugerimos uma estratégia
de trabalho em sala de aula utilizando a Teoria musical como motivagao.

Palavras Chave: musica, matematica, aprendizagem, ondas, som.



Abstract

We investigate matters involving mathematics and music, suggesting solving musical pro-
blems with the aid of mathematics, so that students can establish relationships between
mathematics and music. We discuss fractions, exponential, logarithmic and trigonometric,
Geometric Progression (G.P.) and Least Common Mitiplo (lem), offering a diverse work.
The music is engaging and hard not to arouse curiosity and interest, attracting a wide vari-
ety of groups, from musical virtuosos simple listeners. Through this study, we notice how the
math is on the music and how interesting those connections, so that the student will learn
math best when inserting the music into context. Studies show that through music you can
even cure certain diseases, help students improve their self-esteem, socialize better, contri-
bute to their learning in various disciplines (not only mathematics), increase your ability to
concentrate, among other benefits [2]. We also highlight some historical facts relate Sound
and trigonometry, Mathematics and Music, we define some basic elements of musical theory,
we highlight some contributions of Euler in the field of mathematics and music theory and
finally suggest a room on business strategy class using the Music Theory as motivation.

Keywords: music, math, learning, waves, sound.
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Introducao

Abordaremos aqui alguns aspectos intrinsecos entre a Matematica e a Musica, bem
como os beneficios relacionados ao estudo da Misica, incluindo melhoria na aprendizagem,
na socializacao, na satde fisica e mental, na autoestima entre outros. Faremos um breve
apanhado historico, com o auxilio de alguns autores que estudaram o assunto.

A maioria dos estudantes percebem a Matematica como uma disciplina ruim para se
estudar e sem utilidade, ressalta [4]. Porém dificilmente havera alguém, mesmo sem conheci-
mento musicais profundos, que nao aprecie misica, pois em geral a musica esta presente em
muitos momentos em nossas vidas.

Em 2009, desenvolvi um projeto chamado “Coral Escolar”, com duracao de 2 anos, o

qual havia uma carga horaria de 14 horas/aulas semanais, dividas da seguinte forma:

Aulas de Teoria Musical trés vezes por semana;

o Aulas de solfejo trés vezes por semana;

Aulas de ritmo trés vezes por semana;
e Vocalizes em todos os ensaios;

e Ensaios didrios com partituras.

Apresentacoes musicais mensais

Esse projeto era desenvolvido com alunos do ensino fundamental no contraturno, eram
meus alunos na disciplina de matemaética no turno vespertino e participavam do coral no

turno matutino, assim pude observar que os alunos envolvidos nesse projeto comecaram a
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fazer conexoes entre a Matematica e a Musica. Ao fazer minha especializacao pude registrar
essa experiéncia em meu trabalho de conclusao de curso.

No trabalho que estamos realizando junto ao PROFMAT, propomos resolucao de pro-
blemas musicais com o auxilio da Matematica, de modo que os alunos possam estabelecer
relagoes entre a Matematica e Musica.

Em [5] é relatado que:
Pessoas talentosas em termos matematicos frequentemente manifestam
um considerédvel interesse pela misica, talvez isso aconteca porque a
miisica se apresenta como um campo extremamente fértil para a mente

matematica...

Isso nao acontece por acaso, a relacao entre a Misica e a Matemaética existe desde a
antiguidade, identificada nos estudos pitagoricos sobre a Mtusica, fato de fundamental impor-
tancia para sua evolugdo [1].

Alunos que praticam Miisica, apresentam um grande esforco em se destacar nas demais
areas do conhecimento, ndo apenas em Matematica [3]. Dessa forma, nota-se que é interes-
sante explorar problemas envolvendo Miusica como uma ferramenta para o aprendizado da
Matematica.

Em [2] é ressaltado sobre o poder terapéutico da musica e sua contribui¢do na cura de
algumas enfermidades, assim podemos supor que é possivel utilizar a misica para minorar
alguns problemas relacionados a aprendizagem de Matematica. Ha estudos que comprovam
que alunos que estudam misica podem ter sua inteligéncia ampliada. Em [3], Bastian fez
um experimento com alunos da educagao basica num periodo de 4 anos e aqueles que foram
submetidos a educac¢ao musical expandida tiveram um desempenho no teste de QI (111) sig-
nificativamente superior ao dos alunos que nao usufruiram de uma educacao musical durante
o periodo QI(105).

Quando o aluno tem a oportunidade de estudar Musica, o professor de Matemaética
que também tenha algum conhecimento musical, podera estabelecer algumas relagoes entre
a Matematica e a Miusica, possibilitando ao aluno, estudante de musica, se interessar pela
Matematica. Para aqueles que nao tiveram essa chance, pode-se introduzir a Teoria Musical
superficialmente, mostrando aos alunos o quanto de Matematica h& na Musica, tornando-a
mais proxima, mesmo que estes alunos nao tenham grandes habilidades musicais, certamente

apreciam algum ritmo musical, o que ji é o suficiente para despertar interesse nessa relagao
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musica/matematica.

Um exemplo interessante que ilustra o quanto a Matemaética esta presente na Miisica
pode se observado quando Pitdgoras notou que ao pressionar uma corda a 3/4 de sua extremi-
dade e tocando a mesma obtinha um som uma quarta acima do som original produzido pela
corda sem ser pressionada, se pressionasse 2/3, obtinha um quinta acima, e 1/2, uma oitava
acima. Observar o quanto a musica esta relacionada com a matematica é util ao abordar, por
exemplo, fracoes utilizando apenas um violao para chamar atencao dos alunos da educacao
béasica, que frequentemente demonstram dificuldades nesse assunto.

E interessante perceber que muitos dos termos matematicos sao utilizados frequente-
mente na musica, mas serd que se trata da mesma coisa? Por exemplo: Em Matematica, a

série harmonica é a série infinita definida como:

SELINTE IS I S
pet k 2 3 4
J& a série harmonica (em musica) é uma série infinita, composta de ondas senoidais
com todas as frequéncias multiplas inteiras da frequéncia fundamental. O nome harmonica
¢ devido a semelhanca com a proporcionalidade dos comprimentos de onda de uma corda a
vibrar: 1, 1/2, 1/3, 1/4, ...[18].

Figura 1: Série harmonica de Sol

é bey o o o (o o Gole)ie =
o oy

< ©

>» o °
=
Nota (2 @3 G3 Ca Ea G4 (Bbgy Cs Ds Es (F#5) G5 (Gis) (Bbs) Bs Cs
Freq.(Hz) 6541 13081 19622 261,63 327,03 39244 457,85 52325 58866 654,06 719,47 78488 850,28 91569 981,10 104650

Freq. Temp. (Hz) 6541 13081 19600 261,63 329,63 39200 465,16 523,25 58733 659,26 73999 783,99 83061 932,33 98777 104650

Diferenga (cents) 0 4] +2 0 -14 +2 -3 o +4 -14 -49 +2 +41 - -12 [}

Fonte: http://www.ime.usp.br/ kon/MAC5900/aulas/Aula2.html

A semelhanca nao é uma mera coincidéncia, de fato, a série harmoénica em matematica
é exatamente a mesma coisa que a série harmonica em miusica, porém usadas com finalidades
distintas, e este nao ¢ um fato isolado, hd muitos contetidos matematicos que podemos

relacionar com a musica.
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Neste trabalho, trataremos sobre alguns aspectos histéricos na evolucao da Miusica,
bem como a sua relacao com a Matemética, sera feita uma relacdao entre a trigonometria e
som e, entre a Matematica e Musica. Faremos algumas definicoes a cerca da Teoria Musical,
pensando naqueles que sao desprovidos de qualquer conhecimento no assunto. Sera destacado
algumas contribuigoes de Euler entre a Matematica e a Musica, em seguida faremos algumas
sugestoes para o trabalho da Matemaética inserida na Musica, e finalmente apresentaremos
algumas sugestoes de atividades que podem ser feitas em sala de aula ou extraclasse, tendo

a Misica como motivacao para ensino de diversos conceitos mateméaticos.
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Capitulo 1

Breve Contexto Historico

Nesse capitulo destacaremos alguns momentos em que foram encontrados registros
remotos de possiveis manisfestacoes envolvendo Misica, incluindo alguns indicios sobre o
inicio de seus estudos e, onde supostamente possa ter sido percebido a sua relacao com a
Matematica e o estudo sistematico dessas relacoes, observado também em outras culturas.

Nao se sabe ao certo o inicio das primeiras manifestacoes musicais, mas um registro
bastante antigo é o Salmo 51 de Davi, registrado por volta do século X a.C., pois os Salmos

era uma maneira do povo de Israel louvar & Deus.

Um osso de urso com idade entre 43.000 e 82.000 anos encontrado em 1995 nos Alpes da
Esloviquia, apresentava buracos que produziam sons que possuiam elementos fundamentais
da atual escala diatonica [1]. Porém os primeiros registros de notagoes musicais foram entre
os séculos IV e V [17]. Os neumas possibilitavam ao cantor conhecer a dire¢ao da melodia,
mas nao indicavam com precisao as notas, foram se desenvolvendo graficamente no decorrer

do século IX ao XIII, da seguinte forma:

18



Figura 1.1: Neumas

Séc. IX Séc. X correspondéncia
virga 7 / T e Moul oud
J:
punctum - [ B cgnf%‘:ni :"Iélpqca

e o modo xitmico

clivis A"'/\ (/") M ou " D L ‘ 2

pes Godatus) / {a.f) Tou I3 o )
prees S (o4) A e
porrects A/ (/) N AT euddd
climacus I3 oouly STl
scandicus :/ 3 g ou el
quilisma " = p:l
clavdeDi ¢ B B
clvedeFi

£ 9

Fonte:http:/ /historiadamusicaxx.blogspot.com.br/p/hca.html

Ja os primeiros indicios da existéncia de relagoes entre a Matematica e a Mtsica ocorreu
por volta do século VI a.C., na escola Pitagorica, estes pensadores relacionaram intervalos
musicais com o conceito mateméatico de fragdes [1]. Pitagoras, por sua vez, almejava entender
o que chamamos hoje em dia de harmonia. A busca pela harmonia coésmica ja era objeto
de estudo de intimeros cientistas da idade Média [19]. Da antiguidade até o Renascimento,
conhecia-se sete planetas, nesse sentido Pitadgoras definiu a conceito de harmonia das esferas,
coincidindo com sete sons harmoénicos.

Os gregos desenvolveram o tetracordes e depois uma escala com sete tons, Pitagoras,
Arquidas, Aristoxeno, Eristostenes desenvolveram diferentes critérios de afinidade [1]. Eris-
totenes elaborou a diferenciacao entre intervalos calculados aritmeticamente entre 284 e 202

a.C., entre muitos outros registros pertinentes a Matematica e Msica.

Os chineses desenvolveram desde os tempos antigos as sequéncias pentatonica contendo
a partir do D6, Ré, Mi, Sol e La., que corresponde as 5 primeiras notas do ciclo das quintas,
comparadas aos cinco elementos da filosofia natural: dgua, fogo, madeira, metal e terra [6].
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Capitulo 2

Funcoes Trigonométricas e o Som

Queremos entender como se comporta o som, se existe uma funcdo trigonométrica (ou
fungoes) que seja capaz de exprimir esse comportamento, definindo na sequéncia importantes
caracteriscas do som e da Mtsica.

Pitagoras foi pioneiro em estabelecer relacoes entre a matemaéatica e a musica, ao re-
alizar experimentos com uma corda, percebendo que o som produzido representava uma
determinada fracao do som original. A partir dai conseguiu organizar uma escala musical
por volta do século VI a.c.. Estudiosos musicais buscaram desenvolver novas teorias, fazendo
uma aproximac¢ao mais precisa entre os sons e a matematica (8.

Ao observarmos o movimento de um ponto P sobre uma circunferéncia de raio 1 no
sentido anti-horario, temos que seu percurso pode ser determinado por uma funcao seno, o
qual tem valor méximo em y=1. Se representarmos esse movimento por um periodo indefinido

teremos:
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Figura 2.1: Fungao Seno
£ix]
O grafico da fungfo seno
1

-0.5

-1
Fonte: http://www.mtm.ufsc.br/“taneja/ MATREDE /Math2/Math21/Math21.html

Enquanto o tempo t varia de 0 a 1 segundo, o angulo « varia de 0 a 2w, ou seja, o
ponto P completou um ciclo em um segundo. O nitimero de ciclos realizados em um segundo,
denominado frequéncia.

Linck [8] desenvolveu um modelo matematico que mostram que as notas musicais po-

dem ser representadas por ondas senoidais, que se define pela seguinte formula geral:

Y = A- sen(bx + ¢)

Temos que Y é a variacao da pressao; A é a amplitude maxima da onda, b = 27 f, onde
f é a frequéncia, x representa o tempo em segundos e ¢ a fase, que se trata do momento em

que a curva senoide se inicia. Dessa forma podemos reescrever a formula:

Y =A-sen(2rnfx+c)

Vejamos o grafico de uma frequéncia de 15 Hz:
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Figura 2.2: 15 ciclos por segundo

P8 ofoa

Fonte: [16] Mateméatica e Musica: Relagdes e suas implica¢des no Ensino da Matemaética

Como é observado por Med em [9]:
A frequéncia, e por consequéncia o periodo e o comprimento da onda,
relacionam-se com a percepgao de alturas (ou seja, o quao grave ou
agudo um som é) .

Assim pode-se relacionar a frequéncia com algumas notas musicais, por exemplo o 14
central que possui uma frequéncia de 440 Hz! . Dessa forma ¢é importante entender o que é
0 som.

O Som é uma onda longitudinal que se propaga através da matéria, seja solido, liquido
ou gasoso, o qual ndo pode ser percebido caso nio haja um meio material. E importante
destacar suas propriedades. A intensidade é a propriedade que o som tem de ser mais forte
ou mais fraco, a Altura é a propriedade que o som tem de ser mais grave ou agudo e o Timbre
é a qualidade do som [8]. A amplitude é a altura da onda em relagdo ao seu ponto médio,
que nada mais é que a intensidade do som. A frequéncia é o nimero de vezes que uma onda
completa seu movimento e volta ao seu estado inicial dentro de uma determinada unidade
de tempo, que pode ser dada em Hertz (Hz), ou seja, ela esta associada com a rapidez com

que uma onda se propaga, conforme [13].

1O Lég com frequéncia de 440 Hz, é o mais utilizado na afinacio de instrumentos.
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deslocemento

de omda

distinciec —

Figura 2.3: O Som

Fonte: https://anasoaresl.wordpress.com/

Ratton (2002), citado por [9] destaca que o ouvido humano s6 capta sons entre 20 a
20.000 Hz, de modo que os sons entre 20 e 200 Hz sao ditos graves e sons entre 5.000 a
20.000 Hz sao ditos agudo. Os sons entre 200 e 500 Hz sao chamados de sons intermediarios.
Chamamos de infrassons aqueles abaixo de 20 Hz e ultrassons aqueles acima de 20.000 Hz.

Observe a diferenca de algumas frequéncias de notas musicais entre a escala Temperada

e a escala Pitagorica?.

| Notas | Temperada | Pitagérica |

Déy 260,7 Hz 261,6 Hz
Doy# 278,4 Hz 277 Hz
Ré, 293 Hz 294Hz
Rés# 309 Hz 311 Hz
Miy 330 Hz 330 Hz
Fay 347,7 Hz 349 Hz
Fa,# 371 Hz 370 Hz
Soly 392 Hz 392 Hz
Sols# 417 Hz 415 Hz
Lay 440 Hz 440 Hz
Lay# 463,5 Hz 466 Hz
Sty 495 Hz 494 Hz
Do 521,4 Hz 523 Hz

Fonte: [13] Matematica e Musica: De Pitagoras ao dias de hoje.

O timbre, como ja foi dito anteriormente, é a qualidade do som, permitindo que facamos

a distingdo de uma mesma nota ao ser tocada em um piano ou em um violao, conforme [13].

2Veremos mais detalhes sobre as escalas Temperada e Pitagérica no Capitulo 3.
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Por exemplo, formas arredondadas de ondas em graficos da funcao seno produzem timbres
mais suaves e formas mais pontiagudas produzem sons mais estridentes.
Queremos destacar o trabalho de [13], que utiliza a seguinte forma genérica:

f(z) = a+ b.sen(c.x + d), a qual ele analisa a varia¢do dos coeficiente a, b, ¢ e d.

O coeficiente a realiza uma translagao, ou seja, um deslocamento vertical do grafico.

O coeficiente b promove uma ampliacao ou reducao vertical do grafico.

O coeficiente ¢ promove uma ampliacao ou reducao horizontal do grafico.

O coeficiente d realiza uma translagao, ou seja, um deslocamento horizontal do gréfico.

Facamos entao a aplicacao para:
f(z) =6+9.sen (3z — %)

a = 6 —eixo central da onda

b =9 —amplitude

¢ = 3 —relativo ao periodo®

d = —5 —relativo a fase

3 Segundo [13] uma fungdo é dita periddica quando sua representagdo grafica se repete em intervalos regulares, chamados

periodo. As fungbes periddicas comuns que sao ensinadas na educacao béasica sao as fungdes trigonométricas.

24



Figura 2.4: Gréfico da funcdo f(z) = 6 + 9.sen (3(E — %)

Fonte: Prépria

Temos que uma série de frequéncias sonoras produzem a caracteristica que nos permite
reconhecer a fonte do som, essa série é denominada série harmonica. Conforme [13], ao
ouvirmos uma nota, podemos identificar também uma série de outras frequéncias secundéarias
mais agudas, que nao perceberemos sozinhas, esse conjunto de sons define o timbre de cada
instrumento.

Série harmonica é o conjunto de sons que acompanham um som fundamental (som
gerador, som principal) [9]. Em uma série harmoénica os intervalos que a formam comegam
com oitavas justas e ficando sempre menores, ou seja:

8 J-52J-42]-32M-32m-32m-22M-22M-22 M-22M-22m ..

Os harmonicos da série soam com intensidades diferentes em cada instrumentos ressalta

[13], porém nenhum instrumento produz um som puro, o diapasao fornece um som mais limpo

que as demais formas de som.
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Capitulo 3

Teoria da Misica

Faremos, neste capitulo, algumas definicoes a cerca da Teoria Musical, pensado em
principiantes na misica, para que deste modo, as propostas educacionais que se seguem,

possam ser compreendidas.
Para estabelecer relacoes entre a Matematica e a Misica é importante que sejam defi-

nidos alguns elementos da Misica.
O pentagrama ¢é a disposicao de cinco linhas paralelas horizontais e quatro espagos,

onde é possivel escrever as notas musicais, contam-se as pautas e as linhas de baixo para

cima [13].

Figura 3.1: Pentagrama
0 — | s ® * ;
%%_._._J_._!_' ! , I

o ® t

sodedsy

Fonte: http://www.sotutorial.com/index.php /tutoriais-teorial-musical /teoria-musical-003-pentagrama/

A palavra clave vem do latim que significa chave, atualmente utiliza-se trés tipos de

claves, destaca [13]:
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Figura 3.2: Clave de Sol

Y

A clave de Sol marca seu lugar da nota sol na segunda linha.
Fonte: http://julianajaremczuk.blogspot.com.br/2013/07 /partitura.html

Figura 3.3: Clave de Fa

Fa

A clave de F4 marca seu lugar da nota fa na 42 linha.
Fonte: http://www.geocities.ws/asomatica/Teoria/Apostilall.htm

Figura 3.4: Clave de D6

A clave de Do indica a colocacao da nota do.
Fonte: http://www.fotolog.com/celofane /68093156 /

O nome de cada nota nas linhas e nos espacos, de acordo com [11], sao:
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Figura 3.5: Notas Musicas

Nome das notas nas linhas: Nome das notas 1n0os espacos:
o) -
y ) I o re — i f iz s} e I
‘Q A W] o | B 1 1 11 I & ] 1 1 1
d P 1 1 1 1 1 1 1 ]
MI  SOL  SI RE FA° FA LA DO MI

Fonte: https://incentivomusical.wordpress.com/tag/pentagrama,/

3.1 Semitom

Abordaremos nessa sec¢ao os tipos de semitom.
O semitom é o menor intervalo entre dois sons consecutivos quaisquer, dessa forma
a soma de dois semitons teremos um tom. Como podemos grafar esses intervalos? Assim

podemos definir os acidentes, sao eles:

e Sustenido: eleva a altura da nota em um semitom, analogamente o dobrado sustenido

eleva um tom inteiro e o triplo sustenido trés semitons;

e Bemol: abaixa a altura da nota em um semitom, analogamente o dobrado bemol abaixa

um tom inteiro e o triplo bemol trés semitons;

e Bequadro: anula o efeito dos acidentes anteriores, sustenido ou bemol.

O Sistema Natural define com precisao o nimero de vibracoes para cada nota e as
relagoes entre elas, ressalta [13]. Temos que o Coma é a nona parte de um tom, por exemplo:
entre D6 e Ré existem 9 comas, entre D6 e D67 sao 5 comas e entre o Réb e Ré também
sao 5 comas, logo D6# # Réb, ja no Sistema Temperado essa diferenca é eliminada, ou seja,
em uma escala temperada entre D6 e D64 sao 4,5 comas e entre o Réb e Ré também sao 4,5
comas, assim teremos Do#=Réb.

Semitom é o menor intervalo adotado entre duas notas na misica ocidental, que podem
ser classificados em:

Natural: E formado por notas naturais, s6 existem dois semitons naturais, Mi - F4 e

Si - Do (esses semitons também sao diatonicos).
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Diatonico: E formado por notas de nomes diferentes.
Cromatico: E formado por notas de nomes iguais.
Existem também os acordes, por exemplo em um teclado, ao tocarmos simultaneamente

as notas do, mi e sol, teremos o acorde de D6 representada pela letra C, sao eles:

Tabela 3.1: Acordes
(A[B[C|D[E[F[G ]
[1& [si[do[ré [ mi]fa]sol]

Fonte: [9] Teoria da Musica.

3.2 Intervalos

Sera definido nesta segao os tipos de intervalos.
Para |9], intervalo é a diferenca de altura entre dois sons, a relagio existente entre duas
alturas, ou ainda, o espaco que separa um som do outro. Os intervalos podem ser:

e Melodicos: Formados por notas sucessivas;
e Harmonicos: Formados por notas simultaneas;

Ascendentes: A primeira nota é mais grave que a segunda;

Descendentes: A primeira nota é mais aguda que a segunda.

Assim, ¢ importante estabelecer sua classificagao, temos intervalos de:

Primeira: compreende dois sons com o mesmo nome e mesma altura. Ex.: Dds — Dos

Segunda menor: E composto por um semitom. Ex.: Dés — Dds#

Segunda maior: E composto por um tom. Ex.: Dés — Rés

Terca menor: E composto por um tom e 1 semitom, exemplo, Dds — Rés#.

Terca maior: E composto por dois tons. Ex.: Dds — Mis

Quarta justa: E composto por dois tons e um semitom, Ex.: Dé; — Fds
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Quarta maior: E composto por 6 semitons, ou 3 tons, Ex.: Dds — Fds#.

Quinta justa: E composto por 3 tons e um semitom, Ex.: Dds — Sols.

e Sexta menor: E composto por 3 tons ou 2 semitons, Ex.: Dd3 — Sols#.

Sexta maior: E composto por 4 tons e um semitom, Ex.: Ddés — Las.

Sétima menor: E composto por 4 tons e 2 semitons, Ex.: Doz — Las+#.

Sétima maior: E composto por 5 tons e 1 semitons, Ex.: Dés — Sis.

Oitava justa: E composto por 5 tons e 2 semitons, Ex.: Dds — Dé,.

Figura 3.6: Intervalos

4]
"4 FaYy L& ]
(\g > [ & ] = i¥ © = —
v e = E=3 - == - - - - -
Unissono Segunda Terca Quarta Quinta Sexta Sétima Oitava Nona Décima
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: http://professorwagnerluciano.blogspot.com.br/

Todos esses intervalos supra citados, sao intervalos simples, aqueles intervalos que
possuem mais de oito notas dentro do intervalo, ou seja, com mais de 6 tons, sao chamados

de intervalos compostos.

3.3 Valores

Pretendemos nessa secao destacar as divisoes dos valores de cada nota musical e sua
respectiva pausa.

Conforme [17] a musica é representada por figuras chamados notas, as quais variam de
acordo com a duracao do som e siléncio, e recebem nomes distintos, dessa forma é importante

estudarmos sobre os valores relativos ao som e ao siléncio.
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Figura 3.7: Valores
Som Pausa Nome e Duracdo
- Semibreve - 4 tempos

Seminima - 2 tempos

Minima - 1 tempo

Colcheia - 0,5Tempos

Semicolcheia - 0,25 tempok

A-C(('-.ar-..,(m'

Fusa - 0,125 tempos

S | N | Y e ol L S [ S

§ Semifusa - 0,0625 tempos

Fonte: http://julianajaremczuk.blogspot.com.br/2013/07 /partitura.html

E importante ressaltar também a equivaléncia de cada nota musical em uma divisao
binaria de valores, de acordo com o esquema abaixo:

Figura 3.8: Valores

L N T N 3zﬁa4

)
ol PR L A Y T
e P P P |
)
)

Colcheia
j) =12 oh 4 ﬁ 8
Semicolcheia
.h = |2 ﬁ 4
Fusa ﬁ ﬁ
=2

Fonte: http://www.portalmusica.com.br/entenda-as-figuras-ritmicas-ou-figuras-musicais/

A figura é formada por tré partes: cabeca, haste e badeirola. A haste é um traco
vertical colocado a direita da figura quando para cima e a esquerda quando para baixo. Note
que na divisao bindria uma semibreve equivale duas minimas, ou 4 seminimas e assim por

diante, mas também podemos ter uma divisao ternéaria, onde uma semibreve corresponde a
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3 minimas e, a 9 seminimas, e etc., analogo ao binario, que no caso é o mais utilizado.
Segundo [9], a formula de compasso, colocada no comego de cada pega musical, indica

o tamanho do compasso, em geral em forma de fracao, onde o numerador define quantas
figuras cabem no compasso e o denominador a sua espécie: 2 = W dos valores. Dessa
uatraaades

forma iremos analisar um trecho da seguinte obra musical.

Figura 3.9: Arranjo

MARCELO MELLG - (misicas para gaita de boca - 2010} hittptwww.marcelomelloweb.cib.net
Luiz Gonzaga / Humberto Teixeira
c F c G7 c
[
H H 51 8l 4 5 o L sl 5
f f —pr v — f re3
1 1 ! T ;

g r
Quando o - Ihei 4 er - rmar - den - do Qual fo - guei - ra de Sk Jodio

Fonte: http://www.danielwolff.com.br /arquivos/File/Lute_Vihuela Port.htm

Seguindo o pensamento de Med [9], concluimos que a Teoria da Misica com suas regras

especificas constitui uma ciéncia exata.

IEm uma divisdo binaria, a unidade ¢ divida em duas partes, conforme a figura 3.8
2Note que nesse arranjo, o compasso é quaternario, porém cabem apenas duas seminimas em cada compasso. Figura 3.9
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Capitulo 4

Misica e Matematica

Falaremos aqui sobre como foi feita a classificagao das notas musicais e as frequéncias
relacionadas a cada uma delas. Faremos ainda um paralelo entre a escala Pitagdrica e a escala
Temperada, destancando como foi feito o sistema de temperamento entre as notas musicais.

No século IX, Guido d’Arezzo, um monge italiano, fez a classificacao dos sons, retirando

de um hino a Sdo Jodo Batista, o seguinte esquema de [10]:

| Hino a Sao Joao Batista |

UTqueant laxix Para que possam

REsonare fibris Ressoar as

MTIra gestorum | Maravilhas dos seus feitos

FAmuli tuorum Com largos cantos
SOLve polluti Apaga os erros
LADii reatum Dos Iabios manchados
Sancte Ioannes O Sao Joao

Fonte: Algebra dos Tons [10]

Porém no século XVI Giusepe Doni, musico italiano, propdés mudar Ut para Do, para
facilitar a pronuncia, sendo entao sete notas musicais, podendo variar de acordo com a altura,
por exemplo, o1& central possui um frequéncia de 440 Hz, o 14 uma oitava abaixo possui uma
frequéncia de 220 Hz, ja o 14 uma oitava acima do 14 central possui uma frequéncia de
880 Hz, ou seja, toda sequéncia de oitavas de uma nota especifica é uma P.G. (Progressao

Geométrica)! de razdo 2.

1'Uma P.G. & uma sequéncia de ntimeros a qual cada termo, comecando pelo segundo, é igual ao produto entre termo anterior
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Podemos relacionar também o tempo de duracao de cada nota:

Figura 4.1: Notas Musicais

Nomes da Figuras das | 'rela‘:ii:rdas
figuras das notas Representacho do valor das notas musicals. i
notas musicais | musicais i
Semibrove O O 1

= 1
Minima DI = 2

Seminima

|

we [P 3333 |
p
|

Semicolcheia 4 d Al ddddddddddd

Fusa = e BB B B 0 BB 12
sdddeddeddd drddedarsrrdrcnrsnrds

-
Semilusa ?’ shakahakekakabalckakakals kil 64

o s s e rrrre cad

Fonte:http://essaseoutras.xpg.uol.com.br/figuras-musicais-duracao-do-som-pulsacao-nome-e-valor-das-
notas/

Mas o que ¢ Musica? Para Med [9] A musica ¢ a arte de combinar sons simultanea e
sucessivamente, com ordem, equilibrio e propor¢ao dentro do tempo, mas Linck [8] ressalta
que a misica é um sucessao de som e siléncio organizada ao longo do tempo, a qual possui
melodia, harmonia e ritmo. A melodia é o conjunto de sons apresentados de forma sucessiva,
na harmonia os sons se apresentam de forma simultanea e o ritmo é a ordem e a proporcao
que os sons sao apresentados.

Pensando nisso, observamos que escala musical com sete notas repetira a primeira nota
no oitavo som, porém, mais agudo, ja na a escala musical criada por Pitdgoras nao possuia
a mesma distancia entre as notas, de modo a medida que os sons evoluiam, nao havia uma
repeticao com a mesma proporcao, assim trata-se de uma escala em espiral, e nao ciclica, o
que dificulta a transposicao de musicas para outros tons, além de nunca se coincidir com o
ciclo das quintas, que trata-se de um ciclo com intervalos de quintas justas (formada por 3
tons e um semitom) entre as notas. Por exemplo, entre d6 e sol hd um intervalo de quinta

justa, entre sol e ré também, e assim por diante.

e uma constante, chamada de razao da progressao geométrica.
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Figura 4.2: Escala Pitagorica
Fonte: http://www.dmu.uem.br/lappso/index.php?title=Taa ch1.11

Figura 4.3: Ciclo das Quintas

Fonte: http://scherzocoimbra.blogspot.com.br/2013/10/ciclo-de-quintas.html

Euler havia percebido que na divisao aritmética feita por Pitagoras, utilizando o Per-
curso da Quintas, terfamos que percorrer 12 quintas para obter 7 oitavas exatas |4], mas
isso s6 sera verdade se estivermos falando de uma escala musical temperada, do contréario,
admitirfamos que 3'2 = 219 pois um intervalo de quinta justa trata-se de 2/3 do som original,
como sao 12 sons, incluindo os acidentes, teriamos g—: =2 comn=12ep =7, 0 que é uma
contradicao, pois para que 3" = 2PT" entao nao serd possivel encontrar uma solucao inteira.

Com isso fez-se necessario a criacao da escala temperada, que trata-se da divisao das

notas de uma escala musical com a mesma distancia entre os sons, veja [10], acarretando
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assim, numa leve desafinacao, que para alguns pitagoricos da época, com o temperamento da
escala, a miusica deixaria de ser sagrada e passaria a ser humana. Dessa forma as sete notas

passariam a ser 12 notas, sendo 7 notas naturais mais 5 acidentes, ou seja:

Figura 4.4: Escala musical temperada
Fonte: http://www.brunoagora.com/2012 03 01 archive.html

Para se ter um valor preciso dessa divisao dos intervalos, foi feito o seguinte calculo:
se o do6 central equivale a 1, o d6 uma oitava acima teria o dobro da sua altura, assim, se sao
12 intervalos, teremos i'2 = 2, logo i = ¥/2, o que nos d4 aproximadamente i — 1,0594631,

tornando mais facil a transposicao de musicas para o tom desejado. Assim temos:

Figura 4.5: Relagdo entre as frequéncias das notas
¢c &% D b E F ¥ G W# A ¥ B C

notas musicais

Fonte: [6] Matematica e Musica

Perceba que se queremos encontrar uma frequéncia em relacao ao D6 central por exem-
plo, basta multiplicar a fracdo que correspondente aquela nota. Se a nota D6 possui uma
frequéncia aproximada de 264 Hz, qual serd frequéncia de F& dentro da mesma oitava?
Basta multiplicar 264 por 4/3, ou seja, a nota fa pertencente a essa mesma oitava possui
uma frequéncia de 352 Hz.

Essas relagoes sao muito utilizadas por fabricantes de instrumentos musicais, explica

[6], mesmo sem saberem o motivo, entendem a sua importéancia..
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4.1 Euler e a Msica

Nesse secao poderemos vislumbrar algumas das intimeras comtribuicoes de Leonard
Euler no campo da Teoria Musical envolvendo fortemente a Matemética.

Utilizando a Teoria Musical, Euler tenta mostrar que pode-se utilizar ntimeros para
se obter intervalos consonantes, e encontrar um critério para separar consonancias de disso-
néancias, veja [7]. Dessa forma Euler definiu um grau de afabilidade d(n) para cada nimero
natural.

Seja n = pit.ps2.pst...p%m, temos que d(n) = a1(p1 — 1) 4+ ... + am(pm — 1) +1

O que Euler ainda precisava era de aplicabilidade em intervalos arbitrarios, sendo assim
o grau de consonancia de um intervalo ou acorde deve ser o grau de afabilidade do minimo
mltiplo comum (m.m.c.) dos nameros envolvidos: d(a:b) = d(mmc(a,b)).

Dois exemplos podem ilustrar a definigdo de Euler. A terca maior 4/5:

m.m.c(4,5) = 20, d(20)= 2(2-1)+(5-1) +1 =7

O acorde maior 4:5:6:

mme(4,5,6) = 60 , d(60) = 2(2-1)+(3-1) +(5-1)+1 = 9

Euler utilizou ntimeros imaginédrios na funcao 2”para obter ondas que se tratava de
uma determinada nota musical, descobrindo assim que cada nota depende das coordenadas
do ntmero imaginario a qual corresponde afirma [15].

Em [7] Knobloch observa que:
Tanto a matematica como a misica possuem uma linguagem técnica
de simbolos que nos permite articular os padroes que criamos ou des-
cobrimos. A misica é muito mais que minima e colcheias que dangam
na pauta musical. Da mesma forma, os simbolos matematicos ganham

vida quando a matematica é tocada na mente.

Na sequéncia, Euler desenvolveu a funcao zeta, a qual utilizava para expressar algumas
importantes propriedades dos nimeros primos. Segundo [15], temos que ao misturar ao acaso

os nimeros imaginarios com a func¢ao zeta de FKuler, Riemann descobriu uma nova maneira
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de escutar os tons misteriosos dos niimeros primos, era uma musica que apenas matematicos
da época poderiam ouvir.

Conforme [7] uma série de poténcia é um polinomio que continua até o infinito. A
analise das fungoes transcendentais nada mais é que uma expansao natural da algebra. A
decomposicao de polinomios em fatores pode ser aplicado as funcoes transcendentes que sao
equacoes de grau infinito, ao buscar deducao de uma formula para calcular essa série que
Euler definiu a funcao zeta:

((n) = 1+2in+3in+ ..., se n for par.

Através dessa funcao foi possivel tocar uma miusica que revelasse os segredos dos nime-
ros primos de acordo com [15]. As senoides criadas por essa fungao revelavam uma estrutura
harmonica oculta. O som podia ser representado por um grafico onde o eixo horizontal re-
presentava o tempo e o eixo horizontal representava o volume, que trata-se da intensidade do
som, a altura e cada momento representado. Ao reproduzir o grafico escalonado que contava
o nimero de primos da mesma forma, somou as alturas das funcoes de onda, derivando da
paisagem zeta, assim ao serem tocadas ao mesmo tempo, tais ondas reproduziam o som dos
nimeros primos.

Euler também fez uma classificacao sistemética dos usuais intervalos musicais de acordo
com o seu valor numérico e desenvolveu uma teoria musical com significado e em ordem
nesta lista. Sua tabela, em Tentamen (obra de Euler), envolve os nimeros primos 2, 3
e 5. Quando usou o conjunto {2, 3, 5 e 7}, em seu memorial Conjecture sur la raison
de quelques dissonances generalement recues dans la musique (Conjectura sobre a razio de
algumas dissonancias geralmente recebido em misica), foi considerado uma novidade, pois o
conjunto mais utilizado era {2, 3, 5}, que foi usado por seus predecessores na pos-Renascenca

no mundo ocidental.
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Tabela 4.1: Classificagao de Intervalos Musicais
| 2/1 ] Oitava Justa \
Quinta Justa
Quarta Justa
Terca Maior
Terca Menor
Tom Maior
Tom Menor
16/15 | Semitom diatonico
25/24 | Semitom Cromatico
81/80 | Didymus Comma
Fonte: [12] Mathematics and group theory in music

—_
oL O O | W
O] P O = Lo Do

O Didymus Comma, vem do latin, que significa, “Coma Gémeo”, como existem 9 co-
mas entre dois tons, o intervalo 81/80 é imperceptivel ao ouvido humano. Essa tabela de

classificagao de intervalos musicais, possui fatores primos que pertencem ao conjunto {2, 3,

5.
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Capitulo 5

Proposta de ensino de contetidos

matematicos inseridos na Msica.

Nos capitulos anteriores estabelecemos uma relagao préxima entre alguns contetidos
de Matemética e Miusica. O que pretendemos neste capitulo é propor uma metodologia
de ensino da matematica para os alunos da educagao basica, quer seja em um trabalho
sisteméatico ou esporadico, a exploracao de 10 problemas em aula expositiva ou em forma de
debates, os quais envolvam Matematica e Musica sugeridos por [19] (Problemas e Gabarito
em anexo).

Temos como objetivo mostrar a professores e alunos como é possivel tornar o ensino
de MatemaAtica mais interessante e menos complicado. Nao serad explorado um assunto e
sim daremos sugestoes para que possam ser desenvolvidas atividades em sala de aula ou
atividades extraclasse, assim despertando o professor para o tema aqui discutido e, a partir
das ideias sugeridas, eles possam desenvolver suas proprias atividades, podendo até mesmo
ser sugeridas por alunos.

Acreditamos ainda que este trabalho é importante para que os alunos percebam algu-
mas das inimeras relagoes existentes entre a Matematica e a Misica, tornando o seu ensino
mais prazeroso, possibilitando maior aprendizagem.

Pode ainda realizar atividades extra curriculares que envolvam Matemaética e Musica,
onde serd possivel utilizar instrumentos musicais para demonstrar de forma pratica essas

relagoes, fazer alguns experimentos (exemplo: monocordio de Pitagoras). Aos alunos que
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tenham interesse em aprender tocar algum instrumento, desenvolver projetos para o seu

ensino sistematico e da Teoria Musical propriamente dita.

5.1 Estratégia através de video aulas

Nessa secao queremos propor algumas video aulas que envolvam Matematica e M-
sica.

Observamos que na internet, por exemplo no Youtube, existem video aulas disponiveis
que mostram de forma muito interessante, inimeros elementos presentes tanto na Matematica
quanto na Miisica.

Aqui sugerimos alguns video aulas que consideramos interessantes:

1. Matematica e Musica partes 1 e 2, estes videos foram produzidos pela UNIVESP TV
e apresentado pelo professor Carlos Eduardo Granja, que ressalta o fato de que na antiguidade
a Misica era ensinada como uma ciéncia exata, mostrando a sua evoluc¢ao ao longo da historia,
bem como os principais filésofos e matemaéaticos que tiveram grandes contribui¢oes nessa area.
Faz alusoes acerca de assuntos diversos nos campos da Matemética e Musica, abordando de

forma dinamica cada tema. Essas video aulas estao disponiveis nos seguintes links:

o <https://www.youtube.com/watch?v=ETPzsN-vgE8>

o <https://www.youtube.com/watch?v—GFZngfZU6Yk >

2. Matematica em toda parte, esse video sugere algumas propostas para o ensino da
Matematica de forma mais criativa.

Este video esta disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=793YDhKfgkc>

3. Arte e Matematica, estabelece paralelos entre a Matematica Pura e a Matemética
Aplicada, Cinema e Teatro, Escultura e Pintura, e entre os diferentes tipos de misica. Define
algumas caracteristicas do som e as relacoes existentes entre a Matematica e a Miusica.

Este video esté disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=8X53JhvHx0O0>

4. Matematica da Musica, afirma que a Miusica é um exercicio de aritmética secreto,
segundo Leibniz, filésofo e mateméatico, e explorando musicas classicas e populares para
mostrar a presenca da Matematica na Misica.

Este video esté disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=IV _Sajld4XI>
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Pode-se ainda explorar o editor de graficos Geogebra na construcao de graficos rela-
cionados aos sons e as fungoes trigonométricas, dessa forma os alunos poderao visualizar as

funcoes no plano, em trés dimensoes ou através de animagoes. !

5.2 Uma proposta em 4 aulas

Queremos sugerir nessa segao o trabalho realizado por Teixeira em [17], como proposta
de ensino em 4 aulas adaptadas.

Aula 1 - Conhecendo o violao: Apresentar, aos discentes um breve texto, ressaltando as
partes de um violao e apresenti-lo aos mesmos de forma que cada discente possa conhecer um
violao com as "suas proprias maos". As cordas de um violao possuem espessuras diferentes e
produzem notas diferentes. O violao em geral é afinado de forma que contando as cordas de
cima para baixo, tenha a seguinte sequéncia: MI, SI, SOL, RE, LA, MI. Observe que temos
duas notas mi, no entanto, as mesmas possuem alturas diferentes, sendo uma mais aguda do
que a outra.

Atividade 1

Os alunos poderao "conhecer"o violao com as suas proprias maos, recomenda-se que o
discente possa "tocar"o violdo. Em seguida o aluno, com o auxilio de um diapasao eletronico,
de preferéncia embutido no préprio violao, afinara o violao.

Aula 2 - Relacao entre a Matematica e a Musica

Apresentar aos discentes um texto (anexo pag. 57) e aplicar os problemas:

Problema 1:

Com o auxilio de uma fita métrica, meca o comprimento da corda de um violao, de
modo que a medida seja feita da pestana (inicio) até o rastilho (fim). Calcule o compri-
mento da corda que produz a oitava, a quarta e a quinta de cada uma das seis cordas do
violao. Descubra, utilizando um afinador, quais sao as notas produzidas pelos respectivos

comprimentos. Anote os resultados na tabela abaixo:

1O Geogebra esta diponivel para download no site: https://www.geogebra.org/download
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Tabela 5.1: Relagao entre o Comprimento e a Nota
Comprimento Nota

Corda | Oitava | Quarta | Quinta | Oitava | Quarta | Quinta
Mgy
Las
R€3
SOlg
La3
Miy

Fonte: [17]Matematica na Musica A Escala Cromatica e as Progressdes Geométricas

Aula 03 - Rever os principais conceitos e defini¢oes de Progressao Geométrica.

Atividade 01

Para combater certa enfermidade, Emanuel Carlos esta realizando um tratamento no
qual deve ingerir doses diarias de certo medicamento durante cinco dias. Veja na tabela
abaixo, a quantidade de medicamento que Emanuel Carlos ingeriu em cada dia. Verifique se
as doses diarias ingeridas por Emanuel Carlos formam um Progressao Geométrica, conforme

os dias vao se passando.

Tabela 5.2: Medicamento
| Dia | Medicamento (ml) |

1 16
2 32
3 64
4 128
d 256

Fonte: [17] Mateméatica na Musica A Escala Cromaética e as Progressdes Geométricas

Aula 04 - Progressao Geométrica nos Trastes de um Violao.

Para esta atividade o aluno necessita de materiais basicos para anotacoes e um instru-
mento de medida milimetrado.O professor deve pedir aos alunos que mecam as distancias de
20 trastes até o rastilho do violao. Em seguida os alunos devem anotar os resultados obtidos
em uma tabela. Apo6s as anotacoes, o professor deve pedir aos alunos que verifiquem se as

medidas obtidas formam uma P.G., determinando aproximadamente, a razao da mesma.
5.3 Proposta do autor

Para finalizar, queremos propor algumas questoes para iniciantes na misica, com o
apoio da matematica.
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Observe a seguinte peca musical:

Figura 5.1: Asa Branca

Para flauta doce soprana Luiz Gonzaga
ASA BRAHCA
i R e
fo =t T i
& s — —e ! r —
%!. s 'IF." b : — e |
T T T
= » = f —— F———w—p —
» ] ] f = e e e e s |
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%‘ e [ 445 e |
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Fonte: http://xandi02.blogspot.com.br/

1. O que significa a fracao na armadura da clave?

R. Significa que em cada compasso cabem j seminimas, ou duas minima, ou ainda,
uma semibreve e, que o compasso € quaterndrio.

2. Quantas colcheias cabem em cada compasso?

R. Como a colcheia vale a metade da seminima, entdo caberdao 8 colcheias em cada
compasso em uma tabela de valores bindrios.

3. Existe um erro no compasso 12, qual?

R. Hd mais notas do que cabem nesse compasso, possui 4 semicolcheias a mais.

4. Que fracao da semibreve equivale uma colcheia?

R. !

Acreditamos que um trabalho diferenciado em Matematica com foco na Misica, podera
proporcionar um aprendizado de qualidade aos alunos, além de fazer com que se interessem

muito mais pela Matemética.
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Consideracoes Finais

Nesse capitulo queremos trazer a luz sobre a importancia da Mateméatica em nossas
vidas, gostando dela ou nao, ela sempre nos acompanhara, propondo que ao estudar musica
seja possivel facilitar o estudo da Matematica, que é tao tutil para todos noés. Queremos
relatar aqui também nossa experiéncia a frente do projeto “Coral Escolar” que foi muito
rico e trouxe muitos beneficios para comunidade escolar, mas que infelizmente teve que ser
interrompido.

A Matematica estd em toda parte, nas artes, na construcao, na natureza e em nosso
cotidiano, no entanto Gardner [5] coloca que frequentemente pessoas com habilidades mate-
méaticas demonstram interesse na Misica.

Ao estudar Miusica, identifiquei a necessidade de haver uma compreensao significativa
em Matematica, pois se o individuo tem dificuldade no aprendizado de Matematica, con-
sequentemente apresentara dificuldade no aprendizado da Teoria Musical. Propomos um
trabalho diferenciado envolvendo essas duas areas, de modo que ao estudar Musica, o aluno
se interesse pela Matemaética.

Ao desenvolver o projeto "Coral Escolar" onde trabalho, que teve duracao de 2 anos,
tive a oportunidade de ensinar um pouco de Teoria Musical aos alunos envolvidos no projeto,
de forma que os proprios alunos observaram a proximidade entre musica e a matematica.

Pude observar também que alguns alunos com déficits de aprendizagem em matematica,
melhoraram consideravelmente. Os alunos do projeto, de um modo geral, se mostraram mais
concentrados e preparados para assumir determinadas responsabilidades.

A misica é envolvente e tanto quanto a Matematica, ela estd muito presente em nossas
vidas, sendo apreciada pelos mais variados grupos étnicos, sociais e culturais.

Ao realizar esse trabalho, observamos que h& poucos estudos sobre o assunto, mesmo
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percebendo que desde muito antes Pitagoras essas conexoes foram observadas, assim o desen-
volvimento de um trabalho sistematico ou em eventuais projetos, explorando este contexto

Matematica/Musica podera trazer resultados surpreendentes.
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Anexos

Problemas

Nessa se¢ao apresentaremos uma miscelanea de exercicios que acreditamos que possam
auxiliar o professor que esteja interessado em utilizar a Misica no ensino da Matematica.
Os problemas foram retirados de [13]. Foram feitas algumas adaptagoes nos enunciados.
2 38 16 64 , 128

1. Coloque e encaixe as fragoes 3,7, 5,37, 57 © 533 em ordem decrescente na sequéncia

de notas abaixo:
Dél Ré1 Mll Fdl SOll Ldl Sll Dég

2.Descubra que fracoes da corda correspondem ao Rés e o Lay, e generalize para que
se possa encontrar qualquer nota em qualquer oitava.

3.0 processo utilizado por Pitagoras para encontrar as 7 notas é chamado de Ciclo
das Quintas, ou seja, encontrou a quinta da primeira nota e as quintas de cada quinta até
passar pelas 7 notas. Seja um corda de comprimento 1, representando a nota Dd;, complete
a seguinte sequéncia de quintas:

4. Partindo da nota Do, cuja a frequéncia 65 Hz, calcule:

A) As frequéncias de Déy e Dds

B) As frequéncias de Sol; e Mis

C) Deduza a férmula para generalizar o célculo da frequéncia da oitava em relagao a
qualquer nota dada.

5. Interpolar dois meios entre 5 e 40, é o mesmo que intercalar dois niimeros entre
esses, de forma que a razao entre cada termo seja a mesma. Em linguagem mateméatica seria

(5, x, y, 40)
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A)Calcule x e y.

B)Calcule 0 52 e 0 62 termo.

C) Denominando os termos da sequéncia a, ag, as... , encontre uma forma de genera-
lizar o problema, ou seja, calcule o a,,.

6. Note que as casas do violao vao ficando mais estreitas & medida que se avanca no
braco, isso ocorre pois a frequéncia e o comprimento da corda sao grandezas inversamente
proporcionais, ou seja, a medida que a corda diminui a frequéncia aumenta.

A) Suponha que um violdo cuja primeira casa tem 3,6 cm de largura, qual a devera ser
a largura da 22 casa? E a 4® casa?

B) Encontre a formula para calcular a largura de uma casa qualquer de um violao.
Denomine [y, ls, ... [, a largura das casas.

7. A figura abaixo mostra um violao. A 5 corda, de baixo para cima, deve ser afinada

em L4, cuja a frequéncia é 110 Hz. A partir dela, afina-se as outras cordas.

Figura 5.2: Violao

Fonte:http://musicaplena.com/violao-uma-grande-aventura,/

As notas do violao, de baixo para cima, sao Mi, Si, Sol, Ré, La, Mi.
O esquema abaixo mostra a posi¢do das trés altimas cordas (mais graves) do violdo,
numa sequéncia de oitavas. lembre-se que a gama de frequéncia audiveis compreende 10

oitavas (0 a 9), portanto nessa sequéncia, a 5* corda corresponde a0 Lds.

Tabela 5.3: Frequéncias

6% 1 ] [ I L [ ] S |
Mi, | Fa | FaZ | Sol [ SolZ | La, | LaZ | Si| Do | Do | Ré; | Re&
7 110 ?

Fonte: [13] Matematica e Musica: de Pitagoras ao dias de hoje.

A partir da razao da P.G. calculada no problema do temperamento da escala, calcule a

frequéncia das notas das cordas do violao tomando a 52 corda - L4 110 Hz - como referéncia.
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8. Utilizando o programa geogebra, esboce o grafico das seguintes fungoes:

A) f(x) = sen(x) + sen(2z)

B)f(z) = sen(z) + sen(2x) + sen(3x)

C) Definindo a fungao f(z) = sen(z)como sendo a representacao de uma nota musical,
o que seria a fungdo f(x) = sen(2x) em relagao a essa nota? E a fungao f(z) = sen(3x)?

9. Ainda explorando o programa geogebra, esboce o grafico da seguintes funcoes:

A) f(z) = sen(x) e f(x) = 2sen(x)

B) Os gréficos representam a mesma nota? Explique o que vocé entendeu.

C) Esboce o grafico da fungao f(z) = zsen(x), para z > 0. O que vocé pode concluir?

10. Suponha que a nota Sol;,de frequéncia aproximada 100 Hz, seja tocada em dois
instrumentos musicais distintos.

A) Quais sao as frequéncias dos harmonicos superiores?

B) Tomando os 4 primeiros harmonicos, esboce os graficos das fungoes que representam
a referida nota tocada nos dois instrumentos:

Instrumento A:

f(z) = 10sen(2mw.100.x) + 4sen (2. fo.x) + 2sen(27. f3.x) + 1sen(27. f1.x)

Instrumento B:

f(z) = 10sen(27.100.x) 4 2sen(27. fo.z) + 1sen(2w. f3.x) + 0, bsen(27. fy.x)

C) Suponha que os instrumentos sejam flauta e violino, analisando os graficos cons-

truidos, qual representa o som emitido pela flauta e qual representa o violino? Por que?

Gabarito

Apresentaremos nessa se¢ao a solugao dos problemas propostos por [13].
1. Pode-se resolver esse problema de duas formas: Reduzindo as fragoes a um mesmo
denominador (mmc), ou calculando os valores aproximados utilizando calculadora, assim

temos:
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Dél Ré1 Mll Fdl SOll Ldl Sll Dég

8 64 3 2 16 128 1

Genericamente, qualquer nota X,,, de oitavas superiores, pode ser obtida por:
D6, = (4).Dé, 1 = (1) .Déy
Réy = (1) .Réyy = (1)"".Ré
X, = ()Xo = (),

3. As quintas podem ser obtidas da seguinte maneira:

D6, Ré; Miy Fa, Soly
Soly La; Sty Doy Rés
Ré; Miy Fay Soly Las
Las Siy Dés Réz Mis
Mis Fag Solsz Las Sis
Siz Doy Ré,Miy Fay

As Quintas sao: D6y, Soly, Ré,, Las, Mis, Siz, Fay

4. A) 6522 = 130Hz - Déy

65222 = 260H z - Dés

B) Sol; = £.Dé; = 65.2 = 97,5 Hz

Miy = 2281 .Déy = 51.65 = 164, 5 Hz

C) D6, =2.D6, 1 =2""1.D6;.X,, = X,,_1 = 2" 1. X,

5. A) O professor pode mostrar ao aluno que, intuitivamente, percebe-se que a razao
da sequéncia é 2: (5, 5.2, 5.2.2, ...). Mas também pode ser resolvido de modo formal,
denominando uma constante multiplicativa k:

xr = 5k

y = bk?

40=5k =k =8= k=2

logo, z =52=10e y = 5.22 = 20
B) Os proximos termos sao as = 5.2* = 80 e a5 = 5.2° = 160
C) Tomando a; = 5, genericamente, pode-se escrever:

a, =5.2" 1 =q k"t
6. A) I, = b =38 ~3 4em

1,06 1,06
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Pode-se perceber que ha um problema por tras desse problema. Mostramos que os
comprimentos de corda e as frequéncia estao em progressao geométrica. Mas a largura das
casas do violao também estao? Faremos uma demonstracao para provar que tanto as casas
quanto o comprimento das cordas estao em progressao geométrica (P.G.) a uma mesma razao.

Demonstracao:

Seja ¢ o comprimento util da corda solta. Denotemos ¢;0 comprimento 1til da corda
pressionada na 1% casa do violdo, ¢y, 0 comprimento da mesma pressionada na 2% casa, ...,

temos que a largura [; da 1% casa serra a diferenca entre ¢ e ¢y, e assim por diante.

m"‘

Sabe-se que os comprimentos de corda estao em P.G. decrescente de razao g =271z =
ﬁ, entao, em linguagens matematicas, temos:
ll =CcC—C

lo=ci—c=cq—c.q=(c—c1).q=1l.q

lh=chr1—ci=cq" ' —c.q" ' =(c—c).q"  =1.¢"!
Portanto, as larguras estao em P.G. da mesma razao q = 1,%
7. Tomando a Ldy = 110 Hz como referéncia:

A 62 corda, Mi,, esta 2,5 tons ou 5 semitons abaixo. Logo,

Miy = -0 =82 4 Hz

()
A 5% corda é o Ldy = 110.
A 42 corda, Rés, estd 2,5 tons ou 5 semitons acima. Logo,
Rés = 110. (2112>5 — 146, 8 Hz
A 32 corda, Sols, esta a 5 tons ou 10 semitons acima, Logo,
Sol; = 110. (2f2>10 — 196 Tz

A 22 corda, Sis, esta a 7 tons ou 14 semitons acima, Logo,
14

Siy = 110. (2@) — 246, 9 Hz

Note que a 12 corda, Mis, tem o dobro da frequéncia do Mis, que por sua vez tem o

dobro da frequéncia do Mis, logo o Mistem 4 vezes a frequéncia do Mis, logo
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Miy = 329,6 Hz
8. A) e B)

1>

Figura 5.3: f(z) = sen(z) + sen(2z)
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Fonte: Propria
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Figura 5.4: f(z) = sen(z) + sen(2z) + sen(3z)

o A A

\ V4 R a\/v TN T\ * wvu T\ ”X
/2
B

Fonte: Proépria

C) Os graficos acima mostram que a fungdo sen(x) ¢ a nota escolhida. A Fungao

sen(2x) é a oitava e a fungdo sen(3x) é a quinta oitava, porque a frequéncia da quinta de

3
2

nota que se encontra no intervalo de [2!,2%], basta dividi-la por 2.

uma nota é 2 de sua frequéncia. Tomando o intervalo de uma oitava, [1,2|, para transpor a
Analogamente, que nota seria o 8% harmonico da série, isto é: sen(9x)? Basta observar
que 9 € [2%,2%] e, portanto, devemos dividir 9 por 23. A fracdo 2 corresponde & 22 em relagéo
a tonica, a frequéncia fundamental tocada.
9. A)
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Figura 5.5: Sen(x)
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Fonte: Proépria

Figura 5.6: 2sen(x)
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5

4

-1

2

Fonte: Propria

B) Sim, representam a mesma nota. O parametro que variou foi a intensidade do som,

o volume.

C)
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Figura 5.7: f(z) = z.sen(x)

YERY

Fonte: Prépria

O gréfico sugere um aumento indefinido de som.

10. A) As frequéncias sao: fo = 100.2 = 200 Hz, f3 = 100.3 = 300 Hz, f, = 100.4 = 400
Hz, ..., f, = 100.n = 100n

B) As fungoes sao:

Instrumento A:

f(z) = 10sen(2m.100.x) + 4sen(27. fo.x) + 2sen(27. f3.x) + 1sen(27. fy.x)
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Figura 5.8: f(z) = 10sen(27.100.x) 4+ 4sen(27.200.2) + 2sen(27.300.x) + 1sen(27.400.2)

Fonte: Proépria

Instrumento B:

f(z) = 10sen(27.100.2) + 2sen(2w. fo.x) + 1sen(2w. f3.x) + 0, bsen(27. f4.x)
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30

Figura 5.9: f(z) = 10sen(27.100.2) 4+ sen(27.200.2) + sen(27.300.x) + 0, bsen(2m.400.x)
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Fonte: Proépria

C) O 19 caso representa a nota tocada no violino, pois apresenta harmonicos superiores
mais intensos, porém o 2° trata-se da flauta, pois é pobre em harmonicos superiores.

Instrumentos Temperados

Nessa secao daremos exemplos de instrumentos temperados, que basicamente trata-se

de instrumentos que possuem divisoes, por exemplo o violao possui trastes para mostrar onde
devem ser feitas as divisoes.
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Figura 5.10: Violao 1

Fonte: http://www.cifraclub.com.br/noticias/colunas/j-lutheria-p14.html

Figura 5.11: Piano

Fonte:http://cursopianoparatodos.com/?attachment id=432

Figura

ae

5.12: Flauta transversal
A . o

Fonte: www.consevatorioorpheus.com.br

Instrumentos Nao Temperados

Nessa secao daremos exemplos de instrumentos nao temperados. O violino é 6timo

exemplo, note que ele é um instrumento nao temperado, pois nao possui divisoes.
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Figura 5.13: Violino

~r/

Fonte:http: //camerataversatil.com.br /blog-instrumentos.html

Figura 5.15: Flauta Doce

Fonte:http://educacao.umcomo.com.br/articulo/como-saber-que-flauta-doce-comprar-391.html

Texto referente a aula 2, Capitulo 5.

Nao se sabe ao certo sobre a origem da Misica, mas sabe-se que desde os homens das
cavernas a mesma esteve presente, em forma de gemidos e através de sons de percussao, que
eram obtido com o "bater" das maos nos corpos ou em objetos. Do mesmo modo, ndo se tem

certeza de quando o homem comecou a relacionar a Matematica e a Misica, mas pelo menos
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em registros, tal relacao teria sido observada pelo Matemaéatico e Filosofo grego Pitagoras no
século VI a.C.

Pitagoras fez observagoes em um monocoérdio, instrumento semelhante a um violao com
apenas uma corda, e fez correspondéncias com fracoes aos sons emitidos com a vibracao da
corda. Observou que, alguns comprimentos de cordas produziam sons que eram agradaveis.
Pitagoras estabeleceu as Consonancias Perfeitas, ou seja, oitava, quinta e quarta, que sao
notas produzidas pelas fragbes 1/2 , 2/3 e 3/4 do comprimento da corda "solta". Com o
passar do tempo surgiram outras fracoes que produziram sons que também sao agradaveis,
surgindo a necessidade de se dar nomes a estes sons que seriam notas musicais. As notas
musicais, depois de um processo de nomeacéo, atualmente tem-se nomes de DO, RE, MI, FA
SOL, LA e SI tendo também uma correspondéncias com letras C, D, E, F, G, A, B.
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