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Resumo

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de fazer uma anélise sobre integral com-
plexa, mostrando de maneira simplificada o cdlculo de uma integral complexa através
da Formula Integral de Cauchy. Para um melhor entendimento, requer alguns pré-
requisitos tais como: um entendimento sobre um curso de célculo, cobrindo derivadas
e integrais. Requer também um dominio sobre varidveis complexas. Aportes teodri-
cos referentes aos métodos propostos sao apresentados com a finalidade de aprimorar
os conhecimentos sobre os assuntos. Inicialmente realizou-se uma retomada sobre a
Exponencial Complexa, seguindo pelas Funcoes de Variavel Complexa, fazendo um
estudo, superficial sobre Limite e Continuidade e também sobre Derivacao Complexa
e as equacoes de Cauchy-Riemann. Num segundo momento foram levantadas algu-
mas problematizagoes com intuito de mostrar de forma simples a Formula Integral de
Cauchy, fazendo, também, um estudo sobre Integral de Contorno, funcées holomorfas
e o Teorema de Cauchy. As aplicagoes foram realizadas tomando como base, alguns
exemplos e fazendo o calculo simplificado. Apds todo esse processo, concluiu-se que
com base no Teorema de Cauchy é possivel obter a Formula de Cauchy, a qual da os
valores de uma funcao holomorfa num conjunto de pontos fora de uma curva fechada
em termos de integrais que envolvem apenas os valores da funcao sobre essa curva. A
énfase do trabalho estd no desenvolvimento dos métodos, reduzindo a um minimo o

rigor, a fim de facilitar o aprendizado.

Palavras-chave
Integral Complexa, Teorema de Cauchy, Fun¢ao holomorfa, Férmula Integral de Cau-

chy.



Abstract

This work was developed with the goal of making a full complex of analysis, showing
a simplified way to calculate a complex integral by the Cauchy Integral Formula. For
a better understanding, requires some prerequisites such as: understanding of calcu-
lus, covering derivatives and integrals. It also requires dominaling complex numbers.
Theoretical contributions regarding the proposed methods, are presented in order to
improve knowledge on the subjects. Initially there was a resumption of the Exponential
Complex, followed by the complex variable functions, doing a study, surface on Limit
and Continuity and also on Complex Derivation and equations of Cauchy - Riemann.
Secondly, we raise problematizations aiming to show simply the Integral Formula Cau-
chy, making also a study on the Boundary Integral, holomorphic functions and the
Cauchy Theorem. The applications were applications are made based on examples
with shortend calculus and with the simplified calculation. After the entire process,
we conclude that based on the Cauchy’s Theorem it possible to obtain the Cauchy
formula, which gives the values of a holomorphic function of a set of points outside
a closed curve in terms of involving only integral function values on the curve. The
emphasis of the work is on the development of methods, reducing to a minimum the

rigor, in order to facilitate learning.

Keywords
Integral Complex, Cauchy Theorem, function holomorphic and Cauchy Integral For-

mula.
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Introducao

Esta dissertacao é parte dos requisitos para obtencao do titulo de mestre em Ma-
temética pelo Programa de Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional
(PROFMAT).

No trabalho, apresentamos uma proposta de ensino-aprendizagem que utiliza a
compreensao de conceitos mateméaticos, bem como, o entendimento da constucao desses
conceitos. Foi realizada uma investigacao de modo a contribuir para que os leitores
construam uma visao do que se refere a Formula Integral de Cauchy, sob a condicao
de analiticidade de fungoes complexas e sua relacao com a derivada. Usando para isto
conceitos da integral de contorno, de forma que consigam vislumbrar generalizacoes e
aplicacoes para a Formula Integral de Cauchy.

Dentre os objetivos do trabalho, destacamos:
e Apresentar e discutir conceitos importantes relacionados & integral complexa;
e Interpretar e calcular uma singularidade dentro de uma regiao R;

e Oferecer um aporte tedrico sobre o Teorema de Cauchy e a Formula Integral de

Cauchy;
e Perceber a relagao entre a Integral de Contorno e a Férmula Integral de Cauchy;

e Interpretar e utilizar a Formula Integral de Cauchy para resolver integrais com-

plexos;

e Mostrar que através da resolucao de tais problemas, podemos promover a discus-

sao sobre perspectivas e possiveis acoes a serem adotadas;

Para desenvolver nossa proposta organizamos o trabalho em cinco se¢oes. Na Secao
1 fizemos uma retomada sobre a Exponencial Complexa, seguindo pelas Fungoes de va-
riavel complexa, fazendo um estudo, superficial sobre Limite e Continuidade, passando
pela Derivacao Complexa e as equacoes de Cauchy-Riemann. Na Secao 2 utilizamos
a definicao de arcos e contornos, passando superficialmente pelo Teorema de Jordan.
Na Secao 3, fizemos uma explanacao sobre a Integral Curvelinea ou de Contorno, bem
como as suas propriedades e seus métodos mais comuns. Em seguida, na Secao 4,
tratamos do Teorema de Cauchy, considerado como sendo o teorema fundamental da

teoria das funcoes analiticas, passando pelo Teorema Fundamental do Calculo e pelas
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Primitivas. Enfim, na Secao 5 utilizamos o Teorema de Cauchy para provar a Formula
Integral de Cauchy e realizar algumas aplicacoes da féormula.

A metodologia utilizada foi pesquisa bibliografica e na internet. Durante o desen-
volvimento dos calculos e na construcao de alguns graficos nos apoiamos em softwares
apropriados, por exemplo o GeoGebra.

Esperamos que esse trabalho contemple um dos nossos desejos como educador, que
¢ levar o leitor, em especial os alunos, a gostarem mais de matematica. Desenvol-
vendo a percepcao do valor da matematica como constru¢ao humana, reconhecendo a
contribuicao da matemética para a compreensao e respostas de problemas do homem,
apreciando a beleza da matematica e a presenca dela na natureza, nas ciéncias e no

cotidiano. Enfim, buscaremos uma proximidade com a matemética.

14



1 Funcoes Analiticas

Inicialmente, faremos uma retomada sobre algumas propriedades e defini¢coes que
nos ajudarao melhor no entendimento e no desenvolvimento do trabalho. A inten-
¢ao é comentar sobre essas propriedades, neste momento, nao serd foco principal a

demonstracao.

1.1 Exponencial

Define como exponencial complexa, e* para qualquer nimero complexo z = x + iy,

como sendo:
e” = "t = % W,

Da constante de Euler! e do desenvolvimento das séries de MacLaurin? , temos:
)
iy .o
e” =cosy +siny,

cuja demonstracdo podemos encontrar em [2|. Assim, a exponencial complexa é defi-
nida como:

e® = e*(cosy + isiny).

Propriedades da exponencial

Das propriedades das funcoes reais sinz,cosz e e* e da definicao da exponencial,

decorrem as propriedades:

21 p22 — pZ1t2z2.
1. ele®? =e¢ :

3. (e*)" = e, n inteiro;

Leonhard Paul Euler (1707-1783)
?Colin Maclaurin (1698-1746)
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4. e #0 para todo z;
5. |€Z‘ — eRez 3;

6. ¢ =1« 2 =2kmi, k inteiro.

A demonstracdo dessas propriedades pode ser encontrada em [2].

Com isso, a forma trigonométrica de um niimero complexo pode ser representada

por z = re' sendo r = |z| e 0 = arg 2.

Exemplo 1. No nimero complezo z = 1+1i, temos quer = /22 +y2 =2 el = /4,

sendo assim, este nimero complezo assume a forma z = v/2e"™/*.

1.2 Funcoes de Variavel Complexa

As funcdes complexas de uma varidvel complexa constituem o objeto principal de
estudo desse trabalho.

Uma funcao complexa f é uma funcao f : A — C cujo dominio A esté contido em
C. Isso nos diz que sendo A um conjunto de niimeros complexos e f uma lei que faz
corresponder cada elemento z do conjunto A, a um unico namero complexo f(z) de C.

Podemos expressar uma funcao f : A — C, para f = u + iv, em termos de sua

parte real e de sua parte imaginaria, dadas por:

w=u(e,y) = Relf(z)] e v=ov(a,y)=Im[f(2)].

3 Re z representa a parte real do ntimero complexo z, enquanto que Im z representa a parte ima-

ginaria do ntiimero complexo z.

16



Exemplo 2. Na funcio f(z) = 2% — 2z + 3, substituindo z = x + iy, temos: a parte

real, u(z,y) = x* — y?> — 2x + 3 e a parte imagindria, v(z,y) = 2zy — 2y.

1.2.1 Limite e Continuidade

A definicdo de limite de uma funcao complexa segue a mesma metodologia do

limite de uma func¢ao real.

Definicao 1. Seja zy, um ponto de acumulacio* do dominio D de wma funcio f. Diz-

se que f tem limite L com z tendendo a zg se dado qualquer ¢ > 0 existe 6 > 0 tal

que
2€D,0< |z—2| <d=|f(2) - L| <e.
FEscreve-se:
=1

Quando o ponto zy pertence ao dominio da funcao, neste caso, pertence ao conjunto

D e L = f(z), temos que f é continua no ponto zy e escrevemos:

lim f(z) = f(z0)-

Z—20

As propriedades do limite conhecidas no caso das funcoes reais, permanecem validas

para as fungoes de variavel complexa.

Exemplo 3. Usando a Definicao 1, mostre que lin%(?)z -1)=2.
zZ—

De fato temos que:

|3z —1) —2| =132 —3| = 3|z —1].

Dado qualquer € > 0, basta tomar § = § > 0 tal que, se 0 < |z — 1| < J, entdo:
3z—1<3)=e.

4

zo € ponto de acumulacao de um conjunto A se qualquer vizinhanca de zy contém infinitos pontos

de A.
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As propriedades do limite, relativas aos limites da soma, do produto, do quociente
etc., ja conhecidas no caso de funcoes de varidveis reais, permanecem validas para
funcoes de varidvel complexa e sao estabelecidas como no caso de variavel real.

Uma maneira 1til de se verificar o limite de uma funcao complexa, é usar a teoria
de fungoes em duas varidveis, neste caso, calculando os limites de suas partes real e

imaginaria, conforme teorema a seguir.

Teorema 1. Sejam f uma funcao complexa, com f = u+iv e L = U + 1V nimeros

complezros, e escrevemos z = x +1y. Fntao

lim f(z) =1L
Z—20
se, e somente se,
lim  w(x,y)=U e lim  o(z,y) =V
(z‘,y)%(l‘o,yo) ( y) (x,y)%(zo,yo) ( y)

Prova Pode ser encontrada em [2].

Exemplo 4. Usando o teorema acima, mostre que lirr21‘(22 —3z) = —4 — 6i.
Z—r21

Resolugao

Sabendo que se z = x + 1y, temos:

2? — 3z = (x +iy)? — 3(x +iy) = 22 + 2xyi — y* — 3w — 3yi e portanto neste caso
u(z,y) = 22 —y* — 3z e v(z,y) = 22y — 3v. Quando z — 2i = 0 + 2i temos que
(z,y) — (0,2), consequentemente,

lim w(z,y)= lim (2*—19%—32)=—4,
(z,y)—(0,2) (®:9) (xvy)ﬂ(oﬁ)( Y )

lim o(z,y)= lim (2zy — 3y) = —6,
(z,y)—(0,2) @9) (x,y)%(0»2)( y=3)

portanto lim (2% — 32) = —4 — 6i.
z—21

18



1.2.2 Derivacao Complexa

O conceito de derivada de uma funcao de variavel complexa é formalmente a mesma
usada no caso de uma funcao de variavel real.
Uma fungao f : A — C é diferenciavel em um ponto zy de uma regidao A (conjunto

aberto e conexo) se existir o limite

1)~ S
2—20 Z— 20

Esse limite ¢ chamado derivada de f em 2 e é denotado por f'(zp).

Proposicao 1. Se uma funcao f: A — C € diferencidvel em um ponto zy, entdo [ €

continua em zg.

Prova Pode ser encontrada em [4].

iZ__,—1z iz —iz . .
Cr— ecosz = %, definidas como (férmulas de

Euler)®, mostre que se f(z) = sin z, entdo (sinz) = cos z para todo z € C.

Exemplo 5. Sendo sinz =

Resolucgao

Definigao 2. Uma funcao f: A — C € analitica numa regico A se ela é derivdvel em

cada ponto de A: f é analitica num ponto zy se f € analitica numa regido contendo zg.

®A demonstragao dessas formulas podem ser encontradas em [2]
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Temos, ainda que, quando uma funcao é analitica em todos os pontos de C, ela é

dita inteira.

Funcao holomorfa sao func¢oes definidas no plano complexo e que sao infinita-
mente derivaveis sobre o plano complexo. Por exemplo, a integral® da funcao:

22

22 -2

f(z) =

nio é definida em todo o plano, pois sendo z = ++/2 e integrando f sobre o circulo
com centro na origem e raio r = 2, o denominador fica igual a zero. Os pontos onde
isso acontece sao chamados de pontos de singularidade. O termo funcao analitica é

frequentemente usada no lugar de funcao holomorfa.

1.2.3 As equacgoes de Cauchy-Riemann

As regras de derivacao de funcoes reais que sao validas para funcoes complexas e um
estudo mais detalhado sobre a derivada de uma funcao de varidvel complexa, deixare-
mos a cargo do leitor, que pode encontra-las em [4]. Trataremos agora, das equagoes de
Cauchy-Riemann, que estabelece uma certa compatibilidade entre as derivadas parciais

das partes real e imaginéria da funcao f.

Proposigao 2. Consideremos uma funcao f : A — C e representemos f em termos

de suas partes real € imagindria como uma funcao de duas varidveis reais:
[l y) = u(z,y) +iv(z,y).
Se f € diferenciavel em um ponto zy, entao as deriwadas parciais
ou/dx, Ou/dy, Ov/dx e Ov/dy

existem neste ponto e satisfazem as equacoes

ou ov ou ov
%(Zo) = 6_y(20) € a_y(ZO) = —%(ZO)

60 célculo de uma integral de funcdo complexa, sera tratada com mais detalhes na se¢do 3.
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As equagoes acima, sao chamadas equagoes de Cauchy-Riemann. Além disso,

Prova Pode ser encontrada em [4].

Estaremos utilizando o conceito das equacoes de Cauchy-Riemann, mais adiante na

secao 4, utilizadas na demonstracao do Teorema de Cauchy.
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2 Integral Complexa

A integracao de funcoes de uma variavel complexa é realizada ao longo de uma curva
C e conduz a muitos resultados tteis e importantes em mateméatica pura e aplicada.
Nessa secao, faremos um breve estudo sobre arcos e contornos e também, integral de

contorno.

2.1 Arcos e Contornos

Define-se por arco como um conjunto C' de pontos, representado parametricamente
por uma fungdo C' = {z(t) = x(t) +iy(t) : a <t < b} com 2(¢) uma fun¢ao continua
em t,com ¢ variando no intervalo [a, b|]. Uma parametrizacdo z = z(t) determina
uma orientacao dos pontos de C', com a orientacao positiva correspondendo aos valores
crescentes de t. O conjunto constituido pelos mesmos pontos de C', mas com orientagao
oposta é o arco que denota por —C',(Figura 1) cuja representagdo paramétrica é dada

por
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2(a) | Z(-a)

Figura 1: Representagao Grafica do caminho C' e —C'.

Figura retirada de [2]

Dentre os caminhos para integracao, destacamos:

Caminho Simples é aquele que nao se intercepta em nenhum ponto entre os
pontos terminais. Temos, entao, que o caminho simples ¢ injetivo, isso significa que
o ponto z(t) percorre a curva C, com ¢ variando de a para b, passando uma vez por

cada um de seus pontos.

Caminho nao simples ¢ aquele que contém pelo menos um ponto multiplo, ou

seja, para valores distinto de ¢ temos z(t1) = z(t3), para t; # to.

Temos ainda que um caminho C' pode ser nao fechado, neste caso, temos que o0s
pontos terminais distinguem um do outro, z(a) # z(b). Ou ainda, temos os caminhos

fechados, os quais os pontos terminais sao coincidentes, z(a) = z(b).

Um caminho fechado simples chama-se curva de Jordan’. Quando C é uma curva
de Jordan, chamamos de orientacao positiva se o sentido de percurso de C' é no sentido
anti-horario. A outra orientacao é a orientacao oposta. Sempre que falarmos de uma

curva de Jordan sem mensionar a orientacao, estaremos falando da orientagao positiva.

"Camille Marie Ennemond Jordan (1838-1922)
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Na figura 2, temos em (a¢) um caminho nao simples, pois possui um ponto
miltiplo. Em (b), temos uma curva de Jordan e em (c¢) temos um caminho fechado

nao simples, conforme definicao acima:

8
2(b) z(a)=1z(b)

Figura 2: Tipos de Caminhos.

Figura retirada de [2]

A seguir, apresentamos alguns exemplos representando alguns caminhos:

Exemplo 6. A equagio z(t) = 3 —it, para 0 < t < 2, representa um caminho aberto
simples, que € o segmento (3,3 — 2i], orientado do ponto A = (3,0) para o ponto
B = (0,3 — 2i) conforme a figura (3).
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Figura 3: Representacao Grafica do caminho z(t) = 3 —it, para 0 <t < 2.

Exemplo 7. Na equacgdo z(t) = e, para 0 <t < 2m, verificamos que:

Sabendo que z(t) = e pode ser escrito como z(t) = cost+isint, (exponencial com-
plexa), esta equagao representa um caminho fechado simples. Neste caso, temos uma
curva de Jordan, visto que a curva descreve uma volta completa sobre a circunferéncia
de centro na origem e raio igual a 1, tendo apenas os pontos terminais coincidentes,

2(0) = z(2m). Esta curva de Jordan esta representada na figura (4).
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[SE

0 cos 8

Re

Figura 4: Representagao Grafica da equagao z(t) = e (curva de Jordan),

Exemplo 8. Parametrizando um caminho.

Sabendo que um caminho no plano complexo ¢ da forma C' = {z(t) = z(t) + iy(t) :
a <t < b}. Com base nessa definicao, mostraremos a seguir a forma parametrizada

do caminho C' que liga o ponto A(0,0) ao ponto B(3,2) representado na figura (5):

Figura 5: Caminho C' ligando o ponto A(0,0) ao ponto B(3,2).
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Podemos notar, que o segmento que liga os pontos A ao ponto B, faz parte de uma

reta y = ax + b. Substituindo os pontos, temos:

Daqui temos que a equacao geral da reta que passa pelos dois pontos é y = %x

Agora, fazendo z(t) = t temos entdo que y(t) = 2t, encontramos assim a equagao

3
paramétrica da reta que passa por estes dois pontos.
Mas como queremos apenas o segmento OA devemos limitar o valor de ¢ conveni-
ente.
Note que o valor de x varia de zero ao ponto 2, ou seja, 0 < x < 2, como x = t,
temos que no segmento de reta OA, o valor de t fica definido como: 0 <t < 2.

Entao a equacio do caminho C' ¢ dada por {z(t) =t + Zit : 0 < ¢ < 2}.

2.2 Teorema de Jordan e Conectividade Simples

De acordo com [2] podemos interpretar o Teorema de Jordan® como sendo toda
curva fechada simples C' que divide o plano em duas regioes, tendo C' como fronteira
comum, onde o interior de C' ¢ limitada. O teorema afirma ainda que o interior de C'

possui uma propriedade chamada conectividade simples.

Uma regiao R ¢ chamada conexa, quando quaisquer dois pontos de R podem ser
ligados por um caminho inteiramente contido em R. Portanto, se além disso, essa
regiao R nao possuir "buracos"em seu interior, dizemos que esta é uma regiao simples-
mente conexa. Isto porque nao destrdi a conectividade simples. Na figura (6) estao

representadas estas regioes.

8Este teorema deve o seu nome a Camille Jordan, mas a primeira demonstracio correta deste

resultado deve-se a Oswald Veblen, em 1905.
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regido simplesmente conexa

regides que nao sao
simplesmente conexas

Figura 6: Regioes Conexas e Simplesmente conexas.

Figura retirada de [7]
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3 Integral de Contorno

O calculo de integrais complexos segue a mesma metodologia que os integrais cur-
vilineos das funcoes reais. Considerando uma funcao complexa de variavel real t,
F(t) = U(t) + iV (t) num intervalo [a, b], sua integral é definida em termos das fung¢oes

U eV, de acordo com a sentenca:

/abF(t)dt _ /abU(t)dt +z’/abV(t)dt. (1)

Propriedades:
Re / " P(t)dt = /  ReF (1)t ?)
Im / " Pty = / I ()t (3)

Linearidade
/a (F() + Gt = / Pty + / G, (@)

/a P(t)dt = ¢ / At

sendo ¢ qualquer constante complexa.

A prova destas propriedades pode ser encontrada em [2].

Da expressao (1), temos também, a seguinte propriedade:

/abF(t)dt‘ < /ab |F(t)|dt. (5)
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Notemos que essa propriedade é imediata se a integral do primeiro membro for nula.

Caso contrario, sendo

/b F(t)ydt =re?  (r>0), (6)

a sua representagao polar. Daqui e de (4), obtemos:

r=e " /bF(t)dt = /b e U F(t)dt, (7)

ou ainda, usando (3) e o fato de r € R,

r= e [ E@= [ Re (R o) ®)

sabendo que
|e’w‘ =1.

Assim

g/ab\e—ieF(t)\dtg/ab|F(t)|dt. (9)

3.1 Integral curvelinea ou de contorno

Seja C' um contorno qualquer e f = u + ‘v uma funcao continua no conjunto dos

numeros complexos, entao, escrevemos
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/Cf(z)dz.

Para a representacao do contorno C', z = z(t), a <t < b, definimos

/cf(z)dz = /abf(z(t))Z’(t)dt.

Se C' for uma curva fechada, o integral representa-se por

7{1 £(2)dz.

O segundo membro da equagao 10 é do tipo da equacao 1, sendo:

/ﬂﬂWMﬁa/&uwmﬂmww/nmmwwwﬁ

Quando os integrais das fungoes reais do lado direito existem.

Com (z(t),y(t)) = 2(t) e (u,v) = f, obtém-se:

1@ = [ Tute(o.906) + iale) pe)]la ) + i ()
— [ Tulel0)y()2' () ~ v(a®).yle))y (1)

+ [ B®.y0)2'0) + ule0),y(o) (0.

(10)

(11)

Assim, o integral tem partes real e imaginaria dadas por integrais de linha em R?,

calculados sobre o caminho C : [a,b] com C)(t) = (z(t), y(t)).

Nota-se, ainda, que a integral definida em (11) pode ser escrita em termos das

integrais curvilineas, tratadas na teoria das funcoes reais, sendo:

/Cf(z)dz = /C(uda: — vdy) +i/C(vdw—|—udy).
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3.1.1 Propriedades da Integral

Dentre as propriedades, destacamos a seguir, as mais elementares, as quais sao ané-

logas as existentes nos integrais curvilineos no caso real, para qualquer curvas simples,

C, Cl [§] CQ.

1. Linearidade

[1he)+ pela: = [ nei+ [ e

/Ccf(z)dz:c/cf(z)dz.

2. Sentido inverso da integracao

/—c f(z)dz = —/Cf(z)dz.

3. Aditividade do integral em relacao a particao de caminhos

/ f(e)dz= [ f(z)dz+ [ [f(z)d=
C1+C2 (ol Cs

A prova das propriedades da integral complexa podem ser encontradas em [2].

A seguir, apresentamos alguns exemplos, nos quais, utilizamos as propriedades men-

cionadas anteriormente, e também um método simples de resolugao.

Exemplo 9. Usando a equacao 1, mostre que
/ etdt =i(e" — e®)
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Resolucgao

Da equagao (1), verificamos que para calcular uma integral definida de num intervalo
[a,b] de uma fun¢ao complexa F'(t), separamos a parte real dessa func¢do, neste caso
representada por U(t), da parte imaginaria V' (¢). Neste exemplo, usamos ainda, a

funcao trigonométrica complexa, para representar a funcao exponencial, assim:

Como,

e" = cost + isint,

b b
/ etdt = / [cost + isint]dt
a ab b

:/ costdt—i—i/ sin tdt

b
a

entao:

= [sint — i cost]
=sinb —icosb —sina +icosa
=icosa —sina —icosb+sinb
= i[cosa + isina] — i[cos b + i sin b]
:Z-eia _Z-eib

= i(e' — ™).

Exemplo 10. Utilizando a definicao de integral de contorno, calcule a integral da

funcio f(z) = 22, ao longo do caminho 2(0) = re, para 6 € [0, 7).

Resolugao

De acordo com a férmula apresentada na equagdo (10), uma integral complexa é

calculada da seguinte maneira:

/cf(zmz - /abf(z(t))Z’(t)dt_
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Sendo

2(0) = re,

temos da exponencial complexa a igualdade:
2(0) = r(cos® + isinf),

cuja derivada é:

2'(0) = r(—sinf +icos ) = ri(cos O + isinf) = rie.

temos ainda que:

f(z(0)) = (T€i9)2 — 220,
FE0) 208 — 26 rie”

— TSZ‘eSiG,

substituindo estes valores na equagao (10) temos:

™ s .
/szz :/ r3ie*®dp
0 0
i

= / 1%i(cos 30 + i sin 30)d6,
0

da equagao (1), temos:

/ 2dz =3 L/ — sin 30dH + z/ COS 39d9}
0 0 0

= T—cos(39)—|—ir—33m(39) ﬁ
3 3

0
7,3 3 T3 3

= —cos(3m) + ir—sin(?nr) — —cos(0) + ir—sz'n(O)
3 3 3 3

ot 2

3 3 3

Exemplo 11. Utilizando a definicao de integral de contorno, calcule a integral da

2

fungao f(z) = 2%, ao longo do caminho simples z(t) = 2t + it, para t € [0, 2].
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Resolucgao

Substituindo ¢ = 0 e t = 2 na funcdo z(t) = 2t + it, encontramos os pontos
extremos do caminho indicado, que neste caso ¢ um caminho retilineo, ligando os
pontos O = (0,0) ao ponto P = (4,2), conforme figura (7):

o \o

n
n
wA
&
o

Figura 7: Representagao Grafica do caminho OP.

De acordo com a equagao (10), temos:

JRE dz—/f

Sendo z(t) =2t +it, entdo 2/(t) =2+ 4, temos ainda que:

f(z(t)) = (2t +it)?
= 4t? + 4it? — 2 = 3t + 4it>.
Assim,
Fz())2'(t) = (3t? + 4it?) (2 + 1)
= 612 + 3it? + 8it? — 4% = 212 + 11it?,

substituindo estes valores na equacao (10) temos:
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2 2
/ 2dz = / (2t* 4+ 11it*)dt
0 0

11 .12
34+ —=it3
—1—32

Exemplo 12. Em relagao ao exemplo anterior, calcule a integral da fungdio f(z) = 2*

z 7
usando os caminhos OAP, sendo A = (4,0) e o caminho OBP sendo B = (0,2),

conforme indicados na figura (8), em sequida compare os resultados.

N
v

N
o
g,

'
n
N

Figura 8: Representagao Grafica dos caminhos OAP, OP ¢ OBP.

Resolucgao

De acordo com a propriedade de aditividade do integral em relacao a particao de

caminhos, a integral da fungao f(z) ao longo do caminho OAP é dada por:
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f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz.
0AP 0A AP

Para calcular as integrais do segundo membro, devemos parametrizar os caminhos
OA e AP, calcular as integrais da func¢ao sobre os caminhos, em seguida somar os

valores destas integrais.
Caminho OA.

Como A = (4,0), entdo A = 4 + 0i, isso significa que o caminho z(¢) pertence ao

eixo real. Este caminho parametrizado é dado por:

r = i
t €0,4].
y =0
Assim,
z(t)=t ento Z'(t)=1.
Temos que:

f=(8) =¢,
f(z(1).2(t) =21 =1+

substituindo os valores,

/C f()dz = / " ) (D)t temos
/

dz = 2d
” (2)dz /é)t t

134
=3,
64
=3
Caminho AP.
r = 4
t €10,2]
y =t
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Assim,
2(t) =4+it ento Z'(t)=1i.

Temos que:
f(z(t)) = (4+it)* =16 + it — t2,

f(z(8).2'(t) = (16 + 8it — t?).i = 16i — 8¢ — it?,

substituindo os valores,

f(2)dz = / F(0) 2 ()dt, temos -

¢ 2
z)dz = - i —it?)d
£(2) /0(8t+16 £2)dt

= b
= | -4t +161t—z§

=—444+321 — =1
88
=—16+ 3@
Agora, substituindo os valores em
f(z)dz = f(z)dz + f(2)dz temos :
0AP GZA AP
f(2)dz =——=164+ —1
AL 3 3
16 . 88
=— 4+ —1
3 3

Calcularemos, agora, a integral da fun¢ao f(z) ao longo do caminho OBP, a qual

é dada por:

/ fle)dz= | f(z)dz+ (2)dz.
OBP OB

f
BP
Caminho OB.

Como B = (0,2), entdo B = 0 + 24, isso significa que o caminho z(t) pertence ao

eixo imaginério. Este caminho parametrizado ¢ dado por:
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t €10,2].
Assim,
z(t) =it ento 2'(t)=1.

Temos que:

f2(t) = (it)* = 7,
f(z(t).2'(t) = —t2i = —it?,
substituindo os valores em

/Cf(z)dzz/abf(z(t))z’(t)dt_

temos:

312
— i
3 1o
8.
= —=1.
3
Caminho BP.
T = 1
t €[0,4].
y = 2
Assim,
z(t)=t+2i ento Z(t)=1
Temos que:

f(z(8)) = (t+ 20)* = t* + 4it — 4,
f(z().2'(t) = (> +4it — 4).1 = 2 + 4it — 4,

substituindo os valores,
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/Cf(z)dz I/abf(z(t))z'(t)dt, temos :
/Bpf(z)dz :44(t2+4it—4)dt

¢ 4
= — +2it* — 4t
3 0
o + 327 — 16
= — 1 —
136
= — + 32.
3 + o2
Agora, substituindo os valores em
f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz, temos :
OBP 08B 16 BP
f(z)dz =—=i+ — +32i
oBP 3 3
16 88,
= — 4+ —1.
3 3

Podemos observar neste exemplo, que o valor da integral da funcao f(z) = 22,

calculada por caminhos diferentes, obteve o mesmo resultado. Isto indica que a integral
da funcao considerada, s6 depende dos pontos extremos, no caso, os pontos O e¢ P e

nao depende do contorno C' que liga esses pontos.

Exemplo 13. Em contraste com a propriedade do exemplo anterior, mostre que a
integral da funcao f(z) = z, depende, nao somente dos pontos extremos, mas também

dos contornos que se considere.

Resolucao

Vamos considerar, neste caso, os contornos OP e OAP, sendo O = (0,0), A = (1,0)
e P =(1,2) conforme a figura (9):

Integral em relagao ao contorno OP.
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Figura 9: Representacao Grafica dos caminhos OP ¢ OAP.

O contorno OP & dado por z(t) = t + 2it, para t € [0,1] que de acordo com a

equacao (10) temos:
b
[ 1z = [ reanzar
Como,
z(t) =t+2it temos que Z'(t) =1+ 2i,

F2(t)) = (t + 2it) =t — 2it,

substituindo os valores,

|1 = [ reanzwa
/OP f(z)dz = /;[(t — 2it)(1 4 24)]dt
_0
-

Calculando, agora, a integral sobre o contorno OAP:
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Sabemos que a integral da funcao f(z) ao longo do caminho OAP é dada por:

f(2)dz = f(z)dz + (2)dz.
0A

f
OAP AP
Parametrizando os caminhos OA e AP, obtemos:

Caminho OA.

Como A = (1,0), entao:

Assim,

Sy
~
S

IS
N—
QU
N
Il
@\
o
-
—~
IS
—~
~
N~—
S~—
I
—~
~
N——
QL
=

—x

[e=]

S~
=
&

QU
N
Il

Caminho AP.

te€l0,2].
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Assim,

z(t) =141t ento 2'(t) =1,
f(z(t) =1 +1it)=1-—1t,
f(z(t).2'(t) =1 —it)i=1i+t.

substituindo os valores,
b
[ s = [ ez
C a 9
/f(z)dz = f(z)dz:/ (t+)dt
c AP 0
= [% + it]

=2+ 2.

2
0

Assim,

OAP ] A AP
f(z)dz ==-+2+42i
OAP g
=—-42
5 + 21
Neste caso, notamos que
fl)dz# | f(z)dz,
opr OAP

apesar da integral ter sido calculada em caminhos que contém os mesmos pontos ex-
tremos. Isso acontece porque a fungao f(z) = z ndo é analitica em todo o plano.
Concluimos ainda que, se C' for um contorno fechado, teremos os pontos extremos

coincidentes, entao, se f(z) for uma fungao analitica, temos:

/Cf(z)dz = 0.

Este resultado é uma consequéncia do Teorema de Cauchy, o qual estaremos tratando

no capitulo seguinte.
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4 Teorema de Cauchy

Vimos dos exemplos (12) e (13) do capitulo anterior, que a integral de uma fungao
entre dois pontos extremos, pode ou nao depender do contorno usado para integragao.
Quando estamos integrando uma funcao analitica, o valor da integral nao depende
do caminho para integracao, somente dos pontos extremos. Esta propriedade ¢ uma

consequéncia do teorema abaixo:

Teorema 4.1. (Teorema de Cauchy) Seja f uma funcao analitica numa regiao

simplesmente conexa R. Entao

j{ f(z)dz =0, (12)
c

para todo contorno fechado C contido em R.

Prova

Seja C} e C dois contornos arbitrarios em R, ligando 2y a z;, conforme figura (10).

Entao, C; + (—C5) é um contorno fechado em R; logo:

R CLEY O W ET
C1+(—C2) Cq Co

como

f(z)dz= | [f(z)dz
Cq Ca

por f ser analitica e possuir os mesmos pontos extremos, entao:

fc F(2)dz = /C o JEE =0
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Figura 10: Contornos C e (5 ligando zg a z;.

Figura retirada de [2]
De acordo com [2]| o teorema de Cauchy, na primeira formulac¢do, pode ser demons-

trado facilmente com a ajuda do Teorema de Green?, supondo que a derivada f’ seja

continua em R. De fato, com a notagao z = z + 1y, f = u + iv, temos:

ﬁf(z)dz = 7{ (udz — vdy) + Zj{(vdx + udy)

= // e — Uy dxdy+z// vy )dxdy.

Mas v, — uy = u, — v, = 0, pelas equagoes de Cauchy-Riemann, entao:

fc f()dz =

90 Teorema de Green recebeu esse nome em homenagem ao cientista inglés George Green(1793-

1841). A demonstracio do Teorema de Green pode ser encontrada em [7]

45



4.1 Teorema Fundamental do Calculo

Uma primitiva de uma funcao complexa define-se de modo anélogo ao caso real.

Ou seja, dizemos que F' é uma primitiva da fun¢ao complexa f se F' = f.

Teorema 4.2. Seja R C C, um caminho reqular 7 : [a,b] — R e uma fun¢ao continua

f:R— C, tal que f = F' para alguma funcao analitica F': R — C. Entao:

/j@mZ:FW@»—me» (13)

Em particular, se v € fechada entao,

fcf(z)dz =0.

Prova

Usando a definicao e as propriedades do célculo integral obtem-se

/ﬂmwz/wawwwz/Fw@wmw
:/a %(Foy)(t)dt
— (Fom)(b) - (Fon)(a)

= F(y(b)) — F(y(a))

Ainda, de acordo com [2], se tratar de um contorno fechado que seja um circulo de

centro 2 e raio r, a integral sobre C' é denotada por:

/z—zoh f(z)dz

7{ R

46



Neste caso, o contorno tem orientagao positiva.

Nota-se que o calculo de uma integral curvilinea de uma func¢ao analitica é equiva-

lente ao célculo de uma primitiva da fungao.

4.2 Primitivas

Teorema 4.3. Seja [ uma funcao analitica em uma regiao R simplesmente coneza.

Entao a forma geral de sua primitiva é

F(z)= /Z fw)dw + C (14)

onde C' € uma constante arbitraria, zo € um ponto fizo qualquer de R e a integracao €
feita ao longo de um contorno inteiramente contido em R. Além disso a funcgao F(z)

definida desta forma, também, € analitica.
Prova Pode ser encontrada em |[2].
Exemplo 14. (Adaptado de [2].)

A funcao
n+1

F(z) =
()=

é uma primitiva da funcdo f(z) = 2", que é analitica em todo o plano, para n inteiro

nao negativo. A integral pode ser calculada como:

22 n+1l 1
/ 2"dz = : i
Zl n+1

z1_7’L—|—1(

n+1 n+1

Observacao

Ha, também, casos em que desejamos calcular a integral onde a fungdo f(z) é
analitica em uma regiao Cjy, exceto em regioes C,Cy e C, contidas em Cj, de modo

que f seja analitica na regiao compreendida entre Cy e (', ..., C,,. Entao
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g f(z)dz = ; f(z)dz+...+/ f(z),dz (15)

n

com todos 0os contornos na mesma orientagao.

Figura 11: Contornos Fechados Simples.

Figura retirada de [2]

Segundo [2], ao introduzir cortes Ly e —Ly, Ly e —Lo, ... , L, e —L,, para ligar Cy
a C1,Cy e (), obtem-se uma nova regiao simplesmente conexa, de forma que a integral

de f ao longo desse caminho ¢é nula.

( RO RO Cnf(z)dz> _ fcf(”z)dz o

Nota-se que as integrais ao longo dos caminhos Ly e —Ly, Lo e —Lo, ... , L, e —L,

se cancelam.
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De onde conclui-se que na equagao

n

[ is= [ gz / f(2)dz,

quando n = 1, temos:

g (2)dz = ; f(2)dz. (16)

0 que caracteriza dizer que estamos deformando o caminho de integracao sem mudar

o valor da integral, que nao depende do caminho.

Exemplo 15. Utilizando o teorema de Cauchy, calcule a integral da fungao,

z+1
z—3

f(z) =

sobre o contorno C, onde C € o circulo definido por |z| = 2.

Resolugao

Sendo z = x + yi, temos:
2l = Va +y? =2,
assim,
2?4 y? =22,
Neste caso, temos que o contorno C' é uma circunferéncia de centro O = (0,0) e
raio r = 2.

A fungao f(z) = % ¢ analitica em todo o plano, exceto no ponto z = 3. Assim,

como o contorno C' ndo circunda o ponto z = 3, e a fungao f(z) é analitica em C,

entao pelo teorema de Cauchy, segue que

1
/ i dz = 0.
jel=2 7 = 3
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Exemplo 16. Utilizando o teorema de Cauchy, calcule
/ dz
|z|=1 22 + 22

Resolugao

Para resolver essa integral, primeiro vamos escrever m em forma de fracoes

parciais, onde obtemos:

112 12 11 1
224922 2 24+2 2|z ’

) z+4+2

Assim,

/ dz _1/ dz 1/ dz
|z|=1 22+22_2 |z]=1 z 2 |Z‘:1Z—|—2‘

Considerando uma regido R e sendo v(0) = €, 0 € [0,27], é tal que |[y| C R e

como f(z) = — é analitica em R, isso, pelo teorema de Cauchy, segue que

T oz42
d
[
el=1 Z F 2

Portanto,

/ dz 1/ dz
|z]=1 22 +22 N 2 |z|=1 z ’

Substituindo z por €%, temos que dz = ie??df,

assim,

1 d 1 2m 40
1 / dz _ 1 / e
2 |z|=1 z 2 0 e
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Com base no Teorema de Cauchy é possivel obter a Formula Integral de Cauchy,
a qual da os valores de uma funcao holomorfa num conjunto de pontos fora de uma
curva fechada em termos de integrais que envolvem apenas os valores da funcao sobre

essa curva. Este assunto, estaremos apresentando na proxima secao.
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5 Foérmula Integral de Cauchy

Teorema 5.1. Seja f uma funcao analitica numa regiao simplesmente conera R. En-

tao,

Malz = 2mif(29), (17)
c R — 20

onde z € R e C € qualquer contorno fechado simples de R, que envolve z uma vez

no sentido posilivo e cujo interior estd todo contido em R.

Prova

Sendo 0 > 0 e deformando o caminho C para o caminho Cj, sendo este um circulo

de centro zy e raio 4,
Cs: |z — 20| =9,

fazendo ¢ suficientemente pequeno, para que o caminho Cjs esteja no interior de C.

Como ilustra a figura (12).

Figura 12: Caminho Cjs no interior de C'.

Figura retirada de [2]
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Como o integrando é analitico na regiao C' — Cj, entao,

7{ Mdz =0 = ﬁdz = Mdz.

U-Cs # — 20 c* % Cs 7 7 20

Agora, considerando ¢(z) como fung¢ao auxiliar, com g¢(z) analitica em zj, temos

que:
7{ g(2)dz =0= G) g f S0,
Cs cgz—zo Cs % 7 20
_ ]{ JG) g f L),
Cjs Z— 20 Cs zZ— 20

Calculando a integral do segundo membro temos:

flzo0) , dz
) T4 = g fc —

fazendo

z—z=¢€  com 0<6<2m,

derivando de ambos os lados temos:

dz = iedp,
logo,
dZ 27 iei@
dz = —
fa f ot =pe0 § G
21
= f(Zo)f idf = 2mif(zo).
0
Portanto,
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ﬁdz = 2mif(2p).

CgZ_ZO

Na demonstragao acima, se fizermos a troca da variavel 2, pela variavel a, podemos

escrever assim o teorema;

Se f € uma funcdao analitica entao ela assume os sequintes valores sobre pontos a

contidos na regiao interior a C,

fla) = 5 I

2 Joz —a

dz.

Isto significa que uma funcao analitica pode ser avaliada no ponto a interior a curva
fechada C' se conhecermos somente seus valores sobre o contorno. Observe que a é uma

singularidade isolada do integrando, embora f(z) seja analitica.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos, nos quais estaremos aplicando a Férmula

Integral de Cauchy.

Exemplo 17. Use a formula integral de Cauchy para calcular a integral

j{ zdz
lz—1]=2 7 — 2’

sendo o contorno percorrido no sentido anti-hordrio.

Resolugao

Do contorno C': |z — 1] = 2, temos um circulo de centro no ponto O = (1,0) e raio
r = 2. Temos, também que o tnico ponto de singularidade da funcao acima é z = 2.

Sendo que esta singularidade estd na regiao interior ao contorno C, conforme mostra
a figura (13)
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Figura 13: Singularidade z = 2 no contorno |z — 1| = 2

Tomamos entao zp = 2 e f(z) = z e usando o Teorema 5.1, temos:

7{ i)

z—1]=2 7 — 2

= 4.

Exemplo 18. Use a formula integral de Cauchy para calcular a integral

ZCOSZ
jI{ —dz,
|z]=2 Z—1

sendo o contorno percorrido no sentido anti-hordrio.

Resolucao

Neste caso, temos como singularidade o ponto z = 7, que é interno ao contorno C,

que é um circulo de centro no ponto O = (0,0) e raio r = 2 como mostra a figura (14)
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Figura 14: Singularidade z = i no contorno |z| = 2

Tomamos entao zp =i e f(z) = zcos z e usando o Teorema 5.1, temos:
2 CoS 2 oy
j{ ———dz =2mif(i)
ol=2 2 7
= 2719 oS8
= —2mcost,

Usando as formulas de Euler para exponenciais complexas, podemos escrever cos,

como sendo:

eiz +e—iz
cosz = ———
2
portanto,
o ette 241
cosi = g = o = coshe,

substituindo, entao, este valor,

2 COoS 2
j{ ———dz = —2mwcoshe.
|z|=2

zZ—1
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Exemplo 19. Calcular a integral

ze®
c22—22-3
onde C' € o losango de vértices 2 e i, sendo o contorno percorrido no sentido anti-

hordrio.

Resolucgao

Determinaremos, inicialmente, as singularidades do integrando. Elas sao determi-

nadas pelos valores de z que fazem com que o denominador seja zero. Resolvendo a

equacao

22 —22:-3=0,
obtemos as duas raizes z = —1 e z = 3. O caminho C consiste no losango de vértices
+2 e +i. Note que somente a singularidade z = —1 estd no interior do contorno,

conforme mostra a figura (15)

Figura 15: Singularidade ao longo do losango de vértices 2 e +1¢

A integral pode ser escrita da seguinte maneira:
7{ ze*
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Neste caso temos que f(z) = £, pois apesar de z = 3 ser uma singularidade, ele nao

z—37
pertence ao contorno C. Assim, usando zg = —1 e o Teorema 5.1 temos:
ze®
—— =2mif(—1
55—~ 2mif-D),
coOmo
ze?
f(Z> - P 37
entao
1=
e’
assim,
ze? 1
= 2mi.—
ji 22—-22-3 e
i
2

Exemplo 20. Mostre que

dz
=0.
7|{:2 =1

Resolucao
Como
Z—1=(z-1)(z+1),
temos ai, que as singularidades ocorrem em z = 1 e 2z = —1, que estao ambas dentro

da regiao limitada por C, A integral pode ser reduzida ao calculo sobre os contornos

C} e Cy como mostra a figura (16),

f= 4
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Figura 16: Caminho C' com dois pontos de singularidade

dz dz
]:]1”2:7401 G- DGETD) *7{@ G DG

Na primeira destas integrais, temos que z; = 1 é um ponto singular. Fazendo

f(z) = ﬁ e usando a formula da integral de Cauchy, temos:
dz 1
I = ———— =2mif(l) = 2mi.= = mi.
=, e 0 =
Para calcular a segunda integral tomamos zy = —1 e f(z) = (zil)' Usando nova-

mente a formula da integral temos

Jp:%¥@tf%;:6:2mﬂ—mz2m.—<;):—m,

de modo que a interal procurada é nula,

d
[:fﬁ 4+ L =mi—mi=0.
|

2
2|=2 z2—1
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Consideracoes finais

Neste trabalho foi abordado o assunto sobre Integral Complexa por meio do Teorema
de Cauchy e consequentemente, pela Formula Integral de Cauchy, mais especificamente
uma abordagem dos temas Integral Curvelinea, Teorema de Cauchy e Formula Integral
de Cauchy, tendo como finalidade, aproximar a matematica dos alunos, visto que o
caminho inverso, aproximar os alunos da matematica, nem sempre é o melhor percurso.

O objetivo principal foi mostrar de maneira clara e simplificada o estudo sobre a
Integral Complexa, pois acreditamos que o estudo realizado dessa maneira possibilita
maior compreensao e amadurecimento do contetido. E com isso, conseguir despertar
nos estudantes um maior interesse e consequentemente um desejo em aprender.

A pesquisa iniciou-se com uma retomada sobre alguns conceitos, fundamentais para
a compreensao do tema principal do nosso estudo, como a Exponencial Complexa, se-
guindo pelas Func¢oes de Variavel Complexa, fazendo um estudo, supercial sobre Limite
e Continuidade e também sobre Derivacao Complexa e as equacoes de Cauchy-Riemann
e em seguida, fizemos uma revisao da literatura sobre os temas arcos e contornos, in-
tegral curvilinea, teorema de Cauchy e, enfim, chegarmos ao ponto principal que é o
estudo sobre a formula integral de Cauchy. Sobre cada assunto foi feito uma aporte
teorico para dar sustentabilidade ao tema. O trabalho ainda fundamentou-se em pes-
quisas e consultas a internet, e utilizou-se de alguns softwares para a construcao de
alguns gréficos, fundamentais para a interpretacao do contetdo.

Apresentamos os temas de uma forma detalhada, mostrando através de exemplos
explicativos, os calculos e os erros que sao cometidos durante o processo. O trabalho
objetivou-se, também, em apresentar e discutir conceitos importantes relacionados a
integral complexa, podendo ainda servir como um aporte teérico sobre Teorema de
Cauchy e a Formula Integral de Cauchy. E ainda, mostrar que através da resolucao de
tais problemas, podemos promover a discussao sobre perspectivas e possiveis acoes a
serem adotadas.

Portanto, o trabalho superou uma angistia do autor, que vem detalhar um con-
tetido, muitas vezes nao estudado no curso de licenciatura, nem ao menos, nas discipli-
nas de anélise e variaveis complexas, pois contemplam, na sua maioria, apenas a parte
real. A importancia do trabalho nao se restringiu apenas nesse sentido, a relevancia
estd inserida na proposta de rompimento de barreiras entre teoria e pratica, entre o
Ensino Superior e o Ensino Bésico, entre a Ciéncia e sociedade, e essencialmente entre

a matematica e o aluno.
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