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� ����� � ������� �� �������� �� ������� � �������� ���� �� ����������� ���������

����� � ��������� �� ����� �� ���������� ���� ���������� ������� ������������ �

������������ �� ���������� ���� � ����������� � ��������� �� ��������� �� ������

���������� � ������ �� ���������� � � �������� ���� �� ��������� ��� �������� � ��

���������� ����� ���������� ��� ����������� ��� � �����������

��



� ������� ����������

������������� ������� ��� �������� ����� ������� ������������ � ��������� ���

��� �������� ������ �� ������������ � �� ��������������� �� ��������� � ������

��� � �������� ����� ����� ������������� ����� �������� ��� ���� ���� ��������� �

�������������

��� �����������

����� ���� ����������� ��������� ez ���� �������� ������ �������� z = x+ iy�

���� ������

ez = ex+iy = ex.eiy.

�� ��������� �� ������ � �� ��������������� ��� ������ �� ���������� � ������

eiy = cos y + i sin y,

���� ������������ ������� ��������� �� ���� ������ � ����������� �������� � ����

���� �����

ez = ex(cos y + i sin y).

������������ �� �����������

��� ������������ ��� ������� ����� sin x, cos x � ex � �� �������� �� ������������

�������� �� �������������

�� ez1ez2 = ez1+z2 ;

�� e−z = 1
ez
;

�� (ez)n = enz, n inteiro;

��������� ���� ����� �����������
������ ��������� �����������

��



�� ez �= 0 para todo z;

�� |ez| = eRe z �;

�� ez = 1 ⇔ z = 2kπi, k inteiro.

� ������������ ������ ������������ ���� ��� ���������� �� ����

��� ����� � ����� �������������� �� �� ������ �������� ���� ��� ������������

��� z = reiθ ����� r = |z| � θ = arg z�

������� �� �� ������ �������� z = 1+i� ����� ��� r =
�

x2 + y2 =
√
2 � θ = π/4�

����� ������ ���� ������ �������� ������ � ����� z =
√
2eiπ/4�

��� ������� �� �������� ��������

�� ������� ��������� �� ��� �������� �������� ���������� � ������ ��������� ��

������ ����� ���������

��� ������ �������� f � ��� ������ f : A → C ���� ������� A ���� ������� ��

C� ���� ��� ��� ��� ����� A �� �������� �� ������� ��������� � f ��� ��� ��� ���

������������ ���� �������� z �� �������� A� � �� ����� ������ �������� f(z) �� C�

������� ��������� ��� ������ f : A → C� ���� f = u + iv� �� ������ �� ���

����� ���� � �� ��� ����� ����������� ����� ����

u = u(x, y) = Re [f(z)] e v = v(x, y) = Im [f(z)] .

�Re z ���������� � ����� ���� �� ������ �������� z� �������� ��� Im z ���������� � ����� ����

������� �� ������ �������� z�

��



������� �� �� ������ f(z) = z2 − 2z + 3� ������������ z = x + iy� ������ � �����

����� u(x, y) = x2 − y2 − 2x+ 3 � � ����� ����������� v(x, y) = 2xy − 2y�

����� ������ � ������������

� �������� �� ������ �� ��� ������ �������� ����� � ����� ����������� ��

������ �� ��� ������ �����

�������� �� ���� z0 �� ����� �� ����������� �� ������� D �� ��� ������ f � ����

�� ��� f ��� ������ L ��� z �������� � z0 �� ���� �������� � > 0 ������ δ > 0 ���

���

z ∈ D, 0 < |z − z0| < δ ⇒ |f(z)− L| < �.

�����������

lim
z→z0

f(z) = L.

������ � ����� z0 �������� �� ������� �� ������� ����� ����� �������� �� ��������

D � L = f(z0)� ����� ��� f � �������� �� ����� z0 � �����������

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

�� ������������ �� ������ ���������� �� ���� ��� ������� ������ ���������� �������

���� �� ������� �� �������� ���������

������� �� ������ � �������� 1� ������ ��� lim
z→1

(3z − 1) = 2.

�� ���� ����� ����

|(3z − 1)− 2| = |3z − 3| = 3|z − 1|�

���� �������� � > 0� ����� ����� δ = �
3
> 0 ��� ���� �� 0 < |z − 1| < δ� ������

3|z − 1| < 3δ = ��

�z0 � ����� �� ���������� �� �� �������� A �� �������� ���������� �� z0 ������ �������� ������

�� A�

��



�� ������������ �� ������� ��������� ��� ������� �� ����� �� �������� �� ���������

����� �� ���������� �� ���� �� ������� �� ��������� ������ ���������� ������� ����

������� �� �������� �������� � ��� ������������� ���� �� ���� �� �������� �����

��� ������� ���� �� �� �������� � ������ �� ��� ������ ��������� � ���� � ������

�� ������� �� ���� ���������� ����� ����� ���������� �� ������� �� ���� ������ ���� �

����������� �������� ������� � �������

������� �� ����� � ��� ������ ��������� ��� f = u + iv � L = U + iV �������

���������� � ���������� z = x+ iy� �����

lim
z→z0

f(z) = L

��� � ������� ���

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = U e lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = V

����� ���� ��� ���������� �� ����

������� �� ������ � ������� ������ ������ ��� lim
z→2i

(z2 − 3z) = −4− 6i.

���������

������� ��� �� z = x+ iy� ������

z2 − 3z = (x + iy)2 − 3(x + iy) = x2 + 2xyi− y2 − 3x− 3yi � �������� ����� ����

u(x, y) = x2 − y2 − 3x � v(x, y) = 2xy − 3x� ������ z → 2i = 0 + 2i ����� ���

(x, y) → (0, 2)� �����������������

lim
(x,y)→(0,2)

u(x, y) = lim
(x,y)→(0,2)

(x2 − y2 − 3x) = −4,

�

lim
(x,y)→(0,2)

v(x, y) = lim
(x,y)→(0,2)

(2xy − 3y) = −6,

�������� lim
z→2i

(z2 − 3z) = −4− 6i.

��



����� ��������� ��������

� �������� �� �������� �� ��� ������ �� �������� �������� � ����������� � �����

����� �� ���� �� ��� ������ �� �������� �����

��� ������ f : A → C � ������������� �� �� ����� z0 �� ��� ������ A ���������

������ � ������� �� ������� � ������

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
.

���� ������ � ������� �������� �� f �� z0 � � �������� ��� f �(z0)�

���������� �� �� ��� ������ f : A → C � ������������� �� �� ����� z0� ����� f �

�������� �� z0�

����� ���� ��� ���������� �� ����

������� �� ����� sin z = eiz−e−iz

2i
� cos z = eiz+e−iz

2
� �������� ���� ��������� ��

�������� ������ ��� �� f(z) = sin z� ����� (sin z)� = cos z ���� ���� z ∈ C�

���������

f �(z) =

�

eiz − e−iz

2i

��

=

�

ieiz − (−i)e−iz

2i

�

=

�

eiz + e−iz

2

�

= cos z

�������� �� ��� ������ f : A → C � ��������� ���� ������ A �� ��� � ��������� ��

���� ����� �� A� f � ��������� ��� ����� z0 �� f � ��������� ���� ������ �������� z0�

�� ������������ ������ �������� ����� ��� ����������� �� ���

��



������ ����� ���� ������ ��� ������ � ��������� �� ����� �� ������ �� C� ��� �

���� inteira�

������ ��������� ��� ������� �������� �� ����� �������� � ��� ��� ��������

����� ���������� ����� � ����� ��������� ��� �������� � ��������� �� �������

f(z) =
z2

z2 − 2

��� � ������� �� ���� � ������ ���� ����� z = ±
√
2 � ���������� f ����� � �������

��� ������ �� ������ � ���� r = 2� � ����������� ��� ����� � ����� �� ������ ����

���� �������� ��� �������� �� ������ �� �������������� � ����� ������ ��������� �

�������������� ����� �� ����� �� ������ ����������

����� �� �������� �� ��������������

�� ������ �� ��������� �� ������� ����� ��� ��� ������� ���� ������� ��������� � ��

������ ���� ��������� ����� � �������� �� ��� ������ �� �������� ��������� ��������

��� � ����� �� ������� ��� ���� ������������ �� ���� ���������� ������ ��� �������� ��

��������������� ��� ���������� ��� ����� ��������������� ����� �� ��������� ��������

��� ������ ���� � ���������� �� ������ f �

���������� �� ������������ ��� ������ f : A → C � ������������� f �� ������

�� ���� ������ ���� � ���������� ���� ��� ������ �� ���� ��������� ������

f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y).

�� f � ������������� �� �� ����� z0� ����� �� ��������� ��������

∂u/∂x, ∂u/∂y, ∂v/∂x e ∂v/∂y

������� ����� ����� � ���������� �� ��������

∂u

∂x
(z0) =

∂v

∂y
(z0) e

∂u

∂y
(z0) = −∂v

∂x
(z0)

�� ������� �� ��� �������� �� ������ ��������� ���� ������� ��� ���� �������� �� ����� 3�

��



�� �������� ������ ��� �������� �������� �� ��������������� ���� ������

f �(z0) =
∂f

∂x
(z0) = −i

∂f

∂y
(z0)

����� ���� ��� ���������� �� ����

��������� ���������� � �������� ��� �������� �� ��������������� ���� ������� ��

����� 4� ���������� �� ������������ �� ������� �� �������

��



� �������� ��������

� ���������� �� ������� �� ��� �������� �������� � ��������� �� ����� �� ��� �����

C � ������ � ������ ���������� ����� � ����������� �� ���������� ���� � ���������

����� ������ ������� �� ����� ������ ����� ����� � ��������� � ������� �������� ��

���������

��� ����� � ���������

�������� ��� ���� ���� �� �������� C �� ������� ������������ ����������������

��� ��� ������ C = {z(t) = x(t) + iy(t) : a ≤ t ≤ b} ��� z(t) ��� ������ ��������

�� t���� t �������� �� ��������� ��� ��� ��� �������������� z = z(t) ���������

��� ���������� ��� ������ �� C� ��� � ���������� �������� �������������� ��� �������

���������� �� t� � �������� ����������� ����� ������ ������ �� C� ��� ��� ����������

������ � � ���� ��� ������ ��� −C�������� �� ���� ������������� ����������� � ����

���

z1(t) = z(−t). − b ≤ t ≤ −a�

��



������ �� ������������� ������ �� ������� C � −C�

������ �������� �� ���

������ �� �������� ���� ����������� �����������

������� ������� � ������ ��� ��� �� ���������� �� ������ ����� ����� ��

������ ���������� ������ ������ ��� � ������� ������� � ��������� ���� �������� ���

� ����� z(t) �������� � ����� C� ��� t �������� �� a ���� b� �������� ��� ��� ���

���� �� �� ���� �������

������� ��� ������� � ������ ��� ������ ���� ����� �� ����� ��������� ��

����� ���� ������� �������� �� t ����� z(t1) = z(t2)� ���� t1 �= t2.

����� ����� ��� �� ������� C ���� ��� ��� �������� ����� ����� ����� ��� ��

������ ��������� ���������� �� �� ������ z(a) �= z(b)� �� ������ ����� �� ��������

��������� �� ����� �� ������ ��������� ��� ������������� z(a) = z(b)�

�� ������� ������� ������� �������� ����� �� �������� ������ C � ��� �����

�� ������� �������� �� ���������� �������� �� � ������� �� �������� �� C � �� �������

������������� � ����� ���������� � � ���������� ������� ������ ��� �������� �� ���

����� �� ������ ��� ��������� � ����������� ��������� ������� �� ���������� ���������

�������� ����� �������� ������ �����������

��



�� ����� 2� ����� �� (a) �� ������� ��� �������� ���� ������ �� �����

��������� �� (b)� ����� ��� ����� �� ������ � �� (c) ����� �� ������� �������

��� �������� �������� �������� ������

������ �� ����� �� ���������

������ �������� �� ���

� ������� ������������ ������ �������� ������������� ������ ���������

������� �� � ������� z(t) = 3 − it� ���� 0 ≤ t ≤ 2� ���������� �� ������� ������

�������� ��� � � �������� [3, 3 − 2i]� ��������� �� ����� A = (3, 0) ���� � �����

B = (0, 3− 2i) �������� � ����� (3)�

��



������ �� ������������� ������ �� ������� z(t) = 3− it� ���� 0 ≤ t ≤ 2�

������� �� �� ������� z(t) = eit, para 0 ≤ t ≤ 2π� ���������� ����

������� ��� z(t) = eit ���� ��� ������� ���� z(t) = cos t+i sin t� ������������ ����

������� ���� ������� ���������� �� ������� ������� �������� ����� ����� ����� ���

����� �� ������� ����� ��� � ����� �������� ��� ����� �������� ����� � ��������������

�� ������ �� ������ � ���� ����� � 1� ����� ������ �� ������ ��������� �������������

z(0) = z(2π)� ���� ����� �� ������ ���� ������������ �� ����� (4)�

��



������ �� ������������� ������ �� ������� z(t) = eit ������ �� ��������

������� �� �������������� �� ��������

������� ��� �� ������� �� ����� �������� � �� ����� C = {z(t) = x(t) + iy(t) :

a ≤ t ≤ b}� ��� ���� ����� ��������� ����������� � ������ � ����� �������������

�� ������� C ��� ���� � ����� A(0, 0) �� ����� B(3, 2) ������������ �� ����� (5)�

������ �� ������� C ������� � ����� A(0, 0) �� ����� B(3, 2)�

��



������� ������ ��� � �������� ��� ���� �� ������ A �� ����� B� ��� ����� �� ���

���� y = ax+ b� ������������ �� ������� ������

(0, 0) → b = 0

(3, 2) → a = 2
3
b

����� ����� ��� � ������� ����� �� ���� ��� ����� ����� ���� ������ � y = 2
3
x�

������ ������� x(t) = t ����� ����� ��� y(t) = 2
3
t� ����������� ����� � �������

����������� �� ���� ��� ����� ��� ����� ���� �������

��� ���� �������� ������ � �������� OA ������� ������� � ����� �� t ��������

�����

���� ��� � ����� �� x ����� �� ���� �� ����� �� �� ����� 0 ≤ x ≤ 2� ���� x = t�

����� ��� �� �������� �� ���� OA� � ����� �� t ��� ������� ����� 0 ≤ t ≤ 2�

����� � ������� �� ������� C � ���� ��� {z(t) = t+ 2
3
it : 0 ≤ t ≤ 2}�

��� ������� �� ������ � ������������� �������

�� ������ ��� ��� ������� ����������� � ������� �� ������� ���� ����� ����

����� ������� ������� C ��� ������ � ����� �� ���� �������� ����� C ���� ���������

������ ���� � �������� �� C � ��������� � ������� ����� ����� ��� � �������� �� C

������ ��� ����������� ������� ������������� ��������

��� ������ R � ������� ������� ������ ��������� ���� ������ �� R ����� ���

������� ��� �� ������� ������������ ������� �� R� ��������� �� ���� ������ ����

������ R ��� ������� ����������� ��� ��������� ������� ��� ���� � ��� ������ ��������

����� ������� ���� ������ ��� ������� � ������������� �������� �� ����� ��� �����

������������� ����� ��������

����� ������� ���� � ��� ���� � ������� ������� ��� � �������� ������������ ������� �����

��������� ������� � ������ ������� �� �����

��



������ �� ������� ������� � ������������ ��������

������ �������� �� ���

��



� �������� �� ��������

� ������� �� ��������� ��������� ����� � ����� ����������� ��� �� ��������� ����

�������� ��� ������� ������ ������������ ��� ������ �������� �� �������� ���� t�

F (t) = U(t) + iV (t) ��� ��������� [a, b], ��� �������� � ������� �� ������ ��� �������

U � V � �� ������ ��� � ���������

� b

a

F (t)dt =

� b

a

U(t)dt+ i

� b

a

V (t)dt. ���

�������������

Re

� b

a

F (t)dt =

� b

a

ReF (t)dt, ���

Im

� b

a

F (t)dt =

� b

a

ImF (t)dt. ���

�����������

� b

a

[F (t) +G(t)]dt =

� b

a

F (t)dt+

� b

a

G(t)dt, ���

�

� b

a

cF (t)dt = c

� b

a

F (t)dt,

����� c �������� ��������� ���������

� ����� ������ ������������ ���� ��� ���������� �� ����

�� ��������� (1)� ����� ������� � �������� ������������

�

�

�

�

� b

a

F (t)dt

�

�

�

�

≤
� b

a

|F (t)|dt. ���

��



������� ��� ���� ����������� � �������� �� � �������� �� �������� ������ ��� �����

���� ���������� �����

� b

a

F (t)dt = reiθ (r > 0), ���

� ��� ������������� ������ ����� � �� (4)� ��������

r = e−iθ

� b

a

F (t)dt =

� b

a

e−iθF (t)dt, ���

�� ������ ������ (3) � � ���� �� r ∈ R,

r = Re

� b

a

e−iθF (t)dt =

� b

a

Re
�

e−iθF (t)
�

dt, ���

������� ���
�

�e−iθ
�

� = 1.

�����

�

�

�

�

� b

a

F (t)dt

�

�

�

�

= r =

� b

a

Re
�

e−iθF (t)
�

dt ≤
� b

a

�

�Re
�

e−iθF (t)
��

� dt

≤
� b

a

�

�e−iθF (t)
�

� dt ≤
� b

a

|F (t)|dt. ���

��� �������� ���������� �� �� ��������

���� C �� �������� �������� � f = u + iv ��� ������ �������� �� �������� ���

������� ���������� ������ ����������

��



�

C

f(z)dz.

���� � ������������� �� �������� C� z = z(t), a ≤ t ≤ b� ��������

�

C

f(z)dz =

� b

a

f(z(t))z�(t)dt. ����

�� C ��� ��� ����� �������� � �������� ������������� ���
�

C

f(z)dz.

� ������� ������ �� ������� 10 � �� ���� �� ������� 1� ������

� b

a

f(z(t))z�(t)dt =

� b

a

Re (f(z(t))z�(t)) dt+ i

� b

a

Im (f(z(t))z�(t)) dt.

������ �� ��������� ��� ������� ����� �� ���� ������� ��������

��� (x(t), y(t)) = z(t) � (u, v) = f � ���������

�

C

f(z)dz =

� b

a

[u(x(t), y(t)) + iv(x(t), y(t))][x�(t) + iy�(t)]dt

=

� b

a

[u(x(t), y(t))x�(t)− v(x(t), y(t))y�(t)]dt

+

� b

a

[v(x(t), y(t))x�(t) + u(x(t), y(t))y�(t)]dt. ����

������ � �������� ��� ������ ���� � ���������� ����� ��� ��������� �� ����� �� R2�

���������� ����� � ������� C1 : [a, b] ��� C1(t) = (x(t), y(t)).

�������� ������ ��� � �������� ������� �� (11) ���� ��� ������� �� ������ ���

��������� ������������ �������� �� ������ ��� ������� ������ ������

�

C

f(z)dz =

�

C

(udx− vdy) + i

�

C

(vdx+ udy).

��



����� ������������ �� ��������

������ �� ������������� ���������� � ������� �� ���� ������������ �� ����� ��� ����

����� �� ���������� ��� ��������� ����������� �� ���� ����� ���� �������� ������ ��������

C,C1 � C2.

�� �����������
�

C

[f1(z) + f2(z)]dz =

�

C

f1(z)dz +

�

C

f2(z)dz,

�

C

cf(z)dz = c

�

C

f(z)dz.

�� ������� ������� �� ����������

�

−C

f(z)dz = −
�

C

f(z)dz.

�� ����������� �� �������� �� ������� � �������� �� ��������

�

C1+C2

f(z)dz =

�

C1

f(z)dz +

�

C2

f(z)dz.

� ����� ��� ������������ �� �������� �������� ����� ��� ����������� �� ����

� ������� ������������ ������ ��������� ��� ������ ���������� �� ������������ ����

�������� �������������� � ������ �� ������ ������� �� ����������

������� �� ������ � ������� 1� ������ ���

� b

a

eitdt = i(eia − eib)

��



���������

�� ������� (1)� ���������� ��� ���� �������� ��� �������� ������� �� ��� ���������

[a, b] �� ��� ������ �������� F (t)� ��������� � ����� ���� ����� ������� ����� ����

������������ ��� U(t)� �� ����� ���������� V (t)� ����� �������� ������ ������ �

������ �������������� ��������� ���� ����������� � ������ ������������ ������

�����

eit = cos t+ i sin t,

������
� b

a

eitdt =

� b

a

[cos t+ i sin t]dt

=

� b

a

cos tdt+ i

� b

a

sin tdt

= [sin t− i cos t]ba

= sin b− i cos b− sin a+ i cos a

= i cos a− sin a− i cos b+ sin b

= i[cos a+ i sin a]− i[cos b+ i sin b]

= ieia − ieib

= i(eia − eib).

������� ��� ���������� � �������� �� �������� �� ��������� ������� � �������� ��

������ f(z) = z2� �� ����� �� ������� z(θ) = reiθ� ���� θ ∈ [0, π].

���������

�� ������ ��� � ������� ����������� �� ������� (10)� ��� �������� �������� �

��������� �� �������� ��������

�

C

f(z)dz =

� b

a

f(z(t))z�(t)dt.

��



�����

z(θ) = reiθ,

����� �� ����������� �������� � ����������

z(θ) = r(cos θ + i sin θ),

���� �������� ��

z�(θ) = r(− sin θ + i cos θ) = ri(cos θ + i sin θ) = rieiθ.

����� ����� ����

f(z(θ)) =
�

reiθ
�2

= r2e2iθ,

f(z(θ))z�(θ)dθ = r2e2iθ.rieiθ

= r3ie3iθ,

������������ ����� ������� �� ������� (10) ������

� π

0

z2dz =

� π

0

r3ie3iθdθ

=

� π

0

r3i(cos 3θ + i sin 3θ)dθ,

�� ������� (1)� ������

� π

0

z2dz = r3
�
� π

0

− sin 3θdθ + i

� π

0

cos 3θdθ

�

=

�

r3

3
cos(3θ) + i

r3

3
sin(3θ)

�π

0

=
r3

3
cos(3π) + i

r3

3
sin(3π)− r3

3
cos(0) + i

r3

3
sin(0)

= −r3

3
− r3

3
= −2r3

3
.

������� ��� ���������� � �������� �� �������� �� ��������� ������� � �������� ��

������ f(z) = z2� �� ����� �� ������� ������� z(t) = 2t+ it� ���� t ∈ [0, 2].

��



���������

������������ t = 0 � t = 2 �� ������ z(t) = 2t + it� ����������� �� ������

�������� �� ������� ��������� ��� ����� ���� � �� ������� ���������� ������� ��

������ O = (0, 0) �� ����� P = (4, 2)� �������� ����� (7)�

������ �� ������������� ������ �� ������� OP �

�� ������ ��� � ������� (10)� ������
�

C

f(z)dz =

� b

a

f(z(t))z�(t)dt.

����� z(t) = 2t+ it� ����� z�(t) = 2 + i� ����� ����� ����

f(z(t)) = (2t+ it)2

= 4t2 + 4it2 − t2 = 3t2 + 4it2.

������

f(z(t))z�(t) = (3t2 + 4it2)(2 + i)

= 6t2 + 3it2 + 8it2 − 4t2 = 2t2 + 11it2,

������������ ����� ������� �� ������� (10) ������

��



� 2

0

z2dz =

� 2

0

(2t2 + 11it2)dt

=

�

2

3
t3 +

11

3
it3

�2

0

=
16

3
+

88

3
i.

������� ��� �� ������� �� ������� ��������� ������� � �������� �� ������ f(z) = z2�

������ �� �������� OAP � ����� A = (4, 0) � � ������� OBP ����� B = (0, 2)�

�������� ��������� �� ����� (8)� �� ������� ������� �� �����������

������ �� ������������� ������ ��� �������� OAP � OP � OBP �

���������

�� ������ ��� � ����������� �� ����������� �� �������� �� ������� � �������� ��

��������� � �������� �� ������ f(z) �� ����� �� ������� OAP � ���� ����

��



�

OAP

f(z)dz =

�

OA

f(z)dz +

�

AP

f(z)dz.

���� �������� �� ��������� �� ������� ������� ������� ������������ �� ��������

OA � AP � �������� �� ��������� �� ������ ����� �� ��������� �� ������� ����� ��

������� ������ ����������

������� OA�

���� A = (4, 0)� ����� A = 4 + 0i� ���� �������� ��� � ������� z(t) �������� ��

���� ����� ���� ������� ������������� � ���� ����











x = t

y = 0
t ∈ [0, 4].

������

z(t) = t ento z�(t) = 1.

����� ����

f(z(t)) = t2,

f(z(t)).z�(t) = t2.1 = t2,

������������ �� ��������

�

C

f(z)dz =

� b

a

f(z(t))z�(t)dt. temos :
�

OA

f(z)dz =

� 4

0

t2dt

=
t3

3

�

�

�

4

0

=
64

3
.

������� AP �











x = 4

y = t
t ∈ [0, 2]

��



������

z(t) = 4 + it ento z�(t) = i.

����� ����

f(z(t)) = (4 + it)2 = 16 + 8it− t2,

f(z(t)).z�(t) = (16 + 8it− t2).i = 16i− 8t− it2,

������������ �� ��������

�

C

f(z)dz =

� b

a

f(z(t))z�(t)dt, temos :
�

AP

f(z)dz =

� 2

0

(−8t+ 16i− it2)dt

=

�

−4t2 + 16it− i
t3

3

�2

0

= −4.4 + 32i− 8

3
i

= −16 +
88

3
i.

������ ������������ �� ������� ��

�

OAP

f(z)dz =

�

OA

f(z)dz +

�

AP

f(z)dz temos :
�

OAP

f(z)dz =
64

3
− 16 +

88

3
i

=
16

3
+

88

3
i.

������������� ������ � �������� �� ������ f(z) �� ����� �� ������� OBP � � ����

� ���� ����

�

OBP

f(z)dz =

�

OB

f(z)dz +

�

BP

f(z)dz.

������� OB�

���� B = (0, 2)� ����� B = 0 + 2i� ���� �������� ��� � ������� z(t) �������� ��

���� ����������� ���� ������� ������������� � ���� ����

��













x = 0

y = t
t ∈ [0, 2].

������

z(t) = it ento z�(t) = i.

����� ����

f(z(t)) = (it)2 = −t2,

f(z(t)).z�(t) = −t2.i = −it2,

������������ �� ������� ��
�

C

f(z)dz =

� b

a

f(z(t))z�(t)dt.

������

�

OB

f(z)dz =
� 2

0
−it2dt

= −i
t3

3

�

�

�

2

0

= −8

3
i.

������� BP �











x = t

y = 2i
t ∈ [0, 4].

������

z(t) = t+ 2i ento z�(t) = 1

����� ����

f(z(t)) = (t+ 2i)2 = t2 + 4it− 4,

f(z(t)).z�(t) = (t2 + 4it− 4).1 = t2 + 4it− 4,

������������ �� ��������

��



�

C

f(z)dz =

� b

a

f(z(t))z�(t)dt, temos :
�

BP

f(z)dz =

� 4

0

(t2 + 4it− 4)dt

=
t3

3
+ 2it2 − 4t

�

�

�

4

0

=
64

3
+ 32i− 16

=
16

3
+ 32i.

������ ������������ �� ������� ��

�

OBP

f(z)dz =

�

OB

f(z)dz +

�

BP

f(z)dz, temos :
�

OBP

f(z)dz = −8

3
i+

16

3
+ 32i

=
16

3
+

88

3
i.

������� �������� ����� �������� ��� � ����� �� �������� �� ������ f(z) = z2�

��������� ��� �������� ����������� ������ � ����� ���������� ���� ������ ��� � ��������

�� ������ ������������ �� ������� ��� ������ ��������� �� ����� �� ������ O � P �

��� ������� �� �������� C ��� ���� ����� �������

������� ��� �� ��������� ��� � ����������� �� ������� ��������� ������ ��� �

�������� �� ������ f(z) = z̄� �������� ��� ������� ��� ������ ��������� ��� ������

��� ��������� ��� �� ����������

���������

����� ����������� ����� ����� �� ��������� OP � OAP � ����� O = (0, 0)� A = (1, 0)

� P = (1, 2) �������� � ����� ����

�������� �� ������� �� �������� OP �

��



������ �� ������������� ������ ��� �������� OP � OAP �

� �������� OP � ���� ��� z(t) = t + 2it� ���� t ∈ [0, 1] ��� �� ������ ��� �

������� (10) ������
�

C

f(z)dz =

� b

a

f(z(t))z�(t)dt.

�����

z(t) = t+ 2it temos que z�(t) = 1 + 2i,

f(z(t)) = (t+ 2it) = t− 2it,

������������ �� ��������

�

C

f(z)dz =

� b

a

f(z(t))z�(t)dt,
�

OP

f(z)dz =

� 1

0

[(t− 2it)(1 + 2i)]dt

=

� 1

0

5tdt

= 5
t2

2

�

�

�

1

0

=
5

2
.

����������� ������ � �������� ����� � �������� OAP �

��



������� ��� � �������� �� ������ f(z) �� ����� �� ������� OAP � ���� ����

�

OAP

f(z)dz =

�

OA

f(z)dz +

�

AP

f(z)dz.

�������������� �� �������� OA � AP � ��������

������� OA�

���� A = (1, 0)� ������











x = t

y = 0
t ∈ [0, 1].

������

z(t) = t ento z�(t) = 1,

f(z(t)) = t̄ = t,

f(z(t)).z�(t) = t.1 = t.

������������ �� �������

�

C

f(z)dz =

� b

a

f(z(t))z�(t)dt,
�

C

f(z)dz =

�

OA

f(z)dz =

� 1

0

tdt

=
t2

2

�

�

�

1

0

=
1

2
.

������� AP �











x = 1

y = t
t ∈ [0, 2].

��



������

z(t) = 1 + it ento z�(t) = i,

f(z(t)) = (1 + it) = 1− it,

f(z(t)).z�(t) = (1− it).i = i+ t.

������������ �� ��������

�

C

f(z)dz =

� b

a

f(z(t))z�(t)dt,
�

C

f(z)dz =

�

AP

f(z)dz =

� 2

0

(t+ i)dt

=
�

t2

2
+ it

�2

0

= 2 + 2i.

������

�

OAP

f(z)dz =

�

OA

f(z)dz +

�

AP

f(z)dz,
�

OAP

f(z)dz =
1

2
+ 2 + 2i

=
5

2
+ 2i.

����� ����� ������� ���
�

OP

f(z)dz �=
�

OAP

f(z)dz,

������ �� �������� ��� ���� ��������� �� �������� ��� ������ �� ������ ������ ���

������� ���� �������� ������ � ������ f(z) = z̄ ��� � ��������� �� ���� � ������

���������� ����� ���� �� C ��� �� �������� �������� ������� �� ������ ��������

������������� ������ �� f(z) ��� ��� ������ ���������� ������
�

C

f(z)dz = 0.

���� ��������� � ��� ������������ �� ������� �� ������� � ���� ��������� ��������

�� �������� ���������

��



� ������� �� ������

����� ��� �������� (12) � (13) �� �������� ��������� ��� � �������� �� ��� ������

����� ���� ������ ��������� ���� �� ��� �������� �� �������� ����� ���� �����������

������ ������� ���������� ��� ������ ���������� � ����� �� �������� ��� �������

�� ������� ���� ����������� ������� ��� ������ ��������� ���� ����������� � ���

������������ �� ������� �������

������� ���� �������� �� ������� ���� f ��� ������ ��������� ���� ������

������������ ������ �� �����

�

C

f(z)dz = 0, ����

���� ���� �������� ������� C ������� �� R�

�����

���� C1 � C2 ���� ��������� ����������� �� R� ������� z0 � z1� �������� ����� �����

������ C1 + (−C2) � �� �������� ������� �� R� �����

�

C1+(−C2)

f(z)dz =

�

C1

f(z)dz −
�

C2

f(z)dz

����

�

C1

f(z)dz =

�

C2

f(z)dz

��� f ��� ��������� � ������� �� ������ ������ ��������� ������

�

C

f(z)dz =

�

C1+(−C2)

f(z)dz = 0.

��



������ ��� ��������� C1 � C2 ������� z0 � z1�

������ �������� �� ���

�� ������ ��� ��� � ������� �� ������� �� �������� ����������� ���� ��� �������

����� ���������� ��� � ����� �� ������� �� ������� ������� ��� � �������� f � ����

�������� �� R� �� ����� ��� � ������� z = x+ iy� f = u+ iv� ������

�

C

f(z)dz =

�

C

(udx− vdy) + i

�

C

(vdx+ udy)

= −
��

R�

(vx − uy)dxdy + i

��

R�

(ux − vy)dxdy.

��� vx − uy = ux − vy = 0� ����� �������� �� ��������������� ������
�

C

f(z)dz = 0.

�� ������� �� ����� ������� ���� ���� �� ��������� �� ��������� ������ ������ �����������

������ � ������������ �� ������� �� ����� ���� ��� ���������� �� ���

��



��� ������� ����������� �� �������

��� ��������� �� ��� ������ �������� �������� �� ���� ������� �� ���� �����

�� ����� ������� ��� F � ��� ��������� �� ������ �������� f �� F � = f �

������� ���� ���� R ⊂ C, �� ������� ������� γ : [a, b] −→ R � ��� ������ ��������

f : R −→ C� ��� ��� f = F � ���� ������ ������ ��������� F : R −→ C. ������

�

γ

f(z)dz = F (γ(b))− F (γ(a)). ����

�� ����������� �� γ � ������� ������

�

C

f(z)dz = 0.

�����

������ � �������� � �� ������������ �� ������� �������� ��������

�

γ

f(z)dz =

� b

a

f(γ(t))γ�(t)dt =

� b

a

F �(γ(t))γ�(t)dt

=

� b

a

d

dt
(F ◦ γ)(t)dt

= (F ◦ γ)(b)− (F ◦ γ)(a)

= F (γ(b))− F (γ(a))

= F (z1)− F (z0).

������ �� ������ ��� ���� �� ������ �� �� �������� ������� ��� ���� �� ������� ��

������ z0 � ���� r� � �������� ����� C � �������� ����
�

|z−z0|=r

f(z)dz

�
�

|z−z0|=r

f(z)dz.

��



����� ����� � �������� ��� ���������� ���������

������� ��� � ������� �� ��� �������� ���������� �� ��� ������ ��������� � �������

����� �� ������� �� ��� ��������� �� �������

��� ����������

������� ���� ���� f ��� ������ ��������� �� ��� ������ R ������������ �������

����� � ����� ����� �� ��� ��������� �

F (z) =

� z

z0

f(w)dw + C ����

���� C � ��� ��������� ����������� z0 � �� ����� ��� �������� �� R � � ���������� �

����� �� ����� �� �� �������� ������������ ������� �� R� ���� ����� � ������ F (z)

������� ����� ������ ������� � ����������

����� ���� ��� ���������� �� ����

������� ��� ��������� �� �����

� ������

F (z) =
zn+1

n+ 1
,

� ��� ��������� �� ������ f(z) = zn� ��� � ��������� �� ���� � ������ ���� n �������

��� ��������� � �������� ���� ��� ��������� �����
� z2

z1

zndz =
zn+1

n+ 1

�

�

�

z2

z1
=

1

n+ 1

�

zn+1
2 − zn+1

1

�

.

����������

��� ������� ����� �� ��� ��������� �������� � �������� ���� � ������ f(z) �

��������� �� ��� ������ C0� ������ �� ������� C1�C2 � Cn �������� �� C0� �� ����

��� f ���� ��������� �� ������ ������������ ����� C0 � C1, ..., Cn� �����

��



�

C0

f(z)dz =

�

C1

f(z)dz + ...+

�

Cn

f(z), dz ����

��� ����� �� ��������� �� ����� �����������

������ ��� ��������� �������� ��������

������ �������� �� ���

������� ���� �� ���������� ������ L1 � −L1� L2 � −L2� ��� � Ln � −Ln� ���� ����� C0

� C1�C2 � Cn� �������� ��� ���� ������ ������������ ������� �� ����� ��� � ��������

�� f �� ����� ����� ������� � �����

�
�

C0

f(z)dz −
�

C1

f(z)dz − ...−
�

Cn

f(z)dz

�

=

�

C

f(z)dz = 0.

������� ��� �� ��������� �� ����� ��� �������� L1 � −L1� L2 � −L2� ��� � Ln � −Ln

�� ���������

��



�� ���� ���������� ��� �� �������
�

C0

f(z)dz =

�

C1

f(z)dz + · · ·+

�

Cn

f(z)dz,

������ n = 1� ������

�

C0

f(z)dz =

�

C1

f(z)dz. ����

� ��� ����������� ����� ��� ������� ���������� � ������� �� ���������� ��� �����

� ����� �� ��������� ��� ��� ������� �� ��������

������� ��� ���������� � ������� �� ������� ������� � �������� �� �������

f(z) =
z + 1

z − 3
,

����� � �������� C� ���� C � � ������� ������� ��� |z| = 2�

���������

����� z = x+ yi� ������

|z| =
�

x2 + y2 = 2,

������

x2 + y2 = 22.

����� ����� ����� ��� � �������� C � ��� �������������� �� ������ O = (0, 0) �

���� r = 2�

� ������ f(z) = z+1
z−3

� ��������� �� ���� � ������ ������ �� ����� z = 3� ������

���� � �������� C ��� �������� � ����� z = 3� � � ������ f(z) � ��������� �� C�

����� ���� ������� �� ������� ����� ���
�

|z|=2

z + 1

z − 3
dz = 0.

��



������� ��� ���������� � ������� �� ������� �������

�

|z|=1

dz

z2 + 2z
.

���������

���� �������� ���� ��������� �������� ����� �������� 1
z2+2z

�� ����� �� �������

��������� ���� ��������

1

z2 + 2z
=

1/2

z
− 1/2

z + 2
=

1

2

�

1

z
− 1

z + 2

�

,

������

�

|z|=1

dz

z2 + 2z
=

1

2

�

|z|=1

dz

z
− 1

2

�

|z|=1

dz

z + 2
.

������������ ��� ������ R � ����� γ(θ) = eiθ� θ ∈ [0, 2π]� � ��� ��� |γ| ⊂ R �

���� f(z) = 1
z+2

� ��������� �� R� ����� ���� ������� �� ������� ����� ���

�

|z|=1

dz

z + 2
= 0.

���������

�

|z|=1

dz

z2 + 2z
=

1

2

�

|z|=1

dz

z
,

������������ z ��� eiθ� ����� ��� dz = ieiθdθ,

������

1

2

�

|z|=1

dz

z
=

1

2

� 2π

0

ieiθ

eiθ
dθ

=
iθ

2

�

�

�

2π

0

= πi.

��



��� ���� �� ������� �� ������ � �������� ����� � ������� �������� �� �������

� ���� �� �� ������� �� ��� ������ ��������� ��� �������� �� ������ ���� �� ���

����� ������� �� ������ �� ��������� ��� �������� ������ �� ������� �� ������ �����

���� ������ ���� �������� ��������� ������������ �� ������� ������

��



� ������� �������� �� ������

������� ���� ���� f ��� ������ ��������� ���� ������ ������������ ������ R� ���

����

�

C

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0), ����

���� z ∈ R � C � �������� �������� ������� ������� �� R� ��� ������� z ��� ���

�� ������� �������� � ���� �������� ���� ���� ������� �� R�

�����

����� δ > 0 � ���������� � ������� C ���� � ������� Cδ� ����� ���� �� �������

�� ������ z0 � ���� δ�

Cδ : |z − z0| = δ,

������� δ �������������� �������� ���� ��� � ������� Cδ ������ �� �������� �� C�

���� ������� � ����� �12��

������ ��� ������� Cδ �� �������� �� C�

������ �������� �� ���

��



���� � ���������� � ��������� �� ������ C − Cδ� ������
�

C∪−Cδ

f(z)

z − z0
dz = 0 ⇒

�

C

f(z)

z − z0
dz =

�

Cδ

f(z)

z − z0
dz.

������ ������������ g(z) ���� ������ ��������� ��� g(z) ��������� �� z0� �����

����

�

Cδ

g(z)dz = 0 =

�

Cδ

f(z)

z − z0
dz −

�

Cδ

f(z0)

z − z0
dz

=

�

Cδ

f(z)

z − z0
dz =

�

Cδ

f(z0)

z − z0
dz.

���������� � �������� �� ������� ������ ������

�

Cδ

f(z0)

z − z0
dz = f(z0)

�

Cδ

dz

z − z0
,

�������

z − z0 = eiθ, com 0 ≤ θ ≤ 2π,

��������� �� ����� �� ����� ������

dz = ieiθdθ,

�����

f(z0)

�

Cδ

dz

z − z0
dz = f(z0)

� 2π

0

ieiθ

eiθ
dθ

= f(z0)

� 2π

0

idθ = 2πif(z0).

���������

��



�

Cδ

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0).

�� ������������ ������ �� ������� � ����� �� �������� z0 ���� �������� a� �������

�������� ����� � ��������

�� f � ��� ������ ��������� ����� ��� ������ �� ��������� ������� ����� ������ a

�������� �� ������ �������� � C�

f(a) =
1

2πi

�

C

f(z)

z − a
dz.

���� �������� ��� ��� ������ ��������� ���� ��� �������� �� ����� a �������� � �����

������� C �� ����������� ������� ���� ������� ����� � ��������� ������� ��� a � ���

������������� ������� �� ����������� ������ f(z) ���� ����������

� ������� �������������� ������ ��������� ��� ����� ��������� ��������� � �������

�������� �� �������

������� ��� ��� � ������� �������� �� ������ ���� �������� � ��������

�

|z−1|=2

zdz

z − 2
,

����� � �������� ���������� �� ������� �������������

���������

�� �������� C : |z − 1| = 2� ����� �� ������� �� ������ �� ����� O = (1, 0) � ����

r = 2� ������ ������ ��� � ����� ����� �� ������������� �� ������ ����� � z = 2�

����� ��� ���� ������������� ���� �� ������ �������� �� �������� C� �������� ������

� ����� ����

��



������ ��� ������������� z = 2 �� �������� |z − 1| = 2

������� ����� z0 = 2 � f(z) = z � ������ � ������� 5.1� ������

�

|z−1|=2

zdz

z − 2
= 2πif(2)

= 4πi.

������� ��� ��� � ������� �������� �� ������ ���� �������� � ��������
�

|z|=2

z cos z

z − i
dz,

����� � �������� ���������� �� ������� �������������

���������

����� ����� ����� ���� ������������� � ����� z = i� ��� � ������� �� �������� C�

��� � �� ������� �� ������ �� ����� O = (0, 0) � ���� r = 2 ���� ������ � ����� ����

��



������ ��� ������������� z = i �� �������� |z| = 2

������� ����� z0 = i � f(z) = z cos z � ������ � ������� 5.1� ������

�

|z|=2

z cos z

z − i
dz = 2πif(i)

= 2πi.i cos i

= −2π cos i,

������ �� �������� �� ����� ���� ������������ ���������� ������� �������� cos i�

���� ������

cos z =
eiz + e−iz

2

���������

cos i =
e−1 + e

2
=

e2 + 1

2e
= cosh e,

������������� ������ ���� ������

�

|z|=2

z cos z

z − i
dz = −2π cosh e.

��



������� ��� �������� � ��������
�

C

zez

z2 − 2z − 3
,

���� C � � ������� �� �������� ±2 � ±i� ����� � �������� ���������� �� ������� �����

��������

���������

��������������� ������������� �� �������������� �� ����������� ���� ��� ��������

����� ����� ������� �� z ��� ����� ��� ��� � ����������� ���� ����� ���������� �

�������

z2 − 2z − 3 = 0,

������� �� ���� ������ z = −1 � z = 3� � ������� C �������� �� ������� �� ��������

±2 � ±i� ���� ��� ������� � ������������� z = −1 ���� �� �������� �� ���������

�������� ������ � ����� ����

������ ��� ������������� �� ����� �� ������� �� �������� ±2 � ±i

� �������� ���� ��� ������� �� �������� ��������
�

C

zez

(z − 3)(z + 1)
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����� ���� ����� ��� f(z) = zez

z−3
� ���� ������ �� z = 3 ��� ��� �������������� ��� ���

�������� �� �������� C� ������ ������ z0 = −1 � � ������� 5.1 ������

�

C

zez

z2 − 2z − 3
= 2πif(−1),

����

f(z) =
zez

z − 3
,

�����

f(−1) =
1

4e
,

������
�

C

zez

z2 − 2z − 3
= 2πi.

1

4e

=
πi

2e
.

������� ��� ������ ���
�

|z|=2

dz

z2 − 1
= 0.

���������

����

z2 − 1 = (z − 1)(z + 1),

����� ��� ��� �� �������������� ������� �� z = 1 � z = −1, ��� ����� ����� ������

�� ������ �������� ��� C� � �������� ���� ��� �������� �� ������� ����� �� ���������

C1 � C2 ���� ������ � ����� �����

�

C

=

�

C1

+

�

C2

,

��������� � �������� ������

��



������ ��� ������� C ��� ���� ������ �� �������������

I = I1 + I2 =

�

C1

dz

(z − 1)(z + 1)
+

�

C2

dz

(z − 1)(z + 1)
,

�� �������� ������ ���������� ����� ��� z0 = 1 � �� ����� ��������� �������

f(z) = 1
(z+1)

� ������ � ������� �� �������� �� ������� ������

I1 =

�

C1

dz

(z − 1)(z + 1)
= 2πif(1) = 2πi.

1

2
= πi.

���� �������� � ������� �������� ������� z0 = −1 � f(z) = 1
(z−1)

� ������ �����

����� � ������� �� �������� �����

I1 =

�

C2

dz

(z − 1)(z + 1)
= 2πif(−1) = 2πi.−

�

1

2

�

= −πi,

�� ���� ��� � ������� ��������� � �����

I =

�

|z|=2

dz

z2 − 1
= I1 + I2 = πi− πi = 0.

�
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