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Resumo

Neste trabalho apresentamos métodos para o calculo de algumas somas infinitas
e usamos a série de Fourier da fungao f(z) = 2%’ com p € N para obter resultados
sobre o comportamento da fungdo Zeta(2p) de Riemann, tais como sua soma e sua

multiplicidade racional por m2P.

Palavras-chave

Somas infinitas, Funcao zeta, Riemann.



Abstract

This paper presents methods to calculate some infinite sums and use the Fourier
series of function f(z) = 2% with p € N to get results on the behavior of Zeta(2p)

function Riemann, including their sum and rational multiplicity of 7.

Keywords

Infinite sums, zeta function, Riemann.
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Introducao

Segundo [5], problemas envolvendo sequéncias e séries se fazem presentes desde
os primoérdios da mateméatica. Arquimedes (287 A.C.-212 A.C.) por exemplo, usou
sequéncias de poligonos regulares inscritos em um circulo de raio R para aproximar
sua area observando que quanto maior o nimero de lados do poligono inscrito, mais
o poligono parece se aproximar do circulo. O matemaético italiano Leonardo de Pisa

(1170-1250) conhecido como Fibonacci propos a sequéncia
f1:17 f2:17 fn:fnfl—i_fan n=>3 (1)

ao estudar problemas envolvendo alguns fenémenos naturais, como a reproducao de
coelhos com condigoes pré-determinadas e o crescimento de galhos de certos tipos de
plantas.

Neste trabalho sao apresentados conceitos envolvendo sequéncias, séries, séries de
funcgoes e aproximagoes de fungoes por séries. Esses conceitos estao divididos em 3 capi-
tulos, sendo introduzidas no primeiro capitulo as principais defini¢oes e propriedades
de sequéncias e séries envolvendo sua convergéncia e somas.

No segundo capitulo as séries sao generalizadas para séries de funcoes (somas de
sequéncias definidas por fungoes convergindo a fungoes).

Sao também apresentados métodos para se obter somas de outras séries partindo
de uma série convergente a qual conhecemos sua soma e formas de representar fungoes
por séries infinitas (Séries de Taylor e Fourier).

Finalmente no terceiro e tltimo capitulo trabalhamos com a funcao ( zeta e
algumas de suas somas parciais. Essa funcao foi wusada pelo alemao
Bernhard Riemann (1826-1866) para estudos envolvendo nimeros primos, dai sua

grande importancia. Ela é definida por

+oo
1
C(s) = v
n=1
Hoje chamada de funcao zeta de Riemann, esta ja havia sido estudada por outros
matematicos como o suico Leonard Paul Euler (1707-1783), que definiu uma fomula

fechada da soma para valores positivos pares de s.
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A inspiracdo para este trabalho se deu ao observar que as séries de Fourier das
fungoes f(z) = 2? e f(x) = 2 no intervalo [—, 7] nos fornecem as somas para ((2) e
((4) respectivamente. Isso nos leva a refletir sobre a possibilidade de encontrar todas
as somas ((2p) para p € N apenas fazendo a série de Fourier da fungio f(x) = z?*.

Nesse sentido propomos uma soma em forma recursiva para ((2p) e que esta é
multiplo racional de 72" para p € N.

)

Mostramos também que HSP ,p € Z, & um polinémio de grau p+ 1 em n e que

podemos obter seus coeficientes resolvendo um sistema linear de ordem p + 2.

14



1 Sequéncias e Séries

Nesta secao serao definidos apenas os principais conceitos relativos a sequéncias e
séries de ntimeros reais necessarios para o desenvolvimento das se¢oes seguintes, sendo
que outros resultados como propriedades, teoremas e defini¢coes podem ser encontrados
em [9].

Uma sequéncia pode ser pensada como uma colecao de nimeros da reta real com

uma certa ordem.

51,852,583, .-,8n,+-.- (2)

Nosso interesse é estudar seu comportamento quanto a sua lei de formacao, como

definimos a seguir.

Definicao 1. Uma sequéncia de numeros reais € uma funcdo s : N — R em que
s(n) = s, para todo n € N, é chamado de n-ésimo termo da sequéncia. Escrevemos s,

para indicar a sequéncia S.

Dizemos que uma sequéncia é limitada quando existem a,b € R tais que
a < s, <0,

para todo n € N. Se a sequéncia nao é limitada, entao é ilimitada.
Uma sequéncia é crescente se s, 1 > S,, decrescente se s,11 < S,, nao-crescente
se Spr1 < S, e nao-decrescente se s,.1 > S, para todos seus termos. Dizemos que é
mondtona quando é crescente, decrescente, nao-crescente ou nao-decrescente.
Restri¢oes sobre o dominio definem subsequéncias de s. Por exemplo, tomando

n = 2k para todo k € N temos a subsequéncia da sequéncia (2).

59,84,86y 3 8%y ...

A nocao de limite de uma sequéncia esta relacionada com a ideia de que quanto
maior n, mais proximo de um numero real S estara s, e assim permanecera. Essa ideia

pode ser visualizada na Figura 1.
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Figura 1: Representacao grafica de uma sequéncia convergente

Definicao 2. Uma sequéncia s, tem limite S se para cada € > 0 existir um inteiro N,

tal que
n> N, = |s, — S| <k,
dizemos que a sequéncia € convergente quando tem limite e escrevemos
lim s,=S8 o Sp — S.
n—-+00

Se uma sequéncia nao € convergente, entao € dita divergente.

Exemplo 1. A sequéncia s, = — — 0.
n

Para todo ¢ > 0, temos

1
assim, basta tomar N, = [—} .
€

16



E evidente que as propriedades de limites de funcgoes reais também se aplicam
a limites de sequéncias, ja que através de restricoes em seu dominio podemos obter

sequéncias. Demonstragoes e propriedades gerais podem ser encontradas em [9] e [13].

Teorema 1. Se lim s, =5 entdo toda subsequéncia de s, converge para S.
n—-+00

Ver demonstragao em [9].

Teorema 2. Toda sequéncia convergente € limitada.

Se a sequéncia s, & convergente, entdo se considerarmos € = k € R*, existe sempre
um N, € N tal que, se n > N, teremos |s,, — S| < k, ou seja, s, € (S — k, S + k).
Consideremos ainda o conjunto C' = {sy, S2,...,SNn._1} que é ndo vazio e limitado por
I = min(C) e L = max(C). Assim temos min{l, S — k} < s, < maz{L,S + k} para
todo n € N.

Teorema 3. Toda sequéncia limitada e mondtona € convergente.

Ver demonstragao em [9].

Definicao 3. As sequéncias que cumprem a condi¢dao

Ve>0,3 NN, mn>N, = s, —s,| <€

sao chamadas de sequéncias de Cauchy.

Para uma sequéncia s, ser de Cauchy, deve-se ter para valores suficientemente
grandes dos indices m,n € N a aproximacao de seus termos s,, ¢ s,. Essa condicao
de convergéncia envolve apenas os termos da sequéncia e nao exige que se conheca

inicialmente o limite da mesma.
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Exemplo 2. Para fizar ideias sobre esse critério de convergéncia, consideremos a

sequéncia geomélrica S, = 3

1
Considerando m > n e tomando € = 10’ basta fazer N. = 2 ja que

| 1 1 1 1 1 - 1 - 1 =9
Sn —_ Sm = —— —— = — —_ - PP n .
. 3m 3

Se fosse € = ﬁ, bastaria tomarmos N, = 4.
|
Teorema 4. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.
Se s, — S, entao tomando um % qualquer, existe N, € N tal que |s, — S| < % e
|sm — S| < g Pela desigualdade triangular concluimos
|$m — Su| < |$m — S|+ |$0n — 5] <§+§:€,
provando que a sequéncia s, ¢ de Cauchy.
|
Teorema 5. Toda sequéncia de Cauchy € convergente.
Ver demonstragao em [9].
|

Definicao 4. Dada uma sequéncia infinita de termos ayg, definimos uma série pela

sequéncia s, formada pela n-ésima soma parcial

Sy = Zak, (3)
k=1

ap € chamado de termo geral da série e se existe o limite infinito de sy,

18



lim s,
n—-+o0o

S,

dizemos que a série infinita

+oo
S = E Qg
k=1

€ convergente e possui soma S. Sendo, dizemos que a série € divergente.

As séries infinitas possuem comportamentos interessantes e intuitivos, porém

exigem cautela em sua anélise. Exemplo disso é o seguinte teorema.

—+00

Teorema 6. Se g a, converge, entéo lim a, = 0.
1 n—-+o0o
n=

Se a série é convergente, entao temos para as somas parciais

lim s,= lim s,.1=25,
n—-+oo n—-+oo
logo,
lim s, —s,.1 =0,
n—+400
lim (a;+as+--+a,) — (a1 +azs+--+a,1)=0
n——+o0

assim,

lim a,=0.
n—-+400

Resultado disso é o chamado de teste da divergéncia; se lim a, # 0 ou se o limite

n—-+0oo
nao existir, entao a série é divergente.
+0o0 +oo +oo
.. n n+1
Exemplo 3. As séries E (=)™, E cos(n) e E
n=0 n=0 n=1 n

19
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Quanto ao cuidado que deve-se ter é relativo a reciproca do teorema, este nos diz
que toda série convergente possui limite do termo geral igual a zero, porém nem toda

série que possui limite do termo geral igual a zero é convergente. Um exemplo deste

fato é a série harmonica, que é divergente e possui termo geral a, = — — 0.
n

Teorema 7. Séries de termos positivos convergem se, e somente se, a sequéncia das

somas parciais € limitada.

Como os termos sao positivos, entao

§1 <852 <83 <0<

— “n

S...

observe que as somas parciais formam uma sequéncia monotona; pelo teorema 1 esta

converge se, e somente se for limitada.
|

Desse teorema podemos concluir um teste de comparacao entre séries com o seguinte

corolério.
400 +o0
Corolario 1. Sejam as séries Z a, e Z b, de termos positivos tais que a,, < b, para
n=1 n=1
+o0 +o0 +oo
todo n. Se an converge, entao Zan também converge. Se Zan diverge, entao
n=1 n=1 n=1
+o0
Z b, também diverge.
n=1

+00
No primeiro caso, se E b, converge, entao existe uma soma S da série tal que

n=1

—+00 “+o0

E a, < S, e pelo Teorema 7 concluimos que E a, converge. Ja no segundo caso, se

n=1 n=1

+0o0 +oo “+o0o

E a, diverge, entao E a, — +00 e por consequéncia E b, — +o00 também diverge.

n=1 n=1 n=1

20



+00 +oo
Uma série E ay, ¢ chamada de absolutamente convergente quando E la,| é con-

n=1 n=1
+o0o +oo +oo
vergente. No caso de E a, ser convergente e g la,| divergente, dizemos que g n,
n=1 n=1 n=1

é condicionalmente convergente.

Teorema 8. Toda série absolutamente convergente é convergente.

+oo
Considere a série E a, e observe que
n=1
0 < a, + |a,| < 2|ay,].
+00 +oo
Assim, se E a, ¢ absolutametne convergente, entao 2 g la,,| converge e pelo
n=1 n=1
“+00
Corolario 1 a série E (an + |as|) converge, levando a convergéncia de
n=1
+oo +oo +00
E an = E (an + lan]) — E |an.
n=1 n=1 n=1

Uma demonstracao alternativa pode ser encontrada em [9] usando o critério de

Cauchy para séries.
|

Para definir algumas somas infinitas, em alguns casos ¢ essencial a reordenacao dos
termos, e um fato importante a se destacar é que algumas séries convergentes com soma
S1 podem ter os termos reordenados de modo que sua soma seja Ss, que é um absurdo.
Segundo [9], Riemann demonstrou que séries condicionalmente convergentes podem ser
manipuladas afim de se obter uma soma qualquer desejada. Sendo o seguinte teorema

atribuido a ele.
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+00
Teorema 9. Seja E a, uma Ssérie condicionalmente convergente. Dado qualquer

n=0
+oo +oo
nimero real S, eziste uma reordenacao (b,) dos termos de g Qn, tal que g b, =S.
n=0 n=0

Ver demonstragao em [9].
n

Em geral, toda literatura que aborda o assunto comutatividade de séries apresenta

o seguinte exemplo.

Exemplo 4. A série harmoénica alternada converge para S e pode ser rearranjada para

uma soma diferente.

Temos

5:§$:§[%1—1_%} (6)

k=1

1
Multiplicando (6) por 5 obtemos

e por conveniéncia, vamos inserir zeros entre os termos, assim

-
o {o+

n=1

2n

Somando as séries (6) e (7), segue

22



logo,

35 1+1 1+1+1 1+1+1 1+ )
2 3 2 5 7 4 9 11 6 '

Observe que (8) possui 0s mesmos termos que (6), porém reordenados de tal modo
que apos dois termos positivos de denominador impar tenhamos um termo negativo de

denominador par. Concluimos o absurdo

= (=)

35
R

n=1

Nas secOes seguintes definimos testes para verificar a convergéncia de (6) e sua

soma.
|
400 +o0 +oo +oo
Caso g b, seja uma reordenacgao de g a, € g ay, = E b, dizemos que
n=0 n=0 n=0 n=0
“+oo
E a, € comutativamente convergente.
n=0

Teorema 10. Toda série absolutamente convergente é comutalivamente convergente.
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Ver demonstragao em [9].

1.1 Série geométrica

As progressoes geométricas sao em geral bastante conhecidas, pois sao abordadas
no ensino médio, onde sao apresentadas propriedades envolvento relacoes entre termos,
somas finitas e infinitas. Nas secOes seguintes pode ser notada a importancia desta

série para o calculo de outras somas infinitas.
an+1

Uma sequéncia a, ¢ dita uma progressao geométrica se o quociente r =
a'!L

chamado de razao, for constante para todo n € N. Consideremos agora uma pro-
gressao geométrica com a; = a e razao x, entao a sequéncia formada pela soma parcial

de seus m primeiros termos é

e a verificacao é simples, basta observar que

Sm = a+azr +azr® + ax® + -+ + az™! (10)

x-sm:al’+a$2+a$3+,__+a$m—1_'_axm’ (11)

subtraindo (11) de (10) obtemos

m
S — XSy =a—ax™,

24



de onde concluimos (9).

As séries geométricas sao da seguinte forma,

+oo
S = Z a-z", (12)
n=0

sua convergéncia e soma sao verificadas aplicando limite com m — +o00 em (9).

lim s, = lim a- = — < lim ™. (13)
m——+0o0 m——+0o0 11—z 1—2z 1—2 m—o+oo
Se |z| < 1, (12) converge para
a
S = 14
1—a’ (14)
+o00
se |z|] > 1, é evidente que (12) diverge. Caso z = =1 temos as séries Za
n=0
+oo
e Z a-(—1)" que sdo ambas divergentes. Concluimos que
n=0
+00 a
R 1. 1
doaat=— 1< (15)
n=0
|

Exemplo 5. Um exemplo prdtico de aplicagao da série geométrica envolve a curva de

Koch ou floco de neve de Koch, um dos primeiros fractais descobertos.
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Figura 2: Floco de Neve de Koch

Segue a defini¢do da curva dada por [5].

Comecando com um tridngulo equildtero com lados unitdrios, dividimos em trés cada
um dos segmentos unitdrios, construimos um tridingulo equildtero no terco do meio e
apagamos a base de cada um dos mnovos tridngulos equildteros como na
Figura 2. O resultado € uma poligonal fechada de doze lados e com comprimento
total de quatro unidades. Dividindo em trés cada um dos doze lados, erigindo doze
tridngulos equildteros sobre os tercos do meio, e apagando as bases, temos uma figura
fechada com quarenta e oito lados e um comprimento de 3 Continuando esse pro-

cesso indefinidamente temos a curva de Koch.

Na Tabela 1 temos para cada iteracao a quantidade de segmentos a partir de um
lado do tridngulo inicial e o comprimento total gerado a partir desse segmento (um

tergo do comprimento da curval).
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Tabela 1: Quantidade e comprimento de segmentos apds n iteracoes

Iteracao | Quantidade de segmentos | Comprimento de cada | Comprimento total

0 1 1 1
1 4 : 3

2 v 5 ()
3 42 i (3)°
4 4 3 (3)°
n ar 7 ()"

Dai obtemos o comprimento total da curva na n-ésima iteracao na forma de uma

C, =3 (%) (16)

e concluimos por (16) que apoés infinitas iteragoes, o perimetro da curva é infinito.

progressao geométrica,

Quanto a area do floco de neve temos a Tabela 2, montada de forma analoga a anterior.

. L 3
Sendo a area do triangulo inicial A = T temos que a area total do floco de neve

é dada por

Ap=A+3

ORI ORRIO)
HORORSO]




Tabela 2: Numero de triangulos e area apos n iteragoes

Iteracao | N. de triangulos | Comprimento do lado Area
V3
0 1 1 e
1 V3 1
1 1 3 £
V3 2
2 4 > 7 (5)
3
3 42 » 7 ()
V3 4
4 42 3 7 (5)
o - ; a.0)
fazendo k — 400, temos
3A 4 1 A 9 8A
1. A = A —_— s — _— = A —_— . = = —,
s E T AT 4 357
9

Usando a série geométrica verificamos a notavel propriedade da curva de Koch, que

possui perimetro infinito e area finita igual a =

|
Exemplo 6. O significado da representacao decimal de um nimero 0,dydads . .., com
d; € {0,1,2,...,9} € que
dy  dy ds
didodn -+ = — 4+ 2 4 73 4. 1
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essa série é sempre convergente, jd que

_d1+d2+d3+ <9+9+9+
10 102 0 103 — 10 102 103

9IX/1\" 9 1
104\ 10 10 \1-%

A sequéncia das somas parciais € mondtona e limitada, logo converge sequndo o

0, dydods . . .

Teorema 3.

Podemos ampliar o dominio da série geométrica aos complexos, esse fato nos fornece
ferramentas para calcular somas de séries cujo termo geral dependem diretamente de

termos trigonométricos, como nos exemplos a seguir. Ver [4] para mais detalhes sobre

0 assunto.
+oo
(Quanto as séries na forma complexa, tomando z,, = a,+b,7, temos que a série g Zn
n=0
+oo +00
converge se, e somente se, as séries E ay € E b, forem convergentes. Segundo [11],
n=0 n=0

a convergéncia de séries de nimeros complexos pode ser testada aplicando os critérios

usuais do Célculo as suas partes real e imaginaria.

Exemplo 7. Vamos calcular a soma das séries
“+o0o “+00
a) Zac” cosny, b) Zx” sinny, (18)
n=0 n=0

para |z < 1.

Inicialmente, vamos testar a convergéncia da série simplesmente observando que

|z™ cos ny| < |z™], isso nos leva a concluir pelo Corolario 1 que (18a) é absolutamente
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convergente caso |z| < 1 e por consequéncia é convergente neste mesmo intervalo pelo

Teorema 8. O mesmo argumento se aplica em (18b).

+oo +o0 +o0
, 4 1
n — n nyr — Yyr\n —
Zx cos ny Zx Re(e™') = Re Z(xe ) Re [1 — xe?ﬂl
n=0 n=0 n=0
1 —xcosy 2 < 1 cR
— T .
22 —2xcosy+ 1 Y
U
De forma semelhante obtemos a soma (18b).
+oo +oo +o00 1
n _: — ny nyty _ I yi\n | T - -
Zx sin ny Zx m(e™") m[Z(me ) ] m{l—azeyl]
n=0 n=0 n=0
rsiny
= , <1, eR.
22 —2xcosy + 1 =1 Y
[

De acordo com [4], as séries (18a) e (18b) ocorrem na teoria do interferometro de
Fabry-Perot.

Exemplo 8. Através das somas expostas no Fxemplo 7, podemos determinar de forma

simples outras somas, como

a) Z x" cos® ny, b) Z 2" sin” ny, (19)

para |z| < 1.

Para (19a), basta observarmos que a mesma converge absolutamente e
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1+ cos2ny

2 _
cos“ ny = 5 ,

assim,

+oo +oo
1 2
S et costny =3 4" (%)

n=

1 +oo +oo
=5 Ox”—l—nz_ox"cos@ny

_1( 1 1 — zcos2y
1

= <1 e R.
2 —x+x2—2xcos2y+1)’ el <1y

O

Em (19b), procedemos de forma semelhante substituindo a identidade

sin? ny = 1 — cos® ny, obtemos

+o0
1 1 1 —xcos2y
N 32
r'sin“ny = = — , x| < 1, e R.
; Y 2(1—3[,- x2—2x6082y—|—1) =1 Y
|
1.2 Série Harmonica
Os termos da seguinte sequéncia sao chamados de ntimeros harmonicos.
=31 (20)
n=1 n

Com m — 400 a série é chamada de harmonica. Esta é divergente, fato esse que
pode ser concluido pelo agrupamento dos termos de indice 2* sem nenhuma alteracao

de ordem. Observe que
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1
H2 :1+§
H >1+1+ 1+1 —1+2
4 2 44 9
H >1+1+ 1+1 + L 1+ +1 —1+3
8 2 44 8 8 8 8) T2
k
sz 21+§,

isso mostra que Hyx — +00.

Segundo [5], a demonstragao acima ¢é atribuida a Osmere! e foi a primeira na historia
da matemaética.
A divergéncia da série harmonica é bastante lenta; para se ter nocao, a soma S de

seus 10100

primeiros termos é tal que 230 < .S < 231.
A sequéncia H,, de nimeros harmonicos esta presente na definicao da constante -y

de Euler-Mashcheroni, definida por

v = mgrfw (Z H,—1In n) : (21)

As dez primeiras casa decimais de ~ sao 0,5772156649. Nas proximas secoes sao
apresentadas algumas séries envolvendo o ntimero harmoénico H,,.

As variacoes da série harmoénica como na familia
00 1
H? =" —, (22)
npP
n=1

sao chamadas de séries hiper-harmonicas ou p-séries. Algumas somas envolvendo (22)

sao apresentadas na Secao 3.

!Nicole Osmere, Paris (1323 - 1382)
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1.3 Séries Telescopicas

As séries telescOpicas possuem termos no formato

ap = bn - bn—i—ly

e suas somas podem ser obtidas através do cancelamento sucessivo de termos,

m

—+00
E a, = lim b, — b
n ms+oo ( n n+1)
n=1 n=1

m—-+00

= lim (bl — bm+1) .

m—+00
Exemplo 9. A série
+oo
Z[arctan(n) — arctan(n + 1)]

n=1

é uma série telescopica como (24),

+o0
Z[arctan(n) —arctan(n + 1)] = lirE (arctan 1 — arctan (m + 1))
m——+00
n=1
I
402 4

. 7r 5 _ T
A série (25) converge a ~7 sendo a funcao tangente com dominio [—— —].

272
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Exemplo 10. Seja a sequéncia de Fibonacci definida em (1), consideremos a série

(26) envolvendo esses termos

o0 1
F=2 (26)

O termo geral da série pode ser escrito como fragoes parciais,

1 ) & _ fn+1 - fn—l _ 1 o 1 (27)
fnflfn+1 fn fnflfnJrlfn fnflfn fnfn+1’
mostrando assim que (26) é uma série telescopica. Dai
+oo
1 1
F = _
; fn—lfn fnfn-H
_<L_L)+(L_L)+ —L—l
fife o fafs fafs  f3fa fifa '
[ |
Considere
+o00o
1
_ 28
; n(n+1)’ (28)

essa série ¢ um exemplo classico de séries telescopicas e foi usada pelo alemao

Leibniz? em 1676 para provar que a soma dos reciprocos dos niimeros triangulares?
é 2, escrevendo astuciosamente cada termo como soma de duas fragoes; ver [5| para

mais detalhes.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

. ~ n(n+1
30s ntimeros triangulares sao da forma ( )
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A série (28) pode ser representada geometricamente como a soma infinita dos

diametros de circulos como mostramos a seguir.

Exemplo 11. (Adaptado de [13]) Considere dois circulos A e B, ambos de raio 1 tan-
gentes em em P e r uma reta tangente em comum como na Figura 3. Cy € o circulo
tangente a A, B er; Csy € tangente a A, B e C1; Cs € tangente a A, B e Cs. Repetindo
o procedimento sucessivamente produzimos uma sequéncia infinita de circulos C,, com
diametros

1

d, = m, (29)

deduzidos através do teorema de pitdgoras. Assim, temos a soma infinita dos didmetros

igual ao raio dos circulos A e B.

+oo
> d,=1. (30)
n=1

™
/

o

+o0o

1

Figura 3: Construcao geométrica da série Z m
n(n

n=1
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Podemos generalizar séries no formato de (28) criando familias de séries, como a

seguir

+o00

1 1
Tl(a):;(n+a)(n+a+1):1+a' (31)

Esse resultado pode ser obtido da mesma forma que (24) através da anélise das

fragoes parciais dos termos

1 1 1
= — : (32)
(k+a)k+a+1) k+a k+a+1
A seguir a demonstragao de (31) por inducio:
i) Para a = 0, temos por (32) e (24) respectivamente que
+o0 +0oo
1 1 1 1
7o) =S —— =" _ — lim (1-——)=1. 33
1(0) ;n(n+1) nz:;n n+1 mEJrrloo( m+1) (33)

i1) Tomando como hipotese a equagao (31) e fazendo o passo da indugao,
00 1

Ti(a+1) :;(n+a+1)(n+a+2)

“+o00 —_——N—

1 1
_;(n+a)(n+a+1) * (a+1D(a+2) (a+1(a+2)

<2 1 1
_;(n+a)(n+a+1) T a+D(a+2)

1 1 1 1
S a+1l (a+1D)(a+2) a+2 (a+1)+1°
Hipot

potese

Concluimos por inducao que (31) é verdadeira.
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Outras familias de séries cujas somas podem ser obtidas através da analise das

fracoes parciais dos termos sao

& 1 1

Ty(a) =) - = (34)

- (n+1)(n+2)---(n+a) a-a!’

Tia) = 3 s = (35)

H, é o nimero harmonico (20).

Exemplo 12. A convergéncia da série hiper-harmonica com p = 2 pode ser verificada

por comparagdo com (28).

+o0 1
H® = = (36)
n=1
Observe que
+o0o +o00 +o00
1 1 1
— -1 — -1 -

comparando termo a termo,

—~(n+1)~ — n(n+1) -

temos H® < 2. Como suas somas parciais formam uma sequéncia monétona e limi-

tada, concluimos pelo Corolario 1 que (36) é convergente.
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Boyer [5] afirma que em 1748, Euler publicou o texto Introductio in analysin

infinitorum, em dois volumes e em um deles versava sobre processos infinitos, onde
2

apresentou uma demonstracio para o céleulo de H® concluindo que H® = 5 Adi-

ante entraremos em detalhes sobre este resultado.

+oo
1
Exemplo 13. Em geral H?) = g — converge somente se p > 1.
n

n=1

Consideremos por conveniéncia as somas parciais Hz(k) |» entao

o (L Xy (L Ly, 1
Hy!” 1+(2p+3p)+(4p+5+6p+7p + +(2k_1)p,
logo

(») 2 4 2 & "
Hy | <14 o+ 5+ + oy Z . (37)

2
Se p > 1, temos em (37) x = > <1 e asérie HP & convergente por comparacio

com a série geométrica quando k£ — 4o00.
Se p =1, temos a série harmonica que mostramos ser divergente.

Se p = 0 temos a série Z 1 divergente.

Se p < 0, temos a série Zn'p‘ divergente.

Se 0 < p <1, temos para n > 1,

1 1

)
np n

segue que a série H® diverge por comparacdo com a série harménica.
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1.4 Testes de convergéncia

Nem todas as séries possuem soma expressa de forma simples, e em alguns ca-
sos é quase impossivel determinar tais somas, porém existem alguns critérios para no

minimo determinar se a série converge ou nao além dos ja apresentados.

Teorema 11. (Leibniz) Se a série alternada
+o0o

Z(_l)nan

n=0

for tal que a,+1 < a, e lim a, — 0, entdo a série é convergente.
n—-+0o0o

Ver demonstragido em [13].

n
+oo
Teorema 12. (Teste da razdo de D’Alembert) Seja a série Zan e o limite
n=0
an
lim L
n—-+00 an

i) Se L < 1, entdo a série é absolutamente convergete;
ii) Se L > 1, entao a série é divergente;

ii) Se L =1, o teste é inconclusivo.

A demonstracao é baseada na comparagao com a série geométrica a qual conhecemos
o comportamento. Nesse sentido, iremos construir de forma conveniente a seguinte
situacao.

i) Consideremos R tal que L < R < 1; existe ng tal que para n > ng tenhamos
An+1

< R e consequentemente
an

lan1] < lan| - R,
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colocando n igual a ng,ng + 1,10+ 2,...,n0 + k,

|an0+1| < ‘am’ "R

‘ano-ﬁ-?’ < |ano+1‘ R < |an0‘ 'RQ

’an0+3| < |ano+2| "R < ‘Gn0| : st

segue que
k
|angsr| < langp—| - B <o < ang| - BY,
dai,
+oo +00 +oo ’a ’
k 0
§ |ak| < E :|ano+k| < § |6Ln0| -RY = :
1—-R
k=nop+1 k=1 k=1
+00 +00
Concluimos pelo Corolario 1 que a série E |ax| € convergente, portanto E ay
k=no+1 k=no+1
+oo
¢ absolutamente convergente implicando a convergéncia absoluta de g a, ja que reti-
n=0

rar um ntmero finito de termos de uma série nao altera sua convergéncia.

+o0o
ii) Se L > R > 1, pelo mesmo argumento do item anterior concluimos que g y,
. n=0
diverge.
+00 1 +o0
Concluimos o item (iii) ao testar as séries E — e E — que sabemos ser di-
n n
n=1 n=1

vergente e convergente respectivamente. Em ambos os casos temos

. Ap41
lim — 1,
n—-4o0o an,
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e assim o teste é inconclusivo.

+00
Teorema 13. (Teste da raiz de Cauchy) Seja a série Zan e o limite

n=0
lim {/|a,| — L.

n—-+oo

i) Se L < 1, entdao a série é absolutamente convergete;
ii) Se L > 1, entao a série é divergente;

i) Se L =1, o teste é inconclusivo.

Consideremos L < R < 1. Como {/|a,| — L, existe ny tal que para n > ng
tenhamos {/|a,| < R, dai

|an‘§-Rna

concluimos que a convergéncia da série geométrica implica a convergéncia absoluta da
—+00

série E a, e a divergéncia (R > L > 1) da série geométrica implica a divergéncia

n=0

+oo
da série E Q-
n=0
Da mesma forma que na demonstra¢ao do Teorema 12, concluimos o item (iii) ao

+00 1 400 1
testar as séries E — e E — que sabemos ser divergente e convergente respecti-
n n
n=1 n=1

vamente. Em ambos os casos temos

lim {/|a,| — 1,

n—r—+00

e assim o teste é inconclusivo.
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Varios outros testes podem ser aplicados para a determinacao do comportamento
das séries infinitas, por exemplo os testes da integral, de Kummer, de Rabee e de
Gauss. Estes, nao menos importantes nao serao trabalhados simplesmente por nosso
objetivo ser o calculo de somas e nao apenas a analise da convergéncia, porém podem

ser encontrados em [4] e [9].
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2 Séries de Funcgoes

Nesta sec¢ao, nosso interesse é generalizar casos como os da se¢ao anterior para séries

do tipo
F(z) =) ful®), (38)

que se comportam de forma semelhante para alguns x € [. Temos agora somas de
sequéncias definidas por funcoes convergindo a fungoes, sendo I chamado de intervalo

de convergéncia.

Exemplo 14. A sequéncia de fungoes f,(x) = z" converge a4 f(x) =0 se |z| < 1 e

f(1) =1, jd que

lim 2" =0, |z] <1,
n——+00

Uma sequéncia s, = f,(k) com x € [0,1) converge a zero e pode ser representada

pelo grafico da Figura 4.

Figura 4: Representacao da sequencia s, = k" com 0 < k < 1

43



E como mostrado na se¢ao anterior, a série (geométrica) formada pela soma dos

termos da sequéncia f,(x) = 2™ converge a F'(z) = ] caso |z| < 1.
-
|

Definicao 5. Uma sequéncia de funcoes f, : I — R converge uniformemente a uma
funcao F : I — R se

V. e>0, 3 N.eN;, n>N. = |fulx)—F(z)| <e,

para todo x € I. Se uma sequéncia nao é uniformemente convergente, entao € dita

simplesmente convergente ou pontualmente convergente.

Exemplo 15. A sequéncia f,(x) = 2™ — 0, |z| < 1 e f,(1) = 1 ndo é uniformente
convergente.

1
Basta tomar € = 10 por exemplo, e observar que existe x € (—1,1) tal que para

todo n > N, temos

1
= "> —

—_0l > —

assim, se x — 1~ entao 2" — 1 > —

10°
|
2.1 Séries de Poténcias
Definicao 6. Uma série de poténcia centrada em a € da forma
+o00
Zan(x—a)”:a0+a1(x—a)+a2(a:—a)2+--~, (39)
n=0

e possui coeficientes a;’s constantes. Sua soma € uma funcdo de dominio chamado

intervalo de convergéncia formado pelo conjunto de todos x tais que a série convirja.
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Um exemplo basico de série de poténcia é a série geométrica

+o0 1
;x T 1-z

que mostramos convergir se, e somente se, |z| < 1.

+o0
Teorema 14. Se Zan(x —a)" converge em ¢ # 0, entao converge absolutamente
n=0
para todo x tal que |x —a| < |c|.
+o0
Se Zan(x —a)" converge, entao pelo Teorema 6 temos a,(z — a)” — 0 quando

n=0
n — +o00. Entao existe um ng tal que para todo n > ng tenhamos

lan(z —a)"| <1

assim,
—a n T —a n
n| —— 7
|an(z — a)"| = |anc"| - <
c
+oo
De onde concluimos que a convergéncia de E la,(x — a)"| pode ser verificada por
n=0
< . L r—a
comparacao com a série geométrica; esta por sua vez converge se < 1 e conse-
c
quentemente |z — a| < |c|.
|

Segue desse teorema que existe um ntmero positivo R tal que a série converge para
|z —a| < R e diverge caso | — a] > R. Chamamos R de raio de convergéncia.
Em geral, o raio de convergéncia pode ser encontrado usando o teste da razao ou

algumas vezes o da raiz.

+oo
Exemplo 16. Vamos determinar o raio de convergéncia da série g naz" L

n=1
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Pelo teste da razao temos

(n+1)z"

lim
nxn—l

n—-+o0o

logo, |z| < 1 para que a série seja absolutamente convergente.

|
“+o0o
Teorema 15. (Abel.) Seja Zanx” com raio de convergéncia R finito e positivo. Se
n=0
+00 +oo

E a, R" converge, entao E a,x" converge uniformemente no intervalo [0, R]. Em
n=0 n=0
particular temos

—+00 “+o00
n n
lim E a,x”" | = g a,R
r— R~
n=0 n=0

Ver demonstragao em [9].

De acordo com [9], as mesmas conclusoes do Teorema de Abel valem com —R em
+oo

lugar de R. Bastando tomar a série Z(—l)”anx”.

n=0

2.2 Substituicao, diferenciacao e integracao dos termos de uma

série

O foco do trabalho é determinar somas de séries infinitas, assim apresentamos

a seguir como representar certos tipos de funcoes como séries infinitas através da
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manipulacao de séries geométricas (séries de poténcias em geral) através da diferenci-

acao, integracao ou substituicao de seus termos.

+oo
—1)"
Exemplo 17. Vamos determinar a soma da série E 2n+)1 "
n=0

Nesse caso, basta observamos que a série é semelhante a série geométrica. Temos

+oo +o00
> G =33 ()

n
Y

x
assim, fazendo a substituicao de x por <7> segue que

O raio de convergéncia pode ser avaliado pelos testes da razao ou raiz, porém pode-

mos de forma mais simples fazer a mesma substitui¢ao em |z| < 1 de onde concluimos

que
x
‘—5‘ <1 = lz| < 2.
|
+oo
Teorema 16. Se a série de poténcias f(z) = Zan(a: — a)" possuir raio de con-

n=0
vergéncia R > 0, entao a funcao f é diferencidvel e portanto continua no intervalo

(a—R,a+R) e

+oo
@)= nay(z—a)", (40)

n=1
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n+1

/f dx—c—i—Zan x;jl , (41)

ambas com raio de convergéncia R.

Ver demonstragao e exemplos em [4] e [9].

Exemplo 18. Derivando a série geomelrica obtemos

Zn:c = 1—;55)2 (42)

que mostramos no Exemplo 16 ser convergente para |x| < 1.

Analisando o padrao das derivadas sucessivas conclui-se (43).

" X, (=)l
- x _=
dzm (x —1)m+1’

n—

lz] < 1. (43)

A verificagao se faz por inducao.

i) Para m = 1, temos

d <= (—1)41! 1

%T;:”n T @) (z—1)

que é verdadeira, como vimos anteriormente.

ii) Tomando (43) como hipotese, segue pelo passo da indu¢do
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hipotese

O B L d [(=1)™+m
=) 2" | == | —
dxmTt & dz \ dz™ dr | (z —1)mtt |’
pela derivada do quociente, segue
A" S (D)™l (@ — D™ (=1)"™ 2 (m + 1)
_— €T = —
dgmt! (m — 1)2m+2 (x — 1)ym+2 7

assim, concluimos por indugao que (43) é verdadeira.

Exemplo 19. O Teorema 16 nao vale para todas as séries de funcgoes, por exemplo a

+oo . +oo
| | !
o o sin (n!z , n!cos (nlx
série trigonométrica Z # converge para todo x, mas sua derivada Z #
n n
n=1 n=1
. 2k - 1)
diverge para todo x # %

Exemplo 20. Integrando a série geométrica de centro em x = 0 concluimos que

+oo 4,

Y= m(l-a), | <L (44)
n

n=1

Note que (44) & absolutamente convergente no intervalo |z| < 1. Em especial, para
x = —1 temos a soma da série harmonica alternada que sabemos ser convergente pelo

Teorema 11. Pelo Teorema 15 segue que

i@ —(_1727”1 =In2. (45)

J&a para x = 1, temos a série harmonica que sabemos ser divergente.
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Podemos ainda fazer a substitui¢ao de = por —x em (44) obtemos

+0oo (_1)n+1xn

ZT =In(1+x), |z]<I, (46)

n=1

: . . 1+x
somando as séries (44) e (46) encontramos a série de poténcias para In <1 ) em
-z
lz| < 1.

L+2) = [(=D)" 4 1)a R !
1n(1_$>_z - _22%_1. (47)

n=1 k=1

1

14+ 22
x por —x? na série geométrica para determinar

Exemplo 21. Observando que / dx = arctan(z) + ¢ usamos a substituicao de

1 R n,.2n
5 — Z(_l) T, ’%‘ < 1>
1+ —

integrando obtemos

+0o (_1)nx2n+l

t =
arctan(z) + ¢ nZ:; ot 1

fazendo = = 0, segue que ¢ = 0, assim,

+oo (_1)nx2n+1
arctan(x) = Z onrl lz| <1, (48)
n

observe que para x = +1 a série é convergente.
Stewart [13| afirma que a série (48) ¢ chamada de série de Gregory, em home-
nagem ao matematico escocés James Gregory (1638-1675), que antecipou algumas das

descobertas de Newton®.

4Isaac Newton, Reino Unido (1643-1727)
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Se x = 1 temos

que é conhecido como a féormula de Leibniz para 7.
Outra relagao interessante pode ser obtida ao substituir x por —iz em (47), conclui-

se que

: 1—i
arctan () = %ln ( ZI)

1+1x

Exemplo 22. Sendo H, o nimero harménico definido na Secao 1.2, vamos mostrar
+oo

que E H,x" converge, determinar o intervalo de convergéncia e sua soma nesse in-

n=1
tervalo.

Pelo teste da razao, temos

Hn—i—lx
xn

n—>+oo

logo, |z| < 1 para que a série seja absolutamente convergente e pelo Teorema 9, pode-

mos reordenar os termos de maneira que a soma nao serd alterada. Assim,
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+oon 1+oon 1+oon 1+Oon
:;x +§;x +§;x +"'+E§x +oe

m TOo°
—xe +—Zx —l——Zx—l— —|——Zx”+---
n=0 n=0
+00
1 z"
()2
Pelo Exemplo 20, concluimos
+oo
In (1 —
Zan” = —M, lz] < 1. (49)
vt 1—2z

2.3 Série de Taylor

Um resultado importante do Teorema 16 nos fornece uma ferramenta para

representar fung()es como séries de poténcias apenas conhecendo suas derivadas. A
fungao f(x E an(x —a)", definida por uma série de poténcias, possui derivadas de

todas as ordens em qualquer ponto do seu intevelalo de convergéncia e suas derivadas
sucessivas podem ser calculadas por derivacao termo a termo. Assim, para |z —a| < R

e k € N arbitréarios, tem-se

n>k
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®(q

T de modo que a série de poténcias que converge para

Em particular, a; =
f(z) com |z —al] < R

T o) (g
fo) =S LW o

n!

que é a série de Taylor de f em torno de a. A série de Taylor em torno de a = 0 é

chamada de série de Maclaurin.

Exemplo 23. Vamos determinar uma série de poténcias que representa f(x) = e” em

torno de a = 0.

Temos as derivadas f*)(z) = e, logo f*)(0) = 1, assim

00 "
=Y —. (50)
“— nl
Através do teste da razao, podemos determinar o raio de convergéncia da série (50),

) 1
= |z| lim ( >:0<17
n—+oo \ N + 1

zn—i—ln!

(n+ 1)lan

lim
n—-+0o

que converge para todo z € R.

Varias outras séries podem ser determinadas dessa maneira, de forma analoga ao

Exemplo 23, podemos determinar séries que representam as fungoes sin x, cos x e outras.
+oo
(_ 1)nm2n+1

sin (z) = » T € R, (51)
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cos (x) = Z T2n) x € R, (52)

sinh (1) =Y ——— z€R, (53)

cosh (z) = Z - o TE R, (54)

(1+2)" = f (m) 2", m,zeR. (55)

Usando as séries de poténcias (50), (51) e (52) podemos verificar que
" = cos (x) + isin (z),

que nos fornece a interessante relacao

ao fazer x = 7.
Ainda, através de (53) e (54) podemos chegar as relagoes

cosh (z) = % e sinh (z) = S

Varias outras identidades podem ser deduzidas ao manipular séries de poténcias.
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2.4 Série de Fourier

Nesta secao usamos alguns conceitos de Algebra Linear para mostrar que projecoes
ortogonais podem ser usadas para aproximar certos tipos de fungoes por séries

trigonométricas da forma

“+oo

Z an cos (nx) + by, sin (nw). (56)

n=0

2.4.1 Aproximagoes de f em |0, 27]

Conside uma fun¢do f continua em um intervalo [a,b], queremos a melhor
aproximacao de [ entre todas as fungbes de um subespaco V' de C|a,b].
Consideremos a soma parcial s,,(x) de (56), o problema é determinar coeficientes a,,
e b, tais que s,,(z) seja combinagao linear de cos(nz) e sin (nx) com n = 0,1,...,m;
que sao linearmente independentes e formam uma base de um subespaco de dimensao
2m + 1 de Cla, b].

Precisamos quantificar de alguma maneira o erro resultante da aproximagao. Por
conveniéncia usa-se o erro quadratico médio por tornar possivel usar a teoria dos es-

pacos com produto interno.

Teorema 17. Se f for uma funcao continua em [a,b] e V um subespago de dimensao

finita de Cla,b], entdo a fun¢ao g em V que minimiza o erro quadrdtico médio
b
[ 1) = g
a
€ g =projvf, sendo a projecao ortogonal em relacao ao produto interno

b
(f,9) =/ f(z)g(x)dx.

Dizemos que a fung¢ao g = proj, f € a aproximagdao de minimos quadrados de f em V.
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Ver demonstragao em [1].

Vamos encontrar a aproximac¢ao de minimos quadrados de uma fungao f(z) con-
tinua em [0, 27| por sp,(x). Pelo Teorema 17, a aproximagao de f em C[0,27] é a

projecao ortogonal de f em C0,27].

Teorema 18. Seja V' um subespaco de dimensao finita de um espago com produto

interno W. Se {v1,va,...,v,} for uma base ortonormal de V e u um vetor qualquer
de W, entao

proj,u = (u,v1)v1 + (U, Va)vg + -+ - + (U, V) Uy

Ver demonstragao em [1].

Pelo Teorema 18, para determinar a proje¢ao ortogonal de f em C0, 27| devemos

encontrar uma base ortonormal gg, g1, . - ., g, de C[0, 27] fazendo

Pr0Jcant = (f190)90 + (fr 91001 + -+ + ([, Gom) Gom (57)

que pode ser obtida pelo processo de Gram-Schmidt considerando os vetores de base

cos(nz) e sin (nx) com n =0, 1,...,m; e produto interno

2

(f9)= [ flx)g(zx)dz.

0

Os céalculos nos levam a base ortonormal
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90:? g1:7COS<I> ..... m:7COS( )
T T
gmi1 = ~—sin (x), ..., Yam = ~—sin (max)
fazendo
T T
a0="2 g =Yg am = Y g,
T T
T
bl \/__<fa gm+l> bm \/__<f7 g?m)
T T
temos

Q'

™

2m 2m
by = —f,gm+1 /f —sm )dx:%/o f(z)sin (x)dx

57

(58)
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ay, = L (x) cos (nz)dz e b, = l/0 ’ f(z) sin (nx)dx, (60)

T Jo T

ay e b, sao chamados de coeficientes de Fourier de f e no intervalo [0, 27].
Substituindo (58) em (57), segue

_ . Qo < .
f(x) = projag..f = ) + Z ay, cos (nx) + by, sin (nx). (61)

n=1

Pode-se ainda demonstrar que para m — +00 o erro quadratico médio tende a zero,

levando a

f(z) = % + Z a, cos (nx) + by, sin (nx), (62)

n=1

que ¢ a série de Fourier de f no intervalo [0, 27| com coeficientes (60).
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2.4.2 Mudanga de Intervalo

Definimos a série de Fourier restrita a um intervalo de comprimento 27, porém

essa restricdo pode ser estendida de forma simples ao substituir 2 em (60) e (62) por
™ . . .
—, fazendo assim por conveniéncia o intervalo ser deslocado para —m < z < 7. [4]
afirma que a escolha do intervalo simétrico nao é essencial, para f(z) periodica com
um periodo 2L, qualquer intervalo (xg, o + 2L) servira, sendo a escolha uma questao
de pura conveniéncia.

Temos entao a série de Fourier no intervalo [—L, L] dada por

f(z) = % + gan cos (%) + by, sin (?), (63)

com coeficientes

a, = %/LL f(z) cos <n_7[r/x)dx e b, = %/L f(z)sin <?>dm (64)

A vantagem de se usar o intervalo simétrico estd relacionada com as integrais de

funcoes pares e impares, que possuem as seguintes propriedades em um dado intervalo
[_La L]?

[ e =2 [ gy,

L
-L
sendo f, uma funcao par e f; uma funcao impar.

Exemplo 24. Vamos determinar a Série de Fourier para f(x) = z* em [—7, 7).
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Inicialmente calculamos os coeficientes a,, e b,,, assim

(", 2 [z3]"  2n?
S de =22 =2_ 65
o w/,,x ’ w[:aL 3 (65)

1 s
a, = —/ 2% cos (nx)dx,

T —T

observe que g(z) = 2% cos (nz) é uma fungao par, logo

2 ™
a, = —/ 2% cos (nx)dx, (66)
0

™

resolvendo (66) por partes reduzimos a integral para

4 [T xsi
/ x sin (nx) i
0

ap = ——
T n

dai,

4 ™

o -t {_xcos (nx) N / cos (nx)dx]
nm n n 0
4 i "
=—— [—x cos (nx) + M] ,

nm no |,

finalmente,
A(=1)"
= =5 (67)

Note que a fungao h(z) = x?sin(nz) é impar, entao b, = 0. Substituindo (65)

= 22 no

e (67) na série trigonométrica de fourier, temos a série de fourier para f(z)
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intervalo [—m, 7).

2 2 (—1)" cos (nz
f(a:)z%+4z( D = (nz) (69)

Figura 5: Aproximacoes de f(z) = 2% pela série de Fourier

Na (figura 5) temos as aproximagoes de f(z) = z? pela soma parcial da série de

fourier com m =1 e m = 3.
[ |

Um fato curioso é que por “sorte” pode-se obter a soma de H® ao fazer z = 7

COMO Vemos a seguir

, T +4§ (—1)™cos (nm)

n2

)



segue

+00 2
1 2
4 E —_ = —
= n2 37
levando a
“+o0o 2
1 T
I— 69
2455 = (69)

Segundo [5], por volta de 1736 Euler usou a série de Taylor de sin (x) centrada em
a=10

+oo (_1)n$2n+1

sin (x) = Z Tt

n=0

para encontrar a soma (69) usando elementos da teoria das equagbes algébricas. Di-

vidindo a série por x, Euler usou sin(z) = 0 como uma equagao polinomial infinita

22 2t S
O=l-gts 7t
substituindo w = x2,
w w2 U)3
O=logty ot

Da teoria das equacoes algébricas sabe-se que, se o termo constante ¢ 1, a soma dos

. . 1
reciprocos das raizes é o oposto do coeficiente do termo linear, nesse caso —. Além

3!
disso, as raizes da equacao em x sao +m,£27, £37,...; logo as raizes da equagao em
w sao 72, (2m)?, (3m)?%, .. .; dai
1 1 1 1




finalmente

™ 1 1 1
6 12 22 32

O
+00 1
Através da soma (69) podemos de forma simples obter a soma de ; m ao
observar que
i’i 1 X1 1 (70)
“— (2n) “—~4n 4 6 24
e
+o00 +00 +o0
1 1 1
— = S — . 71
2 =2 i T G (71)
n=1 n=1 n=1
Assim,
oo 2 2 2
1
3 221_121_ (72)
— (2n —1) 6 24 8
[

Existemn vantagens nas representagoes de Fourier sobre as outras representacoes

como a série de Taylor, um exemplo é a representacao de funcoes descontinuas.

1, —m<z<0
Exemplo 25. A ezpansao em série de Fourier da fun¢ao f(z) =

T, O<z<m
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1 &

flz) = 3 + % + Z (;7112” cos (nx) + Z (_1)71(;; ™)~ 1 sin (nx)

A série se iguala exatamente aos valores de f(x) para x # 0; ja em x = 0 o valor
1
da série é 5 como pode ser visto na (figura 6).

\
|
|
|

Figura 6: Aproximagoes pela série de Fourier para f(z) do Exemplo 25

Teorema 19. Se uma funcdo f e sua derivada f' sao continuas por partes no intervalo
(=L, L), entao f € igual a sua série de Fourier em todos os pontos de continuidade.

Em um ponto ¢ onde um salto de descontinuidade ocorre em f, a série de Fourier
converge para a média

fle) +f(e)
2 Y

onde f(ct) e f(c™) denotam os limites & direita e & esquerda repectivamente de f em
c.
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Ver demonstragao em [6] ou em [15].

Exemplo 26. Inumeras outras séries podem ter somas encontradas através da expan-

sao de Fourier de outras funcoes, seque algumas

T+

+oo . _ —
Zsm(nw): 5 7T§x<0’
n=1 " W_I, 0<zx<m

2
X (=1)"sin (nz)
> ==, —r<z<m,
— n 2
+oo . 4l 0
Zsm [(2n + 1)z] )T T <x< |
n=1 2n+1 %, O<z<m

<X cos (nz) |z
Z :—In[Qsin(—)}, —rT<x<m,
n 2

+oo
—1)"
(=1) COS(nx):—lnPcos(g)], —nr<z<m,

n

3
Il
—

“+oo

2n+1 2

n=1

65

Zcos[(Qn—i-l)x]:%m{mt(ﬁ)]’ —T<xz<m,

(73)

(74)

(75)

(77)

(78)



= , 0<z<m. (79)

f nsin (2nz)  wcos (x)
— 4n? — 1 8

Assim como nas séries de poténcias, pode-se derivar e integrar as séries de Fourier
com certa cautela, essas questoes sao tratadas por 7] com detalhes.
Pode-se também reescrever a série de Fourier na forma complexa expressando cos nx

e sin nx em forma exponencial, assim

+o00
fla) = cne™, (80)
sendo ; "
Ap — 10y (7% + 10y,
n — Y -n 9 1
c 5 c 5 (81)
e
a
co = 30 (82)
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3 A Funcao Zeta de Riemann

Ao tentar descobrir uma féormula para calcular os nimeros primos menores que n,

Riemann se deparou com a série
(s) =) — (83)

hoje chamada de funcao zeta de Riemann.

Definicao 7. (Sequndo [4]) Os nimeros de Bernoulli B, sao tais que

T =X B
e$_1=2 e el <2 (84)
n=0 ’

Diferenciando essa série repetidas vezes e estabelecendo x = 0, obtemos

2.

Euler ja havia estudado a funcao zeta para valores inteiros, e determinou as somas

(=1)7* By (2m)*

C(2p) = )] ,

com p € N, relacionadas com os numeros de Bernoulli B,, além de varias outras
contribuicoes.

De acordo com [5], o tratamento imaginativo que Euler deu as séries levou-o a algu-
mas notéaveis relagoes entre a analise e a teoria dos nimeros; uma de suas importantes
descobertas foi (86).

(=TI (1—1)_1. (36)

p primo

Esse resultado pode ser obtido observando
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o (1-2) = (1l ly S
§ 23_ 9s 3s 2s 453 6 )

1 1
ao eliminar todos os termos —— com k € N e evidenciando (1 — §>, obtemos

n2k
(-2 (1-t)y= (el Ly SRR
S - P e J— J— —_ e e — _— _ .« .
28 38 35 5 T8 35 95 158 ’
. 1 1 .
fazendo o mesmo sucessivamente para (1 — =) 1——1,--- sendo p primo,
S pS
segue que

Dai o famoso produto que Euler usou para demonstrar através da divergéncia da
série harmonica o teorema de Fuclides sobre a existéncia de infinitos primos. Uma
demonstragao detalhada pode ser encontrada em [10].

Outra relacao da funcao ¢ com a teoria dos niimeros é

D i WY (87)

npP

n=1

sendo d(n) o nimero de divisores de n. Também temos

cp-1=3"" sy (35)

onde o(n) é a soma dos divisores de n.

Estas somas sao obtidas através da convolucao de Dirichlet,

(f-9)m) =D Fdg (5) = D Fa)glb).

din ab=n

uma operacao definida para fungoes aritméticas. Mais informacoes tais como defini¢oes

e teoremas sobre o assunto podem ser encontradas em [3].
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3.1 Somas de .\ parapcZ.

Vimos no Exemplo 13 que H® diverge para p < 1, porém podemos definir um
padrao de comportamento para as somas parciais quando p € Z_. Denotemos as

sequéncias das somas parciais de H® por e, Assim,
HP ="k, pel,. (89)
k=1

Inicialmente, observemos os seguintes exemplos:
Exemplo 27.

a) Em (89), se p = 0 temos

n vezes
——N—
HY —T+1+.--+1=n.

b) Se p =1, HSY ¢ uma progressao aritmética de razao r = 1,

Hé—l):1+2+3_’_+(n—2)—|—<n—1)+n,

_ 1
de onde concluimos que iy = @

Note que HY e 7HY sdo polindmios de graus 1 e 2 respectivamente. Seriam todas

as somas parciais HSP com p € Z, polinémios de graus p 4+ 17 A resposta é sim!

Teorema 20. Se p € Z., entao as somas parciais HP sao polinomios de graus p+ 1

em n.

Inicialmente observemos a expansao bindémial,

(k+1)PP2 = kP2 1 (p+ 2P + f(K). (90)

Logo,
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n n n

D k+1P2 ="k 4 (p+2) > kT +g(n),

k=1 k=1 k=1

retirando termos das somas, temos

n—1 n n
(N4 124 (k4172 =14 B2+ (p+2)) k! +g(n),

k=1 k=2 k=1

n—1 n—1 n
(4124 (k172 =14 (h+ 1P+ (p+2)) K +g(n),

k=1 k=1 k=1

dai,
(n+ 172 =1+ (p+2)) k' +g(n),
k=1
enfim,
p+2 ’

k=1

deixando evidente que Hr(fp V6 de grau p + 2, concluindo a demonstracao.

n
Exemplo 28. Encontrando as somas parciais de Z k2.
k=1

Pelo Teorema 20, sabemos que H? possui grau 3 em m, entao:
HV(L_Q) =an® +bn?® +cn+d.

fazendo n igual a 1,2, 3 e 4, obtemos o sistema linear
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8a + 4b 4+ 2¢ + d =5

27a + 9 + 3¢ + d = 14

64a + 16b + 4c¢ + d = 30

com solucgao
111
bc,d)=1{-,=,=,0
(a7 70’ ) (372’67 )7
assim,

1 1 1 n(n+1)(2n+ 1)
3 2 6 6

)

Em geral, podemos obter a soma de ar para p € Z., resolvendo o sistema linear

1 1 1 1 Cpi1 Hf—p)
op+1 op or—1 e 20 ¢ B Héfp)
(2 (2P (2Pt e 420 ] |« | | HE
de ordem p 4+ 2 onde ¢;, com ¢ = 0,1,...,p + 1 sdo os coeficientes do polinémio de

grau p+ 1 em n.
Alhazen (965-1039) usou argumentos geométricos para calcular essas somas através

de areas de retangulos.
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3.2 Somas de ((2p), pe N

Vimos no Exemplo 24 da Segao 2.4 que pela série de fourier da fungao f(x) = z?
no intervalo [—7, 7] podemos definir a soma de ((2). O fato é que ao fazer o mesmo

para f(z) = z* obtemos ((4). Os coeficientes sido

2t 8r2(—1)"  48(—1)"
=" o = 81 (=1)

bt

n? n4

e a série de fourier para f(z) = 2% em [—m, 7] é

o +o0 (8772(—1)” - 48(—1>”) cos (na), (92)

ao fazer r = 7 concluimos

Z%:%. (93)

Isso nos leva refletir sobre a possibilidade de encontrar todas as somas ((2p) para
p € N apenas fazendo a série de Fourier da funcao f(z) = x??, nesse sentido propomos

0 seguinte teorema.

2p

Teorema 21. O quociente ﬁ é combinagao linear de ((2k), k = 1,2,...,p;
(_1)p+i+1 2
para os coeficientes ¢; = CESV 1=0,1,...,p—1.
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A demonstragao se faz obtendo a série de Fourier para f(z) = 2%’ com p € N,

Assim, calculando os coeficientes de fourier

s 2 2p+1 K 27T2p
wip) = [ wrir=2 |37 -

_7r 2p+1 2p+1

Calculando os coeficientes a,, (i) parai =1,2,3,4,... , concluimos por inspecao que
2 p—1 1)PHR ()26
A(p) = ) 94
i = 2O (SN 91

Verificando por indugao, se p = 1 temos

an(1) = n2

2-2(~1)" {(_1)2(m)0] 4(-1)"

que é verdadeira como mostrado em (67). Tomando (94) como hipotese, segue pelo

passo da inducao que

1 [ 2 [T
a(p+1) = ;/ 2*P+Y cos (nx)dr = —/ x**2 cos (nx)dx.
0

_r m

Resolvendo a integral por partes fazendo u = %2 e dv = cos (nz)dr, temos

du = (2p+ 2)z*tt e v = —sm(nx)’
n
2 [z?P+2gj 2 2 "
anlp+1) =2 P sin (nx)  2p+ /x2p+1 sin (nx)dx} 7
T n n 0

novamente, resolvendo a integral por partes fazendo u = x*’*! e dv = sin(nx), temos
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du = (2p+ 1)1’2p e v — _COS (n.CE)7
n

2 [ -2p+2 o 2 2 2p+1 2 1 ™
an(p+1) =— vTsin (nw)  2p (_x cos (nz) + 2 i /xzp cos (nx)dx)]
T | n n n n 0

2 [ 2sin (nx)  (2p+ 2)z®lcos(nx)]” 2(2p+2)(2p+ 1)
- + 2 - 2 - an(p)
T n n 0 ™m
2(2p + )P (=1)"  2(2p+2)(2p+ 1)
== 2 - 2 : an(p)u
™m ™m
substituindo a hipotese (94),
1
2(2p +2)7* (1) 2(2p+2)X( — (=1)Ptht1(p)2k
(e 1) = 222D 22 Z ]
n n — 2]{; +1
organizando de forma conveniente os termos,
—1)ZH2.2(2p + 2)(rn)2(—1)"  2(2p + 2)! o (—1)PHR2 () 2
1) = 2 L 2 dISIE )
n2+2(2p 4+ 1)! n2p+2 — (2k + 1)!

_ 2(2p 4+ 2)1(=1)" [ b (_1)p+k+2<7m)2k]
n2p+2 4 (Qk—l— 1)' ’

concluimos por indugao que (94) é verdadeira. Como g(z) = 2? sin (nx) é uma fungao

impar, segue que b,(p) = 0. Finalmente, substituindo os coeficientes na série de fourier,
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o Ok 1] cos (n:c)] : (95)

Fazendo x = 7, segue

+o0 n P—l
o _ 7T—2zz> N Z 2 Z p+k+1 (Wn)% (_1)n
2p+1 n2p (2k + 1)! ’

n=1 =0

§ Pzi p+k+1 72k 2k—2p B pr?
— = (2k + 1)! (2p+ 1)V
pela convergéncia absoluta,
pr2P p—1 [+oo (_1)p+k+1 . 2k 2k—2p
2p+1) &= |4 (2k + 1)!
p—1 +o0o
-1 p+k+1 | 2k
_ (-1) T Zn2k72p :
k=0 <2k + 1>' n=1
finalmente
P*1 p+k+1 .2k 2p
pm
> 2k (2 = 26) = 5y (96)
— +1 (2p +1)!

Mostrando assim que

2p
(212991 oy = - $@p) e (@2p = 2) (4 6 (2)

75



(_1)p+i+1 . 7T2i
(2i+ 1)1 7

com ¢; = 1=0,1,...,p— 1.

2
Corolario 2. Sendo ((2) = %, temos a relagao recursiva para ((2p)

( p+1p7r p—1 k+1 2k
((2p) = o D) +Z 2k+1 ((2p—2k), peN\{1}|  (97)

=1

De (96) temos

p—1 p+k+1 2k 2p
1)7+1¢(2p) T ocop—2k) =T
(=1 (2p +Zl 2k:+1 ¢(2p ) (2p+ 1)V
assim,
p—1
(~1)F - 7% (—1)ripr
2p) + 2p — 2k

Concluimos que

k:+1 k

(— p+1p7T Pl
((2p) = ——1— o 1) +; 2k+1 C(2p—2k), peN\{1}.

Exemplo 29. Para p = 3, obtemos ((6) em (97).
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7! pet (2k +1)!
3nb 7 4
—?4'5(( )—g (2),

§(6) = g (98)
|
Exemplo 30. Para p =4, obtemos ((8) em (97).
A8 3 (_1)k+1 .2k
¢(8) = o kz:; @k—wf@ — 2k)
4m® 72 m 6
=~ gC( ) — 55(4) + ﬁf@)
8
~9450°
[

Corolario 3. ((2p) é miiltiplo racional de 7 para p € N.
2

Para p = 1 temos ((2) = % que é multiplo racional de 72. Seguindo, por indugao
sobre p em (97), para p = 2 temos

que ¢ verdadeira por (93) e multiplo racional de 7.
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Tomando por hipétese que ((2k), 2 < k < p é miiltiplo racional de 7%, segue o

passo da inducao pelo resultado do corolario anterior,

k+1 k

2k+1

p p p
Cop 2y = TN DT SN DT T o)y g,
k=1

(2p +3)!

Por hipétese, ((2p + 2 — 2k) é multiplo racional de 72P+2-2% dai

(=P (p + L)m?P+2 N e DLan 2p+2—2k

2 2) = A A -2k
((2p+2) (2p +3)! +k:1 Qk+ 1! " ¢ 9€@
logo
—1)P2(p+1) |~ (D!
2 2) = 2p+2 ( .
(2p+2)=m p+31 kY 1€Q,
finalmente

(2p+2)=7n*2.r. reQ.

Concluimos por indugao que ¢(2p) ¢ multiplo racional de 7% para p € N.
|

Outros trés métodos sdo apresentados por [16] fazendo uso de fungoes analiticas e
funcoes geradoras, operadores integrais compactos e mudanca de varidveis de E. Calabi
para obter o mesmo resultado.

Seria ((2p + 1) proporcional a 72?717 Esse ainda é um problema em aberto.

Sabe-se que ((3) é um namero irracional, fato demonstrado por Roger Apéry [2]
em 1979.
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Apesar de nao existir ainda uma formula fechada para ((2p + 1), existem varias

relagoes com outras séries, por exemplo para ((3) temos

+00 Hn
n=1

ver [8].

3.3 Somas envolvendo ((p):

A seguir alguns exemplos de séries envolvendo ((p), seja nos termos gerais das séries

ou nas somas das mesmas.

SIS
Exemplo 31. Z —

npb
n=1

Note que, para p > 1 a série é absolutamente convergente, assim sendo, podemos

reordenar seus termos como desejado sem problemas em alterar sua soma. Segue que

79



—+00

1
Exemplo 32. Z —_—.
— (2n+1)?

Observe que

+oo 1 +o0o 1 +o0 1

; Cn+1p ;ﬁ B ; (2n)r’
dai,
M| 1
E:QH+D C(p) = 5 <) = (1=27) ¢(p)
Exemplo 33. Z (C(n) —1).

Observemos as somas verticalmente, dessa forma que reordenaremos a série.

o i 11 1 .
n=2 L ]

1+—+—+—+

(rmrmrme)
+(1+_+_+ )
( )

podemos concluir que a série é uma soma de séries geométricas,

+oo 1 n +o0 1 n +o0 1 n
-3 (3) +2(s) 2 () ¢

n

1 X /71\" 1 &=\ 1 X /1\"
- 0<§) +§;(§) +"'+W;(E) .

n=
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substituindo suas somas,

1 1 +1 1 R 1 1
2 \1-1 32\1-3 m? \1— =L
R SR T
22 32 2 m? m—1 ’
resulta na série telescopica de soma igual a 1.
111 11 - 1
400 3
E lo 34. 2n) — 1) = .
xemplo > (¢zn) = 1) = 3

A verificagao se faz de forma analoga ao Exemplo 33.

+o0
1
E lo 35. 2 1)—1)=-.
xemplo Z(C(TH— )—1) 1

n=1

A verificagao se faz de forma analoga ao Exemplo 33.

—+00

Exemplo 36. > (=1 (¢n) = 1) = %

n=2

A verificagao se faz de forma andloga ao Exemplo 33.
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+o0
—1)"*H,
Exemplo 37. Z L

n=1 n
No exemplo (22) da Sec¢ao 2.1 mostramos que

“+o0o

In(1—
Zan” = _n(—a:), lz| < 1,
ot 11—z

Note a semelhanca entre as séries. O que faremos ¢ intergrar (49). Dai,

gy S AP In(l—-=x n?(1-—2z
St [0, Wi-o

1l—=x 2

io H, iz X /H.x "\ f Hya™ 2™\ In® (1 — )
n n n) n n2 2 '
n=2 n=2 n=1
logo,
oo 2 +
Hyz™ In" (1 —x) "
> = +Y =, ol <1 (99)
n=1 =1
Fazendo x = —1, temos a série alternada que converge pelo Teorema 11, assim,

pelo Teorema 15 temos

I

+o00 1 n+1Hn n2 (2 +oo — 1)+l
§ DT 2) S ()

2 2
n=1 n n=1 n

e pelo resultado do Exemplo 31 segue que
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— n 2
Finalmente
+o0 2
—1)"H 2) —In"(2
n 2
n=1
|
Exemplo 38. A série de Fourier para f(x) = cos(ax) é
2asin(am) | 1 <= (=1)"" cos (nx)
COS(M):T[Q—&QWL; T g2 , —wm<z<m,
com a & Z.
Fazendo x = 7 temos
(am) 2asin (am) | 1 f 1
cos (aw) = ————= | —5 — —_
T 2a? - n?—a?|’
dai,
+o0 CL2
amcot (am) =1 — 2; e
¢ +
1 — am cot (am) X a?
R Drert (101)
=1
+o0 CL2
Vejamos o que podemos fazer em relagao a Z 5 5
“~n’—a
+o0 2 +o0 2

i D
n? — a? a



note que o quociente pode ser soma de uma série geométrica, basta

a .
que tenhamos ’—’ <1 paratodo n=1,23,...;assim,se |a| <1 segue que
n
+o0o +oo +oo
Z a® a® Z <a>2p
n—a2 n2 n
n=1 n=1 p=0
“+o00 —+00
( a2p>
— o
n=1 \p=1 n

logo
+o0o a2 +o0
Y e = D) (102)
n=1 p=1

Substituindo (102) em (101) e trocando a por x, finalmente temos

=X, 1 — a7 cot (zm)
> a™((2n) = 5 x| < 1. (103)
n=1

1
Em (103), fazendo = = 3 obtemos

+oo
¢(2n) 1
; v T2
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Exemplo 39. Usando a série (103) e a Defini¢ao 7 podemos estabelecer a soma ((2p)

em termos dos numeros de Bernoulli assim como Euler o fez.

1
De (85) obtemos By = —5 ¢ Bsy1 =0 para k=1,2,...; como

T4+1

2 et —1 2 \et*—1 2
segue que
+0o0 +oo
x x B, z" Boya%*
Zcoth= = = = <2
2 2+n§ nl Z(Qk)!’ 2l < 2
Substituindo x por 2ix,
“+o0o
B (—1)k32k22kl‘2k
rcotx = kZ:O )] .z < . (104)

Como a soma da série (103) também envolve a fungao cotangente, fagamos nela a

. x . . .
substitui¢ao x por — afim de obter algo relacionado com a série (104), assim
T

+o0o
2¢(2
reotr =1— E C(Q n)x%, |z| <, (105)
T n
n=1

e de (104) temos

+oo k 2k
—1)¥Byi2
reotx =1+ g (sz'kx%’ |z| < . (106)
k=1 ’
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Comparando os coeficientes que acompanham z* em (105) e (106) concluimos que

C(2p) = <_1)p; (129;;(%) p, pEN. (107)

Podemos notar que varias somas sao descobertas por pura “sorte” ao estudar por
exemplo séries de Fourier de outras funcoes, como vimos no Exemplo 38 e no Exemplo

39. Varias outras somas envolvendo a fung¢ao ¢ podem ser encontradas em [12].
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4 Consideracoes finais

Neste trabalho mostramos como calcular algumas somas infinitas e apresentamos
alguns métodos para determinar somas de maneira geral; em especial a soma da funcao

zeta de Riemann

S

n=1 n
para s = 2p, p € N através da série de Fourier para f(z) = z?. Além de exibir
séries envolvendo a fungao zeta tanto nos termos gerais quanto nas somas, propomos e

demonstramos o seguinte teorema,

2p
Teorema: O quociente T ¢ combinacao linear de ((2k), k = 1,2,...,p;
(2p + 1)!
(_1)p+i+1 . 7T2i
para os coeficientes c¢; = 2+ 1! ,i=0,1,...,p—1.

Este nos leva a concluir os seguintes corolarios,

2
Corolario: Sendo ((2) = %, temos a relagdo recursiva para ((2p)

( )p-‘rl k+1 7T 2k

p—1

=1

((2p) =

Corolario: ((2p) é muiltiplo racional de 7P para p € N.

Concluimos também que a soma parcial da série zeta Hr(fp )

para p € Z, ¢ um
polindmio de grau p + 1 e seus coeficientes podem ser obtidos pelo sistema linear de

ordem p + 2
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1 1 1 1 Cpi1
op+1 op op—1 ce 20 e
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