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Resumo

Este trabalho visa resgatar a importancia do ensino do desenho geométrico em
especial dos Métodos dos Lugares Geométricos, aplicado a resolucao de proble-
mas de construcao geométrica plana. A abordagem apresentada é tradicional,
com o uso da régua e do compasso. Nesse sentido, o trabalho é composto
da apresentagao (conceito e construgao), de vérios Lugares Geométricos que
podem ser considerados fundamentais para a resolucao de problemas elementa-
res de Desenho Geométrico, e a apresentacao de construcoes das conicas como
algo mais elaborado destes lugares geométricos considerados fundamentais.
Para a fixagao dos conceitos, cada Lugar Geométrico (L.G.) contard com al-
guns exemplos de aplicacao e, ao final dos capitulos, serao apresentados alguns
exercicios propostos (para o leitor que se interessar em praticar os conceitos
e as construgoes abordadas). Finalizando serd feito um breve comentario das
origens do desenho geométrico, bem como seu ensino no Brasil, evidenciando

a resolucao de problemas como método eficaz para o ensino da geometria.

Palavras-chave: Construgao geométrica, lugares geométricos, resolucao

de problemas.



Abstract

This study reviews the importance of education in special geometric design of
the "Methods of Geometric Places”, applied to the resolution of flat geome-
tric construction problems. The presented approach is traditional, using ruler
and compass. In this sense, the work consists of the presentation (concept
and construction), several Geometric places that may be considered funda-
mental to solving elementary geometric design problems, and the presentation
of conical constructions as something more elaborate of these loci considered
fundamental. For fixing the concepts, each geometric place will feature some
application examples and at the end of chapters, some proposed exercises will
be presented (to the reader who is interested in practicing the concepts and
addressed buildings). Finalizing will be a brief review of the origins of geo-
metric design and its teaching in Brazil, emphasizing problem solving as an

effective method for teaching geometry.

Keywords: Geometric Construction, Geometric Places, problem sol-

ving.
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Capitulo 1

Introducao

O ensino de Desenho Geométrico estd ha muito tempo desvalorizado nos En-
sino Fundamental e Médio das escolas brasileiras e isso tem apresentado con-

sequéncias sérias no aprendizado de Geometria.

Segundo Putnoki (1988), este déficit que o aluno apresenta nesta area
nao é coincidéncia e sim consequéncia desse abandono do ensino de Desenho

Geométrico.

A pouca énfase dada a essa disciplina deve-se muitas vezes a falta de
preparo dos professores, o que pode ter ocorrido por diversos motivos, entre

eles:

e Quando eram alunos, tiveram pouco acesso a Geometria;

e No curso de formagao, continuaram sem acesso adequado a Geometria e

as construgoes geométricas;

e Os cursos de formacao continuada nao estao conseguindo suprir toda a

lacuna existente no conhecimento dos professores.

Além desses motivos, muitas vezes, os professores alegam falta de tempo
para o ensino tendo em vista o numero de aulas da grade curricular, despreparo
dos alunos que em séries anteriores nao tiveram contato com a disciplina e a

auséncia desse tipo de abordagem nos livros didaticos.



O retorno de Desenho Geométrico as escolas permitiria a construcao
dos conhecimentos geométricos a partir das investigacoes e da resolucao de
problema, como é destacado nos PCNs do 3° e 4° Ciclos do Ensino Funda-
mental na disciplina de Matemética. De acordo com PCNs, Brasil (1998), os
conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de matematica
no ensino fundamental, porque, por meio deles, o aluno desenvolve um tipo
especial de pensamento que lhe permite compreender, descrever e representar

de forma organizada, o mundo em que vive.

Os conhecimentos tedricos da Geometria podem ser concretizados a par-
tir do Desenho Geométrico de forma grafica. Assim essa disciplina permitiria
a demonstracao de alguns teoremas, algumas propriedades sem ter que recor-
rer a formalidade exigida pela Algebra Geométrica e a ideia, é que os alunos
ao compreenderem melhor o significado dessas caracteristicas e propriedades,

saibam aplicd-las nos mais diversos casos.

E foi essa a motivacao desse trabalho: verificar se através do Desenho
Geométrico os alunos apresentarao um melhor aprendizado da Geometria, mais

especificamente dos Lugares Geométricos.

Esse trabalho apresentara uma breve histéria do Desenho Geométrico
e da Geometria, bem como a resolu¢ao de problemas como metodologia de

ensino dos lugares geométricos.

Nesse trabalho também serao abordados conceitos e construgoes (régua
e compasso), dos lugares geométricos ditos basicos com aplicagao de situagoes
problemas resolvidos e outras deixadas ao leitor para um melhor aprofun-
damento; e de alguns lugares geométricos poucos conhecidos ou pouco tra-
balhados com régua e compasso, Conicas, com demonstracoes geométricas e

algébricas, exercicios resolvidos e propostos.



Capitulo 2

Lugar Geométrico

De acordo com Muniz Neto, lugar geométrico é o subconjunto de pontos do
plano que gozam de certa propriedade. Esta propriedade pode ser descrita
de muitas formas, mas comumente é apresentada como o conjunto solucdo de
certas equacoes analiticas ou algébricas nas varidveis cartesianas x e y; ou
entao como propriedade definida a partir de conceitos axiométicos ou pos-
axioméaticos da geometria plana (ndo analitica). Consideremos por exemplo a

seguinte situacao:

Exemplo 2.1. Um ponto se move de maneira que sua distancia ao ponto
A(1;—1) é sempre igual a duas vezes sua distancia a reta (r) 3z — 2y +6 = 0.
Qual é a equagao analitica que define seu lugar geometrico ?

P(z;y) < d(P,A) = 2d(P,r)

— 5 o |3 — 2y + 6
Vie—124(y+1)2=2 DEREE

Quadrando ambos os lados e desenvolvendo, temos:

) 2
(0 =172+ (y+1)2 = 457 1g+6>

13(2? — 22+ y* + 2y + 2) = 4(92% + 4y* — 122y + 362 — 24y + 36)

fazendo a distributiva e reduzindo a expressao teremos,

2322 4 3y? — 48zy + 170z — 122y + 118 = 0,



que ¢ a equagao analitica do lugar geométrico em questao; usando um recurso

computacional conseguimos perceber que se trata de uma hipérbole.

Exemplo 2.2. Dados dois pontos distintos no plano, podemos concluir que

estes sempre pertencem a uma mesma circunferéncia?

Considerando que cada dois pontos para pertencer a uma circunferéncia
devem estar a mesma distancia de um ponto fixo, apds varias construgoes
utilizando mediatrizes iremos concluir que sempre estes dois pontos pertencem

a mesma circunferéncia.

O aspecto interessante sobre o conceito de lugar geométrico é que ele
promove de forma simples a conjuncao de areas aparentemente distintas e
nao relacionadas da Matemadtica, quais sejam: a Geometria de um lado, e a
Algebra, ou mais genericamente, a Teoria Analitica, de outro. Neste ponto é
bastante valido ao professor uma reflexao sobre a importancia de se apresentar
de forma gradual e efetiva este conceito, nao se preocupando em demasia com
as aplicagoes cldssicas (que serao apresentadas no texto) mas discutindo com

a classe suas nuances, e propondo atividades de fixagao do conceito.

Atividade Proposta 2.3. Nesta atividade iremos dividir a sala de aula em
pequenos grupos e sera dada a cada grupo uma certa ”propriedade geome-
trica dos pontos”na qual o objetivo serda desenvolver uma imagem para aquela

propriedade entregue.

Propriedade 1: Lugar geométrico dos pontos equidistantes de trés pon-

tos distintos do plano.

Propriedade 2: Dado uma circunferéncia de raio r, qual o lugar geométrico

gerado pelos pontos médios das cordas paralelas?

Propriedade 3: Pontos do plano cartesiano que obedecem a equacao

algébrica y = 2% — 5z + 6.



Propriedade 4: Pontos do plano cartesiano que satisfazem a equacao

2 +y? — 8r + 16y + 64 = 0.

2.1 Alguns lugares geométricos elementares

Segundo Muniz, Neto e Putnoki, José Carlos, podemos definir os lugares

geométricos elementares da seguinte maneira:

2.2 Circunferéncia

E o lugar geométrico dos pontos do plano que se encontram equidistantes de

um ponto O fixo. A esta distancia damos o nome de raio da circunferéncia.

Construcao.

1. Marca-se o ponto O do plano que sera dito centro da circunferéncia;
2. Dada uma distancia r > 0, abre-se o compasso com esta medida;

3. Com a ponta seca fixada em O, fagcamos um arco fechado, girando 360°,

obtendo a circunferéncia.

Raio

Figura 2.1: Circunferéncia



2.3 Circulo

Dado um numero real » > 0 e um ponto O fixo, o circulo de raio r e centro
O ¢ o lugar geométrico dos pontos cujas distancias a O sao menores que ou
iguais a r.

Construg¢ao. A construgao é a mesma usada na construcgao da circunferéncia

de raio r, considerando os pontos interiores a esta.

Raio

Figura 2.2: Circulo

Atividade Proposta 2.4. Embora seja uma das figuras geométricas mais
frequentes do cotidiano poucas pessoas se habituam a perceber a circunferéncia
ou o circulo como lugares geométricos. A atividade consiste em induzir a
turma a uma reflexao sobre os circulos do dia a dia, e as propriedades que
os distinguem (pneu de carro, fundo da panela, cabe¢a de um parafuso, etc.).

Haveria alguma importancia, por exemplo, nos centros destes circulos?

2.4 Bissetriz

Dadas as semirretas AO e OB de mesma origem, sua bissetriz serd o lugar

geométrico dos pontos que estao equidistantes destas semirretas.

Construgao.

1. Tracamos com centro em O um arco de circunferéncia interceptando os

lados do angulo em X e Y



2. Em seguida, tragamos dois arcos de mesmo raio com centros em X e Y

que se interceptam em C'. A semirreta OC' é bissetriz do angulo AOB.

Figura 2.4: Bissetriz 2

Demonstracao. Os segmentos OX e OY sao congruentes, e isto acontece com
os segmentos XC' e YC. Se olharmos os triangulos OXC' e OYC' eles sao
congruentes pelo critério LLL, pois OC é comum aos dois triangulos, assim
os angulos BOC' e AOC' sao congruentes e medem a metade do angulo AOB.
Sejam K e L os pés das perpendiculares baixadas de C' sobre as semirretas OX
e OY, respectivamente. Note que os triangulos OKC e OLC' sao congruentes
pelo critério Lado, Angulo, Angulo oposto, (L.A.Ao0). Assim os lados KC e

LC' sao congruentes, logo C' é equidistante das semirretas OX e OY.

2.5 Mediatriz

Dado um segmento de reta AB de medida a, define-se como mediatriz o lugar
geométrico formado pelos pontos que estao equistantes aos extremos A e B do

segmento dado.



Construcao.

1. Trace o segmento AB;

2. Com o compasso faca duas circunferéncias congruentes, uma com centro
em A e outra com centro em B, ambas com raio superior a metade de

AB:;
3. As duas circunferéncias se interceptam em dois pontos C' e D.

4. A reta m que passa por C' e D é a mediatriz do segmento AB.

Figura 2.5: Mediatriz

Demonstracao.

Como os pontos C' e D estao na interse¢ao de duas circunferéncias de
mesmo raio eles sao equidistantes dos seus centros (A e B). Portanto C' e D
pertencem a mediatriz de AB. Como os triangulos ABC e ABD sao isésceles
e congruentes, sio também congruentes os angulos CAB, CBA, DAB ¢ DBA.
Entao AB é bissetriz, logo altura dos triangulos DAC e DBC. Entao AB ¢é

ortogonal a m, que sera altura e mediana de ABC. O ponto M, intersecao



de m com AB é ponto médio de AB, e qualquer ponto X sobre m define
triangulos congruentes X M A e X M B. Isso mostra que XA = X B. Portanto
todos os pontos de m estao na mediatriz de AB. Deixamos para o leitor o

argumento de que somente esses pontos estao na mediatriz de AB.

Atividade Proposta 2.5. Uma reta no plano é um lugar geométrico 7 Essa
questao pode ser proposta a turma visando aprofundar o conceito de lugar
geométrico. Os casos anteriores mostram que mediatrizes e bissetrizes sao re-
tas, mas tais lugares geométricos necessitam de outros elementos previamente
fornecidos para estarem definidos (o segmento que tem a reta como mediatriz,
ou o angulo que tem a reta como bissetriz). Assim, dada uma reta, como
encontrar um segmento que a tem como mediatriz 7 Ou um angulo que a tem
como bissetriz 7 E esses segmentos ou angulos sao tnicos para a tal reta 7
E interessante comparar essa abordagem com a da circunferéncia, pois esta
distingue um 1nico ponto do plano e um tnico nimero real para sua caracte-

rizagao como lugar geométrico.

2.6 Retas paralelas

Dada uma reta r no plano, o lugar geométrico formado pelos pontos que estao

a um distancia fixa h de r é chamado de retas paralelas a r.
Construcao.

Seja P um ponto que dista h de r. Construa trés circunferéncias de
mesmo raio m > h. A primeira tem centro em P e intercepta r em A. Com
centro em A, traca-se a segunda circunferéncia, que interceptara r em B.
Com centro em B, traca-se a terceira e ultima circunferéncia que interceptara
a primeira circunferéncia em @) e A. A reta que passa pelos pontos P e () é

paralela a reta r.
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Figura 2.6: Retas Paralelas

Demonstracao.

Os segmentos de reta PA, AB, BQ e QP sao todos congruentes entre
si e com medida m. Logo formam um quadrilatero de lados iguais. Sabemos
que todo quadrilatero de lados opostos iguais é um paralelogramo. Portanto o
segmento de reta P(Q) é paralelo ao segmento AB e como AB pertence a reta

r, PQ) também pertencera a uma reta que é paralela a reta r.

2.7 Arco capaz

Dado um segmento AB de medida a, o lugar geométrico dos pontos do plano
que enxergam o segmento AB segundo um angulo de medida o constante é o

par de arcos capazes do angulo a construido sobre o segmento AB.

Construcao.

1. Desenhe a mediatriz de AB;
2. Trace a semirreta AX tal que BAX = Q;

3. Trace por A a semirreta AY perpendicular a semirreta AX. A inter-



secgao desta semirreta AY com a mediatriz é o ponto O, centro do arco

capaz, cujo raio é OB.

Figura 2.7: Arco Capaz

Demonstra¢do. Observe que BAX = a entdao BAY = 90° — a, ji que AX
e AY sao perpendiculares. Sendo M o ponto médio do segmento AB, logo
AOM = a, ¢ AOB = 2a. Como EO = OA temos um tridngulo isésceles e 3
é suplemento do angulo central 2«, assim para qualquer ponto £ do arco AB,

AEB = a (angulo inscrito).

2.8 Reta de Apolonio

Considere os pontos A e B. A reta de Apolonio relativa a A e B é o lugar
geométrico dos pontos cujas diferencas dos quadrados das distancias a esses
dois pontos fixos é igual a uma constante. Denotando por k? essa constante
mostra-se que esse lugar geométrico ¢ uma reta perpendicular ao segmento

AB, e vale (PA)? — (PB)? = 4k? para todo P no lugar geométrico.
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Construcao.

1. Dados os pontos A e B e um segmento de medida k, Tracamos primei-

ramente o segmento AB;

2. Construa um triangulo retangulo K M N arbitrario, na qual um dos ca-
tetos tem medida k. Sejam m e n as medidas da hipotenusa e do outro

cateto, respectivamente;

3. Com centro em A e raio m construa a circunferéncia A\;. E com centro

em B e raio n construa a circunferéncia As;

4. Pelos pontos de interseccao P e P’ das circunferéncias A; e Ay passa a

reta procurada.

Demonstracao.

Pelo teorema de Pitdgoras no triangulo KMN, temos que k? + n?
m? = k*> = m? —n% Mas como PA = P'A=m e PB = P'B =n temos que

PA_PB =k2e PA  — PB = k2, provando assim que P ¢ P’ pertencem

a reta procurada.

Figura 2.8: Reta de Apolonio 1
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Figura 2.9: Reta de Apolonio 2

Observagao 2.6. Na construgao acima, caso as circunferéncias nao se intercep-

tem, basta tomar valores maiores para n e m.

Observacao 2.7. Dependendo do valor de k e da distancia de A a B, a reta

pode ser externa ao segmento.

N

Figura 2.10: Reta de Apolonio 3

Atividade Proposta 2.8. Uma discussao interessante com a turma seria
investigar quais os menores valores possiveis de m e n que permitiriam a
construcao acima. Haveria alguma condicao sobre k e AB para que o lugar

geomeétrico fosse vazio ?
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2.9 Poténcia de um ponto em relacao a uma circun-
feréncia

Teorema 2.9. Dados uma circunferéncia e um ponto P nao pertencente a ela.
Considere duas retas concorrentes em P e que interceptam a circunferéncia

nos pontos A e B, e C e D, respectivamente. Entao: PA.PB = PC.PD.

C
|
A ( ’
D

Figura 2.11: Poténcia Interna 1

Caso o ponto P seja externo a circunferéncia, e a reta t, passando por

P, a tangencie no ponto T, entao tém-se também: PT’ = PA.PB

Figura 2.12: Poténcia Externa 1

Demonstracao.



15

1. P interno a circunferencia:

Figura 2.13: Poténcia Interna 2

Os triangulos PAD e PCB sao semelhantes, pois:

e PAC = PDB = B, PCA=PBD = 4C (angulos inscritos).

e APC = BPD (opostos pelo vértice).

Logo, £& = 2A - PAPB = PC.PD.

> PB PD

2. P externo a circunferéncia:

Figura 2.14: Potéencia Externa 2

Os triangulos PAD e PCB sao semelhantes, pois:
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/N

e PDA=PBC = 4 (angulos inscritos).

e P é angulo comum.

pA

_ D _
PA _ID . PAPB = PC.PD.

Logo, = 55

Os triangulos PT'A e PBT sao semelhantes, uma vez que:

/N

o PTA= PBT = % - angulos inscritos.

e P é angulo comum.

Assim, % = % = PT.PT = PA.PB. Portanto concluimos que PT” =

PA.PB. ]

2.9.1 O Conceito de poténcia de ponto

Dados uma circunferéncia A de raio r, e um ponto P qualquer. Seja d a
distancia de P até o centro de A\. Chama-se poténcia de P em relacao a A,

denotada Pot¥, & quantidade
Potf =d*—r*.

O fato mais importante sobre a poténcia de um ponto relativo a uma circun-

feréncia esta descrito no teorema abaixo.

Teorema 2.10. Dados uma circunferéncia A de raio r e um ponto P. Sejam
A e B pontos de A colineares com P, e d a distancia de P ao centro da
circunferéncia. Entao:
(a) Se P ¢é interno a A,

Pot? — —PAPE .

(b) Se P € externo a A
Pot! — PADE .

(¢c) Se P € X vale Poty = 0.



Demonstracao.

Caso (a): o ponto P é interno a A.

Figura 2.15: Poténcia de Pontos 1

Sejam A e B os pontos em que a reta conduzida por P e O intercepta

M. Entao:

PA=r—d
PB=r+d

Logo, pelo teorema

PAPB=(r—d).(r+d) =r*—d> = Poty =d*—r*=-PAPB.

Caso (b): O ponto P é externo a A.

>

o (-1

Figura 2.16: Poténcia de Pontos 2



Sejam A e B os pontos em que a reta conduzida por P e O intercepta

A. Entao:

PA=d—r
PB=d+r

Pelo teorema

PAPB=(d—r)(d+r)=d>—1r* = Poty = PA.PB.

Caso (c): O ponto P pertencente a A.

Figura 2.17: Poténcia de Pontos 3

Neste caso basta ver que d = r, logo
Poty =d*—r*=0.

Isso conclui a demonstracao. [

2.10 Eixo radical

A definicao de eixo radical utiliza o conceito de potencia de ponto relativo
a uma circunferéncia. Diremos que um ponto P é equipotente em relagao as
circunferéncias A\; e Ay se Pot{ = Pot} . O lugar geométrico dos pontos

equipotentes em relacdo a A\ e Ay é o eixo radical dessas circunferéncias.
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Inicialmente vamos mostrar que o lugar geométrico em questao é de
fato uma reta. Para tanto, considere as circunferencias A; e Ay, cujos centros
e raios sdo, respectivamente, (a1, b) e r1, e (az,by) e ro. Se P(x,y) pertence
ao eixo radical temos:

Poty, = Pot},, isto é
(=)’ +(y—b)" =17 = (2 —a)* + (y = bo)* =73 .

E um exercicio simples mostrar que na equagao acima os termos quadraticos
em z e y se cancelam, restando uma equacao da forma Ax + By + C = 0,
com coeficientes constante A, B,C, que é a equacao de uma reta no plano.
Pode-se também ver que os coeficientes A e B sao proporcionais a a; — as €
by — by, respectivamente, ou seja, a reta é perpendicular ao segmento que une
os centros das circunferéncias. Concluimos que o lugar geométrico dos pontos
do plano que estao equipotentes em relacao as duas circunferéncias é uma reta

perpendicular a reta que passa pelos centros das mesmas.

Sendo o eixo radical uma reta, varios casos de posicoes relativas entre

duas circunferéncias ficam imediatos.

Se as circunferéncias forem secantes, cada ponto de secancia tem poténcia

zero em relagao a ambas, portanto o eixo radical passara por tais pontos.

Figura 2.18: Eixo Radical 1
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Um argumento similar mostra que se forem tangentes, internamente ou

externamente, serd a reta tangente por esse ponto.

Figura 2.19: Eixo Radical 2

Nos demais casos, ou seja, sendo as circunferéncias interiores ou exte-

riores, a construgao do eixo radical segue os passos:

1. Com centro arbitrario, tracamos uma circunferéncia que intercepta as
duas circunferéncias, a de raio R nos pontos A e B, e a de raio r, nos

pontos A’ e B';
2. Trace uma reta que passa por AB e outra reta que passa por A’ e B’;

3. Estas retas se interceptam num ponto P. O eixo radical serd a reta que

passa por P e é perpendicular a reta que contem O e O'.

Figura 2.20: Eixo Radical 3

Figura 2.21: Eixo Radical 4
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Demonstracao. Para justificar os passos da construcao acima, basta provar
que o ponto P satisfaz a condicao de ser equipotente relativo as duas circun-
feréncias iniciais. Mas a reta que passa por A e B é a secante comum de duas
circunferéncias, logo € o eixo radical de ambas. Assim também a reta passando
por A" e B’ é um eixo radical. A intersecao destas retas é um ponto equipo-
tente as trés circunferéncias, logo pertence ao eixo radical das duas primeiras.

Sendo este eixo perpendicular a reta que liga O e O’, o problema fica resolvido.
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2.11 Pontos notaveis no triangulo

Apresentamos até aqui alguns lugares geométricos basicos que servem de subsidio
para a obtencao de outros lugares geométricos. Nesta secao damos sequéncia
a construcao de alguns outros lugares geométricos utilizando aqueles anterior-

mente mostrados, usando os elementos do triangulo.

2.11.1 Circuncentro

Dado um triangulo ABC', seu Circuncentro é o lugar geométrico dos pontos
que equidistam dos vértices de ABC'. Com uma explicacao parecida ao caso
do Incentro podemos ver que o Circuncentro é obtido pela intersecao das me-
diatrizes dos lados de ABC, e portanto, é constituido de um ponto tnico. O
Circuncentro é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo, a tunica

que passa pelos 3 vértices de ABC.

Figura 2.22: Circuncentro

2.11.2 Incentro

Dado um triangulo ABC, seu Incentro é o lugar geométrico dos seus pontos
interiores e que equidistam dos seus lados. Para que um ponto seja equidis-

tante das retas suporte de AB, BC' e C'A é necesséario que seja equidistante



destas retas duas a duas, ou seja, que ele pertenca as bissetrizes internas de

ABC'. Este lugar geométrico é constituido de um tnico ponto.

Uma vez que o Incentro equidista dos trés lados do triangulo podemos
considerar a circunferéncia inscrita nesse triangulo, ou seja, a tnica circun-

feréncia interior que tangencia esses lados.

Figura 2.23: Incentro

Atividade Proposta 2.11. O Incentro e Circuncentro estao bem caracte-
rizados como lugares geométricos. O professor pode indagar da turma como
essa idéia é usada para provar, com facilidade, que a terceira bissetriz interna
do triangulo encontra a intersecao das outras duas, o mesmo valendo para a
terceira mediatriz dos lados, em relagao as outras duas mediatrizes. Discuta
com a turma como essa prova ficaria bem mais complicada se se usasse apenas
as idéias analiticas do tipo “a bissetriz é a reta que divide o angulo ao meio”,

ou “a mediatriz é a reta perpendicular ao segmento, e que o divide ao meio”.

2.11.3 Ortocentro

O ortocentro de um triangulo é o ponto obtido como interseccao das alturas
relativas a cada vertice do triangulo. Ficam em aberto duas questoes: (1)
porque as trés alturas tém interse¢do comum ? e (2) o ortocentro é um lugar

geométrico 7

Para responder a essas questoes necessitamos relembrar o conceito de



triangulo medial. O triangulo medial de outro triangulo é aquele cujos lados
sao as bases médias do triangulo dado. Estamos interessados no problema
inverso, ou seja, dado o triangulo ABC', como obter um triangulo A’B’'C" que

tem ABC como triangulo medial ?

E facil ver que cada lado de A’B'C’ (por exemplo A’B’) esta suportado
numa reta paralela a um lado de ABC' (AB) e que passa pelo vértice oposto a
esse lado (C). Analisando A’ B'C” via paralelogramos notamos que este ¢ seme-
lhante a ABC, e mais importante, as mediatrizes dos seus lados sao as alturas
de ABC'. O encontro das alturas de ABC' é o circuncentro de A’B’C’, portanto
é um ponto. Podemos dizer que o ortocentro de um triangulo é o ponto que
equidista dos vértices de outro triangulo, que o tem como medial. Assim o

ortocentro é uma lugar geométrico no sentido da definicao dada inicialmente.

Figura 2.24: Triangulo Medial
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2.11.4 Baricentro

O Baricentro de um triangulo é o ponto onde suas trés medianas se encontram.
Este ponto tem como propriedade dividir a mediana na razao 2 : 1. Também

¢é conhecido como o centro de gravidade do triangulo.

Dos pontos notaveis do triangulo o Baricentro é o que apresenta maior
dificuldade em ser caracterizado como lugar geométrico. Ao menos se desejar-
mos uma caracterizagao em termos dos elementos da Geometria Plana apenas,
sem invocar, por exemplo, o célculo integral. Por outro lado, se amplidssemos
os conceitos utilizados na definicao de lugar geométrico de forma a abarcar
alguns principios e postulados da Fisica, poderiamos dizer que o Baricentro
de um corpo é de fato um Lugar Fisico: é o conjunto de pontos P com a
propriedade que se toda a massa do corpo for concentrada em P, a dinamica
de translagao deste ponto material é idéntica a do corpo original. No caso do
corpo ser rigido e a unica forga agindo sobre ele for a da gravidade (uniforme),
pode-se mostrar uma outra defini¢ao fisica para um Baricentro: é a de ser um
ponto P que sendo o ponto de aplicacao de uma forca N simétrica ao peso do

corpo, este atinge um estado de equilibrio indiferente.

Naturalmente o desafio aqui seria trazer os elementos fisicos relevantes
para uma abordagem puramente geométrica do Baricentro, e que nos leva-
riam ao fato de que, no triangulo, ele se encontra na intersecao das medianas.
Deixamos apenas a prova de que as trés medianas se encontram num tnico

ponto.
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Figura 2.25: Baricentro 1

Demonstracao.

Figura 2.26: Baricentro 2

Baseando na figura acima, o segmento DFE é base média do triangulo
ABC, assim como HF ¢é base média do triangulo AGB. Logo os segmentos
DFE e HF sao paralelos e congruentes de medidas iguais a ? e DEFH ¢
um paralelogramo. Os segmentos DF' e EH sao diagonais do paralelogramo
DEFH, assim interceptam no ponto G de tal maneira que HG = GE e
DG = GF. Entdao AE = AH + HG + GE ¢ DB = DG + GF + FB, entdo

AG =2GFE e GB = 2GD. Isto conclui a demonstracao.

Atividade Proposta 2.12. Nesta tarefa propomos desenvolver com os alunos
uma busca pela conceituagao geométrica mais apropriada para o que deve ser
um baricentro de triangulo. Comegamos com a idéia de ponto material, ou seja,

um ponto do plano pode ser munido de uma massa, que é um nimero real nao
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negativo. Entao, se P e () sao pontos materiais com massas respectivamente
mp € mg, e supondo ao menos uma delas nao nula (por exemplo, mp # 0),
definimos o baricentro do sistema formado por P e () como o ponto material

G localizado no segmento P(Q), e tal que

A massa de G é a soma das massas mp + mg.

a) Analise porque a defini¢ao (2.1) deve ser consistente com alguma idéia in-
tuitiva da Fisica. Por exemplo, para valer esta equacgao necessariamente o
baricentro fica mais préximo da maior massa. Outra idéia intuitivamente sim-
ples ocorre quando as massas sao iguais, ou seja, o sistema é simétrico. Neste
caso, o baricentro é o ponto médio do segmento.

b) No caso de haver trés pontos materiais P, () e R, sobre uma mesma reta su-
porte, como seria determinado o baricentro 7 Aqui pode-se estimular a turma
a “quebrar” o problema assim: ja sabemos calcular o baricentro de dois pon-
tos. Poderiamos entao calcular o baricentro de P e (), obtendo G; e depois o
baricentro de G e R, obtendo por fim um ponto material G’. Discuta com a
turma se essa abordagem poderia levar a respostas diferentes caso tomassemos
primeiramente os pontos P e R, ou entdao () e R. Ou seja, se este baricentro
de trés pontos esta bem definido.

¢) E como seria a andlise para trés pontos materiais nao-colineares 7 Que
dificuldades extras surgiriam 7

d) Voltando ao caso de pontos sobre uma tnica reta suporte, poderiamos defi-
nir o baricentro de um nimero arbitrario de pontos ? E se tivéssemos infinitos
pontos, possivelmente numa distribuicao continua ? A idéia aqui é levar a
turma a concluir que: (1) o baricentro de um sistema arbitrario de pontos
colineares sempre serd um ponto da reta suporte; (2) o baricentro de um seg-

mento é o ponto médio deste.



e) Dispomos de uma reta r e uma cole¢ao de n segmentos arbitrarios
A1By,A3Bs, ..., A, B,, tais que o ponto médio de cada A;B; pertence a r. Po-
demos deduzir que o baricentro do sistema formado pelos segmentos pertence
a1 7 E essa conclusao se modifica se o nimero de segmentos for infinito ?

f) Por fim analisemos o triangulo ABC. Podemos usar os itens discutidos
acima para levar a turma a deduzir que o baricentro de ABC' é um ponto

sobre sua mediana, qualquer que ela seja ?

2.12 Questoes

Exercicio 2.1. Sao dados dois pontos A e B e duas distancia m e n. Obtenha

o lugar geométrico que dista m de A e n de B.
Exercicio 2.2. Construa um triangulo ABC, dados os lados a, b e c.

Exercicio 2.3. Marque num papel dois pontos A e B distantes 7 cm um do
outro:

a) Determine um ponto X distante 5 cm de A e 4 cm de B. Quantas solugoes
tem o problema?

b) Determine um ponto Y distante 3 cm de A e 4 cm de B. Quantas solugoes
tem o problema?

¢) Determine um ponto Z distante 2 cm de A e 3 cm de B. Quantas solugoes

tem o problema?

28

Exercicio 2.4. Identifique e construa, com régua e compasso, o lugar geométrico

do vértice A de um segmento AB, conhecida a posicao do vértice B e o com-

primento ¢ de AB.

Exercicio 2.5. Sao dados dois pontos B e C' e uma circunferéncia A. Construa

um triangulo ABC), isosceles, de base BC, sabendo que o vértice A pertence

a .



Exercicio 2.6. Dado uma reta r e dois ponto A e B nao pertencentes a r,
usando régua e compasso, construa um circulo que passa pelos pontos A e B

e tem seu centro em r.

Exercicio Resolvido 2.7. Temos no plano do papel uma circunferéncia de
centro O, e uma reta r que nao a intercepta. Identifique e construa, com régua
e compasso, o lugar geométrico dos pontos médios das cordas da circunferéncia

que sao paralelas a reta r.

Figura 2.27: Exercicio 2.7.1

1. Construa uma reta t paralela a reta r que intercepta a circunferéncia e

determina os pontos A e B;

2. Determine o ponto médio M do segmento AB;

B t
A

-

Figura 2.28: Exercicio 2.7.2
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3. Repita os passos 1 e 2;

4. Os pontos médio dos segmentos formam a mediatriz dos mesmos e o
diametro da circunferéncia, comparando com a reta r podemos dizer que

se trata de uma reta perpendicular a r.

Figura 2.29: Exercicio 2.7.3

Exercicio 2.8. Dadas duas retas a e b concorrentes. Construa uma circun-

feréncia de raio r que seja tangente a ambas as retas.

Exercicio Resolvido 2.9. Sao dados um ponto A, uma reta t e uma distancia
r. Construa uma circunferéncia de raio r, que passa pelo ponto A e seja

tangente a reta t.

dist=r [ ]

Figura 2.30: Exercicio 2.9.1



1. Construa uma reta a paralela a reta t com distancia r entre ambas e que

esteja no mesmo semi-plano do ponto A;

2. Com centro em A e raio r construa um arco que intercepta a reta a nos

pontos O e O';

Figura 2.31: Exercicio 2.9.2

3. Os pontos O e O sdo os centros das circunferencias de raio r que passam

por A e sao tangentes a reta t

Figura 2.32: Exercicio 2.9.3

Exercicio 2.10. Uma circunferéncia de raio igual a 30 mm é tangente aos
lados de um angulo reto. Determine, graficamente, a distancia do centro da

circunferéncia ao vértice do angulo.
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Exercicio Resolvido 2.11. Sao dados no plano uma reta r e um ponto A,
com A nao pertencente a r. Mostre que o lugar geométrico dos pontos médios
dos segmentos AB, quando B varia sobre r, é uma reta t equidistante de A e

r.

A

-

r

Figura 2.33: Exercicio 2.11.1

Considere um segmento AB com B percentente a reta r e seu ponto
médio M. Considerando um outro segmento AB’ com B’ nao coincidente com

B, e seu ponto médio N,

Bl
Figura 2.34: Exercicio 2.11.2

Notamos que no triangulo ABB’, o segmento M N é uma base média

paralela ao lado BB’. Entao M N estd equidistante de r e A. O mesmo



acontece com os outros triangulos obtidos se tracarmos outros segmentos com

extremidades em A e sobre a reta r.

Figura 2.35: Exercicio 2.11.3

Logo concluimos que estes pontos formam uma reta ¢t paralela a r e

equidistantes de A e r.

Exercicio 2.12. Sao dadas trés retas, a, b e ¢, concorrentes duas a duas.
Construa uma circunferéncia tangente as retas b e ¢, sabendo que seu centro

pertence a reta a.

Exercicio 2.13. Construa circunferéncias de raio r, tangentes a duas retas a

e b concorrentes.

Exercicio 2.14. Dados dois pontos B e C' e uma reta r. Explique como

construir um triangulo ABC sabendo que A pertence a reta r e que A = 60°.

Exercicio 2.15. Quanto mede aproximadamente o raio da circunferéncia cir-

cunscrita a um triangulo equildtero de lado 5cm ?

Exercicio 2.16. Numa certa fazenda, a area destinada ao pasto do gado tem
forma triangular, de lados iguais a bkm, 6km e 7km. O proprietario pretende
construir um curral num ponto equidistante dos vértices desse pasto. A que

distancia aproximada de cada vértice ficara o curral?

Exercicio 2.17. De um triangulo ABC, conhecemos as posi¢oes dos vértices
B e C e do circuncentro O. Explique porque a posicao do vértice A nao é

determinada.
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Exercicio 2.18. Construa o baricentro de um triangulo ABC' equilatero de

lado 6 cm.

Exercicio 2.19. O baricentro de um triangulo é o encontro de suas medianas.
Desenhe uma circunferéncia e inscreva nela o triangulo ABC. Encontre o
ponto médio M do lado BC e o ponto médio N do lado AC' e, em seguida,
construa os segmentos AM e BN.

a) O que significam os segmentos AM e BN relativamente ao triangulo ABC?
b) Esses segmentos se interceptaram em um ponto. Chame este ponto de G.
Este ponto é o baricentro ?

¢) Se vocé mantiver fixos os vértices B e C' e variando o vértice A (sempre

sobre a circunferéncia) qual é o lugar geométrico dos baricentros G obtidos 7

Exercicio 2.20. Construa o incentro de uma triangulo ABC', na qual AB =

5cm, BC' = 6cm e AC = Tem.

Exercicio 2.21. Calcule a medida do raio de uma circunferéncia inscrita a

um triangulo ABC' equilatero de lado 6 cm.

Exercicio 2.22. Em um triangulo ABC conhecemos as posi¢oes dos vértices

B e C e do Incentro I. Construa, com régua e compasso, o vértice A.

Exercicio 2.23. Construa o ortocentro de um triangulo ABC, que tem como

medidas AB = 3cm, BC' = 4cm e AC' = 6cm.

Exercicio Resolvido 2.24. Sabendo que o ortocentro de um triangulo qual-
quer ¢ o encontro das suas alturas, construa um triangulo e encontre suas
alturas. Esta é uma atividade livre; vocé podera usar o que quiser de recursos
do geogebra ou realiza-la com os instrumentos régua e compasso manualmente.
Ao encontrar as alturas marque o seu ponto de interse¢cao, chame este ponto

de ponto O. Movimente este ponto e responda as perguntas abaixo:
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[ .

B o]

Figura 2.36: Exercicio 2.24.1

a)Ao movimentar o ponto O, o que aconteceu com o seu desenho? Por

que?

o}

o

B o]

Figura 2.37: Exercicio 2.24.2

Ao movimentarmos o ponto O, o triangulo ird modificar seus lados,
pois o encontro das alturas esta relacionado com a posicao dos vértices do

triangulo.

b)O seu ponto pode estar fora ou dentro do triangulo? Por qué?
Dependendo do triangulo que possuo, o ponto O serd interno (Acutangulo),

pertencente ao vértice (Retangulo) ou estar fora do triangulo (Obtusangulo).



¢)Quando o ponto O estd fora do triangulo que tipo de triangulo eu

tenho?

B c
o

N

Figura 2.38: Exercicio 2.24.3

O triangulo que temos é chamado de Obtusangulo.

Exercicio 2.25. De um triangulo ABC' conhecemos as posicoes dos vértices
B e C e do ortocentro H. Explique como construir com régua e compasso o

vértice A.
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Capitulo 3

CoOnicas

Os lugares geométricos discutidos no capitulo 2 possuem a caracteristica de
serem retas ou segmentos de retas, e circulos ou arcos de circulos. Tais ob-
jetos sao desenhados com os intrumentos régua e compasso, através de um
nimero finito de passos, em cada qual obtendo-se um ntmero finito de pontos

intermediérios.

Neste capitulo apresentamos lugares geométricos que nao podem ser
construidos de uma sé vez (ou seja, em um numero finito de passos) usando
tais instrumentos. E necessario antes introduzir o conceito geométrico de

construtibilidade.

Se A C R? ¢ um conjunto de pontos no plano podemos considerar
todas as retas que passam por dois pontos de A e todas as circunferéncias que
possuem centro num ponto de A e raio igual a distancia entre dois pontos de
A. As intersegoes entre as retas e circunferéncias assim obtidas constituem o

conjunto A’. E temos A’ C A.

Repetindo o processo partindo-se de A’, obtemos A” = (A’)’, e suces-
sivamente. Um ponto é construtivel a partir de A se ele pertencer a algum

dos conjuntos na sequéncia A, A’, A”,.... Em geral, um conjunto B C R? é

construtivel a partir de A se cada ponto de B for costrutivel a partir de A.

Veremos que as curvas conicas sao construtiveis, mas cada um de seus
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pontos é obtido separadamente a partir dos parametros definidores das respec-
tivas curvas (tais como distancia focal, diretriz, comprimento de semi-eixos,
etc.). Assim os pontos nao sao obtidos simultaneamente. E possivel encon-
trar tantos pontos quanto precisamos, mas a construcao ¢ fragmentada, dife-
rente dos outros lugares geométricos anteriormente estudados. E nesse aspecto
também que aplicativos computacionais, como Geogebra, podem ser bastante
uteis.

Iniciamos com uma introducao historica ao conceito das curvas conicas.

3.1 Histdrico

De acordo com Eves, Apolonio de Perga usou pela primeira vez os termos que
usamos hoje: elipse, hipérbole e pardbola, (262 a.C. a 190 a.C.), mas seu reco-
nhecimento neste assunto foi obtido na obra “Seccoes Conicas”, composta por
400 proposicoes distribuidas em oito livros, superando todos os trabalhos de-
senvolvidos anteriormente. Gragas a este grandioso feito deram-lhe o cognome

de “O grande geometra”.

Muito tempo depois, com a criacao da Geometria Analitica pelo franceés
René Descartes (1596 a 1662), as conicas passaram a ser reconhecidas a partir
de suas equagoes. A Geometria Analitica tem como ideia central a repre-
sentacao de pontos do espaco por meio de coordenadas. Um grande nimero
de propriedades geométricas faz das curvas conicas um instrumento adequado
para diversas aplicagoes praticas, dando assim uma relevancia ainda maior

para este assunto.

As conicas sao obtidas pela intersecgao de um plano « sobre um sélido
de revolucao conhecido como cone; devido a este objeto estas curvas receberam

o nome de coOnicas.
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A abordagem que faremos para as conicas, contudo, é a de lugar geométrico,



e por isso empregaremos as defini¢oes que utilizam os conceitos de somas ou

diferencas das distancias a pontos e retas fixos.

88484

p

Figura 3.1: Conicas

3.2 Elipse

Chamamos de elipse ao lugar geométrico dos pontos do plano para os quais
a soma das distancias até dois pontos fixos, chamados focos, é constante. E
conveniente denotar essa constante por 2a. Denotando por S a elipse quetem

focos Fi e Fy podemos escrever

S={PeR*dP F)+dPF) = 2a}.

Bz

Figura 3.2: Elipse 1

Com base na figura acima definimos os principais elementos da elipse:
eixo maior A;A; de comprimento 2a, eixo menor B;Bs; de comprimento 2b,

distancia focal d(Fy, F») = 2c e centro da elipse C. Em uma elipse, a medida
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do semieixo maior (a), a medida do semieixo menor (b) e a metade da distancia

focal (¢), satisfazem a relacao:

a® =b* + 2.
Construcao. 1* Maneira:

1. Escolha os dois pontos que serao os focos F7 e Fy. Assuma que o eixo
maior seja, por exemplo, 2a = 5em, o qual deve superar a distancia focal
d(Fy, Fy). Tendo F; como centro, trace circunferéncias concéntricas com

raios 1, 2, 3,4 centimetros. Faca o mesmo com o ponto Fb.

2. Marque o ponto de interseccao da circunferéncia de centro em Fj e raio

1 com a circunferéncia de centro F, e raio 4. Repita o procedimento

escolhendo raios tais que a soma resulte em 5 cm.

3. Trace a curva unindo os pontos marcados.

Figura 3.3: Elipse 2
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Figura 3.4: Elipse 3

Demonstracao. Observando a figura acima, o ponto P pertence as circun-
feréncias A1 e A9, a soma das distancias a F} e a Fy serd a medida do raio
de A\; mais o raio de Ao, logo este valor sempre serd constante se escolhermos

circunferéncias com raios que somados resultem na constante 2a.
Construcao. 2* Maneira:
1. Trace uma circunferéncia com centro em Fj e raio 2a;

2. Partindo de um ponto B da circunferéncia, construa os segmentos de

retas B e BFj;

3. Determine a mediatriz do segmento BF5, esta interceptara o segmento

BF; em P; O ponto P estara na elipse;

4. Refaca os passos 4 e 5 mudando o ponto B. Os pontos P encontrados

nas interseccoes sao pontos pertencentes a elipse.



Figura 3.5: Elipse 4

Demonstracao. Usando a construcao abaixo, o segmento F}B tem compri-

mento igual a 2a, que é o raio da circunferéncia. Temos que F1B = F1 P+ PB.

Pela propriedade da mediatriz, o ponto P esta equidistante dos extremos B

e Fy, logo os segmentos PB e PF, sao congruentes. Assim, 2a = 1B =

F\P+PB = F; P+ PF;, demonstrando que o ponto P construido esta sobre a
elipse com focos e eixo maior propostos. Nota-se que com este procedimento,
podemos construir a intersecgao da elipse com qualquer reta que passe por um

de seus focos.

Outra forma simples de desenhar a elipse é fixar as extremidades de
um fio (que deve ter um comprimento igual a 2a, maior que a distancia entre
os dois focos) nos focos Fy e F; e mantendo-o esticado, tragar com lapis uma

linha, formando a elipse.
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Figura 3.6: Elipse 5

3.2.1 Equacgoes candnicas de uma elipse

Sabendo que elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano para os quais a
soma das distancias até dois pontos fixos é constante, podemos deduzir uma
equagao algébrica que represente este lugar geométrico. A demonstracao terd
como base o centro da elipse fixo no centro do sistema cartesiano (0;0) e os

focos Fi(—c;0) e Fy(c;0).

Figura 3.7: Elipse 6



Lembrando que designamos por S a elipse de eixo maior de compri-

mento 2a, eixo menor de comprimento 2b e distancia focal 2c.

P(a;y) € S & d(P,F)) + d(P, Fy) = 2a
VE+eP+ -2+ V(- + @y -0 =2

= V(c+e)?2+y?=2a—+/(r—c)®+y?

Quadrando ambos os lados e desenvolvendo, temos:
(x+c)* +y*=4a®> —da\/(v — )2+ 92+ (z — ¢)* + ¢/
2?4 2cx + A 4 y? = 4a® — dar/(x — )2 + Y2 + 27 — 2cw + A + o

o que fornece, apds cancelar alguns termos,
dex —4a* = —dar/(z — )2+ 92 = a/(z—c)2+1y2 =a®—cx

Quadrando novamente ambos os lados e desenvolvendo:
a*(z — ¢)* + a®y* = (a® — cx)?
a’z? — 2a’cx + a*? + a*y? = o' — 2d*cx + 2P
a’x? — P’ + a2y2 =a* — a*c?
(a® — A)a® + a’y? = a*(a® — &)
= b’2? + a*y? = a’b’?
Dividindo por a?b?, resulta na equacao reduzida da elipse S:

513'2 y2
St =1

3.3 Hipérbole

Eo lugar geométrico dos pontos no plano tais que é constante o valor absoluto

da diferenga das distancias de cada um desses pontos a dois pontos fixos (focos
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da hipérbole). Esta curva é constituida por dois “bragos” ou“ramos”.

H={PeR*||dP F)—dPF)| =2a}.

F2

Figura 3.8: Hipérbole 1

Tendo como base a figura abaixo destacamos os principais elementos
da hipérbole. Temos o eixo real A;A; de comprimento 2a, o eixo imaginario
BBy de comprimento 2b, a distancia focal de comprimento d(F}, Fy) = 2¢
e o centro da hipérbole C. E facil verficar a relacao ¢ = b? + a?, usando o

Teorema de Pitagoras.

Figura 3.9: Hipérbole 2
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Construcao. 1* Maneira:

1. Escolha dois pontos sobre o plano F} e F5. Tendo F; como centro, trace
circunferéncias concentricas com raios variando de uma unidade, por

exemplo, 1,2,3,...,6cm. Faga o mesmo com o ponto Fj.

2. Escolhendo 2a = 2¢m, marque o ponto de interseccao da circunferéncia
de centro em F} e raio 1 com a circunferéncia de centro em F, e raio
3, definindo um ponto P da hipérbole. Repare que a diferenca dos dois

raios deve ser igual ao comprimento do eixo real.

3. Repita os procedimentos acima para construir tantos pontos quantos

desejados desta hipérbole.

Figura 3.10: Hipérbole 3
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Demonstragao. De acordo com a figura abaixo, o ponto P pertence as circun-
feréncias A; e Ay. A diferenca das distancias de P a I} e a F5 serd a medida
do raio de A\; menos o raio de Ay, logo este valor sera constante se escolhermos

circunferéncias com raios cujas diferencas resultem na constante 2a.

Figura 3.11: Hipérbole 4

Construgao. 2* Maneira:

1. Desenhe os focos F; e F5 separados pela distancia focal 2c;
2. Trace uma circunferéncia de centro F} e raio 2a;

3. Partindo de um ponto A da circunferéncia, faca segmentos de retas par-

tindo deste até os pontos F; e F5, tendo assim os segmentos AF; e AF5;

4. Determine a mediatriz do segmento AF5, e este interceptard o segmento

AF| em P;

5. Refaca estes passos sempre partindo de um ponto qualquer da circun-
feréncia. Os pontos encontrados nas interseccoes sao pontos pertencentes

a hipérbole.



Figura 3.12: Hipérbole 5

Observagao 3.1. Para encontrar o outro “braco” da hipérbole, basta repetir

todos os passos agora com centro da circunferéncia em Fs.

Figura 3.13: Hipérbole 6

Demonstrac¢ao. Usando a construgao acima, o segmento F; A mede o raio da

circunferéncia que é 2a. Note que F1 P = F1A+ AP, e o ponto P ¢é equidistante

dos extremos A e F,, uma vez que ele é o ponto de intersecgao da mediatriz
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do segmento AF,. Logo os segmentos AP e PF, sao congruentes. Entao
d(P,Fy) — d(P, Fy) = d(P, A) + d(A, F\) — d(P, F») = 2a.

Atividade Proposta 3.2. A forma alternativa de construcao das conicas
apresentadas nos casos acima sugere um estudo da transicao entre elas. Para
essa atividade é necessario o uso do Geogebra. Trace uma reta r e marque
o foco F;. Com centro em F; construa uma circunferéncia de raio 2a fixo.
Trace uma reta m que passa por Fj e intercepta a circunferéncia no ponto A.
Escolha um ponto F, € r e trace a mediatriz do segmento F»A, determinando
o ponto P na intersecao com a reta m.

1. Com F; fixo estude o que ocorre com P quando se varia o ponto A. Observe
os casos em que F, € interior e exterior a circunferéncia.

2. Agora fixe o ponto A. O que ocorre com P quando F, se movimenta para
o interior ou exterior da circunferéncia ?

3. O que ocorre quando F5 estd sobre a circunferéncia ?

4. Existe algum ponto F, para o qual o ponto P nao ocorre (mediatriz é

paralela a m) 7 Qual o significado deste ponto ?
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3.3.1 Equacgoes canonicas da Hipérbole

Vamos deduzir uma equagao reduzida (canonica) para a propriedade definidora
da hipérbole H. Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que F} F; esteja
contida no eixo Oz e C seja a origem. Logo A;A,, eixo real, terd medida 2a e

os focos terao coordenadas Fi(—c;0) e Fy(c;0).

Figura 3.14: Hipérbole 7

Entao
P(z;y) € H < |d(P, Fy) — d(P, Fy)| = 2a
Vi +e)?+(y =02 = /(z—c)?+(y—0)?=+2a
= V@te)2+yt=y(r—c)?2+y2+2a

Quadrando ambos os lados e desenvolvendo, temos:
(x+c) +y* =4a®> £4da\/(v —c)2 + 12+ (x — ¢)* + ¢

dex — 4a® = +4ar\/ (v — )2+ 42 = crv —a® = F+a/(z — c)? + 1>

Quadrando novamente ambos os lados:

(cx —a®)* = a*(x — ¢)* + a*y®
Ar? — 2a*cx + a* = a®2* — 2d*cx + d*c® + a*y?

= (& —a®)2* — a*y? = a*(® — a?) .
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Chamando ¢ — a? = b?, assim b?z? — a’y? = a®b?. Dividindo por a?b?, resulta
na equacao reduzida:

T
PR TR

3.4 Parabola

Dado uma reta d e um ponto F' ndo pertencente a d. A parabola de diretriz d e
foco F' é o lugar geométrico dos pontos do plano que estao equidistantes de F' e
de d. Equivalentemente, é o lugar geométrico dos centros P das circunferéncias

que passam por F' e sao tangentes a d.

Q={PcR*|d(P F)=d(Pd)}.

Figura 3.15: Parabola 1

Tendo como base a figura abaixo, destacamos os principais elementos
da parabola além de sua diretriz e foco: o eixo de simetria, o vértice e o

parametro F'H.

51



Parametro

Figura 3.16: Parabola 2
Construcao. 1* Maneira:

1. Dados o foco F' e a diretriz d, trace a reta perpendicular a diretriz e que

passa pelo foco (eixo de simetria);

2. Trace uma reta d’ paralela a d e com distancia h; desta, no mesmo

semiplano de F'. A reta d' intercepta o eixo de simetria em A;

3. Com o compasso, faca um arco que tem como raio h; e centro em F.

Este arco intercepta d’ em dois pontos, os quais pertencem a parabola.

4. Repita os passos 3 a b, variando a distancia das retas paralelas a diretriz
d. Assim construimos uma quantidade arbitraria de pontos pertencentes

a parabola.
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Figura 3.17: Pardbola 3

Demonstragao. A reta d dista h; da diretriz d. Como a circunferéncia de
centro em F tem raio hq, os pontos P e P’ que sao a intersecao de d’ com esta
circunferéncia estarao equidistantes de d e de F' com a distancia h;. Portanto

P e P’ satisfazem a definicao da pardabola com foco F' e diretriz d.

Figura 3.18: Parabola 4

Construcao. 2* Maneira:

1. Dados a reta d e o foco F', tracamos um segmento ligando F' a um ponto

X € d arbitrario;
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2. Tragamos a mediatriz do segmento X F' e uma reta r perpendicular a

diretriz em X;

3. A interseccao da reta r com a mediatriz do segmento X F gera um ponto

P na parabola.

Figura 3.19: Parabola 5

Demonstracao. Cada ponto da mediatriz do segmento X F' equidista dos pon-

tos X e F. Como P esta na mediatriz e estd em r, vemos que PX é ortogonal

a d, logo d(P,X) =d(P,r) =d(P, F).

Figura 3.20: Parabola 6
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3.4.1 Equacgoes candnicas da Parabola

Utilizando a propriedade definidora da parabola de diretriz d e foco F' po-
demos deduzir uma equagao cartesiana canonica que relaciona os pontos que

satisfazem esta propriedade.

Dados os pontos F'(0;p), P(x;y) e a diretriz d paralela ao eixo = com
equagao y = —p, a distancia d(F,d) = 2p. Para que P pertenga a pardbola,

temos:

P(x;y)

di >
F(0:p) /
q

di

d M(0.-p)

Y

Figura 3.21: Parabola 7

d(P, F) = d(P,d)
= V(@ =02+ (y—p)?2=+(y— (-p)

Quadrando ambos os lados, temos:

2+ (y—p)?=(y+p)?
2y —2yp+p° =y* + 2yp +p°
dyp = z°
1 2

=y=—z

4p



3.5 Questoes

Exercicio 3.1. Determine os vértices de uma elipse, conhecendo os focos e

um ponto M pertencente a ela.

Exercicio Resolvido 3.2. Os diametros maior e menor de uma elipse me-
dem respectivamente 78mm (2a) e 72mm (2b). Determine a distancia focal
geometricamente.

B.

A4A, = Eixo maior =78 mm BB, = Eixo menor =72 mm

Figura 3.22: Exercicio 3.2.1

Sabemos que By Fi+ B1Fy = 2a, F e F, focos da elipse, entao podemos
perceber que By Fy; = B1F; = a pois By By é mediatriz do segmento A; As. Logo
basta tracar um arco com centro em B; e raio a = 39mm que encontraremos

as posicoes dos focos Fi e Fs.

a=39mm

A4A, = Eixo maior = 78 mm B,B, = Eixo menor = 72 mm

Figura 3.23: Exercicio 3.2.2
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Exercicio 3.3. Construa por pontos uma elipse que possui distancia focal de

5 cm e eixo maior igual a 7 cm.

Exercicio Resolvido 3.4. Construa os diametros principal e imaginario de
uma hipérbole, dado a distancia focal de 5cm e um ponto M pertencente a

ela.

F1F2=5cm=2c

[MF, - MF,| = 2a = Eixo Maior

Figura 3.24: Exercicio 3.4.1

1. Construa a distancia F} Fy, = 2a transportando as medidas dos segmentos

MF, e MF5 em uma reta;

2a

o o
*— A

M F

1 2

IMF,, - MF,| = 2a

Figura 3.25: Exercicio 3.4.2
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2. Tracamos por F}F; o eixo e e determinamos a mediatriz de F} F; eixo €';

Figura 3.26: Exercicio 3.4.3

3. Com centro em O e raio a tracamos um arco que interceptara o eixo e

em Aj e Ay;

Figura 3.27: Exercicio 3.4.4

4. Com centro em A; ou A, e raio ¢ = 2, 5cm trace um arco que intercepta

o eixo € em B e Bs.

Figura 3.28: Exercicio 3.4.5

Os segmentos A; Ay e BB, sao a solugao do problema.
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Exercicio 3.5. Determine graficamente o diametro imaginario de uma hipérbole
em que o diametro principal é 2a = 30mm e a distancia focal é 2¢ = 78mm .

Qual o comprimento do diametro imaginario?

Exercicio 3.6. Demonstre que se um ponto P pertence a uma hipérbole, o

seu simétrico P’ em relacao ao eixo real a também pertence a hipérbole.

Exercicio 3.7. Prove que: “Toda reta que passa pelo centro O de uma elipse,

intercepta a mesma nos pontos M e M’, tais que O é ponto médio do segmento

MM/?? .

Exercicio 3.8. De uma hipérbole sao dados um foco e dois de seus pontos M e
M’ simétricos em relagao ao eixo imaginario. Construa os diametros principal
e secundario. Com estas informacoes é possivel obter a hipérbole graficamente

pela construcao por pontos?

Exercicio 3.9. Construa a diretriz de uma parabola da qual sao conhecidos

o foco, um ponto M e a direcao horizontal da diretriz.

Exercicio 3.10. Obtenha o foco de uma parabola da qual sao conhecidos dois

pontos M e M’ simétricos em relacdo ao eixo e que pertencem a parabola.

Exercicio 3.11. Construa uma parabola por ponto sabendo que a distancia

do ponto A, pertencente a parabola, até o foco F' é igual a 3cm.

Exercicio 3.12. Uma parabola tem parametro p = 20mm. Uma reta s passa
pelo vértice D da mesma formando com a diretriz um angulo de 45°, e in-
tercepta a parabola num segundo ponto X. Determine matematicamente e

graficamente a distancia do ponto X ao foco da parabola.



Capitulo 4

Explorando Curvas

4.1 A Oval de Cassini

Considere o problema: Qual o lugar geométrico dos pontos do plano para os

quais o produto das distancias até dois pontos fixos é constante?

Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) foi um astréonomo e mateméatico
italiano que, nas suas tentativas de compreender o movimento dos corpos ce-
lestes apresentou estranhas curvas como alternativas as trajetorias elipticas de
Kepler (1571-1630). A resolugao deste problema gera equagoes que quando
representadas graficamente apresentam curvas que ficaram conhecidas como
ovais de Cassini, mesmo que muitas vezes nao apresentem aspecto de ovais.
Este problema foi uma suposicao de Cassini para explicar o movimento orbital

em torno de dois focos.

Considere o diagrama a seguir:

di.d2 = Constante
d2

F2 F1

(-a:0) o (@a0) X

Figura 4.1: Oval de Cassini 1
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No diagrama, os pontos Fy(—a;0) e Fi(a;0) sdo fixados ao longo do
eixo Oz, simetricamente em relagao a origem O. Os mesmos sao os focos da
curva que queremos equacionar. Considere o ponto P médvel em relacao a
origem O. Suas coordenadas cartesianas sao (z;y); dy ¢ a distancia de P ao
foco Fi e dy € a distancia de P ao foco Fy. O padrao de movimento de P é
tal que dy.ds = k, onde k£ > 0 é fixo. Nestas condigoes, qual a equacao que

descreve a trajetoria de P 7
Definindo como S o conjunto dos pontos que satisfazem o lugar geome-
trico em questao, temos:
Vi —a)? +(y— 02/ (2~ (-a))* + (y - 02 =k

Quadrando ambos os lados e desenvolvendo, temos:

(z —a)* +y*].[(z + a)’ +y°] = k°
= (2 —a)’(r+a)? + 9 [(x —a)* + (x + )] +y* = k?
= (22 — 2wa + a?).(2® + 2za + a*) + ?[(2* — 2xa + a*)+
+ (2* + 2za + a®)] + ¥t = k* .

Fazendo as distributivas e cancelando alguns termos obtemos

(z* + 22%a + 2%a® — 20%a — 42%a® — 2wa® + 2 + 22a® + a*)+
+ 9% (22% + 2a%) + y* = k?

=1t — 22%a% + ot + 2277 + 2a%F + oyt = K2
Reagrupando, resulta na equacao geral do lugar geométrico procurado:

(4.1) (22 +v*)* +2a*(y* — 2°) = k* — a* .



Usando o software geogebra, serao apresentadas trés situacoes diferen-

tes da equagao (4.1):
Caso 1) k > a?

O trajeto de P se assemelha a um “biscoito”, desde que a diferenca

k? — a* nao seja muito grande.

d1.dz = Constante =k > a®

P(xy)

Figura 4.2: Oval de Cassini 2

Quando o produto d;.dy = k > a? crescer gradualmente tendendo para
o infinito (considerado em cada caso particular, pois k é uma constante), ou
seja, quando k? —a* > 0 aumentar cada vez mais, entdo o grafico de “biscoito”,

tendera para uma oval e desta para uma forma circular.
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Figura 4.3: Oval de Cassini 3

Caso 2) k = a?

Aqui o trajeto de P se assemelha a um “oito deitado”.

di.d2 =Constante =k = a?

Figura 4.4: Oval de Cassini 4
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Caso 3) k < a?

Aqui ocorre um curioso fenomeno geométrico. E como se a origem
cortasse o “oito deitado” gerado no caso 2 (k = a?) dividindo-o em duas partes
simétricas em relagao ao eixo Oy. Cada parte tem um aspecto oval. E também
é como se o ponto P tivesse um reflexo de sua trajetoria do lado esquerdo. De
fato, cada ponto da parte do grafico da esquerda também obedece a lei do

produto dy.ds = k < a?.

di.dz =Constante =k < a*

P(xy)

Figura 4.5: Oval de Cassini 5

Quando o produto d;.ds = k tender para zero, entao os aspectos ovais se
retrairao, um para a esquerda e o outro para a direita, onde cada um diminuira
de tamanho, ficando cada vez mais parecido com um circulo cujo centro é o

seu respectivo foco.



Figura 4.6: Oval de Cassini 6

Podemos perceber que existem variados “tipos” de lugares geométricos
ja pré estabelecidos, mas nada impede que possamos através da curiosidade
Matematica explorar novos lugares geométricos, pois esta é a beleza da Ma-
tematica, a curiosidade, a busca de inovagoes e nunca podemos perder este

foco, ja que Matematica é sustentada por estas grandes idéias de “curiosos”.

Atividade Proposta 4.1. Usando algum software de geometria dinamica
(Geogebra, Cabri-Geometré,...) construa uma oval de Cassini e explore as

situgoes mostradas acima, variando os valores de k e a.

Atividade Proposta 4.2. Agora iremos construir uma oval de Cassini com
régua e compasso. O ponto importante aqui é entender como realizar grafica-
mente uma divisao.

a) Considere trés segmentos no plano de comprimentos u,v e uv’. Usando o
Teorema de Tales explique como construir uma quarto segmento de compri-
mento v, e tal que v .v' = u.v.

b) Agora se Fy, Fy sao dois pontos do plano e R é um retangulo de lados u, v,
de sorte que sua area é k = uv, explique como construir pontos que distam d;

de F} e dy = k/d; de F». Os valores de d; > 0 sao escolhidos arbitrariamente.
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4.2 O Circulo de Apolonio

Recapitulamos alguns lugares geométricos que sao construidos a partir de dois
pontos fixos (F} e Fy) e um escalar positivo k. Para que o ponto P esteja

nesses lugares geométricos deve ser:

e d(P,F) + d(P, F;) = k = Elipse;
o |d(P, Fy) — d(P, Fy)| = k = Hipérbole;

e d(P, F\).d(P, Fy) = k = Oval de Cassini;

Analisando os lugares geométricos acima vemos que sao todos definidos
de forma andloga, diferindo entre eles apenas o ser a adi¢ao, a subtracao ou
a multiplicacao a operacao aritmética utilizada. Isso nos induz a definir um

lugar geométrico nesses mesmos termos, mas utilizando a operagao de divisao.

O Circulo de Apoldnio I' é definido como o lugar geométrico dos
pontos do plano para os quais o quociente entre as distancias a dois pontos
fixos é constante,

d(P7 Fl)

PeTl — =k,
T AP R

Segundo Eves, Apolonio de Perga era conhecido como o grande geometra
por seus contemporaneos, é considerado pelos historiadores modernos da Ma-
tematica como um dos trés grandes matematicos da Grécia Antiga, que também
incluem Euclides (300 a.C.) e Arquimedes (287a.C - 190 a.C.). Entre seus
trabalhos encontra-se o importante tratado “As Conicas”, obra-prima da Geo-
metria classica. Nesse tratado, Apolonio demonstra que as conicas: Parabola,
a Hipérbole e a Elipse, sao o resultado da interseccao do plano com o cone reto

ou obliquo.
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Considere o diagrama cartesiano abaixo:

A
Y
P(xy)
d,/d, = Constante = k
dZ dl
F2 F1
(-a;0) © (@0) X

Figura 4.7: Circulo de Apolonio 1

No diagrama, os pontos Fy(—a;0) e Fi(a;0) sao fixados ao longo do eixo

Oz, simetricamente em relacao a origem O. Os mesmos sao os focos da curva

que queremos equacionar. Considere o ponto P mével em relagao a origem O.

Sua coordenada cartesiana é (z;y); dy é a distancia de P ao foco F} e dy é a

d(P,Fy

distancia de P ao foco F,. O padrao de movimento de P ¢ tal que d(P—FZ; = k.

Nestas condigoes, qual a equacao que descreve a trajetéria de P?

(4.2)

\/ (c—aP+(y-02 _,
(¢ = (=) + (y — 07

Quadrando ambos os lados e desenvolvendo, temos:

(x_a)2+<y_0>2 _ 2
(= (=a))*+ (y — 0)?
= (z—a)’+y* =k.[(x +a)*+ ¢

= 2% —2za + a® +y* = k*(2® + 22a + a* + %)
= (1-k)(2*+y* +a®) —22a(1+k*) =0 .



Assim como a oval de Cassini, foi utilizado o software geogebra para

representar os diferentes aspectos desta curva:

Caso 1) k=1

A equagao obtida acima (4.2) reduz-se a: —2za(1 + k%) = 0, portanto,
r = 0. Esta é precisamente a equacao da reta perpendicular ao segmento

F1 F; e que passa pelo seu ponto médio. Ou seja, se k = 1 obviamente o lugar

geométrico I' é a prépria mediatriz de FyFs.

A
Y
d,/d, = Constante = 1 P(xy)
d2 d1
= W Fi1
(-a:0) © (2,0) X

Figura 4.8: Circulo de Apolonio 2

Nos demais casos admitiremos que k # 1. Dividindo a equagao (4.2)
por (1 — k?), com k # 1, temos:

o 2a(l+ k?)

(4.3) v? +y =)

r+a®>=0

Se considerarmos que a equacao analitica da circunferéncia no plano, com
centro em C(z.;y.), raio r e P(x;y) um ponto pertencente a circunferéncia,

temos:

(@ =)+ (y —ye)* =7

(4.4) o+ y? =22z, — 2yy. + iyt -1 =0
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Comparando as equagoes (4.3) e (4.4), percebemos que a equagao resultante

(4.3) é um caso particular de circunferéncia.

a(l+ k?) 2ak
4. =5 Y =0r=-—"-
(45) Te= gz T U T T

Mostremos agora as diferentes variagoes do circulo de Apolonio con-

forme os valores de k:
Caso 2) k=0

A equacao geral fica
2?4+ y* —2ar+a* =0

Assim o centro da circunferencia C'(z.;y.) terd coordenada z. = a e y. = 0,

e raio 7 = 0, ou seja, a circunferéncia degenera em um ponto, que é o foco

Fl(a,O)

A
Y
d,/d, = Constante = 0
di=0
= ds P(xy) F1
(-a;0) © (@o0) X

Figura 4.9: Circulo de Apolonio 3

Caso3) k#1ek#0

Para quaisquer valores de k # 0 ou k # 1, teremos os circulos de

Apolonio.
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circulo

Figura 4.10: Circulo de Apolonio 4

4.2.1 Propriedade do Circulo de Apolonio

Observe a figura abaixo:

circulo

Figura 4.11: Circulo de Apolonio 5

Considerando o triangulo PF}F,, e tracando as bissetrizes internas e
externas em relagao ao vertice P conforme ilustra o desenho, determinamos os
pontos B e C'. O ponto D é o centro do circulo de Apolonio e ponto médio de

BC'. Assim pelo teorema das bissetrizes, temos as relagoes:



PF, BFE CF
PF, BF, CFL

Note que

CF,=CD+ DF,

CFy=CD+DF,

BF2 - DF2 - CD

BFy =CD - DF,

CD=DP e CD=O0OP = OB(raio da circunferéncia),

Entao podemos reescrever as razoes da seguinte maneira:

DF,-CD CD+DF,
CD—-DF, CD+DF,

Desenvolvendo, temos:

(DF; — CD).(CD + DFy) = (CD — DF).(CD + DF3)

—~ DI, CD+DF, DF, —CD- —CD DF, =

—CD +CD DF,— DF, CD — DF;, DF,

— 9CD’ = 2DF, DF, .

Dividindo a ultima equacao acima por 2 obtemos a propriedade:

DP = DF, DF, .

Atividade Proposta 4.3. Dados os pontos F} e F, no plano, construa o

PP, _ 2

lugar geométrico dos pontos P tais que PR =3
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Capitulo 5

Desenho Geométrico

5.1 Origem do Desenho Geométrico

De acordo com Eves, desde o tempo pré-historico, o homem utilizava os
simbolos graficos para se comunicar, com o objetivo de demonstrar de uma
maneira fisica, as sensacoes que lhes eram importantes, de forma que estas
sensacoes pudessem ficar documentadas. Assim, por meio de uma linguagem
grafica, os homens das cavernas registravam seu cotidiano nas paredes da sua
habitagao. A linguagem grafica é universal, pois independe dos idiomas, além
de proporcionar muitas vezes compreensao imediata e interpretacao exata dos

simbolos usados.

Dessa maneira esses povos estabeleceram uma forma de comunicacao
comum, que posteriormente foi aprimorada conforme os seus conhecimentos e
limites tecnoldgicos, possibilitando o surgimento da escrita, que nada mais é
do que a combinagao de pequenos simbolos desenhados. O desenvolvimento
continuo das civilizagoes trouxeram ao homem a necessidade de adquirir outros

conhecimentos.

Enquanto os gregos, ber¢o da construcao do conhecimento geométrico,
buscavam a racionalidade do universo, com explicagoes mais rigorosas, surgia
a necessidade de dar um novo enfoque a Matematica. Quando os egipcios e

babilonicos construiram as piramides e templos, surgiu a necessidade de medir
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terrenos, necessidade essa, que deu origem ao conceito de Geometria: geos

(terra) e metron (medida).

A partir da Geometria, nasce o Desenho Geométrico, que tem sido
entendida como forma de concretizar os conhecimentos tedricos da Geometria

de forma grafica.

Levando em consideracao um passado tao expressivo, que possibilitou
ao homem tantas conquistas, e que partiu do aprimoramento de técnicas primi-
tivas, qual o papel que o Desenho Geométrico desempenha no mundo de hoje?
Seu ensino tem sido valorizado? Como o Desenho Geométrico pode contribuir
para o desenvolvimento de novas ciéncias e tecnologias? Estes questionamen-
tos foram alguns pontos que impulsionaram a exploracao desta dissertagao
com intuito de buscar ou a resgatar a valorizacao que a construgao geométrica

propicia ao ensino de Matematica.

5.2 O Ensino de Desenho Geométrico no Brasil

Segundo Elenice Zuin, o Desenho Geométrico permaneceu no Brasil como uma
componente curricular escolar durante 40 anos de 1931 a 1971. Apesar da Lei
de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional de 1961, propor opgoes onde o
Desenho nao seria uma matéria obrigatoria nos curriculos, ela permaneceu até

1970.

Em 1971 o Ensino Fundamental no Brasil sofreu grandes mudancas,a
Lei n° 5692, Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional, foi promulgada.
A referida lei deixava claro que a disciplina desenho geometrico deixava de ser
um componente curricular obrigatdria, passando esta a ser uma disciplina do
nucleo optativo, que integraria a parte diversificada do curriculo, onde a escola

teria total liberdade de escolher.

As construgoes geométricas executadas com instrumentos como régua
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e compasso também nao seriam mais obrigatérias em vestibulares de Arquite-
tura e Engenharia na década de 70. Sao essas decorréncias que acentuaram a

dispensa do Desenho Geométrico como matéria obrigatdria nas escolas (Zuin).

Algumas escolas mantiveram as construgoes geométricas nas aulas de
Educacao Artistica, confirmando a valorizagao dos tracados geométricos por

determinados grupos, os quais prestigiam e legitimam estes conhecimentos.

Este fato permanece até a década de 80, quando algumas editoras
langam colegdes de Desenho Geométrico, para serem utilizados de 5° a 8°
série do primeiro grau, o que nos aponta uma revalorizagao das construgoes
geométricas pelas escolas. Com isso podemos perceber que o ensino oferecido a
uma classe nao era o mesmo destinado a outra. Conhecimentos acerca do De-
senho Geométrico que estimulavam o raciocinio légico-dedutivo eram aplicados
somente as escolas de elite, enquanto as classes menos favorecidas estudavam
Educacao Artistica voltada para o trabalho manual onde nao ha um estimulo

ao raciocinio logico.

Hoje sabe-se que de acordo com os PCNs atuais para o Ensino Fun-
damental, hd uma busca no resgate do tramento das construgoes geométricas,
mas percebemos que falta um curriculo mais especifico e definido por parte
dos sistemas de ensino para o ensino das construgoes geométricas. A maioria
dos livros apresentam os conceitos de geometria construtiva de forma fragmen-
tada, ou como um apéndice ou curiosidade mostrando assim a nao valorizacao

real que se deve dar a tal assunto.

5.3 Importancia do Desenho Geométrico

Elon Lima, considera os desenhos das figuras geométricas parte importante
para a compreensao, a fixacao e a imaginacao criativa. Ele acha fundamental

que o estudante por si s6 desenhe a figura, procurando caminhos, imaginando
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construgoes, pesquisando interconexoes, forgando o raciocinio e exercitando a

mente.

Assim podemos definir que Desenho Geométrico é um conjunto de

técnicas e processos para construgoes de formas geométricas.

E muito facil observar as formas geométricas em tudo ao nosso redor,

presentes no cotidiano como, por exemplo, nas ruas, nas casas, na natureza...

A Geometria estuda as figuras relacionando-as com nimeros (abstra-
tos), que sao suas medidas. O desenho estuda as figuras (abstratas), relacio-

nando com suas representacoes (que sao concretas).

O desenho concretiza os conhecimentos teéricos da Geometria, conse-

guindo definir conceitos, demonstrar propriedades e resolver problemas.

A maneira mais didatica de estudar a Geometria seria junto com o
Desenho Geométrico, pois todos os ramos do conhecimento estao entrosados

entre si e separa-los como nos dias de hoje pode torna-los fragmentados.

De acordo com Zuin as principais vantagens ao aluno de se trabalhar

com Desenho Geométrico sao:

1. O Desenho possibilita concretizar os conhecimentos tedricos da Geome-

tria, demonstrando graficamente as propriedades das figuras geométricas.

2. Ao estudar Desenho, o aluno aprende a linguagem grafica, precisa e
concisa, a mais antiga das linguagens, como vimos na origem do Desenho
Geométrico. A criatividade técnico-cientifica, que é a capacidade de
pesquisar e encontrar solugoes consegue-se com uma teoria minima, curta

e inesquecivel do Desenho.

3. O Desenho Geométrico pode desenvolver capacidades importantes como:

organizacao, autodisciplina, iniciativa, serenidade e capricho.



4. Exercicios de Desenho apropriados estimulam a conexao de neuronios

cerebrais, desenvolvendo a visao espacial.

Assim percebemos como a disciplina Desenho Geométrico é importante
para a formacao intelectual dos nossos educandos, dai a importancia em res-

gatar tal componente curricular nos sistemas de ensino.

5.4 Resolucao de Problemas como Metodologia de En-
sino
De acordo com Polya, a metodologia da resolucao de problemas fundamenta-se

em um estudo chamado Heuristica, que nada mais é que o estudo dos métodos

e regras que conduz a descoberta e a investigacao.

Na proposta de Polya, o método de resolugao de problemas matematicos
deve a maneira na qual visualizamos a Matematica, como uma ciéncia indutiva
e experimental. Mas de acordo com o autor, a Matematica indutiva nao é
apresentada aos alunos como uma ciéncia que pode ser inventada. Levando isto
em consideracao, Polya defende que este é o problemas da falta de motivacao
e interesses dos alunos no aprendizado da Matematica, pois ela deve ter um

significado concreto.

Polya defende tambem que a resolucao é uma habilitacao pratica, na
qual adquirimos uma vez que exercitamos e imitamos. Assim Polya, divide a

resolucao de um problema matematico em quatro etapas:

1. Compreender o Problema

Esta fase baseia-se no principio de ler e interpretar o que seu leu. Para
Polya nao podemos responder a uma pergunta se nao a entendemos.

Compreender ou interpretar o enunciado do problema nada mais é que
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identificar o que se pretende descobrir, quais sao os dados relevantes do

problema e a condicaode existencia da solucao.

Muitas vezes nesta fase o aluno ja pode ter um direcionamento em relagao
a resposta que o mesmo precisa encontrar para satisfazer as condigoes

explicitas no problema.

Estabelecer um Plano

Uma vez que o aluno conseguiu compreender o que se esta querendo
descobrir no problema, e hora do mesmo transformar esta interpretagao

em linguagem Matematica.

Nesta fase ele ird transpor suas interpretagoes de modo que aparecam

operagcoes, equacoes ol exXpressoes.

Para atingir esta transposicao, Polya sugere que devemos uma vez ja
considerado o que se pretende descobrir, pensar num problema conhecido
que tenha a mesma incognita e o mesmo questionamento. Lembrando

que para Polya resolver problema é exercitar e imitar.

Execucao do Plano

Para Polya, executar o plano é resolver as equagoes ou operagoes obtidas
na fase anterior, estabelecendo um plano; nesta fase o aluno usa suas
técnicas matemadticas em operacgoes e equacoes a fim de solucionar o

problema.

Uma vez que o mesmo nao conhece o conteido matemético que ira ajuda-
lo a solucionar o problema, a situacao de aprendizagem nao se da, pois

houve falhas quando o contetido especifico foi trabalhado.

Para executar o plano, o aluno deve lembrar de todos os dados levantados
na interpretacao do problema, pois estes sem duvida irao contribuir para

que ele execute de forma correta a técnica de resolucao.
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4. Retrospecto.

Segundo Polya, a partir do momento que um aluno chega ao resultado
final da resolucao, ele passa para o préximo e esquece aquele que acabou

de trabalhar.

Uma vez que o aluno chegou a resposta do problema, ele precisa verificar
se a resposta encontrada satisfaz o problema, uma vez que ele ja havia
tido uma suposta resposta no inicio do problema quando o estava inter-
pretando. Além disto, quando o aluno comeca a verificar o que ele reali-
zou para dar sua resposta final, ele tem a condicao de aprender realmente
sobre a resolucao daquele problema, pois ele refaz as interpretacoes, ve-
rifica se nao ha erro na transposicao para a linguagem Matematica e

caminha sobre a técnica utilizada para resolver a equacao obtida.

Feito isto o aluno percebe que aprendeu a resolver aquele tipo de pro-
blema e quando se deparar com outro problema podera usar esta vivéncia
em prol de uma melhor interpretacao da nova situcao problema que se
encontra. Resolver problemas, segundo Polya, é exercitar e imitar o que

ja foi realizado em experiéncias anteriores, adaptando-as.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

A proposta de resgate do ensino das construgoes geométricas apresentadas no
trabalho tem por objetivo tinico promover uma melhoria no processo ensino
aprendizado da geometria nas escolas de educagao béasica, através da metodo-

logia de resolucao de problemas.

Afinal acredita-se que a disciplina Desenho Geométrico seja de funda-
mental importancia para o desenvolvimento de varias habilidades, tais como
coordenacao motora, organizacao de ideias, investigacao de possiveis solugoes

de problemas, planejamento de estratégias de resolugao, dentre outras.

Para atingir tal fim, devem-se propor mudancas na realidade de en-
sino, implantando projetos que desenvolvam melhorias, material didatico mais
adequado e que valorize a construcao geométrica, uma melhor capacitagao do

professor para que possa incentivar seus alunos a aprenderem a disciplina.

Portanto espera se que este trabalho seja um pequeno passo na busca de
propostas eficazes para o resgate e a melhoria do ensino de Desenho Geométrico,
na qual tem por objetivo capacitar e desenvolver em nossos alunos o estimulo
ao raciocinio logico dedutivo para que promovam, além da construcao de um
conhecimento mais fundamentado e significativo da Geometria, também a ca-
pacidade de pensar em situagoes cotidianas complexas de maneira mais estru-

turadas e embasadas por conhecimentos.
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