UNIVERSIDADE FEDERAL DE RORAIMA
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUAGCAO
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL - PROFMAT

ALTINO DA SILVA NETO

CONVITE AS EQUACOES DIOFANTINAS: uma abordagem para a educacgédo
basica

Boa Vista - RR
2016



ALTINO DA SILVA NETO

CONVITE AS EQUACOES DIOFANTINAS: uma abordagem para a educacio
basica

Dissertacao de mestrado apresentada ao
Programa de Pés-graduacao em Matema-
tica PROFMAT da Sociedade Brasileira de
Matematica - SBM e Universidade Federal
de Roraima - UFRR, como parte dos requi-
sitos para a obtencéo do titulo de MESTRE
em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Alberto Martin Martinez
Castaneda

Boa Vista - RR
2016



Dados Internacionais de Catalogacdo na publicacio (CIP)

Biblioteca Central da Universidade Federal de Roraima

S586¢

Silva Neto, Altino da.

Convite as equagodes diofantinas: uma abordagem para a educagio
basica / Altino da Silva Neto. — Boa Vista, 2016.

152 f. :il.

Orientador: Prof. Dr. Alberto Martin Martinez Castafieda.

Dissertacdo (mestrado) — Universidade Federal de Roraima,
Programa de Po6s-Graduagdo Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional.

1 — Teoria dos numeros. 2 — Equag¢des diofantinas. 3 — Equagoes
diofantinas lineares. 4 — Equacdes diofantinas ndo lineares. I — Titulo.

II — Castafieda, Alberto Martin Martinez (orientador).

CDU -511.5




ALTINO DA SILVA NETO

CONVITE AS EQUACOES DIOFANTINAS: uma
abordagem para a educacao basica

Dissertacdo de mestrado apresentada ao
Programa de Pds-graduagdo em Matema-
tica PROFMAT da Sociedade Brasileira de
Matematica - SBM e Universidade Federal
de Roraima - UFRR, como parte dos requi-
sitos para a obtengéo do titulo de MESTRE
em Matematica.

N =

Trabalho aprovado. Boa Vista - RR, 24 de agosto de 2016.

Prof. Dr. Alberto Martln Miﬁfnez Castaineda
Orientador/UFRR

B 7{;@:‘;/ S

Prof. Dr. Tomas Daniel Menéndez Rodriguez
UNIR

/ /”// Prof. Dr. Joselito de Oliveira
UFRR

Boa Vista - RR
2016



Dedico este trabalho ao meu pai, o senhor
Edivalne Alves da Silva (Capixaba), que
acreditou em mim até mesmo naqueles
momentos que nem eu mesmo acreditava.
Obrigado pai. Sinto saudades dos seus
abracos...



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus, por me carregar em Seus bragos, principal-
mente naqueles momentos de maior dificuldade.

A todos os professores do Profmat, pela paciéncia e empenho em dar o melhor
de si para que pudéssemos al¢ar voos cada vez mais altos. Foram muitos sabados de
dedicacéo.

Ao Prof. Dr. Alberto Martin Martinez Castafieda, que me recebeu de bracos
abertos. Lembro-me do dia que questionei se ele poderia ser 0 meu orientador. Naquela
ocasido, apds ter recebido um nao, ele me recebeu com a seguinte frase: "Sera uma
honra ser o seu orientador". Senti-me 0 maximo. Sem a sua dedicacgao e incontesta-
vel/unanime competéncia, nao teria saido nem da pagina um. Obrigado, professor.

A minha bela flor, a linda Vania Celeste Gongalves de Castro, companheira de
todas as horas, a minha amada-amante, aquela que é a responsavel pelas minhas
maiores conquistas. Inclusive esta. Obrigado, minha bela flor.

Aos meus filhos, razdo do meu viver, os meus maiores tesouros, Tales Pitico,
Tiago Gostoso, Gabriel Gatinho, Alice Tchu-tchu-tchu e Dimitrio Hulk. N&o poderia
deixar de lado o principe da casa, o Ruffus Pico-pico.

Aos amigos de jornada, de altos e baixos, tropecos e vitérias. Em especial ao
Gilson Nunes, com quem tive um contato maior. Juntos, resolvemos muitos proble-
mas interessantes. Exemplo de persiténcia. Grande amigo. E uma pena que tenha
subido aos céus antes de concluir a dissertacdo. Deus tinha propédsitos muito maiores.
Colocarei o seu nome na minha/nossa dissertagdo. Valeu, amigao.



RESUMO

Nesta dissertacao, apresentamos os resultados de uma ampla pesquisa bibliografica
sobre as equagdes diofantinas e seus métodos de solucdo mais utilizados. A mais
simples desta classe de equacgdes € a da forma ax + by = ¢, com a,b € ¢ nUmeros
inteiros e ab # 0, chamada equacao diofantina linear nas duas incognitas = e y. No
trabalho, expomos diversos métodos de resolucao destas equagdes, em duas e trés
incégnitas. Para tanto, utilizamos conceitos de divisibilidade, divisdo euclidiana, maximo
divisor comum, numeros primos, dentre outros, que formam parte do curriculo do En-
sino Fundamental. No Brasil, as equacdes diofantinas ndo sdo comumente exploradas
na Educacao Basica, embora sejam perfeitamente compreensiveis nesse nivel, como
se mostra no texto do professor A. Guelfond, consultado na redacao do trabalho. Na
dissertacéao, incluimos, também, um capitulo sobre as contribuicdes de Diofanto para
a Aritmética, que pode ser uma fonte de motivacao para o estudo das equacgdes dio-
fantinas; e outro capitulo, ampliando as perspectivas sobre equagdes diofantinas nao
lineares. Esperamos que o trabalho seja uma fonte bibliogréafica facilmente acessivel
aos professores da Educacao Basica, e estimule seu interesse e criatividade para a
introducao elementar desses conteudos na pratica docente e na preparagao dos alunos
para as Olimpiadas de Matematica.

Palavras-chave: Teoria dos numeros. Equagdes diofantinas. Equacdes diofantinas
lineares. Equacodes diofantinas nao lineares.



ABSTRACT

In this dissertation, the results of a wide bibliographic research about Diophantine equa-
tions and their most used solution methods are exposed. The simplest equation of these
class is the one in the form az + by = ¢, with a, b and ¢ integers numbers and ab # 0,
called Diophantine linear equation in the unknowns = and y. Divers solutions methods for
these equations, in two or three unknowns are discussed. Therefore, concepts like divisi-
bility, Euclidean division, grated common divisor, prime numbers, among others, that are
included in the Elementary School’s curriculum. In Brazil, Diophantine equations are not
commonly exploited in Basic Education, even though they are perfectly understandable
at this educational level, like Professor A. Guelfond shows in his book consulted in the
redaction of the dissertation. There are also a chapter about Diophantus’s contributions
to Arithmetic, which can be a source of motivation to study the Diophantine equations;
and another chapter, extending perspectives, about nonlinear Diophantine equations.
We hope that the dissertation becomes a suitable easy accessible bibliographic font for
Basic Education teachers and stimulates their interest and creativity for an elemental
introducing of these contents in their teaching and in the student’s training for Math
Olympiads.

Key-words: Number theory. Diophantine equations. Linear diophantine equations. Non-
linear diophantine equations.
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INTRODUCAO

Conta a histéria que existia uma princesa que tinha muitos pretendentes. Cada
um deles |he enviava uma infinidade de coisas para poder chamar sua atencao.
Levaram-lhe coisas de grande valor, tanto material quanto sentimental; porém, ne-
nhum ganhou sua atencdo. Até que chegou um dos aspirantes que tinha passado dias
observando tudo que os demais haviam levado sem obter resposta da princesa, e antes
de mostrar o que havia levado, colocou-lhe um par de éculos, deixando-a assombrada.
E com essa ideia extremamente simples, conquistou o coragao da princesa.

O que este ultimo pretendente fez foi mudar a visao que todos tinham do pro-
blema. E certamente encontrou a solugéao.

Os problemas, em muitas ocasides, tornam-se complicados porque s6 vemos
uma unica forma de resolvé-los. Por isso, € muito importante mudar o ponto de vista
para resolvé-los, e assim, ter a possibilidade de encontrar novas e melhores solucdes
(VERA, 2014).

“Ao procurarmos a solucéo, podemos variar continuamente o0 nosso ponto de
vista, a nossa maneira de encarar o problema. Temos de mudar de posi¢cao de quando
em quando” (POLYA, 1995, p. 3) .

Dados os inteiros a, b e ¢, com ab # 0, chamamos de equacao diofantina linear
nas incégnitas x € y uma equacgao da forma ax + by = c¢. Soluggo inteira ou apenas
solugdo é todo par de inteiros (zy, yo) tais que axy + byy = c.

Na Teoria dos Numeros, encontramos o importante teorema que diz que a equa-
¢ao diofantina linear ax + by = ¢ admite infinitas solugdes dadas por = = x¢ + (b/d)t
y = yo — (a/d)t, desde que d divida ¢, onde d € maximo divisor comumde a e b e (xo, o)
€ uma solugao particular, com ¢t € Z. Uma das nossas maiores inquietagdes foi saber
se existem outras formas de resolver uma equacao diofantina da forma ax + by = ¢,
além daquela descrita no teorema citado anteriormente. Para nossa grata surpresa, em
nossas pesquisas encontramos outros meétodos de resolugéo, tanto em casos gerais
quanto em casos especificos que, em certas circunstancias, ajudar-nos-ao a otimizar
nosso tempo na resolucéo de problemas.

Devido a pouca, ou nenhuma abordagem do tema “equacdes diofantinas nao
lineares" nos livros de graduacgao e da Educacao Bésica, sentimo-nos motivados em
pesquisar esse assunto. Nesta linha, iremos discorrer, dentre outros, sobre as triplas
pitagdricas, ideias geométricas e as equagdes de Pell.

Feitas essas consideragdes iniciais, frisamos que temos como objetivo geral
estudar as equacoes diofantinas lineares (principalmente as de duas e trés incognitas)
e as equacdes diofantinas nao lineares, com enfoque nas de grau 2. Temos como
objetivos especificos:



13

a) Estudar a histéria de Diofanto;

b) Revisar tépicos da Teoria dos Numeros que estejam relacionados com as equa-
cdes diofantinas, visando subsidiar nossos estudos;

c) Estudar formas alternativas de resolver a equacao diofantina linear ax + by = ¢
nas incognitas = e y, onde «, b e ¢ s&o inteiros dados, sendo ab # 0;

d) Estudar algumas equacgdes diofantinas ndo lineares, mormente as de grau 2,
apresentando diversos resultados classicos.

Como forma de melhor organizar as ideias, dividimos o nosso trabalho em
quatro capitulos, a saber:

1) Historia de Diofanto;

2) Fundamentos;

3) Equacdes Diofantinas Lineares e

4) Equacgdes Diofantinas nao Lineares.

No capitulo 1 (Histéria de Diofanto) discutiremos sobre a vida de Diofanto, suas
contribuicoes, seus métodos, problemas e equacdes diofantinas. Esse capitulo € desti-
nado a professores e alunos da Educacao Basica que estejam interessados na vida e
nas obras de Diofanto de Alexandria, de uma forma mais panoramica, que podera ser
utilizado como motivacéao ao estudo das equacdes diofantinas.

No capitulo 2 (Fundamentos) estudaremos alguns topicos da Teoria dos NU-
meros relacionados com nossos estudos sobre as Equagdes Diofantinas. Dentre eles,
destacamos: Os Principios da Boa Ordenacao e da Indugao Matematica, a Divisao Eucli-
diana, o Algoritmo de Euclides, o Teorema Fundamental da Aritmética, as Congruéncias
e as Classes Residuais, dentre outros. Esse capitulo é destinado a professores da
Educacao Basica que estejam interessados em rever alguns tépicos de Teoria dos
Numeros e, também, a alunos do Ensino Fundamental e Ensino Médio, auxiliados
pelos professores. Principalmente aqueles alunos que estdo em treinamento para as
Olimpiadas de Matemaética.

No capitulo 3 (Equagdes Diofantinas Lineares) estudaremos o classico teorema
gue versa sobre a resolucdo de equacgdes diofantinas lineares nas incégnitas x e y, além
dos métodos de Euler e dos “multiplos". Usando congruéncias e nocoes de classes re-
siduais, resolveremos algumas equacdes diofantinas lineares. Também veremos alguns
casos praticos, a saber: Critério do Algarismo Final, Critério da Multiplicidade e Critério
do Agrupamento que, em certas condicdes especificas, podem reduzir 0s passos na
resolucao de problemas. Destacamos que grande parte dos métodos utilizados para
resolver equagdes diofantinas lineares nas incognitas = e y também foram utilizados
na resolucao de equacdes diofantinas do tipo ax + by + cz = ¢, nas incognitas z,y € z.
Esse capitulo é, a priori, destinado a alunos do Ensino Fundamental, auxiliados pelos
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professores. O estudo desse capitulo ira auxiliar na resolu¢ao de diversos problemas
interessantes, além de ajudar o desenvolvimento do raciocinio l6gico dos alunos por
meio da unido da resolucéo de célculos com a interpretacdo de problemas. Para um
bom entendimento deste capitulo, outros conceitos devem ser trabalhados como pré-
requisitos, como, por exemplo, a divisdo euclidiana, o algoritmo de Euclides e 0 maximo
divisor comum (mdc) entre dois ou mais numeros inteiros, que sdo vistos no ensino
fundamental.

No capitulo 4 (Equagdes Diofantinas ndao Lineares) abordaremos as triplas
pitagoricas, os triangulos pitagdricos e 0 método geométrico, o descenso infinito de
Fermat (ou descida de Fermat) e as equacdes de Pell. Também veremos os métodos da
fatoracao e o método aritmético modular. Utilizaremos, ainda, inequagdes para resolver
equacodes diofantinas. Esse capitulo, 0 mais elegante, € destinado a alunos do Ensino
Médio, auxiliados pelos professores. Ele pode ser fortemente utilizado por estudantes
que estejam em treinamento para as Olimpiadas de Matematica.

Por fim, destacamos que aplicamos como metodologia de trabalho a pesquisa
bibliografica, onde consultamos, inicialmente, a bibliografia listada neste trabalho, semi-
narios e entrevistas com o orientador. O resultado deste estudo foi escrito na forma de
dissertacao, utilizando o editor de texto texmaker do pacote Latex, e apresentado a
uma banca avaliadora. O trabalho seré publicado, apds a aprovagéo da banca, no sitio
do Departamento de Matematica desta Universidade. Os arquivos finais da dissertacao
serao enviados para publicagao eletrénica no Sistema de Controle Académico (SAC)
do PROFMAT. Pretende-se, ainda, produzir um artigo e submeté-lo a revista eletrénica
do Centro de Ciéncias e Tecnologia (CCT) da UFRR. Realizamos, ainda, inUmeras
pesquisas na rede mundial de computadores, mais particularmente no Banco Indutor
de Trabalhos'.

1 Acesse <http://bit.profmat-sbm.org.br/xmlui/>
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1 HISTORIA DE DIOFANTO

Neste capitulo, discutiremos sobre a vida de Diofanto, suas contribuigdes, seus
métodos, problemas e equacdes diofantinas.

1.1 Diofanto de Alexandria

Diofanto de Alexandria, que viveu por volta do século lll, foi um grande expoente
da matematica grega. Segundo Garbi (2009a), por volta de 250 d.C. um grande talento
matematico floresceu na Grécia, sendo conhecido por Diofanto de Alexandria. Sua
grande contribuigdo ocorreu nos campos da Algebra e da Teoria dos Nimeros. Contudo,
pouco se sabe com exatidao sobre Diofanto, visto ndo ser exato o periodo em que
viveu; mas, sabe-se que escreveu trés tratados: Arithmética, em 13 livros, dos quais
remanesceram 6, sobre Numeros Poligonais, do qual restaram fragmentos e Porismas,
que foi perdido.

Faz observar Garbi (2009a) que o tratado Arithmética de Diofanto € uma obra
de suma importancia para o tratamento do tema conhecido, hoje, como Teoria dos
Numeros, e deixa claro que seu autor era um génio do mais alto quilate. Informa, ainda,
que Euclides e outros ja tinham realizado varias descobertas importantes nessa area;
porém, Diofanto produziu avancgos significativos ao exibir em seu livro varios exemplos
das melhores qualidades de um teérico dos niumeros.

Segundo Eves (2004), a obra Arithmética contou com inumeros comentadores,
mas foi Regiomontanus, em 1463, o primeiro estudioso a apresentar uma traducao
do original grego descoberto em Padua. Uma traducao de 1575 por Xilander recebeu
diversos comentarios elogiosos, sendo usada pelo francés Bachet de Méziriac que, em
1621, publicou a primeira edi¢cdo do texto em grego, seguida de uma traducéao latina
acompanhada de notas. Em 1670, surge uma segunda edicéo, que € historicamente
importante devido ao fato de conter notas marginais de Fermat que tanto incentivaram
as pesquisas em Teorias dos Numeros.

Para Bashmakova (2015), a Arithmética €, sem duvida, o resultado de nume-
rosas investigagdes de Diofanto, devido a riqueza e singularidade de seus métodos e
resultados. A Arithmeética de Diofanto é um livro de problemas (189 no total), onde cada
um deles vem acompanhado de sua solugao (as vezes com mais de uma variante) e
explicagcbes necessarias. Por esse motivo, a primeira vista, parece nao se tratar de
uma obra tedrica. Mas, se analisado atentamente, ver-se-a que os problemas foram
escolhidos cuidadosamente, e servem de ilustragdo a métodos rigorosamente elabora-
dos. Como era de costume na Antiguidade, os métodos nao eram formulados de forma
geral, mas se repetiam na solugéo dos problemas de um mesmo tipo.



16

De acordo com Eves (2004), a obra Arithmética € uma abordagem analitica da
teoria algébrica dos numeros, que coloca Diofanto como um expoente no seu campo
de atuacéo. A parte restante do trabalho é dirigida para a resolucao de 130 problemas,
numa variedade digna de consideragao, que conduzem a equacgdes do primeiro e do
segundo graus. Somente uma cubica muito particular é solucionada. O primeiro livro
dedica-se a equacgbes determinadas em uma incdgnita e os demais se ocupam de
equacbes indeterminadas de segundo grau, e, em alguns casos, de grau maior, em
duas ou trés incognitas. E patente a auséncia de métodos gerais e a aplicacéo repetida
de simulacgao inventiva para as necessidades de cada problema. Diofanto sé aceitava
solugdes entre os numeros racionais positivos e, em muitos casos, bastava-lhe apenas
uma resposta do problema.

Faz observar Garbi (2009a) que, na Arithmética, Diofanto resolve 130 problemas
de naturezas variadas, com o uso de equacdes do primeiro, segundo e até terceiro
graus. Algumas das equacdes sao do tipo indeterminado, com duas ou mais incognitas
que devem, além de atender a relagéo expressa pela equacgao, pertencer ao conjunto
dos inteiros. Como, por exemplo, a equacao 2x + 3y = 13 € satisfeita pelo par inteiro x
= 2,y = 3; porém, existiriam outros pares inteiros capazes de satisfazé-la? A resposta
é sim, e esse foi um dos temas investigados e analisados por Diofanto, razdo pela qual,
aqueles e outros tipos de equacdes indeterminadas sdo hoje chamadas de Equagdes
Diofantinas.

Ainda, segundo Eves (2004), existem enunciados de teoremas que adentram a
Aritmética. Assim € que se encontram, sem prova, mas com uma referéncia a Porismas,
que a diferenca entre dois cubos racionais representa também a soma de dois cubos
racionais. Essa é uma questdo que posteriormente iria chamar a atencao de Viete,
Bachet e Fermat. Existem muitas propostas em relacao a representagdao de nimeros
como soma de dois, trés ou quatro quadrados. Alias, esse € um campo de investigacao
que iria ser completado por Fermat, Euler e Lagrange.

1.2 Contribui¢des de Diofanto

[...] Na época de Diofanto, o conceito de Algebra ndo havia ainda sido explicitado.
Assim, as questdes aritméticas, ou as que hoje sao chamadas de algébricas, eram
trabalhadas através de raciocinios manifestos apenas por meio de palavras e nao de
simbolos. O exemplo, na sequéncia, ilustra melhor o que foi dito. Haja vista o classico
problema: “Em um terreno ha cabras e galinhas, perfazendo um total de 32 cabecas e
88 pés. Quantos animais de cada tipo ha em tal area?” Na atualidade, chamar-se-iam
de x ey, respectivamente, os numeros de cabras e galinhas; adotar-se-ia um sistema de
duas equacdes do primeiro grau com duas incognitas e encontrar-se-iam as respostas.
Como o sistema de simbolos ndo estava ainda disponivel, o problema era solucionado
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do seguinte modo: “Se todos os animais no terreno fossem galinhas, existiria um total
de 2 vezes 32 pernas, isto é, 64 pernas. Como o total de pernas € 88, a diferenca 88
menos 64, isto é, 24 pernas, devem vir das cabras. Como cada cabra participa com
duas pernas para tal diferenca, ha 24 dividido por 2, isto é, 12 cabras no terreno. Como
existem 32 animais, o numero de galinhas é 32 menos 12, isto é, 20”. Como se observa,
o problema foi solucionado sem o uso de simbolos, de uma forma que, na atualidade,
tem-se por habito chamar de “Algebra Retdrica” (GARBI, 2009b).

Segundo Roque (2012), a contribuicdo mais conhecida de Diofanto € a introdu-
¢éo de uma forma de representar o valor desconhecido em um problema, nomeando-o
de arithmos, de onde vem o nome aritmética. O livro Arithmética apresenta uma colecao
de problemas que integrava a tradicao matematica da época. No livro |, ele inseriu
simbolos, aos quais chama “designacdes abreviadas”, para designar os diversos tipos
de quantidade que aparecem nos problemas. O método de abreviagao representava a
palavra usada para designar essas quantidades por sua primeira ou ultima letra, de
acordo com o alfabeto grego:

¢ (Ultima letra da palavra arithmos, a quantidade desconhecida)

AY (primeira letra de dynamis, o quadrado da quantidade desconhecida)

KY (primeira letra de kybos, o cubo)

AY A (o quadrado-quadrado) [quarta poténcia]

AKY (o quadrado-cubo) [quinta poténcia]

KY K (o cubo-cubo) [sexta poténcia]

Para Garbi (2009b), Diofanto inseriu varios simbolos no estudo do que hoje se
conhece como Algebra: a incégnita era designada pela letra sigma mintscula () tltima
da palavra apt@pos equivalente a aritmos (nimero, em Grego); seu quadrado por AY,
abreviagdo de Avraues equivalente a dynamis (poténcia); seu cubo de K'Y abreviagéo
de KvpBos que equivale a kybos (cubo); sua quarta poténcia por AY A abreviagédo de
dynamodynamis (poténciapoténcia); etc.; a igualdade por vo, abreviacado de toos (isos
—igual) e a subtracéo por \. Nao havia um simbolo para a soma, que era expressa
pela simples justaposicdo das parcelas, e os termos independentes da incégnita eram
expressas pelo simbolo 1° monadei (unidade).

Faz observar Roque (2012) que o fato de existirem simbolos para as poténcias
superiores ao cubo ja denota a separacao entre a aritmética de Diofanto e a geometria,
pois, na geometria da época, uma poténcia maior que trés para um nimero nao tinha
relacdo com nenhuma grandeza. A guisa de exemplo de como esses simbolos eram
utilizados, descreve-se na sequéncia a solugéo do problema 27 do livro 1: “Encontrar
dois numeros cuja a soma e produto sejam numeros dados”.

Vale ressaltar que Diofanto considera que a soma é 20 e o produto é 96. Este
tipo de procedimento foi comum até que o simbolismo algébrico tivesse sido desenvol-
vido: alcancgar resultados gerais com um caso especifico, bastante representativo da
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situagao geral.

Suponha-se que a diferenca entre dois numeros seja arithmoi. Comeca-se
por dividir a soma desses numeros (que € 20) em dois (obtendo 10). Em seguida,
considera-se um arithmos somado e subtraido, na devida ordem, a cada uma das
metades. Como a metade da soma € 10, tomando a metade subtraida de 1 arithmos
mais a metade acrescentada de 1 arithmos obtém-se 20, que € a soma desejada.
Para que o produto seja 96, multiplicam-se essas mesmas quantidades, atingindo 100
subtraido do quadrado do arithmos (um dynamis). Chega-se, assim, a conclusédo de
que o dynamis deve ser 4; portanto, o valor do arithmos € 2. Os valores procurados
serao, por conseguinte, 10 mais 2 e 10 menos 2, ou seja, 12 e 8.

Explicagéo do procedimento utilizando tanto as abreviagdes de Diofanto quanto
os simbolos atuais para as operagdes: deseja-se encontrar dois numeros com soma 20
e produto 96. Se estes numeros fossem iguais, cada um deles seria 10. Admitindo-se
que a diferenca entre eles seja 2¢, ou seja, 0s dois numeros procurados sao obtidos
retirando ¢ de um destes 10 e somando ¢ ao outro. Como a soma néo se altera depois
dessas operagoes, tem-se 10 — ¢ + 10 + ¢ = 20. Porém, sabe-se também que o produto
destes nimeros é 96; portanto, pode-se escrever (10 — ¢)(10 + ¢) = 96. Conclui-se dai
que o valor de ¢ deve ser 2. Assim, os numeros procurados sao, respectivamente, 8 e
12.

Observem que uma primeira novidade € o fato de nao se utilizar de nenhuma
construcdo geométrica para a resolucao do problema. Uma segunda novidade é que,
na solugéo desse problema, atua-se com quantidades desconhecidas do mesmo modo
que se opera com as conhecidas. Isto €, quantidades conhecidas e desconhecidas tém
0 mesmo estatuto. Portanto, supde-se, de algum modo, que todas sejam conhecidas.
Somente desse modo sera possivel inserir um simbolo para uma quantidade desco-
nhecida. Essa é uma das caracteristicas do pensamento algébrico (ROQUE, 2012).

Roque (2012) acreditava que para Diofanto o arithmos representa uma “quanti-
dade indeterminada de unidades”, distinto dos nimeros, que sdo compostos de certa
quantidade bem definidas de unidades. Contudo, ambos sdo submetidos a0 mesmo
tipo de tratamento. De igual modo, segundo Eecke (1926 apud ROQUE, 2012), as
partes dos niumeros sdo nomeadas de maneira adequada a estes numeros. Como o
terco equivale a trés, o quarto equivale a quatro, denominar-se-a também as partes
dos numeros fixados acima, os arithmes, de maneira correspondente a estes numeros.
Por exemplo, para o arithme, dir-se-& o inverso do arithme; para sua poténcia, dir-se-a
o inverso do quadrado.

A natureza dos novos objetos, e as operacdes que se podem fazer com eles, esta
apoiada sobre a estrutura dos niumeros determinados, que representam os nimeros
com exatiddo. Com o intuito de resolver problemas, os varios tipos de niumeros podem
ser reunidos em grupos de mesma espécie, que equivalem aos nossos monémios ou
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em expressdes resultantes das operacdes entre espécies (ROQUE, 2012).

As solugdes sdo apresentadas de modo discursivo, conforme o exemplo dado
anteriormente. Porém, essa descricdo € resumida pela utilizacdo de simbolos (para
nameros, fragdes, poténcias de numeros, incégnitas e monémios) que formam um
principio de linguagem algébrica. Essa forma de representacdo, que ndo é ainda total-
mente simbdlica, é conhecida como “algebra sincopada”. Os simbolos sdo empregados
para resumir o texto que descreve a solugao de um problema (ROQUE, 2012).

Vale ressaltar que os coeficientes numéricos da incdgnita e de suas poténcias
eram escritos depois delas. Por exemplo, 52 seria 25. Como o sistema indo-arabico
de numeragao nao havia sido criado, Diofanto grafava os numeros através de letras
do alfabeto grego, o conhecido Sistema Jénico de Numeracao. Sendo o inicio da sim-
bolizagao da Algebra, porém, como ainda eram empregadas abreviacdes de palavras
juntamente com alguns simbolos, o sistema desenvolvido por Diofanto foi chamado de
“Algebra Sincopada” (GARBI, 2009b).

A principal diferenca entre a sincopacgéo de Diofanto e a notagédo algébrica mo-
derna esta na auséncia de simbolos que especifiquem as operagdes e relacdes, bem
como a notacéo exponencial. Nos problemas diofantinos, observou-se a utilizagao de
generalizagdes de métodos, ainda que nem sempre se procurassem todas as solucoes
possiveis. Nas situa¢des-problema, Diofanto adotava diversos nimeros desconhecidos
e, quando possivel, em termos de um apenas (LIMA, 2011).

Faz observar Roque (2012) que diversos historiadores, como Heath, por exem-
plo, criam que € possivel descobrir, em meio a variedade de exemplos, varios métodos
comuns que podem servir a um enunciado geral. Em muitos casos, encontrar-se-iam
mesmo regras gerais, como para a solucao de equacoes determinadas, as chamadas
“puras”, que dispdem apenas de uma poténcia de quantidade ignorada de um grau
qualquer.

Para Garbi (2009b), dentre as muitas contribuicées de Diofanto a Matematica,
duas delas merecem um comentario especial. Comece-se por algo que é sabido de
todos, mas que poucos conseguem justificar: as regras dos sinais na multiplicagao
de numeros relativos. Nos primeiros contatos com a Aritmética, aprende-se que, na
multiplicag&o, os sinais comportam-se da seguinte maneira:

+ X+ =+
+ X — ==
— X 4+ =—
— X — =+

Segundo Garbi (2009b), Diofanto, talvez, tenha sido o primeiro matematico a
expor estes fatos de maneira clara, mostrando sua validade com base na chamada pro-
priedade distributiva do produto no tocante a soma e & subtracéo. E essa propriedade,
por exemplo, que justifica escrever-se:
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a(b + c)=ab + ac

Ou

a(b—c)=ab-ac

Ou

a—Db(c+d)=a-bc-Dbd

De onde decorrem as generalizagbes:

+ X+ =+

+ X =—=—

— X + — —

No entanto, as coisas exigem um pouco mais de raciocinio quando se trata de
mostrar que a multiplicacao de dois numeros negativos d4 um numero positivo. Existem,
pelo menos, duas formas de se chegar a esta conclusdo. Comeca-se por uma bastante
intuitiva. Suponha a operacéo:

a—b=c

O que ocorre com o resultado desta subtragéao se for aumentado o subtraendo b
de um valor, isto &, igual a d; ou seja, qual sera o valor de a — (b + d)? E evidente que,
se 0 subtraendo for aumentado de d, o resultado sera c diminuido de d. Pelo mesmo
raciocinio, se o subtraendo for diminuido de d, o resultado sera aumentado de d, o que
permite escrever:

Sea-b=c

Entdoa-(b-d)=c+d

Oua-b-(-d)=c+d

Como a—b =c, tem-se

c—(-d)=c+d
e, subtraindo ¢ dos dois lados, tem-se
—(—d) =+d

E estda demonstrado que (-) x (-) = +.
A prova de Diofanto, entretanto, foi geométrica. Considere-se a figura sequencial,
em que 0s numeros a, b, ¢ e d sao representados por segmentos de reta.
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b a—>b ‘
|
b(c—d) (@a—0b)(c—d) o
bd d(a —b) d
-

Figura 1 — Representacdo dos numeros a, b, ¢ e d por segmentos de reta.
Fonte: Garbi (2009b), com adaptacées.

Na figura 1, tem-se:

(a—b)(c—d)+b(c—d)+bd+d@a-b)=ac

(A area do retangulo maior € igual a soma das areas dos quatro retangulos nele
contidos).

O desenvolvimento dessa expressao, aceitando-se a validade da propriedade
distributiva do produto no tocante a soma e a subtracao, é:

(a—b)(c—d)+bc—bd +bd +ad—-bd =acou

(@a—b)(c—d)+bc+ad—-bd=ac

Subtraindo bc e ad e adicionando bd a ambos os membros da igualdade (nogao
comum de Euclides), obtém-se:

(a—b)(c—d)=ac—ad—bc + bd

Isto demonstra que, no desenvolvimento de (a — b)(c — d), o produto (—b)(—d) é
igual a +bd; de novo, a lei menos vezes menos da mais. Vale ressaltar que diversos
livros de Matematica registram que as regras dos sinais sdo convencdes. Contudo,
esse registro € um tanto simplista, visto que nao se trata de convencgdes arbitrarias, mas
de algo que tem de ser realizado se se quiser que a propriedade distributiva do produto
equivalha generalizadamente no tocante a soma e a subtragédo (GARBI, 2009b).
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1.3 Sobre os Métodos de Diofanto

E sabido que Diofanto dominava o método geral para determinar os pontos
racionais de curvas de segundo grau. De acordo com Poincaré, este método pode ser
aplicado a todas as curvas de género 0 ' que tenham um ponto racional 2. Diofanto
também descobriu métodos gerais para localizar pontos racionais em curvas de terceiro
grau. Deve-se observar que estes métodos foram muito diferentes daqueles aplicados
para as curvas de segundo grau. O trabalho de Poincaré mostra que esses métodos de
Diofanto podem ser utilizados para encontrar os pontos racionais de quaisquer curvas
de género 1. Atualmente, estes sdo os Unicos métodos conhecidos para encontrar
pontos racionais de curvas algébricas (BASHMAKOVA, 2015).

Segundo Bashmakova (2015), a maioria de historiadores da ciéncia, ao contrario
dos matematicos, ndo deram o merecido valor ao trabalho de Diofanto. Muitos, inclusive,
consideraram que Diofanto se limitava na busca de uma unica solugao e utilizava para
isto procedimentos artificiais, diferentes para cada problema. Alids, essa foi a opinidao de
Hermann Hankel, que afirmou que era dificil para um matematico moderno solucionar o
problema 101 incluso depois de ter estudado 100 solugdes de Diofanto. Assim, Diofanto
mais segava que entusiasmava.

De acordo com Bashmakova (2015), € possivel que as palavras de Hermann
Hankel tenham sido escritas antes da obra de Henri Poincaré, na qual se esclareceu
grande parte dos problemas relacionados as Equagdes Diofantinas. No entanto, escre-
vem Oskar Becker e Joseph E. Hofmann em seu livro Histéria da Matematica, publicado
em 1951, que Diofanto nao oferece nenhum método geral, visto que adotava para cada
problema um procedimento inesperado semelhante aos usados pelos matematicos
orientais.

Waerden (1954 apud BASHMAKOVA, 2015), faz comentarios semelhantes em
seu livro de algebra ao assinalar que, via de regra, Diofanto se contentava com uma
solucdo apenas sem esclarecer se essa € inteira ou fracionada. Assim, seu método
muda de um caso a outro. No tocante as equacdes indeterminadas de segundo grau,
Bartel Van der Waerden acrescenta que Diofanto consegue, de uma maneira surpreen-
dentemente enganosa, que essa equacdo quadratica ndo tenha um final com z?2 ou
constante; e consegue uma solugao racional para x. Contudo, isso diz respeito a um
método comum ou corrente.

Uma avaliacdo mais precisa dos resultados de Diofanto se encontra na obra de

' Este é um conceito encontrado no estudo da Geometria Diofantina (ramo da Matematica relacionado
com equagoes indeterminadas). Mas, em sintese, as retas e as curvas de segundo grau tém género
0 e as curvas de terceiro grau, satisfeitas certas condicbes, podem ser de género 0 ou 1. Fonte:
Bashmakova (2015).

2 Este é um outro conceito encontrado no estudo da Geometria Diofantina. O polinémio f(z,y) = 0
define no plano R? uma curva algébrica e as solugdes racionais de f(x,y) = 0 sdo denominadas
pontos racionais da curva. Fonte: Bashmakova (2015).
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H. G. Zeuthen, onde esta registrado que, em geral, Diofanto trata de encontrar apenas
um método e ndo um meétodo geral, que contenha todas as solucbes particulares.
Contudo, ndo se deve dar muita importancia a este fato, se se deseja compreender
0s resultados obtidos por Diofanto, uma vez que seus resultados particulares ocorrem
somente porque ele atribui imediatamente quantidades auxiliares especificas usadas
para resolver o problema (BASHMAKOVA, 2015).

Pode-se concluir que diversos génios da matematica, como Fermat, Viéte e ou-
tros, reconheceram e conhecem a importancia de Diofanto para o ensino da Matematica,
especialmente em se tratando da Algebra.

1.4 Problemas Diofantinos

Boyer (2010) afirma que Diofanto buscava resolver problemas envolvendo diver-
s0s numeros desconhecidos, exprimindo de forma engenhosa todas as quantidades
desconhecidas, quando possivel, em termos de uma apenas. Dois problemas da Arith-
mética serdo usados para ilustrar o método diofantino. Ao encontrar dois numeros, cuja
soma seja 20 e a soma dos quadrados 208, os numeros séo definidos por « e y, mas
como 10 + = e 10 — = (para efeito de notagao), entdo, (10 + x)? + (10 - z)? = 208; logo,
x = 2. Entdo, os numeros buscados sao 8 e 12. Diofanto discutiu também o problema
semelhante em que a adicdo dos dois numeros e a soma dos cubos sdo dadas como
sendo 10 e 370, na devida ordem.

Nesses problemas, Diofanto esta trabalhando com uma equacgéo determinada.
Contudo, ele utilizou particularmente 0 mesmo método na analise indeterminada. Um
problema solicita que se encontre dois nimeros tais que cada um adicionado com
0 quadrado do outro dé um quadrado perfeito. Esse é um exemplo caracteristico de
analise diofantina, onde somente niumeros racionais sdo aceitos como resposta. Ao
resolver o problema, Diofanto ndo denominou os numeros de x e y, mas de « € 2x + 1.
Neste caso, o segundo, quando adicionado ao quadrado do primeiro, dara um quadrado
perfeito independente do valor de = definido. Agora, impde-se que (2z + 1)? + =
represente um quadrado perfeito. Neste ponto, Diofanto ndo alude a existéncia da
infinidade de respostas. Ele se satisfaz em escolher um caso especifico de quadrado
perfeito; aqui, 0 nimero (2x — 2)2, tal que quando igualado a (2x + 1)? + x tenha
como resultado uma equacéo linear em x. Neste caso, o resultado € x = 3/13, de
maneira que o outro numero, 2x + 1, seja 19/13. Poder-se-ia, é claro, utilizar (2x — 3)2
ou (2z — 4)?, ou expressdes analogas, em vez de (2z — 2)?, e atingir a outros pares
de numeros, tendo a propriedade desejada. Neste ponto, vé-se um esquema préximo
de ser um “método” na obra de Diofanto: quando duas condi¢gdes devem ser cumpridas
por dois numeros, eles sdo definidos de maneira a atender a uma das duas condi¢des;
e, assim, ataca-se o problema de satisfazer a segunda. Isto €, em vez de trabalhar
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equacodes simultaneas sobre duas incognitas, Diofanto atua com condi¢des sucessivas,
de modo que surja um sé numero desconhecido no trabalho (BOYER, 2010).

Dentre os problemas indeterminados postos na obra Arithmética, existem alguns
relativos a equagoes, como z2 = 1 + 30y2 e 2 = 1 + 26y?2, que sdo exemplos da
denominada “equacéo de Pell” 2 = 1 + py?; de novo, considera-se, nesse caso, que
uma so solugéao é suficiente. De certo modo, € injustificado criticar Diofanto por se
contentar com uma Unica resposta, uma vez que ele estava resolvendo problemas, nao
equacoes. Em certo sentido, a Arithmética se configura um compéndio de problemas
de aplicacao de algebra, ndo um texto de algebra. Sendo assim, Diofanto se aproxima
dos algebristas babildnios; e sua obra é tida como “o mais belo florescimento da algebra
babilénica” (SWIFT, 1956 apud BOYER, 2010). De certa forma, tal caracterizacao é
injustificada, pois os numeros usados por Diofanto sdo inteiramente abstratos e ndo
dizem respeito a medidas de graos ou dimensdes de campos ou unidades monetarias,
como no caso da algebra egipcia e mesopotamica. Ademais, Diofanto se interessava
apenas por solucgdes racionais exatas; ja os babilénios possuiam gostos computacio-
nais e admitiam aproximagdes de solugdes irracionais das equagdes. Por esse motivo,
equacoes cubicas, com raridade, surgem na obra de Diofanto, ao passo que entre os
babilénios havia sido dada atencdo a redugéo de clbicas a forma padrdo n? + n? = a,
com o intuito de resolver, aproximadamente, utilizando interpolagdo em uma tabela de
valores de n3 + n? (BOYER, 2010).

Faz observar Boyer (2010) que n&o se pode estimar quantos problemas na
Arithmética eram originais, ou se Diofanto havia tomado emprestado de outras obras.
Em muitos dos problemas ou métodos € possivel seguir o caminho até as origens
babilénicas, posto que enigmas e exercicios sdo comuns reaparecerem geracao apos
geracdo. Nos dias atuais, a Arithmeética de Diofanto configura-se notavelmente original;
contudo, é possivel que essa impressao tenha como consequéncia a perda de colecoes
de problemas rivais. A visdao moderna da matematica grega é consequéncia de um
namero relativamente pequeno de obras preservadas, e as impressdes e conclusoes
obtidas deles sdo precarias.

Para Boyer (2010), indicagdes de que Diofanto tenha sido uma figura menos
isolada do que se imagina esta presente numa colecao de problemas possivelmente do
inicio do segundo século de nossa era (portanto, presumivelmente anterior a Arithmeé-
tica) em que surgem varios simbolos diofantinos. Contudo, Diofanto teve uma influéncia
bem maior sobre a teoria moderna dos nimeros do que qualquer outro algebrista grego
nao geométrico. De forma particular, Fermat descobriu seu célebre “grande” ou “tItimo”
teorema quando buscou generalizar um problema que tinha lido na Arithmética de
Diofanto (I1.8): dividir um determinado quadrado em dois quadrados.
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1.5 Equacdes Diofantinas

Uma equagao polinomial com qualquer nimero de incégnitas e coeficientes
inteiros para a qual se busca solugdes inteiras é conhecida como equacéao diofantina.
Esse tipo de equacgéo pode ter uma ou mais solugdes, mas pode, também, nao ter
solucao (OLIVEIRA, 2006).

Conforme Pommer e Pommer (2012), atualmente, na grande maioria dos livros-
textos, as solu¢des sdo buscadas unicamente na forma de numeros inteiros, em virtude
da possibilidade de se determinar uma solugao equivalente, uma vez que, se “[...] uma
dada equacéao tem solugdes racionais, uma equacao correspondente com solucdes
inteiras pode ser achada multiplicando a primeira equac¢ao por uma constante inteira”
(ZERHUSEN; RAKES; MEECE, 1999, p. 2).

Zerhusen, Rakes e Meece (1999) afirmam que diversos problemas trabalhados
no livro Arithmética de Diofanto sdo associados as chamadas equagdes diofantinas.
Contudo, a referida obra nao dispde de problemas envolvendo as equagdes indeter-
minadas de primeiro grau, pois Diofanto ndo lhes atribuia importancia. Afirmam que
varios historiadores acreditam que o nao desenvolvimento de um método algébrico
geral por Diofanto deu-se devido as limitagdes do estilo sincopado de sua notagao.

Contudo, o mesmo texto opde-se ao discurso de Isabella Bashmakova, no
livro Diophantus and Diophantine Equation, ao levar em consideragcao que muitas
das técnicas utilizadas eram mais gerais que os criticos supunham. Porém, n&o sao
aceitas como tais em funcao das limitacbes em sua notacéo. Por exemplo, Diofanto
nao insere variaveis adicionais em um problema, visto que prefere inserir um inteiro
de forma arbitraria. Ao se ler um problema posto no Livro Arithmética, tomo 2, pode
ser observado que Diofanto tem consciéncia que qualquer inteiro servira (ZERHUSEN;
RAKES; MEECE, 1999, p. 3).

Faz observar Ribeiro (2014) que a resolugédo de inumeros problemas em Teoria
dos Numeros que requer solugdes inteiras recai, em diversas situagdes, em equacoes
do tipo: ax + by = ¢, com a, b, ¢ € Z. Essas equacdes sdo conhecidas como equacdes
diofantinas lineares. Em muitos casos, essas equag¢des ndo apresentam solucoes, haja
vista a equacao: 2x + 4y = 3. Observa-se que nao existe solugao inteira para a equagao,
visto que o primeiro membro da equacgéo é par e jamais sera igual ao segundo membro
que é um nimero impar. E comum perguntar quais sdo as condicdes imprescindiveis e
suficientes para que a equacéao diofantina linear apresente solugéo, e como fazer para
encontra-la. Nesses casos, € preciso recorrer a teoremas.

Para Savois e Freitas (2015), equacao diofantina linear em duas variaveis é
um tipo de equacgao que, afora os conceitos especiais na sua resolugao, como, por
exemplo, a visdo de solugdo geral da equacao que é definida por meio da introdugéo
de um parametro (conceito utilizado no estudo das equacdes paramétricas, em geo-
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metria analitica), auxilia a resolver diversos problemas interessantes, além de ajudar o
desenvolvimento do raciocinio l16gico dos alunos por meio da unido da resolugéo de
célculos com a interpretacao de problemas. Contudo, para o ensino dessas equacoes,
outros conceitos devem ser trabalhados como pré-requisitos, como, por exemplo, a
divisdo euclidiana, o algoritmo de Euclides e o maximo divisor comum (mdc) entre dois
Ou mais numeros inteiros.
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2 FUNDAMENTOS

Neste capitulo, estudaremos alguns tépicos da Teoria dos Numeros relaciona-
dos com nossos estudos sobre as Equacdes Diofantinas. Dentre eles, destacamos:
Os Principios da Boa Ordenacéao e da Indugcdo Matematica, a Divisdo Euclidiana, o
Algoritmo de Euclides, o Teorema Fundamental da Aritmética, as Congruéncias e as
Classes Residuais, dentre outros.

2.1 Introducao

O conjunto dos numeros inteiros, usualmente denotado por Z, pode ser cons-
truido formalmente a partir do conjunto N dos naturais. N é formalizado axiomaticamente
segundo os conhecidos axiomas de Peano. Entdo, determina-se uma relacéo de equi-
valéncia conveniente no produto cartesiano N xN . Z é definido como o conjunto das
classes de equivaléncia em N xN. As operagdes de adigcdo e multiplicagdo de numeros
inteiros se definem convenientemente no conjunto quociente. A partir dai se provam
todas as propriedades conhecidas dos inteiros e 0 conjunto Nresulta ser “algebrica-
mente idéntico" a uma parte de Z, especificamente a Z,. Este método de construcéo
de Z esta exposto em Ferreira (2013). Contudo, inspirados nas ideias de Hefez (2013),
adotaremos uma apresentacdao axiomatica-informal de Z. De fato, assumiremos a
existéncia de Z e enunciaremos como axiomas as propriedades P1 a P8, que serao
vistas na subsecéao 2.2.

Iniciemos, entao, a nossa jornada com o conjunto dos numeros inteiros:

Z=1.,-3,-2-1,0123,..}

juntamente com as operagdes de adicao (a,b) — a + b e de multiplicagéo (a,b) — a.b
(denotamos a.b também por a x b, ou ainda ab) (HEFEZ, 2013, p. 2).
Neste conjunto Z, Alencar Filho (1987, p. 1) destaca os subconjuntos:

1. Conjunto Z* dos inteiros ndo nulos (# 0) :
Z*={reZ|x#0}={+1,42,43 ..}

2. Conjunto Z_ dos inteiros ndo positivos (< 0) :
Z_={x€Z|x<0}={0,-1,-2,-3,...}

3. Conjunto Z, dos inteiros ndo negativos (> 0) :
Zy={xe€Z|z>0}=1{0,1,2,3,...}
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4. Conjunto Z* dos inteiros negativos (< 0) :
7t ={x€Z|x<0}={-1,-2,-3,...}

5. Conjunto Z* dos inteiros positivos (> 0) :
7 ={xeZ|x>0}={1,2,3,..}

Note-se que o Unico elemento comum aos conjuntos Z_ e Z, € o inteiro 0 (zero),
€ que os conjuntos Z* e Z* nao possuem elemento comum, isto &, sdo disjuntos:

Z.NZ,={0}eZ NZ = .

Portanto, o inteiro 0 (zero) nao é negativo nem positivo, ou seja, o inteiro 0 (zero)
€ neutro.

Os inteiros positivos 1, 2, 3, ... s&o também denominados inteiros naturais,
e, por isso, o conjunto dos inteiros positivos é habitualmente designado pela letra N:
N = Z% (ALENCAR FILHO, 1987, p. 2).

2.2 A Adicao e a Multiplicacdo em Z

Faz saber Hefez (2013, p. 3-4) que as operacdes de adicao e de multiplicagao
em Z possuem as seguintes propriedades fundamentais, a partir das quais pode-se
provar todas as propriedades algébricas de Z :

P1 A adicdo e a multiplicacdo sao bem definidas:
Paratodos a, b, ad’, 0/ € Z,sea=ad eb=1"V;entdo,a+b=d +b eab=d.l.

P2 A adicdo e a multiplicacdo sdo comutativas:
Paratodosa, b€ Z,a+b=b+ae ab=b.a.

P3 A adicado e a multiplicacdo sao associativas:
Paratodos a,b,c€Z, (a+b)+c=a+ (b+c) e (a.b).c=a.(b.c).

P4 A adigcédo e a multiplicagdo possuem elementos neutros:
Paratodoa € Z,a+0=aea.l =a.

P5 A adicao possui elementos simétricos:
Para todo a € Z, existe b(= —a) tal que a + b = 0.

P6 A multiplicagéo é distributiva com relacdo a adigao:
Para todos «, b, ¢ € Z, tem-se a.(b+ ¢) = a.b+ a.c.
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A propriedade P1 € que permite somar um dado numero a ambos os lados de
uma igualdade, ou multiplicar ambos os lados por um mesmo numero.
Note que o conjunto dos numeros inteiros é particionado em trés subconjuntos:

Z =7, U{0}yuz*,

onde Z* € o conjunto dos simétricos dos elementos de Z7 . Vejamos uma consequéncia
desses axiomas.

Proposicao 2.2.1. a.0 = 0 para todo a € Z.
(Fonte: Hefez (2013, p. 4-5))

Demonstragdo. Temos das propriedades P4 e P6 que
a.0 =a(0+0) = a.0+ a.0.

Somando-se —(a.0) aos membros extremos da igualdade, pelas Propriedades P5, P3,
P2 e P4, obtemos:

0 = —(a.0)+a.0=—(a.0)+ (a.0+ a.0)
= (—(a.0)4+a.0)+a0=0+a0
= a0

Proposicao 2.2.2. A adicao é compativel e cancelativa com respeito a igualdade:
Ya,b,c € Z,a=b<=a+c=b+c.
(Fonte: Hefez (2013, p. 5))

Demonstrag&o. A implicagdo a« = b = a + ¢ = b + ¢ € consequéncia do fato de a
adigcao ser bem definida (Propriedade P1).

Suponha agora que a + ¢ = b + ¢. Somando (—c) a ambos os lados, obtemos o
desejado. O

A operagao de adigcao permite-nos definir uma nova operagdo chamada de
subtracdo, como a seguir.

Dados dois numeros inteiros a e b, define-se 0 niumero b menos a, denotado por
b — a, como sendo

b—a=>b+ (—a).

Dizemos que b — a € o resultado da subtracdo de a de b.
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2.3 Ordenacéao dos inteiros
Admitiremos que em Ztambém valem as seguintes propriedades:

P7 Fechamento de N: O conjunto N é fechado para a adigao e para a multiplicagéo, ou
seja, paratodo a,b € N, tem-seque a + b € Ne ab € N.

P8 Tricotomia: Dados a,b € Z, uma, e apenas uma, das seguintes possibilidades é
verificada:

i)a =10 i1)b—a e N; iti) —(b—a)=a—beN.

Diremos que a € menor do que b, simbolizado por a < b, toda vez que a
propriedade i anterior for verificada.

Com essa definicdo, temos que a propriedade iii anterior equivale a afirmar
que b < a. Assim, a tricotomia nos diz que, dados a, b € Z, uma, e somente uma, das
seguintes condicoes é verificada:

i)a = b; ii)a < b; iii) b < a.

Utilizaremos a notagao b > a, que se |é b € maior do que a, para representar
a <b.
Como a — 0 = a, decorre das definigdes que a > 0 se, e somente se, a € N.
Portanto,
{r€Zxz>0}=N e {reZz<0}=-N

Dai decorre que a > 0 se, e somente se, —a < 0 (HEFEZ, 2013, p. 7).

Proposicao 2.3.1. A relacao “menor do que" é transitiva:
Va,b,c€ Z,a<b e b<c=—a<c.
(Fonte: Hefez (2013, p. 7-8))

Demonstragdo. Supondoa < beb < c,temosqueb—a € Nec—be N.ComoNeé
aditivamente fechado, temos que

c—a=(b—-a)+(c—0b) €N,
logo, a < c. O
Proposicao 2.3.2. A adicao é compativel e cancelativa com respeito a relagdo “menor

do que":
Ya,b,c € Z,a <b < a+c<b+ec.



31

(Fonte: Hefez (2013, p. 8))

Demonstragcdo. Suponha que a < b. Logo, b — a € N. Portanto,

(b+c)—(a+c)=b—a€eN,

o que implicaque a+c < b+c.

Reciprocamente, suponha que a + ¢ < b + c. Pela primeira parte da proposicao,
podemos somar (—c) a ambos os lados da desigualdade, o que nos conduz ao resultado
que desejamos provar. ]

Proposicao 2.3.3. A multiplicagcao por elementos de N é compativel e cancelativa
com respeito a relacao “menor do que":
Va,b € Z,¥c € N,a < b <= ac < bc.

(Fonte:Hefez (2013, p. 8-9))

Demonstracdo. Suponha que a < b. Logo, b — a € N. Assim, se ¢ € N, pelo fato de
N ser multiplicativamente fechado, temos,

(bc) — (ac) = (b—a)c € N,

logo ac < be.

Reciprocamente, suponha que ac < be, com ¢ € N. Pela tricotomia, temos trés
casos a analisar:
(1)a = b. Isso acarretaria ac = be, 0 que € falso. (ii)b < a. Isso acarretaria, pela primeira
parte da demonstracdo, que bc < ac, 0 que também é falso. (iii)a < b. Esta € a Unica
possibilidade valida. O

Proposicao 2.3.4. A multiplicagdo é compativel e cancelativa com respeito a igualdade:
Va,b € Z,Nc € Z*,a = b <= ac = bc.
(Fonte: Hefez (2013, p. 9))

Demonstragéo. A implicagdo a = b — ac = bc vale também quando ¢ = 0 e decorre
imediatamente do fato de a multiplicagéo ser bem definida (Propriedade P1).
Suponha agora que ac = be. Temos duas possibilidades:

i) Casoc > 0. Se a < b, pela Proposicao 2.3.3, temos que ac < bc, 0 que € um
absurdo. Se b < a, pelo argumento acima, bc < ac, 0 que € um absurdo. Portanto, a
Unica opgéao vélida € a = b.

i1) Caso —c > 0. A argumentacao segue a mesma linha usada acima para o caso
¢ > 0, levando em conta que d < ¢ se, e somente se, —d > —e. O
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Segue-se dai que Z € um dominio de integridade, isto €, se a e b sdo inteiros
tais que ab = 0, entdo a = 0 ou b = 0. De fato, se a # 0, entdo ab = 0 = a0. Pelo
cancelamento de a # 0 segue-se que b = 0.

Essa propriedade admite a seguinte formulacao contrapositiva:

Para todos a,b € Z* tem-se que ab # 0.

Note que a relacdo “<" nao é uma relagdao de ordem, pois nao é reflexiva.
Podemos, no entanto, por meio dela, obter uma relacao de ordem, como descrevemos
a seguir.

Diremos que a € menor ou igual do que b, ou que b € maior ou igual do que a,
escrevendoa <boub>a,sea<boua=h.

Note que a < b se, e somente se, b —a € NU {0}. Com isso, é facil verificar
que essa nova relacao é efetivamente uma relagdo de ordem, pois possui as seguintes
propriedades:

1. E reflexiva:Va € Z, a < a;
2. E antissimétrica: Va,b € Z, a <beb<a=> a="b;

3. Etransitiva: Va,b,c€ Z, a <be b < ¢ = a < ¢ (HEFEZ, 2013, p. 9-10).

2.4 Valor Absoluto

Chama-se valor absoluto (ou médulo) de um inteiro a 0 inteiro que se indica por

lal, e tal que
2] a se a>0
xr| =
—a se a<0

Assim, por exemplo:
3|=3 e |-5/=—(-5)=>5.
Consoante a definicao anterior, para todo inteiro a, temos:

la| 20, o =a® = |-af

|—al =la[ , la] = a.
O valor absoluto |a| de um inteiro a pode ser definido pelas igualdades:

la| =Va? , |a| = max(—a,a),
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ondeva? denota a raiz quadrada ndo negativa de a*> e max(—a, a) indica o maior do
dois inteiros —a e a.
Assim, por exemplo:

|[—6] =y/(—6)* =v36 = 6

|—7| =max(—(—7), —7) =max (7, —7) = 7 (ALENCAR FILHO, 1987, p. 39).

2.4.1 Propriedades do Valor Absoluto

Proposicao 2.4.1. Quaisquer que sejam os inteiros a e b:
(i) labl = ||a|| [bl;

a a

/i — = b #0.

(17) 2 o se b#0

(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 40))

Demonstragdo. (i) |ab| = \/(ab)? = Va2b? = Va2.v/b? = |a| . |b).
2 2 2
(i4) (a) Y L L 0
b VI
Proposicao 2.4.2 (Desigualdade triangular). Quaisquer que sejam os inteiros a e b:
o+ 0] < a] + 0] .

a

b

(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 40))

Demonstragdo. |a + b|* = (a + b)> = a® + b* + 2ab = |a|” + |b|* + 2ab.

Como ab < |ab| = |a|. |b|, temos 2ab < 2]a] . |b], 0 que implica:

ja+ 0 < Jal* + [b* +2al . o] = (|a] + [b])*.

Por ser |a +b| > 0 e |a| + |b] > 0, temos:

la+ 0] < la| + 10| . O

Proposicao 2.4.3. Quaisquer que sejam 0s inteiros a e b:
(1) la—20] <la] + b];
(i6) Ja=b| > |al —|b.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 40-41))

Demonstragéo. (i) |a—b| = |a+ (=b)| <|a|+ |=b] = |a| + |b].
(i) lal = [(a+b) + (=b)] < |a + b + [=b] = |a + b + [b].

Portanto:
la| — |b] < |a +b|,isto é: |a+b| > |a| — |b] €
la —b] = |a+ (=b)| > |a| —|-b] = |a| —[b]. O

Proposicao 2.4.4. Quaisquer que sejam os inteiros a e b:
ja —b] = |[a] — |b]].
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 41))
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Demonstragdo. |a — b|* = (a — b)? = a® + b* — 2ab = |b* + |b]” — 2ab.

Como ab < |ab| = |a||b|, temos 2ab < 2 |a| |b|, 0 que implica

ja— 0" = [af* + [b]” = 2|a| |o] = (a| — [b])*, ou seja:

ja—0f" > [|a] — |ol[*.

Por ser |[a — b| > 0 e ||a| — |b|| > 0, temos:

o — b > [|af —[o]] O

Proposicao 2.4.5. Quaisquer que sejam os inteiros z, a e c:
(1) |z|<|a| = —a<z<a;
(1)) |r—al<c<=a—-—c<z<a+ec
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 42))

Demonstragdo. (i) |z|=max(z,—z)<a<=zr<ae—-x<a
—r<a€—a<r<+— —a<zr<a.
(17) |z — al=max[(z —a),—(z —a)] < c
< (r—a)<ce—(xr—a)<c
—r<atcea—c<zw
—a—-c<z<a+c ]

2.5 Indugédo Matematica

2.5.1 Elemento Minimo de um Conjunto de Inteiros

Seja A um conjunto de inteiros. Chama-se elemento minimo de A um inteiro
a € Atal que a < x paratodo z € A (ALENCAR FILHO, 1987, p. 79). Diremos que um
subconjunto A de Zé limitado inferiormente, se existir ¢ € Z tal que ¢ < x para todo
x € A (HEFEZ, 2013, p. 12).

Representa-se pela notacao “minA", que se lé: “minimo de A" (ALENCAR
FILHO, 1987, p. 79).

Proposicao 2.5.1. Se a € elemento minimo de A, entéao este elemento € unico.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 79))

Demonstracdo. Com efeito, se existisse um outro elemento minimo b de A, teriamos:
(i) a<b,porque a =minA;
(1) b<a,porque b=minA.
Logo, pela propriedade antissimétrica da relacdo de ordem em Z , temos a = b. O

O elemento minimo de A, se existe, denomina-se também primeiro elemento de
A ou menor elemento de A (ALENCAR FILHO, 1987, p. 79).
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Exemplo 2.5.1. O conjunto A = {z € Z|x > 12} tem o elemento minimo, que ¢é 13

(minA = 13), porque 13 € A e 13 < z para todo = € A.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 79))

Exemplo 2.5.2. O conjunto A = {x € N|3 divide x*} tem o elemento minimo, que é 3
(minA= 3), porque 3 € A (3 divide 3> =9)e3 <z paratodor € A(1¢ Ae2¢ A).
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 79))

Exemplo 2.5.3. Z e —Nn&o s&o limitados inferiormente, nem possuem um menor
elemento. Por outro lado, N é limitado inferiormente e possui 1 como menor elemento.

(Fonte: Hefez (2013, p. 12))

2.5.2 Principio da Boa Ordenacao

Este importante principio tem o seguinte enunciado: Todo conjunto ndo vazio A
de inteiros ndo negativos possui o elemento minimo. Em outros termos, todo subcon-
junto ndo vazio A do conjunto Z, dos inteiros ndo negativos possui o elemento minimo
(ALENCAR FILHO, 1987, p. 80).

Ou ainda: Se A é um subconjunto ndo vazio de Z e limitado inferiormente, entéo
A possui um menor elemento (HEFEZ, 2013, p. 12).

Exemplo 2.5.4. O conjunto A = {1,3,5,7,...} dos inteiros positivos impares é um sub-
conjunto ndo vazio de ... Logo, pelo Principio da Boa Ordenacao, A possui o elemento

minimo, que é 1 (minA=1).
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 80))

Exemplo 2.5.5. O conjunto P = {2,3,5,7,11,13, ...} dos primos é um subconjunto ndo
vazio de Z... Logo, pelo Principio da Boa Ordenacao, P possui o elemento minimo, que
€2 (minP= 2).

(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 80))

Proposicao 2.5.2. No existe inteiro k tal que 0 < k < 1.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 80))

Demonstragdo. De fato, suponhamos, por absurdo, que existe k € Z tal que 0 < k < 1.
Entao, o conjunto:

S={keZl0<k<1}

nao € vazio e, obviamente, € um subconjunto de Z.. Logo, pelo Principio da Boa
Ordenacéo, existe o elemento minimo zy, de S (minS = z,), e temos 0 < xy < 1, 0 que
implica:

0<zi<umo<l,



36

e isto contradiz a minimalidade de =, € S. Logo, nao existe inteiro algum compreendido
entre 0 e 1; isto €, 1 é o menor inteiro positivo, ou seja, 1 é o elemento minimo do
conjunto N dos inteiros positivos. O

Corolario 2.5.1. Dado um numero inteiro n qualquer, nao existe nenhum
numero inteirom tal que n < m < n + 1.
(Fonte: Hefez (2013, p. 13))

Demonstragcdo. Suponhamos, por absurdo, que exista um numero inteiro m satisfa-
zendo as desigualdades n < m < n+ 1;logo, 0 < m —n < 1, 0 que contradiz a
Proposicao 2.5.2. O

Corolario 2.5.2. Se a e b sdo inteiros positivos tais que o produto
ab=1,entdoa=1eb=1.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 81))

Demonstracdo. Com efeito, pela Proposicao 2.5.2, temos 1 < a e 1 < b. Multiplicando
ambos os membros da relacdo 1 < a por b, temos b < ab ou (comoab =1) b < 1.
Entdo, 1 < be b < 1, 0que implica b = 1, valor que substituido na igualdade ab = 1
da-nosa.l=10oua=1. O

Corolario 2.5.3. Sea eb € Z, comb # 0, entdo |ab| > |a .
(Fonte: Hefez (2013, p. 13))

Demonstragdo. De fato, como b # 0, pela Proposicao 2.5.2, temos que |b| > 1. Logo,

jabl = lal |b] = [a].
O

Corolario 2.5.4 (Propriedade Arquimediana). Sejama eb € Z, com b # 0. Entao existe
n € Z talque nb > a (HEFEZ, 2013, p. 14). Ou entao: Se a e b sdo dois inteiros positivos
quaisquer, entdo existe um inteiro positivo n tal que nb > a (ALENCAR FILHO, 1987,

p. 81).

Demonstragdo. (12) Como |b| # 0, da Proposicao 2.5.2 temos que |b| > 1, logo,

(lal+ 1) 8] > la] + 1 > |a] > a.

O resultado segue se na desigualdade acima tomarmos n = |a| +1,se b > 0 e
n=—(la|+1),seb<0. O
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Demonstragcdo. (22) Suponhamos, por absurdo, que a e b sdo inteiros positivos para
0s quais nb < a, qualquer que seja o inteiro positivo n. Entao, todos os elementos do
conjunto:

S ={a—nbln € N}

sao inteiros positivos e, pelo Principio da Boa Ordenagé&o, S possui 0 elemento minimo,
digamos minS = a — kb. Mas a — (k + 1)b pertence a S, porque S contém todos os
inteiros positivos desta forma. E como a — (k+1)b = (a — kb) —b < a — kb, segue-se que
a — kb ndo é o elemento minimo de S, o que é uma contradicao. Logo, a Propriedade
Arquimediana é verdadeira. O

Para Hefez (2013, p. 14), um subconjunto 7" de Z sera dito limitado superiormente
se for vazio ou se existir um numero d € 7Z tal que

VeeT, z<d.

Nesse caso, diremos que d € uma cota superior para T.

Diremos que um elemento b € Z é o maior elemento de T, se b € uma cota
superiorde Tcombe T.

Convencionamos também que o conjunto vazio é limitado superiormente, tendo
qualquer niumero como cota superior.

E imediato verificar que o maior elemento de um conjunto, se existir, é Gnico.
Nesse caso, ele sera denotado por maxT'.

O Principio da Boa Ordenacéo possui a seguinte formulagao:

Proposicao 2.5.3. Se T' é um subconjunto de 7 nao vazio e limitado superiormente,
entao T possui um maior elemento.
(Fonte: Hefez (2013, p. 14))

Demonstragcdo. Suponha que d seja uma cota superior para 7. Logo, = < d para todo
x € T. Considere o conjunto

S={yeZly=d—=z,zeT}.

O conjunto S € ndo vazio, e como y = d — x > 0, para todo x € T, ele é limitado
inferiormente. Logo, pelo Principio da Boa Ordenacgéo, ele tem um menor elemento
d —b,com b € T. Vamos mostrar que b =max7'. De fato, se z € T, temosque d —z € S
e, portanto, d — x > d — b, 0 que implica que = < b. O

Uma das mais importantes consequéncias do Principio da Boa Ordenagéo € o
Principio da Indugdo Matematica, que na axiomatica de Peano consta como Axioma 4,
e que apresentaremos a seguir:
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Teorema 2.5.1 (Principio da Inducao Matematica). Sejam S um subconjunto de Z e
a € 7 tais que

(1) a€sS;

(1) Se S é fechado com respeito a operagdo de “somar 1" a seus elementos, ou seja,
Vn,neS=—=n-+1¢€S8.

Entdo, {vr € Z|x > a} C S. (Fonte: Hefez (2013, p. 15))

Demonstragdo. Ponhamos S’ = {x € Z|z > a} e suponhamos por absurdo que S’ ¢ S;
logo, S” — S # @. Como esse conjunto é limitado inferiormente (por a), existe um menor
elemento cem S’ — S. Pelofatode c € S’ e ¢ € S, temos que ¢ > a. Portanto, c—1 € &’
e c—1 € S. Pela hipotese sobre S, temosque ¢ = (¢c—1)+1 € S, como ¢ € S’, obtemos
uma contradicdo com o fatode c € S’ — S. O

Para Hefez (2013, p. 15), uma sentenca aberta em n é uma frase de conteldo
matematico onde figura a letra n como palavra e que se torna uma sentenca verdadeira
ou falsa quando n é substituido por um numero inteiro bem determinado.

Segue-se, do Principio de Inducdo Matematica, o seguinte importante instru-
mento para provar teoremas:

Teorema 2.5.2. Sejaa € Z e seja p(n) uma sentenga aberta em n. Suponha que
(1) p(a) € verdadeiro, e que
(i1) Vn > a,p(n) = p(n+ 1) é verdadeiro.
Entéo, p(n) € verdadeiro para todon > a.
(Fonte: Hefez (2013, p. 15-16))

Demonstragdo. Seja V= {n € Z| p(n) é verdadeira }, ou seja, V é o subconjunto dos
elementos de Z para os quais p(n) é verdadeiro.
Como por (i) a € Ve por (ii)

Vn, neV=n+1elV,

segue-se do Principio da Indugdo Matematica que {z € Z|x > a} C V. O

Exemplo 2.5.6. Demonstrar a proposicao:
1 1 1 1
P(n) +—+—+..+ = VeN.

12 723" 34 nn+l) n+l
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 84-85))

Demonstracéo.

. . . . 1 1
(1)  P(1) e.verdadelra, V|sto.que 2111
(1)  Por hipétese, a proposi¢ao:
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1

Pk) L ! "

1
ot —F .t

_ keN
12 23 ' 34 Kkt k1" S

€ verdadeira.

. 1 . )
Adicionando ) a ambos os membros desta igualdade, obtemos:

1 1 1
— 4.+ 7t =

UCEREY! k(k+1) " (k+1)(k+2)

1
1.2 2.3

w

k 1 4+2k+1 k+1

TRl TRk krD)E+2) k12

e isto significa que a proposigado P(k + 1) é verdadeira. Logo, pelo Principio da Indugdo
Matemadtica, a proposi¢céo P(n) é verdadeira para todo inteiro positivo n. O

Exemplo 2.5.7. Demonstrar a proposicao:
P(n):2" >n,Vn € N.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 86))

Demonstragéo.

(i) P(1) é verdadeira: 2! =2 > 1.

(17) Por hipbtese, a proposicao:

P(k): 2% >k VkeN

é verdadeira. Portanto:

2.2F > 2k (multiplicando ambos os membros por 2) ou 2! > k + k > k + 1 (observe
que k > 1) o que implica 2**1 > k + 1, isto é, a proposi¢cdo P(k + 1) é verdadeira. Logo,
pelo Teorema da Indugdo Matematica, a proposigéo P(n) é verdadeira para todo inteiro
pOositvo n. O

Exemplo 2.5.8. Usando o Teorema da Indugdo Matematica, demonstrar a Propriedade
Arquimediana: Se a e b sdo dois inteiros positivos, entao existe um inteiro positivo n tal

que na > b.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 88))

Demonstracéo.

(1) A proposicéo é verdadeira para b = 1: 2a > 1.

(7i) Suponhamos, agora, que a proposicao € verdadeira para b = k, k € N; isto €, que
existe um inteiro positivo m,, tal que se tem am; > k. Entao:

almp+1)=amp+a>k+a>k+1,
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de modo que a proposicao é verdadeira para b = k + 1. Logo, pelo Teorema da Indugéo
Matematica, a proposicao € verdadeira para cada inteiro positivo b.

Observacao 2.5.1. Faz observar Alencar Filho (1987, p. 86-87) que na demonstracao
de uma proposi¢cdo P(n) pelo Teorema da Indugdo Matematica é obrigatdrio demonstrar
sempre as partes (i) e (ii), isto é, demonstrar que P(1) é verdadeira, e que P(k) suposta
verdadeira implica P(k + 1) também verdadeira, porque a veracidade de apenas uma
dessas duas partes ndo basta para garantir a veracidade de P(n) para todo inteiro
positivo n. Assim, por exemplo, na proposicao:

P(n) :n®+ 11n = 6n® +6,Yn € N,

temos que

P(1) é verdadeira: 1*> + 11.1 = 6.1* + 6,

P(2) é verdadeira: 23 + 11.2 = 6.2% + 6,

P(3) é verdadeira: 3* + 11.3 = 6.3> + 6.

No entanto, a proposi¢do P(n) é falsa, visto que n* + 11n # 6n? + 6 para todo inteiro
n > 4.

Analisemos, agora, a proposicdo:

P(n):n+(n+1)=2n,VYneN.

Supondo verdadeira a proposicdo:

P(k):k+ (k+1) =2k k €N,

temos:

k+D)+(k+2)=k+(k+1)4+2=2k+2=2(k+ 1),

—_——
=2k (hipdtese)

isto é, a proposicdo P(k + 1) também é verdadeira. No entanto, a proposi¢do P(n) é
falsa, visto que

P(1): 14+ (1+1)#21

P(2):2+(2+1)#22

P3):3+(3+1)#23

P(n):n+ (ﬁ + 1) # 2.n para todo inteiro positivo n.

O Principio da Indugdo Matematica admite a variante chamada de Principio da
Inducdo Completa, ou Segunda Forma do Principio de Indug&o, que é muito Util e que
damos a seguir.

Teorema 2.5.3. Seja p(n) uma sentenga aberta tal que

(1) p(a) € verdadeiro, e que

(1) Vn,pla) epla+1)e...epn) = p(n-+1) é verdadeiro.
Entao, p(n) é verdadeiro para todo n > a.
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(Fonte: Hefez (2013, p. 19))

Demonstragdo. Considere o conjunto

V={nea+N;pn)}

Queremos provar que o conjunto W= (a + N) — V € vazio. Suponha, por absurdo, que
vale o contrario. Logo, pelo Principio da Boa Ordenagé&o, W teria um menor elemento
k, e, como sabemos de (i) que a ¢ W, segue-se que existe n tal que k = a +n > a.
Portanto, a,a + 1,....k — 1 ¢ W, logo, a,a + 1,....k — 1 € V. Por (ii) conclui-se que
k=k—14+1¢€ V,o0que contradiz o fato de k € W. O

2.6 Divisao nos Inteiros

2.6.1 Divisibilidade

Alencar Filho (1987, p. 109) apresenta a seguinte definicdo de divisibilidade em
Z: Sejam a e b dois inteiros, com a # 0. Diz-se que a divide b se, e somente se, existe
um inteiro ¢ tal que b = agq.

Se a divide b, também se diz que a é um divisor de b; que a é um fator de b; que
b é divisivel por a ou que b é multiplo de a.

Com a notagao “a|b” indica-se que a # 0 divide b e, portanto, a notagao “a 1 b”
significa que a # 0 ndo divide b.

A relagéo “a divide b (a|b)" denomina-se relagdo de divisibilidade em Z .

Assim, por exemplo:

2|6, porque 6 = 2.3;

—5/30, porque 30 = (—5).(—6);

7| — 21, porque —21 = 7.(-3);

3110, porque nao existe ¢ € Z tal que 10=3q.

Observacao 2.6.1. Note-se que, se a é um inteiro, entao:
al0, a # 0, porque 0 = a.0;

lla € —1|a, porque a = l.a e a = (—1)(—a),

ala € —ala, a # 0, porque a = a.1 e a = (—a)(—1).

Proposicgao 2.6.1. Se a|b, entao:
—alb, al—0b, —al—=0b, |a|]|lb].
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 109))

Demonstragdo. Com efeito, se a|b, entdo b = aq, € como a # 0, segue-se que —a # 0
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e também |a| # 0. Portanto:

—b = a(—q);
—b = (—a)g
la| = allq].

Proposicao 2.6.2. Sejam a e b dois inteiros.
(1) Seall,entdoa=10ua=—1;
(1i) Sealbesebla,entdoa=>boua=—b;
(ii) Sealb, comb # 0, entdo |a| < |b].
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 110-111))

Demonstracéo.

(1) Sabemos que 1 e —1 sdo divisores de 1. Suponhamos que a|l. Entdo existe g € Z
tal que 1 = aq e, portanto:

lal . |q| = |ag| =1,

de modo que |a| # 0 e |q| #0, isto € |a|] > 1 e |q| > 1. Mas, se |a| > 1, entdo

lal - q] > lq] e lal . |q| > [1],

0 que é impossivel. Logo, |a| = 1;isto é,a =10ua = —1.

(17) Se albe se bla, entdo:

b=aq € a=bg,comgq,q €7Z,

0 que implica:

a=aqq1 € qq =1,

e esta ultima igualdade ocorre quando ¢ = ¢; = 1 ou ¢ = ¢ = —1, 0 que implica:
a=boua= —b.

(1ii) Se albcom b # 0, entdo b = aq, com g # 0. Portanto:

g =1 e |o|=la|.|g| > a].

Faz observar Hefez (2013, p. 49) que, em particular, se a € Z e all, entdo
0 <la|l <1,logo |a| =1 e, portanto, a = £1. Ou seja, a partir do resultado do item (iii)
da Proposic¢ao 2.6.2 damos outra demonstragao para o item (i) da mesma proposigao.

Note que, se a # +b, entdo |a| < |b], visto que |a| = |b| Se, e somente se, a = £b
(ALENCAR FILHO, 1987, p. 111).

Como para b # 0, temos que todo divisor a de b é tal que |a| < |b|; segue-se
que, nesse caso, que b tem um numero finito de divisores que estao no intervalo
—|b] < a < |b| (HEFEZ, 2013, p. 49).



43

Proposicao 2.6.3. Sejam a,b e c inteiros;
(1) Sealbesec#0, entdo aclbe;

(i1)  Seaclbc, entdo alb;

(1ii) Sealb e se c|d, entdo ac|bd;

(iv) Sealb e seb|c, entdo alc;
(
(

v

~—

Se a|(b+ ), entdo alb < alc;

vi) Seualb e seualc, entdo a|(bx + cy), w,y € Z.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 111-112))

Demonstragéo.

(1) Como a # 0, temos ac # 0. Por outro lado, se al|b, entdo b = agq, com ¢ € Z.
Portanto:

bc = (ac)g e aclbc.

(17)  Como ac # 0, segue-se que a # 0 e ¢ # 0. Por outro lado, se ac|bc, entdo be = acq,
com ¢ € Z. Portanto:

b=aq e alb
(1i1) Sealbesec|d,entdob=aqed=cq ,comgq,q € Z.Portanto:
bd = (ac)(qq1) € aclbd.
(i) Sealbeseblc,entdob=aqgec=bqg ,comgq,q € Z.Portanto:
c=alqq) e alc

(v)  Suponhamos que a|(b + c). Logo, existe ¢ € Z tal que b + ¢ = ag.
Agora, se alb, temos que existe ¢; € Z tal que b = ag;. Juntando as duas
igualdades anteriores, temos

aq, + ¢ = aq,

donde segue-se que ¢ = (¢ — ¢1)a, l0go alc.

A prova da implicagdo contraria é inteiramente analoga.

Por outro lado, se a|(b—c) e se a|b, pelo caso anterior, temos a| — ¢, 0 que implica
ale.
(vi) Sealbesealc,entdob=aqgec=aq ,comgq,q € Z.Portanto, quaisquer que
sejam os inteiros z e y, temos:

br + cy = aqr + aqy = a(qx + quy)
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al|(bz + cy). .

Faz observar Alencar Filho (1987, p. 112) que, em particular, se a|b e se alc,
entdo: a|(b+ ¢) e a|(b— ¢).
O item (vi) da propriedade anterior admite uma débvia generalizagao:

Se albg, k=1,2,3,....,n, entdo a|(byx1 + boxs + ... + byxy,)

quaisquer que sejam os inteiros 1, o, ..., z,, (ALENCAR FILHO, 1987, p. 112).

Faz observar Hefez (2013, p. 49), que a relagéo de divisibilidade em NU{0} &

uma relagdo de ordem, pois:

(i)  éreflexiva: Va € N, ala.

(12) € transitiva: se alb e b|c, entdo alc.

(13i) € antissimétrica: se a|b e b|a, entdo a = b.

Entretanto, a relacdo de divisibilidade ndo € uma relacdo de ordem em Z, pois,
apesar de ainda ser reflexiva e transitiva, ela ndo é antissimétrica. Da fato, —2|2 e 2| — 2,
mas 2 # —2.

As proposicdes a seguir sdo de grande utilidade.

Proposicao 2.6.4. Sejama,b € Z en € N. Temos que a — b divide a™ — b".
(Fonte: Hefez (2013, p. 49))

Demonstragdo. Vamos provar isso usando o Principio da Indugdo Matematica.
A afirmacéo é verdadeira para n = 1, pois a — b divide a' — b* = a — b.
Suponhamos, agora, que (a — b)|(a™ — b™). Escrevamos

a"tt — vt = ga™ — ba" + ba" — bb" = (a — b)a" + b(a™ — b").

Como (a — b)|(a — b) e, por hipbtese, (a — b)|(a™ — b"), decorre da igualdade
acima e do item (vi) da Proposicao 2.6.3 que (a — b)|(a™™ — "*!), estabelecendo,
assim, o resultado para todo n € N. ]

Proposicao 2.6.5. Sejama,b € Z en € NU {0}. Temos que a + b divide a*" ! + p*" 1,
(Fonte: Hefez (2013, p. 50))

Demonstragdo. Vamos provar isso usando o Principio da Indugdo Matematica.
A afirmacdo é verdadeira para n = 0, pois a + b divide a' + b' = a + b.
Suponhamos, agora, que (a + b)|(a*" ™ + b*"!). Escrevamos
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a2(n+1)+1 + b2(n+1)+1 = q2q2nt1 — p2g2ntt + h2q2nt1 + p2p2ntl —

(CL2 _ b2)a2n+l + b2(a2n+1 + b2n+1)'

Como a + b divide a> — b* = (a + b)(a — b) e, por hipbtese, (a + b)|(a®**+! + p?n+1),
decorre das igualdades acima e do item (vi) da Proposicao 2.6.3 que (a+b)|(a*" T+ +
p?(+D+1) " estabelecendo, assim, o resultado para todo n € N. O

Proposicao 2.6.6. Sejama,b € Z en € N. Temos que a + b divide a*" — *".
(Fonte: Hefez (2013, p. 50))

Demonstracdo. Vamos provar isso usando o Principio da Indugcdo Matematica.
A afirmagéo é verdadeira para n = 1, pois a + b divide a*> — * = (a + b)(a — b).
Suponhamos, agora, que (a + b)|(a** — b*"). Escrevamos

a2(n+1) _ b2(n+1) — a2a2n _ b2a2n + b2a2n _ beQn — <a2 _ b2)a2n + b2(a2n _ an)

Como a+b divide a>—b? = (a+b)(a—0) e, por hipbtese, (a+b)|(a®"—v*"), decorre
das igualdades acima e do item (vi) da Proposi¢éo 2.6.3 que (a + b)|(a?" 1) — p2(r+1),
estabelecendo, assim, o resultado para todo n € N. O

Exemplo 2.6.1. Mostrar que, se a soma de dois inteiros quaisquer € divisivel por 2,
entdo a sua diferenca também ¢é divisivel por 2.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 115))

Demonstragdo. Sejam a e b dois inteiros cuja soma a + b é divisivel por 2, ou seja,
2|(a + b). Como 2|2b, segue que 2| [(a + b) — 2b] (Proposicao 2.6.3, (vi)), isto &, 2|(a —
b). O

Exemplo 2.6.2. Mostrar que, se a|(4n + 3) e se a|(2n + 1), entdo a = £1.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 115-116))

Demonstragdo. Com efeito: a|[(4n + 3) + (—2)(2n + 1)] (Proposicao 2.6.3, (vi)) ou
seja, a|l1 o que implica « = +1 (Proposicao 2.6.2, (i)). O

Exemplo 2.6.3. Mostrar que, se n? + 1 é divisivel porn + 1, entdon = 1.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 116))

Demonstracdo. Como:
n—1=n(n+1)—(n*+1).

Se (n + 1)|(n? + 1), decorre da igualdade acima e do item (vi) da Proposicao
2.6.3 que (n +1)|(n — 1), 0 que somente € possivelsen —1 =0, isto é,sen=1. [

Exemplo 2.6.4. Mostrar que a expressdo 10"(9n — 1) + 1 é divisivel por 9, qualquer
que seja o inteiro positivo n.
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(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 116))

Demonstragdo. Com efeito:

10"(9n —1)+1 = 9n.10" — (10" — 1)

N vVeEZES

ou seja, 9/10™(9n — 1) + 1, qualquer que seja o inteiro positivo n. O

Exemplo 2.6.5. Mostrar que, se c = ab, com a # +1, entéo |b| < |¢|.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 117-118))

Demonstragdo. Com efeito, se ¢ = ab, entdo b|c. Logo, pelo item (iii) da Proposicao
2.6.2:|b| < |c|]. Mas, |c| = |a| |b], de modo que, se |b| = ||, entdo |a| = 1;isto €, a = £1.
E como a # +1, segue-se que |b] < || . O

Exemplo 2.6.6. Sejam a e b dois inteiros positivos. Mostrar que a relagao “a|b®"nao

implica necessariamente alb.
P | (Fonte: Alencar Filho (1987, p. 118))

Demonstragdo. Com efeito:

44110, mas 4 1 10;
9912171, mas 9 1 21.

Exemplo 2.6.7. Sendo n um inteiro positivo, mostrar que 665|(9°" — 82").
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 118))

Demonstracdo. Como:

93n o 8271 — 36n - 26n — (36)n o (26)n

36 — 26 — 665.

Tomando a = 3° e b = 2°, temos, pela Proposicao 2.6.4, que

665 = (3° — 2°)| [(3°)" — (2°)"] = (9" — 8*)
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Observacao 2.6.2. Faz observar Hefez (2013, p. 21) que uma Progressao Aritmética
(PA) € uma sequéncia de numeros reais (a,) tal que a, € dado e, para todon € N
tem-se que

Api1 = Qp + T,

onde r € um numero real fixo chamado razdo. Nestas condicées, temos:
a a,=a+(n—1r.
b) SeS,=a +..+a,, entdo:

(a1 + ax)n

2
Observacao 2.6.3. Faz observar Hefez (2013, p. 21) que Progressao Geométrica (PG)
€ uma sequéncia de numeros reais (a,) tal que a, € dado e, para todo n € N tem-se
que

Sy =

An+1 = Ang,

onde q é um numero real fixo, diferente de 0 e de 1, chamado razdo. Nestas condigbes,
temos:
a a,=aq" .

b) SeS,=a +..+a,, entdo:

-1 g —

q ou §, =i a
qg—1 qg—1

Exemplo 2.6.8. Mostrar que a soma de 2n+1 inteiros consecutivos é divisivel por2n+1.

(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 116-117))

Demonstracdo. Denotando por k o inteiro médio, a soma dos 2n + 1 inteiros consecuti-
vos esta abaixo representada:

(k—n)+k-n+)+..+k-1)+k+k+1)+...+(k+n—-1)+(k+n).
Observando que a expressao acima € a soma dos 2n + 1 termos consecutivos
de uma PA de primeiro termo (k — n), ultimo termo (k + n) e razdo 1, temos:
(k=—n)+(k—-n+1)+.+k-1)+k+k+)+...+k+n—-1)+(k+n) =

ey, ),
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o que implica
Cn+D)|[(k=n)+k—-—n+1)+..+k-1)+k+k+D)+...+(k+n—-1)+ (k+n)

ou seja, a soma de 2n + 1 inteiros consecutivos é divisivel por 2n + 1. O

Exemplo 2.6.9. Calcular a soma:

Sp=1+114+111+..4+111...1

sendo a ultima parcela formada de n algarismos 1.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 120))

Resolucéo.

95, = 94994999+ ... 4+999...9
= (10—-1)+ (10> = 1) + (10* = 1) + ... + (10" — 1)
= (10+10*+10° + ... +10") —n
Na ultima igualdade, a soma dentro dos parénteses € a soma dos n termos de uma PG
finita, cujo primeiro termo e a razdo sao iguais a 10. Assim:

10(10" — 1)
10— 1

1
= §(10”“ —10)

(10 +10° +10° + ... + 10") =

Portanto:

1
95, = §(10”+1 —10) —n

1
— (10" — 95 — 10).
Sh 81(0 9n — 10)

Exemplo 2.6.10. Calcular a soma:

S=1+22+322+42% 452"+ ... +100.2%.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 121))

Resolucéo.
A soma dada S pode escrever-se na forma a seguir indicada:

S =1+ 2 + 22 + 25 + .+ 2% 4 29 4
+ 2 + 22 + 22 4 + 2% + 29 4+

+ 22 + 22 4+ + 2%+ 2% 4+

22+ + 2%+ 29 4

+298+299+

+299
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onde cada linha é a soma dos termos de uma PG de razao 2. Portanto:
S =102 — 1) +2(2% — 1) +22(2% — 1) + 2327 — 1) + ... + 2% (22 - 1) + 2%(2 - 1)
ou seja:

g = (2100 . 1) + (2100 N 2) + (2100 N 22) + (2100 N 23) + .+ (2100 _ 298) + (2100 . 299)
= 100.2"%% — (1 +2+ 2% +2° + ... + 2% + 2%)
= 100.2'% — 1(2'% — 1)
= 092100 1.

Exemplo 2.6.11. Determinar a soma dos n primeiros termos da sequéncia:

L(1+2),14+2+2%, ..., (1+2+22+... 42771,
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 123))

Resolucéo.

O enésimo termo (1 + 2 + 22 + ... + 2" ') da sequéncia dada é a soma dos termos
de uma PG de razéo 2 e o valor deste termo € 2" — 1. Logo, a soma dos n primeiros
termos da sequéncia dada é:

S = 2'-D)+2*-D)+2*-1)+..+(2"-1)
= (2" 422+ 22+ 42— (1 +14+14..+1)

nvezes

_ (2n+1 _ 2) -n

ontl oy 9,

2.6.1.1 Divisao Euclidiana

Teorema 2.6.1. Sejam a e b dois numeros inteiros com b # 0. Existem dois unicos
numeros inteiros q e r tais que

a=>bg+r,com0<r<|bl.
(Fonte: Hefez (2013, p. 53))

Demonstragdo. Considere o conjunto
S={r=a—-by;y€Z} N (NU{0}).

Existéncia: Pela Propriedade Arquimediana, existe n € Z tal que n(—b) > —a; logo,
a —nb > 0, 0 que mostra que S € n&o vazio. O conjunto S € limitado inferiormente por
0; logo, pelo Principio da Boa Ordenacao, temos que .S possui um menor elemento r.
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Suponhamos entdo que r = a — bq. Sabemos que r > 0. Vamos mostrar que r < [b|.
Suponhamos, por absurdo, que r > b. Portanto, existe s € NU {0} tal que r = |b| + s;
logo, 0 < s < r. Mas isso contradiz o fato de r ser o menor elemento de S, pois
s=a—(¢gEx1)be S, coms<r.

Unicidade: Suponha que a = bg +r = b¢' + 7', onde ¢,¢,r,7" € Z,0 < r < |b| e
0 <7’ < |b|. Assim, temos que — [b| < —r < 1" —r <1’ < |b|. Logo, |r" — r| < |b|. Por
outro lado, b(q — ¢') = ' — r, 0 que implica que

bllg —q'| =" —r] < |b],

0 que sO é possivel se ¢ = ¢’ e consequentemente, r = r’. ]

Nas condi¢des do teorema acima, os numeros ¢ e r sdo chamados, respectiva-
mente, de quociente e de resto da divisdo de a por b.

Da divisao euclidiana, temos que o resto da divisao de a por b € zero se, e
somente se, b divide a.

Exemplo 2.6.12. Dado um numero inteiro n € 7 qualquer, temos duas possibilidades:
(1) o resto da divisdo de n por2 €0, isto é, existe ¢ € N tal que n = 2q; ou
(1) o resto da divisdo de n por?2 é 1, isto é, existe q € N tal que n = 2q + 1.

(Fonte: Hefez (2013, p. 56))

Portanto, os numeros inteiros dividem-se em duas classes, a dos numeros da
forma 2¢ para algum ¢ € Z, chamados numeros pares, e a da forma 2¢ + 1, chamados
de numeros impares (HEFEZ, 2013, p. 56). Assim, o0s inteiros pares sao:

0,+2, 44, 46, £8, £10, +12, +£14, +16, £18, 420, £22, ...
e os inteiros impares séao
+1, 43, £5, 47,49, £11, +13, £15, £17, £19, £21, +23, ...

Faz observar Alencar Filho (1987, p. 130) que
a®=(29)*=4k=2(2k) ou a*=(2¢+1)*=4(¢"+q)+1=4h+1=2(2h) +1

de modo que na divisdo do quadrado a* de um inteiro qualquer a por 4 o resto é 0 ou 1.
Ou ainda: o quadrado de um inteiro par € par e o quadrado de um inteiro impar € impar.

Faz saber Alencar Filho (1987, p. 130) que dois inteiros que sdo ambos pares
ou ambos impares dizem-se de mesma paridade, e que dois inteiros tais que um é par
e o outro é impar dizem-se paridade diferente. Assim, por exemplo, 3 e 7, € —4 e 6 sao
de mesma paridade, enquanto que 5 e 8 sdo de paridade diferente.
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A soma e a diferenca de dois inteiros de mesma paridade € um inteiro par,
porque
2m £ 2n =2(m £ n)

Cm+1)£2n+1)=2(m+n+1)ou2(m-—n).

A soma e a diferenca de dois inteiros de paridade diferente € um inteiro impar,
porque
2m+1)£2n=2(m=*n)+ 1L

Exemplo 2.6.13. De modo mais geral, fixado um numero natural m > 2, pode-se
sempre escrever um numero qualquer n, de modo unico, na forman = mk + r, onde
k,reZe0O<r<m.

(Fonte: Hefez (2013, p. 56))

Por exemplo, todo numero inteiro n pode ser escrito em uma, e somente uma,
das seguintes formas: 3k, 3k + 1, ou 3k + 2.

Outro exemplo: todo numero inteiro n pode ser escrito em uma, e somente uma,
das seguintes formas: 4k, 4k + 1, 4k + 2, ou 4k + 3.

Exemplo 2.6.14. Mostre que o quadrado de qualquer inteiro impar é da forma 8k + 1.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 131))

Demonstragdo. Pelo exemplo anterior, o inteiro a pode ser escrito em uma, e somente
uma, das seguintes formas:

4q, 49+ 1, 49 + 2, ou 4q + 3.

Nesta classificacao, o inteiro a € impar se a = 4¢ + 1 ou 4q + 3 e, nestes dois
casos, temos:

a> = (4g+1)=82¢+q) +1=8k+1
a> = (4g+3)*=82¢+3q+1)+1=8k+1

Exemplo 2.6.15. Mostre que, se a e b sdo inteiros impares, entdo 8|(a* — b?).
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 132-133))

Demonstragdo. Pelo exemplo anterior:
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a*>=8k+1eb*=8h+1.
Portanto:
a> =0 =8k—h) e 8|(a®—"b?).
O

Exemplo 2.6.16. Mostre que, se n é um inteiro impar ndo divisivel por 3, entdo (n? + 5)
é divisivel por 6.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 134))

Demonstracdo. Com efeito, se n nao € divisivel por 3, entao, os possiveis restos na
divisdo de n por 3 sdo 1 e 2. Logo, pelo algoritmo da diviséo:

n=3¢+1oun=3¢+2=3(¢q+1)—1,
ou seja:
n =3h % 1.
Por outro lado, se n € impar, entdo h € par, isto é, h = 2k, e temos:
n =6k =+ 1.

Portanto:
n*+5 = (6k+1)>+5=6(6k"+ 2k + 1),

isto é, (n? + 5) é divisivel por 6. O

Exemplo 2.6.17. Sendo a e b inteiros consecutivos cujo produto é c, mostre que o
inteiro n = a® + b* + ¢* é o quadrado de um inteiro impar.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 136))

Demonstragcdo. Temosb=a+1e c=ab=a(a+ 1), 0 que implica:
n=a+(a+1)?*+a*(a+1)*=(a*+a+1)

onde a* + a+ 1 = a(a + 1) + 1 é um inteiro impar, visto que o produto a(a + 1) &€ um
inteiro par. O]

Exemplo 2.6.18. Mostre que, se um inteiro par é a soma de dois quadrados, entao a
metade desse inteiro também é a soma de dois quadrados.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 138))
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Demonstracdo. Se o inteiro par 2n = a? + b2, entdo os inteiros a e b sdo de mesma
paridade.
Por outro lado, temos:

a® + b? a+b\’ a—0b\>
n = = —l—
2 2 2
-b . .. - : )
onde e % sao inteiros, porque a e b sdo de mesma paridade. Logo, n € a soma
de dois quadrados. O

a+b

2.7 MDC de Dois Inteiros

Alencar Filho (1987, p. 184) apresenta a seguinte definigdo para maximo divisor
comum de dois inteiros a e b: Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente nulos.
Chama-se méaximo divisor comum de a e b o inteiro d (d > 0) que satisfaz as condig¢des:

(i) dlaed|b;
(i7) se cla e se c|b, entdo ¢ < d.

Note que, pela condigéo (i), d é um divisor comum de a e b, e pela condigao (i)
d € o maior dentre todos os divisores comuns de a € b.

O maximo divisor comum de a e b indica-se pela notagcao mdc(a,b) (alguns
autores usam a notagao (a, b)).

A definicdo do mdc(a, b) € simétrica em rela¢do aos inteiros a e b, de modo que
mdc(a,b) = mde(b, a). Em particular:

1. 0 mdc(0,0) ndo existe, porque todo inteiro divide 0 (alguns autores, a exemplo de
Hefez (2013), consideram que mdc(0,0) = 0);

2. omdc(a, 1) = mde(a, —1) = 1;
3. se a # 0, entdo o0 mdc(a,0) = |a| = mdc(a, a);
4. 0 mdc(a,0) = 1 se, e somente se, a = +1;

5. se alb, entdo o0 mdc(a,b) = |al.

Alencar Filho (1987, p. 185) também define combinacao linear dos inteiros a
b: Sejam a e b dois inteiros. Chama-se combinacao linear de a e b todo inteiro n da
forma
n = ax + by,
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onde z e y S&0 inteiros quaisquer.
Assim, por exemplo, temos:

25 = 15.3 4 20.(—1)

e, portanto, o inteiro 25 € uma combinacéo linear dos inteiros 15 e 20.

Teorema 2.7.1. Se a e b sdo dois inteiros ndo conjuntamente nulos, entao existem
inteiros x e y tais que o
mdc(a,b) = ax + by,

isto €, o mdc(a,b) € uma combinag&o linear de a e b.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 185-186))

Demonstracdo. Seja S o conjunto de todos os inteiros positivos da forma au + bv, onde
u € v Sao inteiros, isto é, simbolicamente:

S={au+bvlau+bv>0eu,veZ}.

Este conjunto S nao é vazio, porque, por exemplo, se a # 0, entdo um dos dois
inteiros:

a=al+00 e —a=a(-1)+b0

€ positivo e pertence a S. Logo, pelo Principio da Boa Ordenacgé&o, existe e € unico o
elemento minimo d de S: minS = d > 0. E, consoante a definicdo de S, existem inteiros
x ey tais que d = ax + by.

Posto isto, vamos mostrar que d = mdc(a, b).

Com efeito, pelo algoritmo da divisdo aplicado aos inteiros a € d, temos:

a=dg+r , com0<r<d,
0 que implica:
r=a—dg=a— (ax+by)g=a(l —qz) + b(—qy),

isto é, o resto » é uma combinagéo linear de a e b. Portanto, se r > 0, entdo r pertence
a S, 0 que é impossivel , porque 0 <r < de d > 0 é o elemento minimo de S. Assim
sendo, r = 0 e a = dq, isto &, d|a.

Com raciocinio inteiramente analogo, também se conclui que d|b. Logo, d é um
divisor comum de a € b.

Finalmente, se ¢ € um divisor comum positivo qualquer de a e b, entao:

cllax+by) ou cld e ¢<d,
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isto &, d € o maior divisor comum positivo de a e b, ou seja:
mdc(a,b) =d=ax+by , x,y€Z,

e o teorema fica demonstrado. O]

2.7.1 Existéncia e Unicidade do MDC

Faz saber Alencar Filho (1987, p. 187) que, consoante a demonstracao do
teorema 2.7.1:

1. 0 mdc(a,b) = d, e como d € o elemento minimo do conjunto S, segue-se que
existe e é unico o mdc(a, b);

2. 0 mdc(a,b) € 0 menor inteiro positivo da forma az + by, isto é, que pode ser
expresso como combinagdo linear de a e b.

Importa notar que a representacdo do mdc(a,b) como combinagéo linear de a e
b ndo é Unica, pois, temos:

mdc(a,b) = d = a(z + bt) + b(y — at)
qualquer que seja o inteiro t.

Teorema 2.7.2. Se a e b sdo dois inteiros ndo conjuntamente nulos, entdo o conjunto
de todos os mdltiplos do mdc(a,b) = d é:

T = {ax + by|z,y € Z}.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 188))

Demonstragdo. Como d|a e d|b, segue-se que d|(ax + by), quaisquer que sejam 0s
inteiros z e y, e, por conseguinte, todo elemento do conjunto 7' € mdltiplo do mdc(a, b) =
d. Por outro lado, existem inteiros x, € y, tais que d = axq + byy, de modo que todo
multiplo kd de d € da forma:

kd = k(axo + byy) = a(kxg) + b(kyo)
]

isto &, kd € uma combinacgéo linear de a e b e, portanto, kd € elemento do conjunto 7.

Teorema 2.7.3. Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente nulos. Um inteiro d(d > 0)
€ omdc(a,b) se, e somente se, satisfaz as condigcbes:

1. dja e d|b;
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2. secla e se c|b, entdo c|d.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 188-189))

Demonstragdo. Suponhamos que o mdc(a,b) = d. Entdo, d|a e d|b; isto é, a condicao
1 € satisfeita. Por outro lado, existem inteiros x e y tais que ax + by = d (Teorema
2.7.1) e, portanto, se c|a e se c|b, entdo c|(ax + by) e c|d, isto é, a condicdo 2 também é
satisfeita.

Reciprocamente, seja d um inteiro positivo qualquer que satisfaz as condigdes 1
e 2. Entao, pela condicao 2, todo divisor comum ¢ de a € b também ¢é divisor de d, isto
é, c|d, o que implica ¢ < d. Logo, pela definicdo de mdc, d é o mdc(a,b). O

Teorema 2.7.4. Se a e b s4o dois inteiros ndo conjuntamente nulos, entao
mdc(a,b) = mdec(a + kb, b),

para todo inteiro k.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 189))

Demonstragdo. Sejam d 0 mdc(a,b) € d; 0 mdc(a + kb, b). Entéo, d|a e d|b. Portanto:
dl(a+kb) e d|b.

Logo, pelo Teorema 2.7.3: d|d; .
Analogamente, d;|(a + kb) e d;|b. Portanto:

d1|(a + kb — k’b), isto é, d1|a e d1|b

Logo, pelo mesmo Teorema 2.7.3: d;|d.
Assim, d|d; e d;|d, o que implica d = d;. O

2.7.2 Inteiros Primos Entre Si

Faz saber Alencar Filho (1987, p. 196) que, dados os inteiros a e b ndo conjunta-
mente nulos, diz-se que a e b sdo primos entre si se, e somente se, 0 mdc(a,b) = 1.

Se a e b sdo primos entre si, também se diz que a é primo com b, ou ainda, que
s&o primos relativos (ou relativamente primos).

Segundo Hefez (2013, p. 96): Dois numeros inteiros a e b serao ditos primos
entre si , ou coprimos, se mdc(a,b) = 1; ou seja, se o unico divisor comum positivo de
ambos é 1.

Teorema 2.7.5. Dois inteiros a e b, ndo conjuntamente nulos, s&o primos entre si, ou

coprimos se, e somente se, existem inteiros = e y tais que ax + by = 1.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 196))
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Demonstragédo. Se a e b sdo primos entre si, entdo o mdc(a,b) = 1, e por conseguinte
existem inteiros = e y tais que axr + by = 1 (Teorema 2.7.1).

Reciprocamente, se existem inteiros x e y tais que az +by = 1 e se 0 mdc(a,b) =
d, entdo d|a e d|b. Logo, d|(az + by) e d|1, o que implica d = 1 ou mdc(a,b) = 1;isto &, a
e b sao primos entre si. O

d’d
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 196-197))

- ~ b
Corolario 2.7.1. Se 0 mdc(a,b) = d, entdo o mdc (a ) =1

Demonstracgo. Preliminarmente, note-se que % e Z sao inteiros porque d é um divisor
comumde a € b.

Se 0 mdc(a,b) = d, entdo existem inteiros x e y tais que ax + by = d; ou seja,
dividindo ambos os membros desta igualdade por d:

%2 + é =1
' al T
. b . : .. .
Logo, pelo Teorema 2.7.5, os inteiros % e p sdo primos entre si, isto é,
a b
de|=,=-]=1. O
m c(d, d)

Teorema 2.7.6 (Lema de Gauss). Se albc e se 0 mdc(a,b) = 1, entdo a|c.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 197))

Demonstragé&o.
(1)  sealbc, entdo bec = aq, com q € Z;
(i) se o mdc(a,b) =1, entdo:

ar+by=1 € acx+bcy=c, comz,y € Z.
Portanto:

c=acr+aqy =a(cx+qy) e alc

Teorema 2.7.7. Se a|c e se b|c, com mdc(a,b) = 1, entdo ab|c.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 198))

Demonstragéo.

Com efeito:

(1) sealc, entdo ¢ = aqy, com q; € Z;
(17) se blc, entdo ¢ = bgo, COM ¢y € Z;
(1ii) se o mdc(a,b) =1, entdo:
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ar+by=1 e acx+bcy=c , comuzx,yeEZ.
Portanto:

¢ =a(bgy)x + blaq)y = ab(gx + q1y) €  ablc.

Corolario 2.7.2. O produto de trés inteiros consecutivos € divisivel por 6.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 198))

Demonstracdo. Em trés inteiros consecutivos n,n + 1 e n + 2, um pelo menos é par, e
um sempre € divisivel por 3. Logo, o produto n(n + 1)(n + 2) é divisivel por 2 e por 3,
inteiros primos entre si, e, por conseguinte, é divisivel por 2.3 = 6 (Teorema 2.7.7). [

Teorema 2.7.8. Se a|b e se 0o mdc(b,c) = 1, entdo, o mdc(a,c) = 1.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 198-199))

Demonstracéo.

Com efeito:

(1) sealb, entdo b = aq, com q € Z;

(1) se o mde(b,c) =1, entdo bx + cy =1, com z,y € Z.
Portanto:

a(gr) +cy=1 e omdc(a,c) = 1.

Teorema 2.7.9. Se 0 mdc(a,b) =1 = mdc(a, c), entdo, o mdc(a, bc) = 1.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 199))

Demonstracéo.

Com efeito:

(1) seomdc(a,b) =1, entdo ax + by =1, com z,y € Z;
(77) se o mdc(a,c) =1, entdo az +ct =1, com z,t € Z.
Portanto:

1 =azx + by(az + ct) = a(x + byz) + be(yt),

o que implica mdc(a, bc) = 1.
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Teorema 2.7.10. Se o0 mdc(a,bc) = 1, entdo: 0 mdc(a,b) = 1 = mdc(a, ¢).

(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 199))

Demonstragdo. Com efeito, se 0 mdc(a,bc) = 1, entdo:
ax + (be)y = 1, com x,y € Z.
Portanto:

ar+b(cy) =1 eo mdec(a,b) =1,
ar+c(by) =1 eo mdc(a,c)=1.

Note-se que este teorema é o reciproco do teorema anterior.

Lema 2.7.1. Se a = bq + r, entdo o mdc(a,b) = mde(b, ).
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 218))

Demonstragdo. Com efeito, se 0 mdc(a, b) = d, entdo d|a e d|b, 0 que implica:
d|(a—bg) ou d|r,

isto €, d é um divisor comumde b e r (d|b e d|r).
Por outro lado, se ¢ € um divisor comum qualquer de b e r (c|b e c|r), entdo:

cl(bg+7) ou cla,

isto é, ¢ € um divisor comum de a e b, 0 que implica ¢ < d. Portanto, o mdc(b,r) =d. O

2.8 Algoritmo de Euclides

Hefez (2013, p. 89-91) apresenta a prova construtiva da existéncia do mdc dada
por Euclides, chamado de Algoritmo de Euclides.

Dados a,b € N, podemos supor b < a. Se b =1 0u b = a, ou ainda b|a, ja vimos
que mdc(a,b) = a. Suponhamos, entdo, que 1 < b < a € que b 1 a. Logo, pela divisédo
euclidiana, podemos escrever

a=bqg +ry,com0<r; <b.
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Temos duas possibilidades:
a) ri|b. Emtal caso, r; = mdc(b,r;) e, pelo Lema 2.7.1, temos que

r1 = mdc(b,r1) = mde(b,a — ¢;b) = mde(b, a) = mde(a, b),

e o algoritmo termina.
b) 7 1b. Em tal caso, podemos efetuar a divisao de b por r,, obtendo

b=r1ga+12, COMO <7y <1y.

Novamente, temos duas possibilidades:
a') rylr;. Nesse caso, r = mde(ry, r2) € novamente, pelo Lema 2.7.1, temos que

ro = mdc(ry,m2) = mde(ry, b — gory) = mde(ry,b) = mdc(a — ¢1b, b) = mdc(a, b),

e o0 algoritmo termina.
b') ry17. Nesse caso, podemos efetuar a diviséo de r; por ry, obtendo

rL="req3+ 13, COMO <13 <rs.

Continuamos esse procedimento até que pare. Isto sempre ocorre, pois, caso
contrario, teriamos uma sequéncia de niameros naturais b > r; > r, > ... que nao
possui menor elemento, o que nao € possivel pelo Principio da Boa Ordenacgé&o. Logo,
para algum n temos que r,|r,_1, 0 que implica que mdc(a, b) = r,,.

O algoritmo acima pode ser sintetizado e realizado na pratica como mostramos
a sequir.

Inicialmente, efetuamos a divisdo a = bg, + r; € colocamos 0s numeros envolvi-
dos no seguinte diagrama:

q1

1

A seguir, continuamos efetuando a divisdo b = r1¢2 + 2 € colocamos 0s numeros
envolvidos no diagrama

q1 | 42
a b T1
| T2

Prosseguindo, enquanto for possivel, teremos



61

q1 q2 q3 dn—1 qn dn+1
a | b |r|mr Tno | Tn_1 | Tn = mdc(a,b)
T | T2 | T3 | T4 Tn
Exemplo 2.8.1. Calcule 0 mdc(372,162).
(Fonte: Hefez (2013, p. 91))
Resolucéo.
2 |3 ]2 |1
372 1162 | 48 | 18 | 12
48 | 18 |12 | 6

Observe que no exemplo anterior o Algoritmo de Euclides fornece-nos:

Donde segue que:

Temos, entao, que:

6 = 18—1.12
12 = 48—2.18
18 = 162 — 3.48
48 = 372 —2.162
18 — 1.12
18 — 1.(48 — 2.18)
3.18 — 48
3.(162 — 3.48) — 48
3.162 — 10.48

3.162 — 10.(372 — 2.162)

23.162 — 10.372

mdc(372,162) = 6 = 23.162 + (—10).372.

Note que conseguimos, através do uso do Algoritmo de Euclides de tras para
frente, escrever 6 = mdc(372,162) como multiplo de 162 mais um mdltiplo de 372.

Teorema 2.8.1. 0 mdc(ka, kb) = k.mdc(a,b), onde k é um inteiro positivo.

(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 223-224))

Demonstragcao. Multiplicando ambos os membros de cada uma das n + 1 igualdades
que dao o mdc(a,b) = r,, pelo algoritmo de Euclides pelo inteiro positivo %, obtemos:
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ak = (bk)q1 + r1k , 0 < rk < bk

bk = (le')QQ + rok ) 0 < rk <mk

rmk = (rek)gs+rsk : 0 < r3k < rok
rnook = (rn_1k)qn + ok , 0<rpk <rp_1k
Tnoak = (Tnk)@ny1 +0

Observe que estas n + 1 igualdades outra coisa ndo sdo se nao o Algoritmo de
Euclides aplicado aos inteiros ak e bk, e, por conseguinte, o ultimo resto r,k # 0 € 0
mdc(ak, bk), isto €:

mdc(ka, kb) = r,k = k.mdc(a,b)

Corolario 2.8.1. Para todo inteiro k # 0, tem-se:

mdc(ka, kb) = |k| .mdc(a,b)
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 224))

Demonstragdo. Se k > 0, nada ha que demonstrar, e se k < 0, entdo —k = |k| > 0, e
pelo Teorema 2.8.1, temos:

mdc(ak,bk) = mdec(—ak,—bk)
= mdc(a. |k|,b. |k|)
= |k|.mdc(a,b)

]

Hefez (2013, p. 97) faz saber que a nogédo de mdc pode ser generalizada como
a seqguir.

Um numero natural d sera dito mdc de dados numeros inteiros ay, ..., a,,, NA0
todos nulos, se possuir as seguintes propriedades:
(i) déum divisor comum de ay, ..., an;
(1) Se c¢ € um divisor comum de ay, ..., a,, entao c|d.

A proposigao a seguir fornecer-nos-a um método indutivo para o céalculo do
mdc de n inteiros, reduzindo-o a aplicagdo do Algoritmo de Euclides a n — 1 pares de
inteiros.

Proposicao 2.8.1. Dados numeros inteiros ay, ..., a,,, ndo todos nulos, existe o seu mdc
e

mde(ay, ..., a,) = mde(ay, ..., mde(a, 1, ay)).



63

Demonstragdo. Vamos provar a proposi¢ao por indugao sobre n (> 2). Paran = 2
nada temos a provar. Suponha que o resultado vale para n. Para provar que o resultado
é vdlido para n + 1, basta provar que se d € o mdc de ay, ..., mdc(ay, any1), €ENtA0 d € O
mdc de ay, ..., a,, a,,1, POIS iSSO provara também a existéncia.

Seja d 0 mdc de ay,...,mdc(ay,, a,41). LOQO, d|ay, ...,d|a,—1 € dimdc(a,, ani1).

Portanto, d|ay, ..., d|a,,—1, d|a,, € d|a,41.
Por outro lado, seja ¢ um divisor comum de ay, ..., a,, a,1; 1090, ¢ € um divisor
comum de ay, ..., a,_1 € mdc(a,, a,11); €, portanto, c|d. O
(Fonte: Hefez (2013, p. 97-98))

Os inteiros ay, ..., a,, serdo ditos primos entre si, ou coprimos, quando mdc(ay, ..., a,)

1 (HEFEZ, 2013, p. 89).

Exemplo 2.8.2. Demonstre: mdc(a + b,a — b) > mdc(a, b).
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 191))

Demonstragdo. Com efeito, se 0 mdc(a,b) = d, entdo d|a e d|b, 0 que implica:
dl(a+0b) e d|(a—0).
Portanto:

dlmdec(a + b,a — b)

mdc(a+b,a —b) > d = mdc(a,b).

Exemplo 2.8.3. Calcule o mdc(35 + n,45n + 76), onde n é um inteiro qualquer.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 191))

Resolucéo.
Seja d 0 mdc procurado. Entao:

d|(35n +57) e d|(45n + 76).
Portanto:
d|[7(45n + 76) — 9(35n + 57)] e d|19,

de modo que d =1o0ud=19.
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Exemplo 2.8.4. Demonstre que o mdc(2™ — 1,2" + 1) = 1, onde m e n sdo inteiros

positivos, sendo m impar. (Fonte: Alencar Filho (1987, p. 191-192))

Demonstragéo. Seja d = mdc(2™ — 1,2" + 1), de modo que
2" —1=hd e 2"+1=kd, com hkeN,
0 que implica:
2" =hd+1 e 2™ =(hd+1)"=rd+1, com reN,
M=kd—1 e 2™ =(kd-—1)"=ad—1, com a€N.
Portanto:
rd+1l=ad—1 e (a—r)d=2,

0 que implica: d|2, de modo que d = 1 ou d = 2. E como 2™ — 1 é impar, segue-se que
d é impar, isto é, d = 1. O

Exemplo 2.8.5. Mostre que, se 0 mdc(a,3) = 1, entdo o inteiro a* + 2 é divisivel por 3.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 192))

Demonstragdo. Com efeito, se 0 mdc(a,3) = 1, entdo a = 3k + 1, 0 que implica:
> +2=3Bk+1)*>+2=33k>+2k +1)
e portanto: 3|(a® + 1). O

Exemplo 2.8.6. Mostre que dois inteiros impares consecutivos quaisquer Sao primos
entre si.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 204))

Demonstragdo. Com efeito, se 0 mdc(2n +1,2n + 3) = d, entdo d|(2n + 1) e d|(2n + 3).
Portanto,

dl[(2n+3)—(2n+1)] e d2,

o que implica d = 1 ou d = 2. Mas, ndo pode ser 2, porque 0s dois inteiros sdo impares,
de modo que d = 1, isto é, 2n + 1 e 2n + 3 sdo primos entre si. O

Exemplo 2.8.7. Sendo n um inteiro qualquer, mostre que:

6|(n®>+5n) e 6[(n*+11n).
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 204-205))
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Demonstracdo. Com efeito:

n*+5in=n*+6n—n=nn?*-1)+6n=(n—1)n(n+1)+6n

n+1lln=n*+12n—n=nn?>-1)+12n=(n—)n(n+1) + 12n.

Como o produto de trés inteiros consecutivos € divisivel por 6 (corolario 2.7.2), temos
(n —1)n(n + 1) = 6¢, com ¢ € Z, o que implica:

n®+5n=06¢+6n==6(q+n) e 6[(n®+6n),
n3+11n=6q + 12n =6(¢+2n) e 6/(n®+ 11n).

Exemplo 2.8.8. Os inteiros a e b sdo primos entre si. Demonstre:

mde(a+b,a —b) =1 ou 2.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 207))

Demonstragéo. Seja d = (a + b,a — b). Portanto, d|(a + b) e d|(a — b), 0 que implica,
pelo item vi da Proposicao 2.6.3, que d|2a e d|2b, de modo que

d|lmdc(2a, 2b)

d < mdc(2a,2b) = 2.mdc(a,b) = 2,
istoé,d=1oud=2. O
Exemplo 2.8.9. Sendo n um inteiro par, mostre que 48|(n3 + 20n).
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 205))
Demonstragcdo. Sendo n par, n = 2k, com k € Z, e temos:
n® +20n = 8k(k* +5) = 8k(k* — 1) + 48k = 8k(k — 1)(k + 1) + 48k.

Mas, o produto k(k — 1)(k + 1) é divisivel por 6, ou seja, € da forma 6¢, com
q € 7Z, 0 que nos da:
n® + 20n = 8.6q + 48k = 48(q + k),

isto &, 48|(n* + 20n). O
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2.9 Minimo Multiplo Comum

Diremos que um namero inteiro € um multiplo comum de dois numeros inteiros
dados se ele é simultaneamente multiplo de ambos os numeros (HEFEZ, 2013, p. 105).

Hefez (2013, p. 105) afirma que um inteiro m > 0 é um minimo multiplo comum
(mmc) dos numeros inteiros a e b se possuir as seguintes propriedades:

(1)  m € um multiplocomumde a e b, €

(1) se ¢ é um multiplo comum de a e b, entao m|c.

Se m e m’ sdo dois minimos multiplos comuns de « e b, entdo, do item (i:)
da definicdo acima, temos que m|m’ e m/|m. Como m e m’ sdo numeros inteiros néo
negativos, temos que m = m’, 0 que mostra que o minimo multiplo comum, se existe, é
unico.

Por outro lado, se m € 0 mmc de a e b, € ¢ € um multiplo comum de a € b, entao
m/|c. Portanto, se ¢ é positivo, temos que m < ¢, mostrando que m é o menor dos
multiplos comuns positivos de a e b.

O minimo multiplo comum de a € b, se existe, € denotado por mmc(a, b) (alguns
autores adotam a notacao |a, b)).

Caso exista, pode-se demonstrar que

mmec(—a, b) = mme(a, —b) = mme(—a, —b) = mme(a, b).

Assim, para efeito do calculo do mmc de dois numeros, podemos sempre supb-
los ndo negativos.

Também podemos verificar que mmc(a,b) = 0 se, e somente, a = 0 ou b = 0.
De fato, se mmec(a,b) = 0, entdo 0 divide ab, que € multiplo de a e de b; logo, ab =0 e,
portanto, a = 0 ou b = 0. Reciprocamente, se a = 0 ou b = 0, entdo 0 € o Unico multiplo
comum de a e b; logo, mmc(a, b) = 0.

Proposicao 2.9.1. Dados dois numeros inteiros a e b, temos que mmc(a,b) existe e

mmc(a, b)ymde(a, b) = |ab| .

(Fonte: Hefez (2013, p. 106))

Demonstragdo. Se a = 0 ou b = 0, a igualdade acima é trivialmente satisfeita. E
também facil verificar que a igualdade é verificada para a e b se, e somente se, ela é

verificada para +a e +b. Entdo, sem perda de generalidade, podemos supor a,b € N.

Ponhamos m = aib. Como
mdc(a, b)

m=a b =b a

mdc(a, b) mdc(a,b)’
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temos que a|m e b|m. Portanto, m & um multiplo comum de a e b.
Seja c um multiplo comum de a e b; logo, ¢ = na = n'b. Segue dai que

a , b
n =n

mdc(a, b) mdc(a,b)’

a
mdc(a, b) © mdc(a, b)
Lema de Gauss (Teorema 2.7.6), que divide n/, e, portanto, m =

Como, pelo Corolario 2.7.1, sao primos entre si, segue-se, do

a

_a _a
mdc(a, b) mdc(a, b)
]

divide »n'b, que é igual a c.

Corolario 2.9.1. Se a e b sdo inteiros primos entre si, entdo mmc(a,b) = |ab| .
(Fonte: Hefez (2013, p. 106))

Demonstragdo. Como a e b s&o primos entre si, entdo mdc(a, b) = 1 e, pela Proposicao
2.9.1, segue que

mmc(a,b) = |ab| .

]

Diremos que um numero natural m € um mmc dos inteiros ndo nulos ay, ..., a,,
se m é um multiplo comum de ay, ..., a,, €, se para todo multiplo comum m’ desses
nuameros, tem-se que m|m’.

Pode-se verificar que o mmec, se existe, é uUnico, sendo denotado por mmc(ay, ..., a,)
(alguns autores adotam a notagéo |[ay, ..., a,]). Além disso, 0 mmc de varios inteiros nao
nulos € o menor multiplo comum positivo desses inteiros (HEFEZ, 2013, p. 107).

Proposicao 2.9.2. Sejam a, ..., a,, nimeros inteiros ndo nulos. Entdo existe o numero

mmc(ay, ..., a,) €

mme(ay, ..., a,) = mme(ay, ..., mmce(an_1, ay))-

(Fonte: Hefez (2013, p. 107))

Demonstragdo. Basta provar que, se existe mmc(ay, ..., mme(a,—1,a,)), vale a igual-
dade acima.
A existéncia do mmc segue facilmente disso, por indugéo.

Seja m = mmc(ay, ..., mmc(a,_1,ay,)). 10go, ay, ..., a,—o € mme(a,_1, a,) dividem

Como a,,_1|mmc(a,_1,a,) € a,|mme(a,_1,a,), segue que m é um multiplo co-
mum de aq, ..., a, .

Por outro lado, suponha que m’ seja um mdultiplo comum de ay, ..., a,.

Logo, ai|m/, ..., an_o|m’ € mme(a,_1,a,)|m’; dai segue que m’' € multiplo de

m = mme(ayq, ...,mmc(a,_1,a,)). O
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2.10 Teorema Fundamental da Aritmética

Um namero natural maior que 1 que sé possui como divisores positivos 1 € ele
proprio € chamado numero primo (HEFEZ, 2013, p. 140).

Segundo Hefez (2013, p. 140), dados dois numeros primos p € ¢ € um numero
inteiro a qualquer, decorrem da definicdo acima os seguintes fatos:

(1) Sep|q, entédo p = q.

De fato, como p|q e sendo ¢ primo, temos que p = 1 ou p = ¢q. Sendo p primo,
tem-se que p > 1, 0 que acarreta p = q.

(i) Sepfta, entdo mde(p,a) =1

De fato, se mdc(p,a) = d, temos que d|p e d|a. Portanto, d = p ou d = 1. Mas
d # p, pois p t a, e, consequentemente, d = 1.

Um namero maior do que 1 e que nao é primo sera dito composto.

Portanto, se um numero natural n > 1 é composto, existira um divisor natural n,
de n, tal que 1 < n; < n. Logo, existira um divisor natural n,, tal que

n=nmny,, COM 1l<n<n € 1<ny<n.

Proposicao 2.10.1 (Lema de Euclides). Sejam a,b,p € Z, com p primo. Se p|ab, entdo
pla ou p|b.
(Fonte: Hefez (2013, p. 141))

Demonstragdo. Basta provar que, se p|ab e p t a, entdo p|b. Mas, se p 1 a, temos que
mdc(p,a) = 1, e o resultado segue-se do Lema de Gauss (Teorema 2.7.6). O

Teorema 2.10.1. Se p é um primo tal que p|a;as...a,, entdo pla,, sendo k um dos
inteiros 1,2, ....n.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 283))

Demonstracdo. A proposicao € verdadeira para n = 1 (imediato) e para n = 2 (pelo
Lema de Euclides). Suponhamos, pois, n > 2 e que, se p divide um produto com menos
de n fatores, entao p divide pelo menos um dos fatores (hip6tese de indugéo).

Pelo Lema de Euclides, se p|a;as...a,, entéo:

pla, ou  plajas...a,—;

Se p|a,, a proposigao estd demonstrada, e se pla;as...a,_1, €ntdo, a hipbtese de
inducdo assegura que p|ax, com 1 < k < n — 1. Em qualquer dos dois casos, p divide
um dos inteiros aqas...a, O

Corolario 2.10.1. Se p € um primo tal que p|a", entao p|a.
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(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 283))

Demonstragdo. Como a" = a.a...a (n fatores), se p|a”, entdo pla.a...a. Logo, pelo Teo-
rema 2.10.1, pla. O

Corolario 2.10.2. Se p, ¢, ¢, ..., g, S80 todos primos e se p divide o produto q;.qs...q,,
entdo p = qx, sendo k um dos inteiros 1,2, ..., n.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 283-284))

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.10.1, p|q;, sendo k£ um dos inteiros 1,2, ..., n, € como
0s Unicos divisores positivos de ¢, sao 1 e g, porque g, € primo, segue-se que p = 1
ou p = q,. Mas, p > 1, porque p € primo. Logo, p = ¢. H

Teorema 2.10.2 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo numero natural maior do
que 1 ou é primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como
um produto de numeros primos.

(Fonte: Hefez (2013, p. 141-142))

Demonstracdo. Usaremos a segunda forma do Principio da Indugédo. Se n = 2, o
resultado é obviamente verificado.

Suponhamos o resultado valido para todo numero natural menor do que n e
vamos provar que vale para n. Se 0 numero n € primo, nada temos a demonstrar.
Suponhamos, entdo, que n seja composto. Logo, existem numeros naturais n; e ns
tais que n = niny, com 1 < ny < n el < ny < n. Pela hipétese de inducao, temos
que existem numeros primos pi,..,p, € qi, ..., qs tais que ny = p1..p, € Ny = qu, ..., Gs-
Portanto, n = p1...p,q1, ..., Gs.

Vamos, agora, provar a unicidade da escrita. Suponha que tenhamos n =
pPL---Pr = q1, ..., ¢s, ONAE 0S p; € 0S ¢; SA0 numeros primos. Como p1|q; -..qs, pelo Corolario
2.10.2, temos que p; = ¢; para algum j, que, apos reordenamento de ¢, ..., g5, podemos
supor que seja ¢;. Portanto,

P2---Pr = q2.-.4s

Como p,...p, < n, a hipotese de inducdo acarreta que r = s e 0S p; € ¢; S0
iguais aos pares. O

2.11 Congruéncias

2.11.1 Inteiros Congruentes

Alencar Filho (1986, p. 9) apresenta a seguinte definicdo de dois inteiros congru-
entes mdédulo m: Sejam a e b dois inteiros quaisquer e seja m um inteiro positivo fixo.
Diz-se que a é congruente a b mdédulo m se, e somente se, m divide a diferenca a — b.
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Em outros termos, a é congruente a b modulo m se, e somente se, existe um
inteiro £ tal que a — b = km.
Com a notacao de Gauss:

a =b(modm)
indica-se que a é congruente a b modulo m. Portanto, simbolicamente:
a = b(modm) <= m|(a —b),
ou seja:
a=b(modm) <= 3k € Zla — b= km.

Se m nao divide a diferenca a — b, entao, diz-se que a € incongruente a b modulo
m, 0 que se indica pela notacao:

a Z b(modm).

Note-se que dois inteiros quaisquer sdo congruentes modulo 1, enquanto que
dois inteiros sdo congruentes mddulo 2 somente se ambos sdo pares ou se ambos sao
impares.

Em particular, a = 0 (mod m) se, e somente se, 0 médulo m divide a (m|a); isto
€:a=mk,comk € Z.

Teorema 2.11.1. Dois inteiros a e b sGo congruentes modulo m se, e somente se, a € b

deixam o mesmo resto quando divididos por m.
(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 10-11))

Demonstragdo. Suponhamos que a = b (modm) . Entao, pela definigdo de congruéncia,
temos:

a—b=km, kéelZ.
Seja r o resto da divisao de b por m; entéo, pelo algoritmo da divisao:
b=mq+r, 0<r<m.

Portanto:
a=km+b=km+mq+r=(k+qgm+r,

e isto significa que r também é o resto da divisdo de a por m, isto €, os inteiros a € b
divididos por m deixam 0 mesmo resto r.

Reciprocamente, suponhamos que a e b divididos por m deixam o mesmo resto
r. Entdo, podemos escrever:
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a=mq+r € b=mgp+r, 0<r<m.

Portanto:
a—b= (Ch - QQ>m>

0 que implica:

ml|(a—0b) e a=b(modm).

Teorema 2.11.2. Segja m um inteiro positivo fixo e sejam a,b e c inteiros quaisquer.

1. a = a(modm);
2. Sea =b(modm), entdo b = a (modm);
3. Sea=b(modm) e seb=c(modm), entdo a = c(modm).

(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 11-12))

Demonstragéao.
1. al0ou al(a —a), 0 que implica: a = a (modm).
2. Sea=b(modm),entdo a — b= km, k € Z. Portanto:

b—a=(—k)m e b=a(modm).
3. Sea=b(modm)e seb=c(modm), entdo existem inteiros h e k tais que
a—b=hm e b—c=Fkm.

Portanto:
a—c=(a—0b)+(b—c)=hm+km=(h+k)m.

e isto significa que a = ¢ (modm)

Faz saber Alencar Filho (1986, p. 12) que, consoante este Teorema 2.11.2, a
congruéncia, médulo um inteiro fixado m € uma relacao de equivaléncia em Z, pois €
reflexiva, simétrica e transitiva.
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2.11.2 Propriedades das Congruéncias

Teorema 2.11.3. Se a = b (modm) e se ¢ = d (modm), entgo:

a+c=b+d(modm);
a—c=b—d(modm);
ac = bd (modm).
(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 21))

Demonstragdo. Se a = b(modm)e se ¢ = d (modm), entdo existem inteiros h e k tais
que

a—b=hm e c—d=Fkm.
Portanto:

(a+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d) = (h+k)m;
(@—c)=(b—=d)=(a=0b)=(c—d)=(h=k)m;
ac — bd = (b+ hm)(d + km) — bd = (bk 4+ dh + hkm)m.

o que implica:

a+c=b+d(modm);
a—c=b-—d(modm);
ac = bd (modm).

Corolario 2.11.1. Se a = b (modm) e se c é um inteiro qualquer, entdo:

atc=bEtc(modm) € ac=bc(modm).
(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 22))

Demonstragdo. Temos:
a=b(modm) e c¢=c(modm).
Logo, pelo Teorema 2.11.3:

atc=bxc(modm) e ac=bc(modm).

Em particular, se c = —1 e a = b (modm), entdo:
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a(—1) =b(—=1) (modm) ou —a=—b(modm).

Corolario 2.11.2. Sea + b = ¢+ d (modm), entdo:

a—d=c—>b(modm).
(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 23))

Demonstragdo. Com efeito, somando ordenadamente as congruéncias:

a+b=c+d(modm)
—b= —b(modm)
—d = —d (modm)

obtemos:
a+b+(=b)+(—d)=c+d+(=b)+ (—d) (modm),
ou, simplificando:
a—d=c—b(modm).
[

Portanto, numa congruéncia, pode-se “passar" um termo de um membro para o
outro trocando-lhe o sinal.

Faz saber Alencar Filho (1986, p. 23) que nédo € permitido dividir ordenadamente
duas congruéncias com o mesmo médulo. Assim, por exemplo:

48 = 18 (mod 10) e 12 =2(mod10),
mas é falso:

4 =9 (mod 10).

Teorema 2.11.4. Se a = b (modm), entdo a™ = b" (mod m) para todo inteiro positivo n.
(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 23-24))

Demonstracdo. Usando o Teorema da Inducdo Matematica, a proposi¢ao € verdadeira
para n = 1, e suposta verdadeira para o inteiro positivo k, temos:

a®* =b*(modm) e a=0b(modm).
Portanto, pelo Teorema 2.11.3:

a*.a =b"b(modm) ou ot =" (modm),
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isto €, a proposicao é verdadeira para o inteiro positivo k£ + 1. Logo, a proposi¢cao é
verdadeira para todo inteiro positivo n. O

2.11.3 Mudanca de Médulo numa Congruéncia

Teorema 2.11.5. Se a = b(modm) e se n|m, sendo n um inteiro positivo, entdo a =

b dn).
(modn) (Fonte: Alencar Filho (1986, p. 24))

Demonstracdo. Com efeito:

a=0b(modm)= a—0b=km

nlm = m = nq
onde k e ¢ > 0 sao inteiros. Portanto:
a—b=(kgn e a=b(modn).
[

Teorema 2.11.6. Se a = b(modn) e se c € um inteiro positivo, entdo ac = bc (mod mc).

(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 24-25))

Demonstragdo. Com efeito, se a = b (modm) , entdo:
a—b=km e ac—bc=k(mc).
e, portanto:
ac = be (modme).
[

Teorema 2.11.7. Sea = b(modm) e se a,b e m sdo todos divisiveis pelo inteiro positivo
d, entgo:
m
= d—).
(mod )

a_0
d d .
(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 25))

Demonstragdo. Com efeito, se a = b (modm) , entdo:

I
&

e

a—b=km e

ISHS
ISHIES

e, portanto:
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O

Teorema 2.11.8. Sejama,b € Z e m, mq, ..., m, inteiros maiores do que 1. Temos que:

a=b(modm;),Vi=1,..,7r <= a = b(modm), onde m = mmc(my,...,m,).

(Fonte: Hefez (2013, p. 197-198))

Demonstragéo. Se a = b(modm;), i =1,...,r, entdo m;|b — a, para todo i. Sendo b — a
um multiplo de cada m;, segue-se que m = mmec(my,...,m,)|b — a, 0 que prova que
a = b(modm), onde m = mmc(my, ..., m,).

A reciproca decorre do Teorema 2.11.5. O

2.11.4 Simplificacdo das Congruéncias

Teorema 2.11.9. Se ac = bc (modm) e se 0 mdc(c,m) = 1, entdo a = b(modm) .
(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 26))

Demonstragdo. Com efeito, se ac = bc (modm), entdo:
m|(ac—bc) e m|(a—b)c.
Como o mdc(e,m) = 1, segue-se do Lema de Gauss que m/|(a — b) e, portanto:
a=b(modm).
[

Corolario 2.11.3. Se ac = bec(modp), com p primo, e se p ndo divide ¢, entdo a =
b (modp).
(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 27))

Demonstragdo. As condic¢des: p nao divide ¢ e p primo implicam ser o0 mdc(c,p) =1 e,
portanto, pelo Teorema 2.11.9:

a = b(modp).

Teorema 2.11.10. Se ac = bc (modm) e se 0 mdc(c,m) = d, entdoa = b (mod %) :
(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 27-28))

Demonstragcdo. Com efeito, se ac = bc (modm), entdo:
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ac —bc = (a —b)c=km, comke€Z.

Como mdc(c, m) = d, existem inteiros r e s tais que ¢ = dr e m = ds, com r € s primos
entre si. Portanto:

(a —b)dr = kds ou (a—b)r=ks,
0 que implica:
sl(a —b)r, com o mde(r, s) = 1.
Logo:
sfla—b) e a=b(mods) ou a=b (mod%) :
[

Exemplo 2.11.1. Dados os inteiros a,b € Z. Sendo m um inteiro maior do que 1,
demonstre que se a = b(modm), entgo:

mdc(a, m) = mdc(b, m).

(Fonte: Hefez (2013, p. 197-198))

Demonstragdo. Se a = b(modm), entdo m|b — a e, portanto, b = a + tm, com t € Z.
Logo, pelo Lema 2.7.1, temos que:

mdc(a, m) = mdc(a + tm, m) = mdec(b, m).
[

Teorema 2.11.11 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja p um primo. Se p ndo divide a,
entao:
a?~t = 1 (modp).
(Fonte: Feitosa (2012))

Demonstragdo. Considere o conjunto de inteiros B = {a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a} onde a €
um inteiro satisfazendo mdc(a, p) = 1. Nenhum deles é divisivel por p e quaisquer dois
deles sé@o incongruentes médulo p, em virtude do Teorema 2.11.9. Assim, o conjunto
dos restos dos elementos de B coincide com o conjunto dos restos ndo nulos na divisao
por p, a saber, {1,2,3,...,p — 1}. Portanto,

a.2a.3a...(p—1a=1.2.3...(p—1) (modp)
a’Y(p—1)!' = (p—1)! (mod p)



Podemos cancelar o termo (p — 1)! em ambos os lados, pois mdc((p — 1)!,p) = 1,
concluindo, assim, a demonstracao do teorema. O

Corolario 2.11.4. Se p é um primo, entdo a? = a (mod p), qualquer que seja o inteiro a.
(Fonte: Alencar Filho (1986, p. 64))

Demonstragéo. Se p divide a (pla), entdo a = 0 (mod p) e a? = 0 (mod p), 0 que implica
a’ = a(modp).

Se p nao divide a (p 1 a), sabendo que a = a (mod p), temos pelo Pequeno Teorema de
Fermat:

a?~! =1 (modp) e a? = a (modp).

]

Observacao: Este corolario nada mais € do que uma outra versao para o
Pequeno Teorema de Fermat.

Exemplo 2.11.2. Sejam p um numero primo e a,b € Z. Vamos mostrar que

(a+b)P = a” + ¥ (modp)
(Fonte: Hefez (2013, p. 195))

Demonstragdo. O resultado decorre do Pequeno Teorema de Fermat, pois

a? = a (modp)
b? = b (modp)
(a+b)? = (a+ b) (mod p).

Dai, a? + b = (a + b) (mod p). Portanto:

(a+b)P = d? + b (mod p).

Exemplo 2.11.3. Sea,b € Z e p € primo, entdo (a — b)? = a? — b (modp).
(Fonte: Hefez (2013, p. 195))

Demonstracdo. Pelo Exemplo 2.11.2, temos que
a’=(a—b+0b)P = (a—0b)P+ V¥ (modp),

ou seja,
(a —b)? = a? — b (modp).
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Exemplo 2.11.4. Sejam a,b € Z e p um numero primo. Vamos mostrar que

a? = P (mod p) = a” = b* (mod p?).
(Fonte: Hefez (2013, p. 195-196))

Demonstracgo. De fato, sabemos pelo Exemplo 2.11.3 que
a? — b’ = (a — b)? (modp).

Comao, por hipétese, temos que p divide a? — b*, segue-se, da congruéncia acima, que
pl(a — b)?; logo, p|(a — b); ou seja, a = b(mod p). Isto implica que a* = b° (mod p) para
todo i € N. Decorre dai que

a’ "l b+ L+ P Pa+ 0P = pbP T =0 (mod p)
Logo, o resultado decorre, pois
a? — b = (a —b)(a" ' +ba"? + ... + 0P %a + P )
e ambos os fatores no lado direito sdo divisiveis por p. O
Lema 2.11.1. Se mdc(a, m) = 1, entdo existe um inteiro x tal que
ar =1 (modm).

Tal z é unico médulo m. Se mdc(a, m) > 1, entdo ndo existe tal x.
(Fonte: Feitosa (2012))

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.7.5, existem inteiros z e y tais que ax + my = 1. Ana-
lisando essa congruéncia modulo m, obtemos ax = 1 (modm). Se y é outro inteiro que
satisfaz a congruéncia, temos ax = ay (modm). Pelo Teorema 2.11.9, z = y (modm).
Se d = mdc(a,m) > 1, ndo podemos ter d|m e m|ax — 1 pois d { ax — 1. O

Teorema 2.11.12 (Teorema de Wilson). Se p é primo, entao

(p—1)! = —1(modp).
(Fonte: Feitosa (2012))

Demonstragdo. Em virtude do lema anterior, para cada a € {2,3,...,p — 2} existe um
restox € {0,1,2,...,p— 1} tal que az = 1 (modp). Se z = 1 ouz = p— 1, teriamos a = 1
ou p — 1. Além disso, ndo podemos ter a = x, pois 0s Unicos restos que satisfazem
a’* = 1(modp) sdo 1 e p— 1. Com isso, podemos agrupar os nimeros de {2,3,...,p — 2}
em pares onde o produto deixa resto 1 por p, 0 que nos permite concluir que o produto
de todos eles também deixa resto 1 por p. Logo,

p—1I=-1.(p—1) = —1(modp).
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Um conjunto S é chamado de sistema completo de residuos médulo n, denotado
abreviadamente por scr, se para cada 0 <i < n — 1 existe um elemento s € S tal que
i = s (modn). Para qualquer a, o conjunto {a,a+1,a+2,...,a+ (n — 1)} € um exemplo

de scr. (Fonte: Feitosa (2012))

Exemplo 2.11.5. Se mdc(m, s) = 1, mostre que {t,t + s,t + 2s,t + (m — 1)s} é um scr.
(Fonte: Feitosa (2012))

Demonstrag&o. Pelo Teorema 2.11.9, se t+is = t+js (modm), temos is = js (modm)
ei = j(modm). Comoi,j € {0,1,..,m — 1}, i = j. Isso nos diz que temos m inteiros
que deixam restos distintos na divisao por m. Como existem exatamente m restos na
divisdo por m, o0 conjunto € um scr. O

Dado n € N, denotaremos o niumero de naturais menores ou iguais a n e
relativamente primos com n por ¢(n).

Segue imediatamente da definigcdo de ¢(n) que ¢(1) = 1, ¢(2) = 1, ¢(3) = 2,
¢(5) =4 e ¢(6) = 2. Se p € primo, ¢(p) =p — 1. (Fonte: Feitosa (2012))

Lema 2.11.2. Se p é um numero primo e k um numero natural, entdo:

o(p*) =p"(p - 1).
(Fonte: Feitosa (2012))

Demonstragcdo. Os Unicos numeros do conjunto {1, 2, ...,pk} que nao sao relativamente
primos com p* sdo aqueles que sdo divisiveis por p. A quantidade de tais nimeros é

k
b pF~1. Sendo assim, ¢(p*) = p* — pF~L =p*L(p—1). O
Lema 2.11.3. Sejam m um numero natural, | um numero natural relativamente primo
comm, e r um inteiro arbitrario. Entdo, o conjunto

rl+r2l+r . (m—1)l+r

é um sistema completo de restos modulo m.
(Fonte: Feitosa (2012))

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que existem dois inteiros i € j com 0 < i <
Jj < m e para os quais tenhamos r + il = r + jl (modm). Assim, (j — i)l = 0 (modm).
Como [ é relativamente primo com m, devemos ter j — i = 0 (modm). Obtemos um
absurdo, pois 0 < j — i < m. Consequentemente, temos um conjunto de m inteiros
todos incongruentes modulo m e, portanto, tal conjunto € um sistema completo de
restos. O
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Teorema 2.11.13. Se [ e m sdo numeros naturais primos entre si, entgo:

¢(ml) = ¢(m)o(l)
(Fonte: Feitosa (2012))

Demonstragdo. Como ¢(1) = 1, o teorema anterior é valido quando m = 1 ou l = 1.
Suponha, entao, que m, ! > 1. Fagamos uma contagem dupla. Primeiramente, usando
a definigdo ¢(ml) € o niumero de inteiros da tabela abaixo que sdo relativamente primos
com mi.

1, 2, N ¢ ey,

[+1 [+2 N vy 21
20+ 1 20+ 2 vy 20471 vy 3
(m—-1Il4+1 (m—1)l+2 .., (m—Dl+r .., ml

Seja r < m um numero natural qualquer. Considerando a r-ésima coluna da
tabela, se mdc(r,l) > 1, nenhum de seus elementos € relativamente primo com .
Entdo, se buscamos os elementos que ndo possuem nenhum fator em comum com
ml, devemos nos ater as colunas com mdc(r,l) = 1. O niumero de tais colunas € ¢(1).
Considerando agora a r-ésima coluna, e supondo que mdc(r,l) = 1, em virtude do
lema anterior, sabemos que os restos de seus elementos na divisdo por m formam
exatamente o conjunto {0, 1, ..., m}, e dentre eles existem exatamente ¢(m) nimeros
relativamente primos com m. Sendo assim, podemos contar os numeros relativamente
primos com m/ através do numero de colunas “boas" e do numero de “bons" elementos
em cada uma delas, obtendo: ¢(m)¢(1). O

Corolario 2.11.5. Sen = p{"'p5*...p0* € a fatoragdo em primos de n, entao:

-sfo-)-2)-(-2)

(Fonte: Feitosa (2012))

Demonstracgéo.

o(n) = o(py'py>...pp*)
= o(p1")o(p3?)...d(p*)

a1—1 ag—1 ap—1

= P (pr = Dpy? (p2 — 1)eppt (o — 1)

a1—1, as—1 ap—1

= p T (= (2 — 1) (pe — 1)

R S
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Teorema 2.11.14 (Teorema de Euler). Se mdc(a,m) = 1, entéo

a®™ =1 (modm).
(Fonte: Feitosa (2012))

Demonstragéo. A prova deste teorema sera muito similar a prova do Pequeno Teorema
de Fermat.

Sejam ry, 79, ..., 74m) 0S restos em {0,1,2,...,m — 1} que sdo relativamente
primos com m. Considere o conjunto {arl, arsy, ..., ar¢(m)}. Se dois de seus membros
deixam o0 mesmo resto por m, digamos:

ar; = arj (modm);

temos r; = r; (mod m) pois mdc(a, m) = 1. Claramente isso € uma contradi¢gdo. Além
disso, mdc(ar;,m) = mdc(m,r;) = 1. Analisando os restos na divisdo por m dos
membros desse novo conjunto, podemos concluir que tal conjunto coincide com o
conjunto dos restos iniciais. Assim,

T1,7’2,...,7’¢(m) arl,arg,...,am,(m)

a®my, T2 T (m) -

Como mdc(ry.rs...rgam), m) = 1, podemos cancelar esse termo em ambos os
membros da congruéncia anterior, obtendo, assim, o teorema de Euler. O

2.12 Classes Residuais

Seja dado um inteiro m > 1. Vamos repartir o conjunto Z dos nimeros inteiros
em subconjuntos, onde cada um deles é formado por todos os numeros inteiros que
possuem o mesmo resto quando divididos por m. Isso nos da a seguinte particao de Z :

[0] = {x€Z;x=0(modm)}
1] = {z€Z;x=1(modm)}
m—1 = {z€Z; z=m—1(modm)}

Paramos em [m — 1], pois tem-se que [m] = [0], [m + 1] = [1], ...
O conjunto
la| = {z € Z; x = a (modm)}

€ chamado de classe residual médulo m do elemento a de Z . O conjunto de todas as
classes residuais modulo m sera representado por Z,,. Portanto,

Zow = {[0],[1], .. [m — 1]} .
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(Fonte: Hefez (2013, p. 263))

Exemplo 2.12.1. Seja m = 2. Entéo,

0] ={z€Z;2=0(mod2)} ={x€Z; xépar},e

1 ={r€Z;z=1(mod2)} ={x € Z; x éimpar }.

Temos, portanto, que [a] = [0] Se, e somente se, a é par e [a] = [1] se, e somente se, a
€ Impar. (Fonte: Hefez (2013, p. 263))
Exemplo 2.12.2. Seja m = 3. Entéo,

0] = {3t;teZ}
1] = {3t+1;,teZ}
2] = {3t+2,teZ}

Tem-se que
[0] , sea multiplo de 3
x € [1] , seatemresto1 quando dividido por 3
2] , se atem resto 2 quando dividido por 3

(Fonte: Hefez (2013, p. 264))

2.12.1 Propriedades das Classes Residuais

Consideremos a relagdo de equivaléncia R em Z definida por
aRb <= a =b(mod).

Segundo a definicdo (de classe residual), a classe residual médulo m de um
inteiro qualquer a outra coisa ndo é sendo a classe de equivaléncia segundo esta
relacdo R de a; isto é, toda classe residual € uma classe de equivaléncia. Assim sendo,
as classes residuais médulo m de dois inteiros quaisquer a e b gozam das propriedades:
(1) [a] =[b] <= a =b(modm)

(2) la]N[0] # ¢ = [a] = [o]
(3) la]#[b] = [a]N[b] =¢ (Fonte: Alencar Filho (1986, p. 16))

Em Z,, podemos definir as seguintes operacoes:
Adicédo: [a]| + [b] =[a + V] e

Multiplicacao: [a].[b] = [a.0],

que gozam das seguintes propriedades:
Propriedades da adicao:

Para todos [a], [b], [] € Z,,, temos

A,) Associatividade ([a] + [b]) + [c] = [a] + ([b] + [¢]);
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A,) Comutatividade [a] + [b] = [b] + [a];
A;) Existéncia de zero [a] + [0] = [a] para todo [a] € Z,,;
A,) Existéncia de simétrico [a] + [—a] = [0].
Propriedades da multiplicacao:
Para todos [a], [b], [¢] € Z,,, temos
M,) Associatividade ([a].[b]).[c] = [a].([b].[c]);
M.) Comutatividade [a].[b] = [b].]a];
M;) Existéncia da unidade [d].[1] = [a];
AM) Distributividade [a].([0] + [¢]) = [a].[b] + [a].[c].
(Fonte: Hefez (2013, p. 265-266))

Um elemento [a] € Z,, seré dito invertivel quando existir [b] € Z,, tal que
la].[b] = 1. Nesse caso, diremos que [b] é o inverso de [a].

Proposicao 2.12.1. Um elemento [a] € Z,, €é invertivel se, e somente se, mdc(a, m) = 1.
(Fonte: Hefez (2013, p. 269))

Demonstragdo. Se [a] € invertivel, entdo existe [b] € Z,, tal que [1] = [a].[b] = [a.b]. Logo,
a.b=1(modm), isto é, existe um inteiro ¢ tal que a.b + t.m = 1 e, consequentemente,
mdc(a,m) = 1.

Reciprocamente, se mdc(a, m) = 1, existem inteiros b e ¢ tais que a.b + m.t = 1
e, consequentemente, [1] = [a.b + m.t] = [a.b] + [m.t] = [a].[b] + [0] = [a].[b]. Portanto,
la] é invertivel. O

Exemplo 2.12.3. Construa as tabelas da adicdo e da multiplicacdo em Z,, 7.3, 7y, € Zs.
(Fonte: Hefez (2013, p. 267-268))

Resolucéo.
Em Z, = {[0], [1]}

+ [0 [ 0 [
0] | [0] [1] o] | [0] [0]
|0 [o] 1| o] [
Em Z; = {[0], [1],[2]}
+ [0 [ [ ORe
o] | [o] [1] [2 o] | [0] [o] [0]
1] [ 2 [0 o [ 2
2] [2] [0 [1] 2] | [0] [2] [1]
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Em Ly = {[O]’ [1]7 [2]7 [3]}

+ 0] [ 2] (3] (o] ] 2] 3
o] | (o] [A] 2 3] 0] | (0] [o] [o] [0]
Ay 2B Ao a2
212 B [0 [4 21| 0] 2] [0 [2]
BB o [ 2 B o) B 2 [
Em Zs = {[0], [1], [2], [3], [4]}
+ 0] [ 2 3] {4 o] O] 21 B 4
o | (o] [A] 21 3] 4] 0] | [0] [o] f[o] [0} [O]
A 21 BlE o] Ao Af 2B M
212 B 4 [0 1] 21O 2[4 W3
B B Mo [ 2] B O B 0] 4 2
[4] |4 o [ 3 [4] o) @4 B[R [

Observe que:

em Z,, [1] é invertivel, pois [1].[1] = [1]. Além disso, mdc(1,2) = 1.

em Zs, todo elemento ndo nulo é invertivel, pois [1].[1] = [1] e [2].]2] = [1]. Além disso,
mde(1,3) = 1 = mdc(2,3).

em Zg, [1] e [3] sdo invertiveis, pois [1].[1] = [1] e [3].[3] = [1]. Além disso, mdc(1,4) =
1 = mdc(3,4).

em Zs, todo elemento ndo nulo € invertivel, pois [1].[1] = [1], [2].[3] = [3].]2] = [1] e
[4].[4] = [1]. Além disso, mdc(1,5) = mdc(2,5) = mde(3,5) = mdc(4,5) = 1.

Exemplo 2.12.4. Resolver a congruéncia 4x = 3 (mod 5) equivale a resolver em Zs a
equacéao

47 = [3] (2.1)
(Fonte: Hefez (2013, p. 269))

Olhando a tabela da multiplicagdo de Z;, vemos que [4].[4] = [1]. Logo, [4] €
invertivel em Zs com inverso [4]. Portanto, multiplicando ambos os membros da equagéao
(2.1) por [4] obtemos

(112 = [4][4]Z = [4][3] = [2].

Portanto, Z = [2], o0 que nos diz que as solugdes de (2.1) sdo = = 2 + 5¢t, onde t € Z.
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3 EQUAGCOES DIOFANTINAS LINEARES

Neste capitulo, estudaremos o classico teorema que versa sobre a resolucao
de equacdes diofantinas lineares nas incoégnitas = e y, além dos métodos de Euler e
dos “multiplos". Usando congruéncias e nog¢oes de classes residuais, resolveremos
algumas equacoes diofantinas lineares. Também veremos alguns casos praticos, a
saber: Critério do Algarismo Final, Critério da Multiplicidade e Critério do Agrupamento
que, em certas condigcdes especificas, podem reduzir os passos na resolug¢ao de pro-
blemas. Destacamos que grande parte dos métodos utilizados para resolver equacoes
diofantinas lineares nas incégnitas = e y também foram utilizados na resolucao de
equagoes diofantinas do tipo ax + by + cz = ¢, nas incognitas =,y e z.

3.1 Generalidades

Para Alencar Filho (1987, p. 372-373), o tipo mais simples de equacéao diofantina
€ a equacao diofantina linear com duas incégnitas = e y:

ax + by = c,

onde a, b e ¢ séo inteiros dados, sendo ab # 0.

Todo par de inteiros z, y, tais que axy + by, = c diz-se uma soluggo inteira ou
apenas uma solu¢do da equagao ax + by = c.

Consideremos, p. ex., a equacao diofantina linear com duas incégnitas = e y:

3z + 6y = 18

Temos:
34+6.1=18

3(—6) + 6.6 = 18

3.10 + 6(—2) = 18

Logo, os pares de inteiros 4 e 1, —6 e 6, 10 € —2 s&o0 solugbes da equagao
3r + 6y = 18.

Existem equacdes diofantinas lineares com duas incognitas que nao tém solucao.
Assim, p. ex., a equagdo diofantina linear com duas incégnitas z e y:

20 +4y =7
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nao tem solucao, porque 2x + 4y € um inteiro par, quaisquer que sejam os valores
inteiros x e y, enquanto 7 € um inteiro impar (observe que mdc(2,4) = 2 e 2 ndo divide
7).

3.2 Condigéo de existéncia de solugdo da equacao ax + by = ¢

Teorema 3.2.1. A equacio diofantina linear com duas incégnitas x e y:
ar +by =c

tem solugdo se, e somente se, d divide ¢, sendo d = mdc(a,b).
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 373-374))

Demonstragdo. (=) Suponhamos que a equagao ax + by = ¢ tem solugao, i. é., que
existe um par de inteiros xg, yo tais que axy + by, = c.
Por ser 0 mdc(a, b) = d, existem inteiros r e s tais que a = dr e b = ds, 0 que
implica:
¢ = axg+ by = drxo + dsyo = d(rxg + syo)

E como rzy + sy, € um inteiro, segue-se que d divide ¢ (d|c).

(<) Reciprocamente, suponhamos que d divide c (d|c); isto €, que ¢ = dt, onde
t € um inteiro.

Por ser o mdc(a,b) = d, existem inteiros z, e y, tais que d = axq + by, 0 que
implica:

c=dt = (axg + byo)t = altxo) + b(tyo)
isto é, o par de inteiros:
trg = (c¢/d)xo , tyo = (c/d)yo

€ uma solucao da equacao ax + by = c. O

3.3 Solugbes da equagdo ax + by = ¢

Teorema 3.3.1. Se d divide ¢, sendo d = mdc(a,b), e se o par de inteiros x,, yo € uma
solugio particular da equacao diofantina linear com duas incognitas x e y:

ar+by =c
entéo, todas as solugcbes desta equacdo sao dadas pelas formulas:
r=ux9+ (b/d)t , y=yo— (a/d)t

onde t é um inteiro arbitrario.
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(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 374-375))

Demonstragdo. Suponhamos que o par de inteiros xg, yo € uma solug¢ao particular da
equacao ar + by = ¢, e seja x1, y; um outro par qualquer de inteiros que também é
solucdo desta mesma equacao. Entéo, temos:

axg + byyg = c = axr, + by,
e, portanto:
a(xy — o) = b(yo — Y1)

Como mdc(a,b) = d, existem inteiros r e staisque a = dr e b = ds,comr e s
primos entre si. Substituindo estes valores de a e b na igualdade anterior, e cancelando
o fator comum d, obtemos:

r(z1 —x0) = s(yo — 1)

Assim sendo, r|s(yo — y1), € como r € primo com s, segue-se que r divide

(yo — yl), |St0 é:
yO_ylz’rt € $1—[E0:$t

onde ¢ é um inteiro. Logo, temos as formulas:

Ty = 2o+ st = xo+ (b/d)t

h=yo— 1t =1yo — (a/d)t
]

Podemos verificar que estes z; e y; satisfazem realmente a equagéo ax + by = ¢,
qualquer que seja o inteiro ¢, pois temos:

axy + by, = alxg + (b/d)t] + blyo — (a/d)t] =

= (azxo + byo) + (ab/d — ab/d)t = c+ 0.t = ¢

Corolario 3.3.1. Se omdc(a,b) = d = 1 e se xy, yo € uma solugdo particular da equagdo
diofantina linear ax + by = ¢, entdo todas as solugbes desta equacao sdo dadas pelas
formulas:

x =x+ bt , y=1yo—at

det é inteiro arbitrario.
on (Fonte: Alencar Filho (1987, p. 375-376)
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Observacao 3.3.1. Alencar Filho (1987, p. 376) afirma que, consoante o Teorema
3.3.1, a determinagéo das solugbes da equacéao diofantina linear ax + by = c reduz-se
em achar uma solugcéo particular xq, yo desta equacao, porque, conhecida esta, as
formulas gerais:

x =m0+ (b/d)t : y =1y — (a/d)t

d&o diretamente todas as solugbes, fazendo nelas, sucessivamente, t = +1,+2, £3, ....

3.4 Resolugao da equacgao ax + by = ¢ pelo algoritmo de Euclides

Segundo Alencar Filho (1987, p. 379-380), uma solucao particular x,, y, da
equagao diofantina linear ax + by = ¢ pode sempre ser obtida por intermédio do
algoritmo de Euclides, conforme serd mostrado no exemplo a seguir.

Exemplo 3.4.1. Usando o algoritmo de Euclides, resolva a equacao diofantina linear:

1722 + 20y = 1000.

172 = 20.8+4 12
172 120 |12 |8 | 4

20 = 12148
8§ = 4.2

Portanto, o mdc(172,20) = 4, e como 4 divide 1000 (4/1000), segue-se que a
equacao dada admite solugdes.

Posto isto, cumpre agora obter a expressao do inteiro 4 como combinacao linear
de 172 e 20, para o0 que, basta eliminar sucessivamente os restos 8 e 12 entre as trés
primeiras igualdades anteriores do seguinte modo:

= 12-38
= 12— (20— 12)
2.12 — 20

= 2(172 — 20.8) — 20
— 172.2+20.(—17)

N N N
I

Multiplicando ambos 0os membros da ultima igualdade por 1000/4 = 250, obte-
mos:

1000 = 172.500 + 20.(—4250)
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Portanto, o par de inteiros xq = 500, yo = —4250 é uma solucao particular da
equacao proposta e, por conseguinte, todas as solu¢des desta equacédo sdo dadas
pelas formulas:

x = 500 + (20/4)t = 500 + 5t

y = —4250 — (172/4)t = —4250 — 43¢

onde ¢ é um inteiro arbitrario.
NOTA As solugdes inteiras e positivas se obtém atribuindo ao inteiro ¢ valores para os
quais se tem:

500+ 5t >0 e — 4250 — 43t > 0
isto é: -
t > —100 t < —98—
© 43

0 que implica t = —99 e, portanto:

r=50045(-99) =5 y = —4250 — 43(—99) = 7

Assim, o par de inteiros z = 5 € y = 7 € a Unica solugdo inteira e positiva da
equacao 172z + 20y = 1000.

3.5 Resolugao da equagao ax + by = ¢ pelo método de Euler

As equacdes diofantinas com duas incognitas podem também ser resolvidas
por um método devido a L. EULER, que vamos explanar com detalhes através de um
exemplo numérico.

Exemplo 3.5.1. Resolva a equacéo diofantina linear:

370z + 153y = 2001.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 381-383))

Resolugéo. (Método de EULER). O mdc(370,153) = 1, de modo que a equagéo dada
admite solu¢des. Suponhamos que o par de inteiros = e y € uma destas solugdes.
Resolvendo-se a equacao em relacao a y (incégnita de menor coeficiente), temos:

2001 — 370z 12 — 64z 3_ 162
B L T S VT L G, VTR R i
y 153 Tt T 53 TR0

3 — 16x

153 deve também ser um inteiro ¢:

Sendo z e y inteiros, entdo

3 — 16z
153

=1 ou 16z 4+ 153t = 3
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que é uma equacéao diofantina linear nas incégnitas x e t. Resolvendo esta equacgao
em relacdo a z (incdgnita de menor coeficiente), temos:

3 — 153t 3—9¢ 1— 3t
= =94 —— = —9¢ —_—
T T 9t + 16 9+ 3 16
o . 1 —3t , .
Sendo z e t inteiros, entao deve também ser um inteiro u:
1-—3t
16 =u ou 3t+16u=1

que é uma equacéo diofantina linear nas incégnitas t e u. Resolvendo esta equacgao
em relacdo a t (incégnita de menor coeficiente), temos:

1 —16u 1—-u
t= = —du +

3 3
e . 1l—u , C
Como ¢t e v sao inteiros, entao T deve também ser inteiro v:

1_
3u:v ou u+3v=1

que € uma equacao diofantina linear nas incégnitas u e v, € como o coeficiente de
u € a unidade, uma solucao particular desta equacao é v = 1, v = 0, e por meio de
substituicoes sucessivas, obtemos:

t=-5u+v=-51+0=-5

x = —9t + 3u = (—9)(—5) + 3.1 = 48

y =13 — 2z + 4t = 13 — 2.48 + 4(—5) = —103

Portanto, o par de inteiros = = 48, y = —103 é uma solucao particular da equacao
diofantina linear 370x + 153y = 2001, de modo que todas as solucdes desta equacao
sdo dadas pelas férmulas:

x =19+ (b/d)w = 48 + 153w

y =10 — (a/d)w = —103 — 370w
onde w é um inteiro arbitrario.
Exemplo 3.5.2. Resolva a equagéo diofantina linear 13x + 24y = 17, sabendo que ela

admite a soluggor =5 ey = —2.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 383-384))



91

Resolugéo. Seja (x,y) uma solugdo qualquer da equagao dada. Entéo:
132 4 24y = 17 (3.1)
E como = =5, y = —2 é uma solugéo particular da mesma equacgao, temos:
13.5 +24.(=2) = 17 (3.2)
Subtraindo ordenadamente (3.1) e (3.2), obtemos:
13.(x—5)+24.(y+2)=0

ou seja:
xr—95 y+2_t

24 13
Portanto, todas as solugcbes sao dadas pelas formulas:

r =05+ 24t , y=—2— 131,
onde t € um inteiro arbitrario.

Exemplo 3.5.3. Resolva o sistema de duas equagbes diofantinas lineares com trés
incégnitas, x, y e z:
{ 32 + 5y + 62 = 104

9z + 3y + 8z = 164
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 384-385))

Resolugdo. Como os coeficientes de y sdo primos entre si, € esta incdgnita que cumpre
eliminar de preferéncia, a fim de simplificar os célculos, com o que obtemos a equacao
diofantina linear nas incognitas z e z:

18x + 11z = 254
cujas solugdes sdo dadas pelas férmulas:
r=-3+11t , z=28—-18t

Substituindo estes valores de x e z numa das equacgdes do sistema dado, na
primeira, por exemplo, vem:

—9 + 33t + Sy + 168 — 108t = 104

ou
75t —5y =55 = y=—11+15¢

Portanto, todas as solugbes do sistema proposto sdo dadas pelas formulas:

x=-3+11t, y=—11+15t , 2 =28—18t, teZ
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As solucoes inteiras e positivas obtém-se atribuindo ao inteiro ¢ valores para
0s quais se tem:

34+ 11t>0, —11+15t>0, 28— 18t > 0

isto é:
t>i t>E t<1—4—1§
117 15’ 9 9

o0 que implicat = 1 e, portanto: z = 8, y = 4 e z = 10 € a unica solucao inteira e
positiva que admite o sistema proposto.

Exemplo 3.5.4. Resolva o sistema de duas equagbes diofantinas lineares com trés
incognitas x, y e z:

dr + 15y + 72z = 51

{ 6 + Oy + 14z = 77
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 385-386))

Resolugédo. Eliminando uma das incognitas, por exemplo, a incoginta z, obtemos a
equacao diofantina linear nas incégnitas x e y:

2% 4 21y = 25
cujas solugdes sdo dadas pelas férmulas:
r=2421t, y=1-12¢

Substituindo estes valores de x € y numa das equacdes do sistema dado, na
primeira, por exemplo, vem:

12+ 126t +9 — 18t + 142 =77

ou
Tz 4 54t = 28

equacao diofantina linear nas incognitas z e ¢, cujas solu¢des sdo dadas pelas férmulas:
z=4—->54u , t="Tu
Substituindo o valor de ¢ nos valores de x e y, temos, finalmente:
r=2414Tu , y=1—14u , 2z =4 — H4u,

formulas que dao a solugéo do sistema proposto.
As solucgdes inteiras e positivas obtém-se atribuindo ao inteiro « valores para os
quais se tem:
24+ 147u >0, 1 —14u >0, 4—54u >0
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isto é:
> 2 < ! < 1
YT " " s
o que implica u = 0 e, portanto: z = 2, y = 1, z = 4 é a Unica solucéo inteira e positiva

que admite o sistema proposto.

Exemplo 3.5.5. Resolva a equagéo diofantina linear com trés incognitas x,y e z:

10z + 9y + 7z = 58.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 387-388))

Resoluggo. Resolvendo a equacao dada em relagdo a z, incognita de menor coeficiente,
temos:

o8 — 10x — 9 2—3x—2
22#28—x—y+#:8—x—y+t
7 7
onde 5 3 )
y:t ou 2 -3¢ —2y="Tt
Resolvendo esta ultima equacao em relagéo a y, temos:
2—3x—Tt t
yzig S S Vi =1—-2—-3t—u,
onde .
m;r =u ou xr=—t+2u
Portanto:
y=14+t—-2u—-3t—-—u=1-2t—-3u
e

z2=84+t—-2u—-14+2t+3u+t=7T+4+u

séo as formulas que dao todas as solugdes da equacao diofantina linear dada, atri-
buindo a t e u valores inteiros arbitrarios.

As solugdes inteiras e positivas obtém-se atribuindo aos inteiros ¢ e u valores
para os quais se tem:

—t+2u>0, 1-2t—3u>0, 7T+4t+u>0

isto é:
1—3u —7T—u
t >

t <2 t <
v 9 4

0 que implica:
—7T—u 1-3u —-7T—u

1 ¢ T 7

2u >

ou seja:
> ’ e <9 14
u>—= u<-=1=
9 5) )
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de modo que s6 pode ser u =0¢e u = 1. Para u = 0, temos:

1 7 3
t<0, t<=, t>—=-1-
<% 2’ 4 4
o que implicat = —1.
Para v = 1, temos:

t<2, t< -1, t> -2,
0 que € impossivel.
Portanto, os Unicos valores inteirosdeteusadot=—-1leu=0,0quedar =1,
y = z = 3 como unica solugao inteira e positiva da equacao proposta.
NOTA: Uma equacgéo diofantina linear com trés incégnitas x,y € z: ax + by + cz = d
admite solucéo se, e somente se 0 mdc(a, b, ¢)|d, como é facil provar.
(Fonte: Alencar Filho (1987, p. 388))

3.6 Solugdes alternativas da equagéo ax + by = ¢

3.6.1 Forma geral para resolver uma equacao diofantina linear de duas varia-
veis

Segundo Vera (2014, p. 11), para que a equagao diofantina linear ax + by = ¢
nas incognitas z e y, com {a, b, c,z,y} C Z e ab # 0 tenha solugéo, deve ocorrer que:

¢ =mdc(a, b)
isto é, c tem que ser multiplo do mdc(a, b) ou, de modo analogo, o mdc(a,b) tem que

ser divisor de c.

Observacéo: O circulo (o) sobre o inteiro z, isto é, o simbolo z representa um mltiplo
qualquer de .

PASSOS A SEREM SEGUIDOS:

1. Calcula-se o mdc dos coeficientes de z e y, isto é, 0 mdc(a, b);
2. Dividem-se ambos os lados da equagéo pelo mdc(a, b);

3. Expressam-se todas as constantes em funcédo do multiplo do menor dos coefi-
cientes (de preferéncia o menor, mas também podemos escolher o maior dos
coeficientes). Ter em conta que o multiplo que se tome “absorve” uma das
variaveis;

4. Expressa-se a variavel remanescente em fungéo do multiplo escolhido, para logo
substitui-la na equacao original, e assim obter o valor da segunda variavel.
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Exemplo 3.6.1. Resolva a sequinte equagéo diofantina:

br + 2y = 17.
(Fonte: Vera (2014, p. 12-13))

Resolucao.

Passo 1

mde(5,2) = 1

Observemos que 17 =mdc(5,2)=1, isto &, 17 é mdltiplo de 1 (ou 1 divide 17). Isto
significa que a equacao tem solucéo.

Passo 2

Dividimos ambos os membros da equagéo por 1 e obtemos:

br + 2y =17

Passo 3
Agora, expressamos todos os coefientes em funcao do multiplo do menor deles, isto é,
em funcéo de 2. Neste caso, temos:

Passo 4
Isolamos a variavel z, pois y sera “absorvida" pelo multiplo de 2.

ou
9 4ot 9=2 +1
dai
T 25 +1
logo
r=2n-+1

onde n € um inteiro qualquer.
Substituimos x = 2n + 1 na equagéo do passo 2 e obtemos

y=06—>5n

Vamos, agora, expressar os coeficientes em fungdo de 5 (o maior dos coeficien-
tes) e retomemos o passo 3
Passo 3
S T+ 2y :§ +2
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Passo 4
Isolamos a variavel y, pois x sera “absorvida" pelo multiplo de 5.

[0

2y =5 +2

logo
y=>5n+1

onde n € um inteiro qualquer.
Substituimos y = 5n + 1 na equagéo do passo 2 e obtemos = = —2n + 3

NOTA: Com base na equagao 2y =5 +2, temos, de forma equivalente, a equacéao
2y = bk + 2, com k inteiro. Para que esta ultima igualdade se verifique, k£ tem que ser,
necessariamente, par; isto €, k tem que ser da forma 2n,n € Z. Dai:

2y =5.2n) +2 ou 2y =2.(bn+ 1)

Portanto, y = 5n + 1

Observe que a solugdo y = 5n+ 1 e x = —2n + 3 é a mesma encontrada
anteriormente, trocando-se n por —n + 1. Veja:

r=-2(—n+1)4+3 e y=5(-n+1)+1

ou seja,
r=2n+1 e y=-5n+6

Na tabela abaixo, encontramos algumas solu¢des da equacao:

n | 312110123
x=2n+1 | ...|-5|-3|-1|1]3|5]|7
y=6-5n | ... |21 |16 (11 |6 |1 -4 -9

Exemplo 3.6.2. Resolva a seguinte equacéo diofantina:

27x + 63y = 45.
(Fonte: Vera (2014, p. 13))

Resolucao.

Passo 1

mde(27,63) =9

Observemos que 45 =mdc(27,63)=9, isto &, 45 é mdltiplo de 9 (ou 9 divide 45). Isto
significa que a equagéo tem solugao.
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Passo 2
Dividimos ambos os membros da equacéo por 9 e obtemos:

3x+Ty=>5

Passo 3
Agora, expressamos todos os coeficientes em fungéo do multiplo do menor deles, isto
€, em funcao de 3. Neste caso, temos:

Passo 4
Isolamos a variavel y, pois x sera “absorvida" pelo multiplo de 3.

324+ 3y+y=3-+2

ou
3+ 3 4y =342
dai
Y =3 42
logo
y=3n+2

onde n € um inteiro qualquer.
Substituimos y = 3n + 2 na equagao do passo 2 e obtemos

r=-7Tn—3

Vamos, agora, expressar os coeficientes em funcao de 7 (o maior dos coeficien-
tes) e retomemos o passo 3
Passo 3
32+ 7y=>5

Passo 4
Isolamos a variavel z, pois y sera “absorvida" pelo multiplo de 7.

3r = %—1—5. Como 5=14-9 :% —9, temos,

3r = 7 —9, portanto,
r = ™Tm—3
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onde n € um inteiro qualquer.

Substituimos = = 7n — 3 na equacao do passo 2 e obtemos y = —3n + 2.
Observe que a solugédo xr = Tn — 3 e y = —3n + 2 € a mesma encontrada
anteriormente, trocando-se n por —n. Veja:

r=T7(-n)—3 e y=-3(—n)+2

ou seja,
r=—-m—-3 e y=3n+2

Na tabela abaixo, encontramos algumas solu¢des da equacgao:

n |l3l-2]1]o] 1] 2] 3
x=7n-3 | ..[18 11| 4 [-3]-10]-17 | -24
y=3n+2 | .. | -7 |4|1]2]| 5 | 8 | 11

Exemplo 3.6.3. Resolva a sequinte equacéo diofantina:

25z — 35y = 100.
(Fonte: Vera (2014, p. 13-14))

Resolucéo.

Passo 1

mdc(25,35) =5

Observemos que 100 =mdc(25, 35)=5, isto &, 100 & mdltiplo de 5 (ou 5 divide 100). Isto
significa que a equacao tem solucao.

Passo 2

Dividimos ambos os membros da equacgao por 5 e obtemos:

oxr — Ty = 20

Passo 3
Agora, expressamos todos os coeficientes em fungcado do multiplo do menor deles, isto
€, em funcao de 5. Neste caso, temos:

Passo 4
Isolamos a variavel y, pois x sera “absorvida" pelo multiplo de 5.
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ou
g — g —2y :E

ou

—2y —5
dai

y =5

logo

Yy =on

onde n € um inteiro qualquer.

Observacao:

Com base na equacao —2y =5, temos, de forma equivalente, a equagéo 2y = 5k, com
k inteiro. Para que esta ultima igualdade se verifique, £ tem que ser par, isto é, k£ tem
que ser da forma 2n,n € Z. Dai:

2y =5.(2n) ou 2y = 2.(5n)
Portanto, y = 5n
Substituimos y = 5n na equacao do passo 2 e obtemos

r="Tn-+4

Na tabela abaixo, encontramos algumas solu¢des da equacao:

n e | 32|10 1|23
x=/n+4 | ... | -17 | -10 | -3 |4 | 11|18 | 25
y=bn | ... |-15|-10-5|0| 5 | 10| 15

Exemplo 3.6.4. Resolva a sequinte equacéo diofantina:

362 + 28y = 52.
(Fonte: Vera (2014, p. 11-12))

Resolucéo.

Passo 1

mdc(36,28) = 4

Observemos que 52 :mdc(36,28):51, isto €, 52 € multiplo de 4 (ou 4 divide 52). Isto
significa que a equagéo tem solugao.
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Passo 2
Dividimos ambos os membros da equacao por 4 e obtemos:

9z + Ty =13

Passo 3
Agora, expressamos todos os coeficientes em funcdo do multiplo do menor deles, isto
€, em funcéo de 7. Neste caso, temos:

Passo 4
Isolamos a variavel x, pois y sera “absorvida" pelo multiplo de 7.

%x+2x+%y=%+6

ou
7 4120+ 7=7 16
ou
2 =7 +6
logo
r="Tn-+3

onde n € um inteiro qualquer.

Observacao:

Com base na equagéo 2x —7 +6, temos, de forma equivalente, a equacgéo 2z = 7k + 6,
com k inteiro. Para que esta ultima igualdade se verifique, k& tem que ser par, isto €, k
tem que ser da forma 2n,n € Z. Dai:

20 ="7.(2n) +6 ou 2z = 2.(7Tn+ 3)

Portanto, x = "n + 3

Substituimos = = 7n + 3 na equacao do passo 2 e obtemos
y=-9n—2

Na tabela abaixo, encontramos algumas solu¢des da equacao:

x=/n+3 | ... |-18 | -11 | -4 | 3 | 10 | 17 | 24
y=9n-2| .. 25|16 | 7 |-2|-11]-20|-29
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Exemplo 3.6.5. Resolva nos inteiros a equagao 2x + 3y + 5z = 11.
(Fonte: Feitosa (2012)

Resolugédo. Como mdc(2,3,5) = 1 e 1|11, a equagéo tem solugéo. Expressando todos
os coeficientes em fungédo do multiplo do menor deles, isto €, em fung¢ao de 2, temos

[} (e} o o

22+ 24Dy +(2+1)z =2+1

ou
Qa4+ 2y +y+2z+2=2+1

ou

2+ 24yt 2+z=2+1
dai,

Y :§ —z+1

logo,

y=2n—z+1, neZ
que, substituido na equacao original, da-nos x = —3n — z + 4. Portanto, todas as

solucbes sao dadas por
(x,y,2) =(-3n—z+4,2n—2z+1,z), n,z€Z.

Observacao 3.6.1. Podemos encontrar uma solugao particular da equacgéo diofantina
axr + by = ¢ seguindo 0s passos:
i) determinamos os valores de x, e y, tais que ax, + by, = mdc(a, b)
i1) multiplicamos a equagdo anterior por um inteiro P # 0 tal que P.mdc(a,b) = c e,
neste caso, teremos

a(z1P) 4+ b(y1 P) = P.mdc(a,b) = ¢

Ou seja, pela equacao anterior, xo = x1 P € yq = y, P é uma solugdo paticular da
equacdo diofantina ax + by = c.

Outra resolugéo para a equagao 2x + 3y + 5z = 11.

Podemos transformar esse problema isolando qualquer uma das variaveis no
problema que ja sabemos resolver. Por exemplo, podemos resolver 2z + 3y = 11 — 5z,
supondo z fixo.

Como mdc(2,3) = 1 e 1|11 — 5z, a equagéo tem solugao.

Assim, pela Observacao 3.6.1, temos

2.(—1) +3.(1)
2.(=11+52)+3.(11 = 52) = 11— 5z

1, multiplicando por 11 — 5z (veja que 11 — 5z # 0,Vz € Z),
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Assim, temos que zyp = —11 + 5z e yo = 11 — 5z € uma solugao particular de
22 + 3y = 11 — 5z.

Aplicando o Corolario 3.3.1,temos x = —11+ 52+ 3tey =11 -5z —2t, t € Z.
Consequentemente, todas as solugdes sao dadas por

(x,y,2) = (=11 4+ 52+ 3t,11 — 5z —2t,2), z,t€Z.

Observe que, se na solugdo (x,y, z) = (=11 + 5z + 3¢, 11 — 5z — 2t, ) trocarmos
t por —t — 2z + 5, obtemos a solugéo (z,y,z) = (=3t — 2+ 4,2t —2+1,z), que € a
mesma obtida na primeira resolucéo.

3.6.1.1 Resolugao de equagdes diofantinas lineares por congruéncias

Segundo Alencar Filho (1981, p. 175-176), de acordo com o Teorema 3.2.1, a
equacao diofantina linear

ar +by =c (3.3)

tem solucéo se, e somente se, d|c, sendo d = mdc(a, b). Neste caso, se o par de inteiros
xo, Yo € uma solugao particular qualquer desta equacéo, entao:

arg+byy=c € axrg—c=—by

0 que implica:
axy = c¢(modb) (3.4)

Assim sendo, para obter uma solugao particular da equacéao diofantina linear
(3.3) basta determinar uma solu¢do qualquer x = x, da congruéncia linear

ax = c¢(modb) (3.5)

e substituir este valor =, de x na equagao (3.3) a fim de encontrar o valor correspondente
yo de y, isto é, tal que axq + byg = c.

Também se pode obter uma solugéo particular da equagéo diofantina linear (3.3)
determinando uma solucao qualquer y = y, da congruéncia linear:

by = c(moda) (3.6)
Para exemplificar o método, vamos resolver alguns exemplos.
Exemplo 3.6.6. Resolva por congruéncia a equacao diofantina linear:

48z + Ty = 17. _
(Fonte: Alencar Filho (1981, p. 176-177))
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Resolugdo. Como o0 mdc(48,7) = 1, a equagao dada tem solucéo e, portanto, para obter
uma solucéao particular desta equacéo cumpre determinar uma solugao qualquer da
congruéncia linear:

48x = 17 (mod 7)

Por ser 48z = —x (mod7), temos:

—x =17 =3 (mod7)
r=-3=4(modT) (3.7)

Substituindo este valor = = 4 na equagéo diofantina linear dada, temos:
484+ Ty =171 = y = —25.

Logo, o par de inteiros (z, yo) = (4, —25) € uma solugéo particular da equagéao
original. Assim, pelo Corolario 3.3.1 todas as solugcdes sao dadas por:

r=44Tt, y = —25—48t

onde t € um inteiro arbitrario qualquer.
Observe que, a partir de (3.7), podemos concluir que = = 4 + 7t, que substituido
na equacao 48z + 7y = 17, da-nos:

A8(4+Tt) + Ty = 17T => y = —25 — 48t.
Exemplo 3.6.7. Resolva por congruéncia a equacao diofantina linear:

9z + 16y = 35. .
(Fonte: Alencar Filho (1981, p. 177))

Resolugcdo. A equacao dada tem solugao, pois mdc(9,16) = 1. A partir da equagéo
dada, temos a congruéncia linear:

16y = 35 (mod9)

Por ser 16y = Ty (mod9), temos 7y = 35 (mod9) ou 7.y = 7.5 (mod9). Como
mdc(7,9) = 1, podemos aplicar a lei do corte. Dai,

y=5(mod9) =y =5+ 9,

onde ¢t € um inteiro arbitrario. Substituindo este valor de y na equagéo 9x + 16y = 35,
obtemos:
9z +16(5 + 9t) = 35 = = = —5 — 16t.

Exemplo 3.6.8. Resolva a equacéo

3r + 4y + 5z = 6. (3.8)
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(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 70-71))

Resolugéo. Trabalhando a equacao médulo 5, temos 3z + 4y = 1 (mod 5). Dali,
3r+4y=1+5s, seZ. (3.9)

Agora, basta resolver a equagao (3.9) nas incognitas x e y.
Como mdc(3,4) = 1 e 1|1 + 5s, a equacgao (3.9) tem solugao.
Assim, pela Observacgao 3.6.1, temos

3.(=1)+4.(1) = 1, multiplicando por 1+ 5s (vejaque 1+ 5s # 0,Vs € Z),
3.(—1—5s)+4.(1+5s) = 1+5s

Assim, temos que zp = —1 — 5s e yop = 1 + 5s € uma solugéo particular de (3.9).

Aplicando o Corolario 3.3.1,temos x = -1 —5s+4tey =1+ 5s — 3t,t € Z,
que substituidos na equagéo (3.8), da-nos z =1 — s.

Consequentemente, todas as solugdes sao dadas por

(x,y,2) = (=1 —5s+4t,1+5s—3t,1 —s), s,t€Z.

Observacao 3.6.2. Podemos resolver a equagédo (3.8) sem a necessidade de aplicar
congruéncia. Neste caso, podemos transformar esse problema isolando qualquer uma
das variaveis no problema que ja sabemos resolver. Por exemplo, podemos resolver
3x + 4y = 6 — 5z, supondo z fixo. Usando a Observagao 3.6.1, podemos encontrar a
solugéo particular (xq,yo) = (—6 + 52,6 — 5z). Assim, todas as solugées sdo da forma:

(x,y) = (—6+5z+4t,6 — 5z — 3t),

ou seja, as solugbes da equacgéo original sdo da forma (x,y,z) = (—6 + 5z + 4t,6 —
5z —3t,z), comt e z inteiros. Note que a solugdo (x,y,z) = (—6+ 5z 4+ 4t,6 — 5z — 3t, 2)
é igual a solugdo (x,y,z) = (—1 —bs +4t, 1+ 5s — 3t,1 — s), trocando = por 1 — s.

Exemplo 3.6.9. Resolva a equacgéo

6x + 10y — 152z = 1. (3.10)
(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 265))

Resolugéo. Trabalhando a equag&o modulo 3, temos y = 1 (mod 3); entdo, y = 1 + 3s,
s € Z. A equacgao torna-se

6x — 15z = —9 — 30s,
ou, de forma equivalente, 2x — 52 = —3 — 10s. Passando para médulo 2, temos z =
1(mod?2),isto &, z=1+2t, t € Zex =1->5s+ 5t, que, substituidos na equagao (3.10),
dao-nos y = 1 + 3s. Portanto, as solucdes séo:

(x,y,2) = (1 = 5s+ 5t,1+ 35,1+ 2t), s, t € 7.
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Outra resolugdo. Reescrevendo a equagéo (3.10), temos 6x + 10y = 1 + 15z. Agora,
basta resolver a equagao nas incognitas = € y.

Como mdc(6,10) = 2, a equagao tem solugao quando 2|1 + 15z, ou seja, quando
1 + 5z for par, o que ocorrera quando z for impar. Assim, tomando z = 1 + 2k, k € Z,
temos

62 + 10y = 1+ 15(1 + 2k),

ou de forma equivalente
3z + 5y = 8+ 15k (3.11)

Usando a Observacao 3.6.1, podemos encontrar a solugao particular (xg, o) =
(16 + 30k, —8 — 15k) para (3.11). Assim, todas as solugdes de (3.11) sdo da forma:

(z,y) = (16 + 30k + bw, —8 — 15k — 3w),

ou seja, as solugdes da equagéo (3.10) sao da forma (z,y, z) = (16 + 30k + 5w, —8 —
15k — 3w, 1 + 2k), com k e w inteiros.

Note que, se na solugéo (z,y, z) = (16+30k+5w, —8—15k—3w, 14-2k) trocarmos
w por —5k — w — 3, obtemos a solugdo (z,y, z) = (1 — 5w + 5k, 1 4+ 3w, 1 + 2k), que é a
mesma solugéo encontrada quando aplicamos congruéncia.

3.6.2 Resolucao da equacao ax + by = ¢ usando nocoes de Classes Residuais

Fazendo uso das Classes Residuais, podemos resolver a equacao diofantina
linear ax + by = ¢ nas incognitas = e y , com {a,b,c,z,y} C Z e ab # 0, conforme
veremos a seguir.

Recordemos que, dados [a], [b] € Z,,, 0 elemento [a] é inverso de [b] se, e
somente, [a].[b] = [1] .

Lembremos que o elemento [a] € Z,, € invertivel se, e somente se, 0 mdc(a, m) =

Assim, por exemplo, em Zs, [2] possui inverso, pois 0 mdc(2,5) = 1. De fato,
2].[3] = [1]. Temos, ainda: [2].[2] = [4] = —[1].
Para exemplificar o método, vamos resolver as equagdes diofantinas:

a) 2z+5y=>51x

Observemos que mdc(2,5) = 1 e 1|51. Logo, a equacao tem solugéo.
Escolhemos o coeficiente de uma das variaveis. De preferéncia, a de menor
valor, isto €, 2.
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Agora, determinamos a classe residual médulo 2 dos inteiros 2,5 e 51. Assim,
em Z, teremos, respectivamente, [0], [1] e [1]. Dai, a equagéo * fica na forma:

My=[  ou y=[]

Portanto, y = 2n + 1, que substituida em * da-nos x = —5n + 23, onde n € um
inteiro qualquer.
b) 17z + 13y = 100 * *

Tomemos o coeficiente 13 de y (de preferéncia o de menor valor). Agora, deter-
minamos a classe residual dos inteiros 17,13 e 100. Assim, em Z,3 , temos, respectiva-
mente, [4], [0] e [9]. Dai a equagéo ** fica na forma:

4]z = [9]. Como [3].[4] = [12] = —[1], temos :
Bl4Jz = [3][9], ou
—[1]Jz = [1], ou
x = —[1]

Portanto, x = 13n — 1, que, substituido em ** da-nos: y = —17n + 9 para todo
inteiro n.

Escolhendo, agora, o coeficiente 17, temos, em Z,; as classes [0], [13] e [15],
como representante dos inteiros 17, 13 e 100, respectivamente.

Assim, ** fica na forma:

[13]y = [15]. Como [13] = —[4]e [15] = —[2], temos
“[y = —[2), ou
—[2][2]ly = —[2], aplicando a lei do corte (lembrando que mdc(2,17) = 1), temos
2]y = [1], como [9][2] = [1], temos
P12y = [9][1], ou
y = [9]

Portanto, y = 17n + 9, que, substituido em **, da-nos x = —13n — 1, sendo n um
inteiro qualquer.

Observe que a solugdo r = —13n — 1 e y = 17n + 9 € a mesma encontrada
anteriormente, trocando-se n por —n. Veja:

r=-13(-n)—1 e y=17(—n)+9

ou se€ja,
r=13n—-1 e y=-1Mm+9
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3.6.3 Casos praticos

Existem algumas equagdes diofantinas lineares de duas variaveis que, em de-
terminadas condi¢des, podemos reduzir 0s passos na resolugao.

Estudaremos trés casos a saber: Critério do algarismo final, Critério da multipli-
cidade e Critério do agrupamento.

3.6.3.1 Critério do Algarismo Final

Pode-se trabalhar com o ultimo algarismo para encontrar uma soluc¢éo particular
da equagéo diofantina linear ax + by = ¢ sempre que um dos coeficientes for multiplo
de 5, uma vez que, deste modo, podemos assegurar que tal coeficiente terd como
algarismo final 0 ou 5.

Exemplo 3.6.10. Resolva a equacéo diofantina

Sz + 49y = 37.
(Fonte: Vera (2014, p. 16-17))

Resolugdo. Como mdc(5,49) = 1 e 1|37, a equagao tem solugéo.

Observamos que o coeficiente de x € mdltiplo de 5. Portanto, temos duas opc¢des
para o ultimo algarismo de 5z: 0 ou 5.

Suponhamos que 5z = ...0.

Entdo, para que se cumpra a equacgao, deve ocorrer que

49y = ..7.

Para isso, devemos ter y = 3 ou deve terminar em 3; entdo, substituindo na
equacao original, temos x = —22 . Assim, xo = —22 e y, = 3 € uma solugao particular
da equacao.

Sabendo-se que 0 mdc(5,49) = 1, temos que o conjunto solugéo é dado por:

xr = xo+ bt ou seja, r = —22+449t
y = yo—at y = 3—-5t¢
onde ¢ € um inteiro qualquer.
Na tabela seguinte, encontramos algumas solu¢des da equacéo:

t .lol1]l2| 3] 4]c-s
x(razdo 49) | x=-22+49t | ... | -22 | 27 | 76 | 125 | 174 | 223
y(razdao-5) | y=3-5t |..| 3 |-2|-7|-12]-17] 22

Agora, supondo que 5z termine em 5, isto &,
5T = ...5
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Entdo, para que se cumpra a equacgao, devemos ter

49y = ..2

Para isso, y = 8 ou deve terminar em 8. Substituindo na equacao original, temos
x = —T71. Assim, xg = —71 € yo = 8 € uma solucao particular da equacao dada. Neste
caso, o conjunto solucéo € dado por:

r = —71+49¢
y = 8—052

Na tabela seguinte, encontramos algumas solu¢des da equacéo:

t o] 1]2|3] 4]|s
x(razdo 49) | x=-71+49t | ... | -71 | 22 [ 27| 76 | 125 | 174
y(razdo-5)| y=85t |..| 8 | 3 |-2]-7]-12]-17

Ou seja, analisando as duas tabelas, observamos que temos o mesmo resultado.

Exemplo 3.6.11. Resolva a seguinte equacéo diofantina

13z — 25y = 54.
(Fonte: Vera (2014, p. 17))

Resolugdo. Observe que mdc(13,25) = 1 e 1|54. Logo, a equacao tem solugao.
Observamos que o coeficiente de y € multiplo de 5; entdo, para o ultimo algarismo de
25y temos duas opg¢des: 0 ou 5.

Suponhamos que

25y = ...0
Para que se cumpra a igualdade anterior, deve ocorrer que
13xr=..4

Para isso, © = 8, ou deve terminar em 8. Substituindo na equacgao original, temos
y = 2. Portanto, xy = 8 e yo = 2 € uma solugéo particular. Assim, o conjunto solugao
sera obtido conforme descrevemos abaixo.

Sejam:

13z — 25y = 54 *

13(8) — 25(2) = 54**

Subtraindo ordenadamente * e **, temos:
13(x —8) —25(y—2) =0 ou 13(zx—8)=25(y—2) ou —— = =t teZ




109

Dai, todas as solucdes sdo dadas por x =8 + 25t e y =2 + 13t, t € Z.

Agora, supondo que 25y termine em 5, isto €, 25y = ...5, teremos, entao, para
que se cumpra a equacao, que 13z = ...3, ou deve terminar em 3. Substituindo na
equacao original, temos 25y = —15, que nos da um valor nao inteiro para y. Se tes-
tarmos = = 13, = 23, = 33 ou algum outro valor terminado em 3, seguramente
iremos encontrar um valor adequado; porém, devemos sempre considerar o caso mais
simples. Para este caso, temos = = 33, que substituido na equacéao original nos da
y = 15. Portanto, todas as solu¢des séo dadas por:

r=33+20t e y=15+13t, com teZ

Na tabela seguinte, encontramos algumas solu¢cbes da equacéo:

t 0] 12 3 4 5
X(razéo 25) | x=33+25t | ... | 33 | 58 | 83 | 108 | 133 | 158
y (razédo 15) | y=15+15t | ... | 15|28 |41 | 54 | 67 | 80

3.6.3.2 Critério da Multiplicidade

Podemos encontrar uma solucéo particular rapidamente quando o termo inde-
pendente da equacao for multiplo de um dos coeficientes.

Para este caso pratico, devemos ter em mente que se A+ B = C e, além disso,
A e C sao multiplos de n, entdo, necessariamente, B deve ser multiplo de n, onde
todas as variaveis séo inteiras.

Exemplo 3.6.12. Resolva a seguinte equacgéo diofantina

4o + Ty = 20
(Fonte: Vera (2014, p. 18))

Resolugdo. Como mdc(4,7) = 1 e 1]20, a equagdo tem solugéo.
Observemos que o termo independente, isto €, 20, é multiplo de 4.
Como
4x € multiplo de 4
20 € multiplo de 4
Entao,
Ty deve ser multiplo de 4
Portanto, y = 4 ou outro multiplo de 4, inclusive o 0.
Assim, se y = 4, entdo, substituindo na equacéo inicial, temos x = —2. Assim, o
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conjunto solucéo sera obtido conforme descrevemos abaixo.
Sejam:
e +Ty=20"
4(=2) 4+ 7(4) = 20**
Subtraindo ordenadamente * e **, temos:
r+2 y—4

4(z4+2)+7(y—4) =0 ou 4(z+2)=-T7(y—4) ou — = =t, com teZ

Dai, todas as solucdes sdo dadas porx = —2 — 7t e y = 4+ 4t, com t € Z.

Na tabela seguinte, encontramos algumas solugbes da equagéo:

t |0l 1] 2 3| 4|5
x(razédo -7) | x=-2-7t | ... | -2 | -9 | -16 | -23 | -30 | -37
y (razdo4) |y=4+4t | ... | 4 | 8 | 12 | 16 | 20 | 24

Outra resolugdo para a equacao 4x + 7y = 20.

Como 4x e 20 sdo multiplos de 4, entdo, para que a igualdade se verifque, 7y
também deve ser multiplo de 4, o que ocorre quando y = 4¢, com ¢ € Z, que substituido
na equacgao 4z + 7y = 20, da-nos:

4o + 7.4t = 20

ou seja,
xr=>5—Tt.

Portanto, as solugcbes sdo dadas por x =5 — 7t € y = 4t, com t € Z.

Observe que, se na primeira solugéo (x,y) = (—2 — 7t, 4 + 4t) trocarmos t por
t — 1, obtemos a solugéo (z,y) = (5 — 7t,4t).

No exemplo seguinte, apresentaremos uma pequena variagcdo do método da
multiplicidade, que leva em conta a paridade dos termos envolvidos.

Exemplo 3.6.13. Determine todas as solugdes inteiras da equagéo 2x + 3y = 5.
(Fonte: Feitosa (2012))

Observe, inicialmente, que a soma de um inteiro par com um impar resulta num
impar. Como 5 € a soma de 2z com 3y e 5 impar e 2z é par, segue que 3y deve ser
impar, o que ocorre quando y € impar, ou seja, quando y = 2k + 1 para algum inteiro k.
Dai,

20 +3.2k+1)=5
ou
r=1-—3k,
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e, consequentemente, todas as solu¢des da equagéo sdo da forma (z,y) = (1 — 3k, 2k +
1), k € Z.

3.6.3.3 Critério do Agrupamento

Neste caso pratico, buscamos reagrupar os termos de tal modo que a equacgao
possa reduzir-se a algum dos casos anteriores.

Exemplo 3.6.14. Resolva a seguinte equacéo diofantina

8r + 3y = 47.
(Fonte: Vera (2014, p. 19))

Resolugdo. Como mdc(8,3) = 1 e 1]47, entdo a equacao tem solugéao.

Decompondo 8z em 5x + 3z com a finalidade de reagrupa-lo, temos

ox + 3x + 3y =47

Colocando-se 3 em evidéncia, temos

Sr+3(z+y)=47"

Observe, agora, que a equacgao tem a forma do primeiro caso pratico: critério
do algarismo final. Entdo, 52 deve terminar em 0 ou 5.

Suponhamos que

5z =...0
Para que esta igualdade se cumpra, devemos ter, necessariamente,
3z+y)=..7

Paraisto (z + y) = 9 ou deve terminar em 9. Entao, substituindo na equagéo *,
temos = = 4

Comozx+y=9ex=4,entdo y = 5. Assim, zo = 4 e yo = 5 € uma solugao
particular da equacgao.

Sabendo-se que 0 mdc(8,13) = 1, temos que o conjunto solugéo é dado por:

x = x9+0bt ou seja, xr = 443t

y = Y —al y = 5—8t
onde ¢ é um inteiro qualquer.

Na tabela seguinte, encontramos algumas solucbes da equacéo:

t e | O 1 2 3 4 5
X(razdo 3) | x=4+3t|..|4| 7 | 10 | 13 | 16 | 19
y (razdo -8) | y=5-8t | ... |3 |-3|-11|-19|-27 | -35

Exemplo 3.6.15. Resolva a seguinte equag&o diofantina

6z — 13y = 49.
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(Fonte: Vera (2014, p. 19-20))

Resolugcdo. Decompondo 13y em 6y + 7y com a finalidade de reagrupa-lo, temos

6z — (6y + Ty) = 49

Reagrupando, temos,

(6x — 6y) — Ty =49

Colocando 6 em evidéncia, temos

6(x —y)—Ty=49 ™

Agora, a equacgao tem a forma do segundo caso pratico: Critério da multiplici-
dade, pois 49 é multiplo de 7.

Como

Ty € multiplo de 7

49 é multiplo de 7

Entdo, 7(x — y) deve ser multiplo de 7.

Portanto, (z — y) = 7 ou algum outro mdltiplo de 7, inclusive o 0.

Logo, se (z — y) = 7, entdo, substituindo na equagéo **, temos y = —1

Comozr—y=7ey=—1,entdo, z = 6. Assim, xo = 6 € yo = —1 € uma solugao
particular da equacao.

Sabendo-se que 0 mdc(6, 13) = 1, temos que o conjunto solugéo é dado por:

xr = x9+bt ou seja, r = 6-—13t
Yy = yg—at Yy = —1—-6¢
onde ¢ é um inteiro qualquer.

Na tabela seguinte, encontramos algumas solucdes da equacéo:

t 0] 1] 2 3 4 5
x(razdo -13) | x=6-13t | ... | 6 | -7 | -20 | -32 | -45 | -58
y (razdo -6) | y=-1-6t | ... | -1 | -7 | -13 | -19 | -25 | -31

Exemplo 3.6.16. Resolva a seguinte equag&o diofantina

2z + 14ay 4+ 7 = H4.
(Fonte: Vera (2014, p. 20))

Resolucédo. Das duas primeiras parcelas da equacao, colocamos 2x em evidéncia. Dai
20(1+Ty) + Ty = 54
Somando-se 1 aos dois membros da equacao anterior, temos

20(Ty + 1)+ (Ty+1) =54 +1
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Colocando (7y + 1) em evidéncia, temos
(Ty+1)(2x +1) =55

Como as variaveis s6 podem assumir valores inteiros, entao, para que esta
ultima igualdade se verifique, devemos ter somente os quatro casos abaixo:

Casos | 1 21 31| 4
20 +1 | 1 5111 |55

7y+1]55[11] 5 | 1

Logo, os valores de x e y S0 0s seguintes:

Casos 1 2 3 4
x 0 2 5 27
Y nao é inteiro | nao € inteiro | ndo é inteiro | 0

Portanto, a equagao tem somente a solugdo x =27 e y = 0.
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4 EQUACOES DIOFANTINAS NAO LINEARES

Neste capitulo, abordaremos as triplas pitagéricas, os triangulos pitagéricos
e 0 método geométrico, o descenso infinito de Fermat (ou descida de Fermat) e as
equagdes de Pell. Também veremos os métodos da fatoragcdo e o método aritmético
modular. Utilizaremos, ainda, inequagdes para resolver equagdes diofantinas.

4.1 Ternas Pitag6ricas

Martinez et al. (2013) denominam triplas ou ternas pitagoricas as triplas de
numeros inteiros positivos (a, b, ¢) que satisfazem a equagéao

a?+ 0% =, (4.1)

uma vez que correspondem aos comprimentos dos lados de um tridngulo retangulo de
lados inteiros pelo Teorema de Pitagoras.

Uma tripla pitagérica cujos termos sdo primos relativos aos pares € denominada
tripla pitagorica primitiva (MARTINEZ et al., 2013).

Nosso objetivo, agora, € encontrar as triplas pitagéricas (a, b, ¢).

Para tanto, podemos supor que a,b e ¢ sao coprimos dois a dois, pois, por

exemplo, se houver um primo p tal que p divida mdc(a, b), entdo p divide a* + bv*> = %, 0
que implica que p divide c¢; logo, <a, -, ) também ¢ tripla pitagérica.
ppp

Feitas as consideracdes iniciais, a € b ndo podem ser pares ao mesmo tempo;
portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que a € impar. Além disso, como
(2k +1)* = 4k* + 4k + 1 = 1 (mod 4) e (2k)*> = 0 (mod 4), ou seja, quadrados perfeitos
sdo congruentes ou a 0 ou a 1 modulo 4. Portanto, b ndo pode ser impar, pois, caso
contrario, ¢ = a* + b? = 2(mod4), 0 que é um absurdo. Resumindo, temos que a é

impar, b € par e, entdo, ¢ € impar. Por outro lado,
V=c—a*=(c—a)(c+a). (4.2)
Seja d = mdc(c — a,c + a), entdo d divide
(ct+a)+(c—a)=2ce(c+a)—(c—a)=2a

e, dai, dlmdc(2a,2¢) = 2mdc(a, c) = 2, pois mdec(a, c) = 1. Mas, como ¢ — a € ¢ + a Sao

ambos pares (pois a e ¢ sdo ambos impares), segue que d = 2 e, pelo Corolario 2.7.1,
c—a c+ta -

mdc( ) = 1. Podemos, entéo, escrever (4.2) como

(Y = (552 (2)
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ct+a c—a . . . .
Como e —— sao coprimos e seu produto é um quadrado perfeito, temos,

pelo Teorema Fundamental da Aritmética, que cada um destes fatores deve ser o
quadrado de um numero natural. Assim,

c+a c—a
= 2 :n2

m?2, , b=2mn,
2 2

com mdc(m,n) = 1. Escrevendo a, b, c em termos de m e n, obtemos, portanto,

a=m?>—n? b=2mn, c=m?>+n?
com m > n.

Ademais, como ¢ = m? + n? é impar, m e n tém paridades distintas.

Todas as triplas pitagéricas se encontram a partir de uma tripla pitagérica
primitiva multiplicando por uma constante.

Dentre as triplas pitagéricas primitivas, Moreira, Martinez e Saldanha (2012)
destacam as triplas pitagoricas classicas de primeiro tipo, que sdo aquelas em que
um dos catetos e a hipotenusa séo inteiros consecutivos, ou seja, as triplas da forma
(a,b,b+ 1), que foram estudadas por Pitagoras. Para encontrarmos uma férmula que
gere triplas pitagoricas classicas de primeiro tipo é suficiente observar que

a®=0b+1)?*—-b*=2b+1

logo, a € um numero impar; portanto, « = 2k + 1 com k natural que, substituido na
equacéao anterior, da-nos:

4k* +4k+1=2b+1ouseja,b=2k>+2kec=2k>+2k+1

e, assim, obtemos a familia de triplas pitagéricas (2k + 1, 2k* + 2k, 2k? + 2k + 1).

Moreira, Martinez e Saldanha (2012) destacam, ainda, as triplas pitagdricas
classicas de segundo tipo, que sao aquelas em que a diferenga entre a hipotenusa
e um cateto é igual 2, ou seja, as triplas da forma (a,b, b + 2), que foram estudadas
por Platdo. Para encontrarmos uma férmula que gere triplas pitagoricas classicas de
segundo tipo, seguiremos 0 argumento anterior, ou seja

a®=(b+2)>—b*=4b+4=2(2b+2)

assim, a é par, isto é a = 2s, que substituido na equacgdo anterior nos da s> = b + 1.
Mas b n&o pode ser par, pois estamos interessados somente nas triplas pitagoricas
primitivas, de sorte que s ndo pode ser impar. Logo, s = 2k com k inteiro e, neste caso,
a familia de triplas pitagéricas € dada por

(4k, 4k* — 1,4k +1).
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Fazem observar Moreira, Martinez e Saldanha (2012) que as triplas pitagéricas
encontradas por Pitagoras correspondem ao casoemque m = k+1en =k, e as
triplas encontradas por Platdo se reduzem ao caso em que m =2k e n = 1.

Exemplo 4.1.1. Encontre todas as triplas de numeros (a, b, c) tais que a?,b* e ¢* estao
em progressao aritmética.
(Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 186-187))

Resolugcdo. Numa progressao aritmética, a diferenca de dois termos consecutivos é
constante; assim, o problema se reduz a encontrar todas as triplas de numeros (a, b, ¢)
tais que

b2—a2202—62,

isto é, a® + ¢ = 2%, donde se conclui que a e ¢ tém a mesma paridade, pois, caso
;. . . c+a —

contrario, a® + ¢* seria impar. Assim, tomando r =

a = r — s. Deste modo, substituindo, teremos que

c—a
65:?,temOSc:r+se

20 =a*+c = (r—s)?+(r+s)?=20r+5%
ou
b2 — 7,2 + 82
donde (r, s,b) € uma tripla pitagérica. Portanto, existem inteiros m e n tais que r =

m? —n? s =2mn e b =m? +n?, e se conclui que

2

a=|m?—n?—=2mn|, b=m?>+n? c=m?—n?+2mn,

com m > n e m + n impar, € uma tripla que satisfaz o pedido. Além disso, todas as
triplas primitivas sao desta forma.

Teorema 4.1.1. Todas as solucées para a equacao
4yt 2=t (4.3)
em inteiros positivos x,y, z,t, comy, z pares sdo dadas por

l2 2 2 l2 2 2
x:u’ y:2l’ Z:Qm’ t:ﬂ

n n

(4.4)

onde [, m s8o inteiros positivos arbitrarios e n é qualquer divisor de I> + m? menor que
V12 +m?2. Toda soluggo é obtida exatamente deste modo.

(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 79-80))
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Demonstragao. A identidade

12 2 2\ 2

<+m”> +(20)? + (2m)? = (
mostra que a quadrupla dada em (4.4) € uma solugéo para a equacgao (4.3), donde y
e z sdo pares. Por outro lado, note que pelo menos dois dos numeros inteiros z, y, z
devem ser par; caso contrario, t* = 2, 3 (mod 4), 0 que é uma contradigdo. Suponha que
y = 2l, z = 2m para alguns inteiros positivos [ € m. Tomando ¢ — = = u, obtemos

12+m2+n2>2

n n

2+ 4% +4m? = (z +u)*> ou  u?=4(1* +m?) — 2uz.

Portanto, «? é par, entdo u = 2n para algum inteiro positivo n. Segue-se que
2 +m? —n? 2 +m? + n? A .
r=——7—/¥—¢€et=x+u=x+2n=———//— ondel,m,n sao inteiros positivos
n n
e n é divisor de I? + m? menor que /12 + m2.
Nao ¢ dificil perceber que cada solugéo (z,y, z,t) de (4.3) com y e z pares é
obtida exatamente uma vez a partir das formulas dadas em (4.4). Na verdade, por (4.4),

z t—z , . - . .
temos [ = %,m =5n= T; dai, os inteiros [, m,n sao unicamente determinados
por (z,y, z,t). ]

Observacao 4.1.1. Uma forma bem conhecida para gerar “quadruplas pitagdricas" é:
r=0C+m?>—n? y=2m, z=2mn, t=10702+m*+n?

onde [, m,n S80 inteiros positivos . Sabe-se também que nem todas quadruplas sdo
geradas desta forma; por exemplo, (3,36, 8,37) é excluida. Por outro lado , esta familia
de solugbes é bastante semelhante a familia de solugbes para (4.1).

(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 81))

Observacao 4.1.2. As seguintes formulas geram todas as “quadruplas pitagdricas” de
inteiros:

r = m2+n2—p2—q27
y = 2(mp+nq),
z = 2(np—mg),
t = m*+n*+p°+ ¢,
em que m,n, p,q S40 inteiros arbitrarios.
(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 81))

Nota: Se a quadrupla (z,y, z,t) de inteiros satisfaz (4.3), entdo todas as quadruplas
(dz,dy,dz,dt), d € Z também satisfazem.

Para uma prova das férmulas apresentadas na Observacao 4.1.2 sao utilizados
recursos de inteiros Gaussianos, que ndo sao objeto de estudo desta pesquisa.



118

Observacao 4.1.3. A equacao
T+ a5+ af =1y (4.5)

€ a extensdo natural para (4.1) e (4.3). Do ponto de vista geomeétrico, as solugbes
(21,22, ..., Tk, Try1) representam as dimensées w1, x, ..., x;, de um cuboide em R* e o
comprimento x,.,, da sua diagonal, respectivamente. Todas as solugées de inteiros
positivos (1, xa, ..., Tg, Tp1) COMmde(xy, s, ..., xx) = 1 para a equagdo (4.5) sdo dadas
por

1

2 2 2 2
Ty = §(m1+m2+'“+mk—1 —mk),
2
Ty = —Tmyg,
2
T = —Mp_1Mk,
1
2 2 2 2
Tpt1 = 5 (ml +msy+ ...+ my_ + mk) .

onde my, ms, ..., my S80 inteiros arbitrarios e ¢ > 0 é tomado tal que mdc(xq, xs, ..., Tx) =
1.
(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 81-82))

Observacao 4.1.4. Para k = 5, argumentos que envolvem Espinores' em Fisica geram
as “séxtuplas pitagoricas":

T, = m?—n?

Ty = 2(n0m1 — N1myo + msang — ang),
r3 = 2(ngmg — namgy + ming — msny),
xy = 2(ngms — nzmg+ mang — miny),
rs = 2mn,

rg = m?+n?

onde m,n, mg, my, ma, M3, Ng, N1, No, N3 SE0 inteiros tais que

mn = mgong + MmNy + Mano + Mmsns.

(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 82))

! Espinores s&o certos objetos matematicos introduzidos para expandir a nogdo de espago vetorial.
Eles sdo necessarios porque a estrutura completa de rotacdes num dado nimero de dimensodes
exige algum numero extra de dimensdes para exibi-la. Do ponto de vista formal, espinores sdo
objetos geométricos construidos a partir de um dado espago vetorial por meio de um procedimento
de quantizagao ou através de um procedimento algébrico. Com isso, podemos dizer que espinores
formam uma representacao projetiva do grupo de rotagbes. Fonte: <http://www2.dbd.puc-rio.br/
pergamum/tesesabertas/0610633_08 cap_03.pdf>. Data do acesso: 25/06/2016.


http://www2.dbd.puc-rio.br/pergamum/tesesabertas/0610633_08_cap_03.pdf
http://www2.dbd.puc-rio.br/pergamum/tesesabertas/0610633_08_cap_03.pdf
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Exemplo 4.1.2 (Equagéo pitagérica “negativa"). Resolva em inteiros positivos a equa-
cao
ri 4yt =22 (4.6)

(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 82-83))

Resolugao. A equacéao € equivalente a
2 2 _ xy) 2
Tty ( .
Isto significa que z|zy e que x? + y* € um quadrado perfeito. Tomando

t="Y (4.7)

z
temos a equacgdo z? + y* = t? para algum inteiro positivo t.
Seja d = mdc(x,y,t). Entdo, z = ad, y = bd, t = cd, onde a,b,c € Z,, com
mdc(a,b,c) = 1, e a equacao (4.7) reduz-se a
abd

c

z= (4.8)
A partir da escolha de ¢, decorre que
a + b = (4.9)

portanto, a, b, c sdo primos relativos dois a dois. Em seguida, usando (4.6) deduz-se
que cl|d, isto €, d = ke, k € Z.,.. Obtemos

z=ad=kac, y=>bd=kbe, t=cd=kc® z=kab.
Tendo em conta (4.9), temos como solugéo
a=m?—n% b=2mn, c=m?+n?
Portanto, as solu¢des em inteiros positivos para a equagéao (4.6) sdo dadas por
r=k <m4 — n4> .y =2kmn (m2 + n2> .z =2kmn(m? —n?).
onde k,m,n € Z, € m > n.

Exemplo 4.1.3. Encontrar todas as quadruplas (z,y, z,w) tal que

22+ y? + 22 oy +yz+ 2 = 2wk

(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 86-87))
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Resolucéo. Escrevendo a equagao como
(z+y)2+ (y+2)>2+ (2 +2)° = (2w)?

Do Teorema 4.1.1, temos

2 4 m2 — p2

rhy =
n
y+z = 2,
z+x = 2m,
2 +m?+ n?
2 = —mMmMm,
n

onde nl|i? + m?. Segue-se que todos as quadruplas procuradas sio dadas por

24+ m?—n?

= m_l4+ 7
T m + on ,
2 4 m?—n?
y = l-m+—2 0
2n
1?2 +m? —n?
z = l4+m—-— —,
2n
12 +m?+n?
w = —,
2n

onde 0s numeros inteiros positivos [, m,n sdo escolhidos de tal modo que z, y, z sejam
todos positivos e 2n|i? + m? + n?.

4.2 Triangulos Pitagéricos e o Método Geométrico

Usando argumentos de geometria analitica, inspirados nas ideias de Moreira,
Martinez e Saldanha (2012, p. 190-197), mostraremos como encontrar a forma geral
das triplas pitagéricas. Assim como apresentaremos algumas aplicacées do método
na resolugcéo de problemas relacionados com a geometria euclidiana plana, mormente
problemas relacionados com tridngulos com lados inteiros, que obedecam a certas
condicoes especificas.

Assim, observando que a equacgéo a? + b* = ¢* é equivalente a (%)2 + (%)2 =1,
ou seja, 0 ponto (%, %) € um ponto com coordenadas racionais da circunferéncia C com
centro na origem e raio 1.

De forma equivalente, (%, %) ¢ uma solucdo da equacdo z* + y*> = 1 com
coordenadas que sao numeros racionais.

Notemos que os pontos (1,0),(—1,0), (0, 1), (0, —1) pertencem a circunferéncia.

Consideremos, agora, uma reta £ que passa pelo ponto (0, —1) e tem inclinagéo
racional ™*. Portanto, a equagéo da reta € dada pory = "z — 1.

Observemos que o ponto (0,—1) é comum a reta e a circunferéncia. Para



121

encontrarmos um outro ponto comum, devemos resolver o sistema de equacdes

y="wr—1

~=

-
-

Figura 2 — Intersecéo entre a circunferéncia C e a reta £.
Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 190).

Assim, substituindo y = ™z — 1 na equagéo da circunferéncia, temos a equagéo:

2

2
1:x2+<mx—1> :x2+m—2x2—2@x+1.
n n n

2
ﬂz. Portanto,

Cujas solugbes sdo r =0 e r = —;
mc+n

a 2mn b m 2mn m? —n?
rT=-="55 & Y=-= "7 2 T T 2 2
c me+n & nms+n m-+n
Agora, como as fracdes que aparecem em cada igualdade sao iguais, supondo
que mdc(m,n) = 1, segue-se que, No caso em que m + n € impar, existe um inteiro k

tal que

a=2mnk, b=(m?—n*k, c=(m?+n?k.
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E, no caso em que m + n € par, existe um inteiro £ tal que

(m? — n?) _ (m*+n?)
5 Ek e c= 5 k.
Exemplo 4.2.1. Determine todas as solugbes da equagao a® + 2b> = 11c2.

(Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 191-192))

a=mnk, b=

2 2
Resolugéo. Dividindo por ¢ obtemos <a) +2 () = 11; assim, queremos encontrar
C C

as solugdes racionais da equacgédo z? + 2y?> = 11, que é uma elipse centrada na
origem do plano cartesiano. Por inspecao direta, temos que os pares ordenados
(3,1),(=3,-1),(3,—1),(—3,1) sdo solugdes. A equacao da reta que passa pelo ponto
(—3,—1) eteminclinagdo 2 ¢ y = 2 (z + 3) — 1 = g 4 2=

n

m Jm —n

y=_—x
n n

Figura 3 — Intersegéo entre reta elipse.
Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 191).

Os pontos de intersecéo da reta com a elipse sao as solugdes obtidas quando
resolvemos o sistema de equagdes

{ 2422 =11

_m 3m—n
y=ar T T

agora, substituindo y na equacao da elipse, obtemos que

_ 2
1 = x2+2<mx+3m ")
n n
n? +22m2$2 +4771(37712— n)x N 29m2 — 67;1n+n2’
n n n
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assim, = é solucao da equacao quadratica

m(3m—n) 3n° +4mn — 6m”
n? + 2m? n? + 2m?

2+ 4 =0.

Como (—3,—1) é um ponto comum a reta e a elipse, segue-se que z = —3 €
uma solucao desta equacgao. Agora, usando o fato que o coeficiente independente de
uma equagao quadratica € o produto das raizes, temos que a outra raiz é

a 3n? + 4mn — 6m?
¢ *T n? + 2m?
e assim
b m [ 3n% + 4mn — 6m? 3m—n  2m?+6mn —n?
c:y:n< n? + 2m2 ) n n2+2m?

Como as fragcbes que aparecem em cada igualdade s&o iguais, entao existira
um inteiro £ tal que

k k k
a:g(3n2+4mn—6m2)7 b:g(2m2+6mn—n2) e C:g(n2+2m2>

(onde d = mdc(3n? 4+ 4mn — 6m?,2m? + 6mn — n?,n? 4+ 2m?), que pertence a {1, 2,11},
caso mdc(m,n) = 1), e usando a simetria da elipse, podemos considerar os valores
positivos de a, b e c. A tabela seguinte ilustra algumas soluc¢des a partir das equacoes
anteriores supondo k = 1

Tabela 1 — Algumas solugdes para a equacgéo a? + 2b> = 11¢?

m| n (a,b,c)
L [-1| (7,53)
0] 1| (31,1
11| (1,7,3
2 1 | (13,19,9)
3 1 [(39,37,19)
1 1 | (77,55,33)
1] 3 [(2L,95,25)

Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012).

Agora, iremos determinar todos os triangulos A ABC com lados de comprimen-
tos inteiros a, b € ¢ e que tenham seus angulos em progressao aritmética.
Como a soma dos angulos internos de um tridngulo € 180°, considerando que a
razdo da progressao € «, entdo os angulos terdo medidas 60° — «, 60° e 60° + a.
Suponhamos que o angulo em B mede 60° e 0 angulo A é o maior, e seja D 0
pé da altura desde o vértice A. Assim, no tridngulo retangulo AAD B, temos
BD
¢

cos60° =
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Como cos 60° = 1, conclui-se que BD = &.
Aplicando o teorema de Pitagoras nos tridngulos retagulos AADB e AADC,

temos ) )
2 c 2 2 c
_(Z) = AD? —p2 — _
¢ (2) b (a 2)

que equivale a

C
[43 i
Figura 4 — Tridngulo com lados inteiros e &ngulos em PA.

Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 194).

ou seja, os triangulos que tém os lados em progressao aritmética sdo os triangulos que
tém lados que satisfazem a relagcéao

a? —ac+ =1V,
que equivale, usando o método geométrico, a determinar as solucdes racionais da
equacao

P —ay+y? =1

que representa, no plano cartesiano, uma elipse rotacionada. Observemos que esta
equagao possui a solugéo (0, —1). A equagao da reta que passa pelo ponto (0, —1) e
teminclinagéo ™ é y = ™z — 1.

Os pontos de intersecéo da reta com a elipse sao as solugdes obtidas quando
resolvemos o sistema de equacoes

2 —ay+y? =1
y="0—1
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y=—zxz—1

y

2 —ry+yt =1

(07 _1)

Figura 5 — Intersegéo entre reta e elipse.
Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 195).

substituindo y na equacéo da elipse, temos a equagao

(m? — mn +n?a® — (2m —n)nz =0

. . . 2mn — n?
cujas solugbes sdo r =0 ez = — -
) me—mn-+n

Assim,

a 2mn — n? c m? — n?
xr = — = = - =

b m?2—mn+n? Y b m?—mn+n?

Portanto,

a=k(2mn —n?), b=k(m*>—-mn+n?), c=k(m?*-n?), keZ.

Em continuidade, mostraremos como determinar todos os triangulos com lados
inteiros, tais que um angulo é o dobro do outro. Para isto, suponhamos que temos
um triangulo AABC com lados de comprimentos a,b, e ¢ tal que LA = 2/B = 20.
Tracemos a bissetriz desde o vértice A e denotemos por D o pé da bissetriz no lado

BC.
Pelas condi¢cbes acima, segue que o triangulo ABDA é isésceles, e, assim,
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BD = DA = x. Por outro lado, o angulo ZADC' é angulo externo ao triangulo ABDA;
logo, ele é a soma dos angulos ndo adjacentes, donde ZADC = 2p.

A i Jé]

B

Figura 6 — Tridangulo com lados inteiros e ZA = 2/B = 20.
Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 197), com adaptacdes.

Assim, os triangulos AABC e ADC A sao semelhantes, ja que seus angulos
sao iguais, de onde temos as relagdes entre os lados

b T _a—z
a ¢ b
Da primeira igualdade, temos que = = % e substituindo na segunda igualdade,

obtemos que

b .
- a — € assim b +be=a?
a b ab
Podemos resolver esta equacao pelo método geométrico, ou simplesmente, no
caso em que mdc(b, c) = 1, observando que b(b + ¢) € um quadrado perfeito, e que b

e b+ ¢ ndo tém fator em comum, donde b € b + ¢ tém que ser quadrados de numeros

. b=n? .

inteiros; logo, ) ) com m e n sem fator comum. Portanto, o conjunto de
+c=m

tridangulos procurados é o dos que satisfazem as relacdes
a=kmn, b=kn? c=k(m?*-n?

com n e m sem fator comum e k inteiro arbitrario.
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4.3 Método da Fatoragao

Fazem saber Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 3) que, dada a
equagao f(xi, s, ...,z,) = 0, N0S podemos escrevé-la na forma equivalente

f1(9€1,$2, ---,ffn)-fz(ﬁhfﬂm ---,$n)o-~-fk:($1,I2, ~-~,$n) = a,

onde fi, fo, ..., fr possuem coeficientes inteiros e a € Z.

Fatorando a em numeros primos, obtemos um numero finito de decomposi¢des
em k fatores inteiros aq, as, ..., a;,. Cada uma dessas decomposicoes gera um sistema
de equacdes:

fl(mla T2y ..ny xn) = das,
fg(Il, Loy oeny In) = a9,
fk($1, T, ,$n) = Q.
A solugao de todos esses sistemas nos da o conjunto completo de solucdes.

Exemplo 4.3.1. Encontre todos os tridngulos retangulos com lados inteiros e um cateto
igual a 30.
(Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 179))

Resolugdo. Precisamos encontrar inteiros positivos b e ¢ tais que 900 + b* = ¢%. Esta
igualdade pode ser reescrita da seguinte forma:

22325 = (c+b).(c — b).

Observando que os numeros ¢ + b e ¢ — b tém a mesma paridade, logo, os dois
Sa0 pares; e como ¢ + b € maior que ¢ — b, as unicas formas de distribuir os fatores de
900 entre estes fatores sdo

¢+ b= 450 c+b=150 c+b=90 o c+b=50
c—b=2 c—b=6 c—b=10 c—b=18

que geram as solugdes (30,224, 226), (30, 72, 78), (30,40, 50) e (30, 16, 34).
Exemplo 4.3.2. Resolva a equagdo seguinte em numeros inteiros x,y:

2% + 6xy + 8y* + 3z + 6y = 2.
(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 193))

Resolucédo. Escrevendo a equacéo na forma
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(x+2y)(x+4y)+3(x+2y)=2 ou (z+2y)(z+4y+3)=2.

obtemos os sistemas

r+2y=1 r+2y=2 r+2y=-—1 o
r+4dy+3=2" r+4y+3=1" T +4y+3=-2

T+ 2y =-2
r+4y+3=-1

que geram as solugoes (3, —1), (6, —2),(3,-2) e (0, —1).

Exemplo 4.3.3. Sejam p e ¢ dois numeros primos, resolva em inteiros positivos a

equacao

(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 5))

Resolucédo. A equacao é equivalente a equacéo diofantina algébrica

(z — pa)(y — pq) = P°¢".

1 1
Observe que — < —; portanto, temos x > pq.
T pq
Considerando todos os divisores positivos de p¢?, obtemos os seguintes siste-

r—pg=1 T—pg=p r—pg=q
y —pq = p*¢ Y — pq = pg y —pg = p*q

r —pg =p* T — pq = pq T — pq = pg*
y—pg=¢q° Yy —pq=pq Yy—pg=np

mas:

T — pg = pq x—pg=¢* x — pq = p*¢?
y—pg=gq y —pg = p? y—pg=1

gue conduzem as solugdes:

(1+pq,pe(1 +pq), (p(1+q),pe(1+q), (¢(1+p),pe(1+p)),
(p(p+q),qlp+q), (2pq,2pq), (pg(1+ q),p(1+q)),

(pg(1+p),q(L+p)), (gp+q)plp+4q), (pe(1+pg),1+pg).
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Exemplo 4.3.4. Resolva a seguinte equagcao em numeros inteiros x,y:

?ly—1)+y*(z—1)=1
(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 7-8))

Resolugdo. Tomando x = u + 1, y = v + 1, a equacgao torna-se
(u+ 1)+ (v+1)*u = 1,
equivalente a
wo(u+v) +4uv + (u+v) = 1.
A ultima equagéo pode ser escrita como
w(u+v+4)+ (u+v+4) =5,
ou
(u+v+4)(uwv+1) =5.

Um dos fatores tem que ser igual a 5 ou —5, e o outro, 1 ou —1. Isto significa que
a soma u + v e produto uv tém de satisfazer algum dos quatro sistemas de equacdes:

u+v=1 u+v=-9 u+v=-—3 u+v=-5
uv =0 ’ uv = —2 ’ uv =4 ’ uv = —6 '
Somente o primeiro e o Ultimo desses sistemas tém solucdes inteiras. Elas sao

(0,1), (1,0), (—6,1), (1,—6). Assim, o resultado final (x,y) = (u+ 1,v + 1) S&o os pares
(17 2)7 (_57 2)? (27 1)7 (27 _5)'

Exemplo 4.3.5. Determine todos os triangulos retangulos com lados de comprimentos

inteiros tais que suas areas e perimetros sejam iguais.
(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 198-199))

Resolugéo. Sejam = e y 0s comprimentos dos catetos e z 0 comprimento da hipotenusa,
onde z,y € z S40 numeros inteiros positivos. Em seguida, pelo teorema de Pitagoras,

z=x?+ 2

Ilgualando a area e o perimetro, temos
ry — 2 2
5 r+y+/re+yc.
Multiplicando por 2, isolando o radical, e elevando ao quadrado, isso resulta
(zy — 2(x +y))* = 4(2° + ),

ou
2?y® — day(z + y) +4(2° + y° + 2zy) = 4(2° + 7).
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Temos
z%y? — day(z +y) + 8xy = 0.

Simplificando a equagéao anterior por zy, uma vez que xy # 0, temos:
xy —4dr —4y+8=0.

Adicionando 8 a ambos os lados para tornar possivel a seguinte fatoracéo,
temos:

€, uma vez que as variaveis sao inteiros, existe apenas um numero finito de possibili-
dades. As Unicas solugdes (x,y) sé@o (6,8), (8,6), (5,12), (12,5), que produzem apenas
dois triangulos, os de lados 6 — 8 — 10 e 5 — 12 — 13.

4.4 Utilizando Inequacdes para Resolver Equacdes Diofantinas

Segundo Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 13), este método consiste
em restringir os intervalos em que as variaveis se encontram, utilizando desigualdades
adequadas. De modo geral, esse processo leva a um numero finito de possibilidades
para todas as variaveis; ou para algumas delas.

Exemplo 4.4.1. Encontre todos os triangulos retangulos com lados inteiros e a hipote-

nusa igual a 65.
(Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 179-180))

Resolug&o. Neste caso, precisamos encontrar dois numeros inteiros a e b, que podemos
supor, sem perda de generalidade, satisfazem a < b, tais que a® + b* = 652 = 4225.
Como v? + (b — 1)% > 4225, temos que 64 > b > 47. Assim, temos 18 possiveis valores
de b que precisamos testar se verificam que 4225 — b* é um quadrado perfeito. De
fato, este numero é quadrado perfeito quando b € igual a 52, 56, 60 e 63, que geram 0S
triangulos com lados de comprimento (39, 52, 65), (33, 56, 65), (25, 60, 65) e (16, 63, 65)

Exemplo 4.4.2. Resolva em inteiros positivos a equacao

3(zy + yz + zx) = dayz.
(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 202))
Resolugdo. A equagéo ¢ equivalente a | + - + | = 3. Por conta da simetria da equagéo,

podemos assumir que z < y < z. Segue-se que 2 > 3;isto é, = < 2. Portanto, z € {1,2}
Se r =1, temos
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3y 2 1 L " ~
Como z = 3 e — > 3’ sendo y e z inteiros positivos, temos as solugdes
y— Y
y=4,z=12ey =z =06.
Se x = 2, temos
L]
y 2z 6
6y 2 5 _— . ~
Como z = 5 5 e—> 6’ sendo y e z inteiros positivos, temos a solucao y = 2
Y= Y
ez =3.

Portanto, para os dois casos, temos as solugdes (1,4, 12),(1,6,6),(2,2,3) e
todas as suas permutagdes.

Exemplo 4.4.3. Resolva em inteiros positivos a equagao
v*y +yPz + 2%x = 3wy,

(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 204))

Resolugéo. Note-se que este é o caso de igualdade na desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica

2’y +yPz + 2P > 3\3/(x2y)(y2z)(z2x) = 3zyz.

Por isso, devemos ter 2%y = %2 = 2%z, 0 que implica z? = yz, y? = zz, 2° = a2y,
isto e,

(1 =)+ (y— )+ (z —2)2 = 0.

As solugdes sao (k, k. k), k € Z,..
Nota: Dados os numeros positivos 1, o, ..., x,, definimos:
Média aritmética simples (A)

r,+xo+ ... +x,
n

A:

Meédia geométrica simples (G)
G = ¥Yri29.. 70,
Meédia harmédnica simples (H )

H =

n
1, 1 1
x1+x2+"'+xn
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Média quadratica (Q)

e e S

n

Q=

Se z1, xo, ..., ,, SA0 NUMeros positivos e @, A, G e H sdo suas médias quadratica,
aritmética, geométrica e harmoénica, respectivamente, entdo Q > A > G > H. Além
disso, duas quaisquer dessas médias sao iguais se, e somente se, 11 = x5 = ... = x,,.

Particularmente,
T+ 2o+ ...+ Ty

> Vr1To... Ty
n
e
r1+To+ ...+ x
" 2= \/T1T2...Typ,
se, e somentese, 1 =19 = ... = T,,.

Exemplo 4.4.4. Encontre todos o0s inteiros positivos n, ki, ..., k,, tais que

k1++kn:5n—4

Lo
et =L

(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 16-17))

Resolugéo. Pela desigualdade das médias aritmética e harmdnica, temos

1 1
k14 ..+ k) (——+...+—]>n2
(kv + ...+ )Qh+ +%>_n

Devemos ter, portanto, 5n — 4 > n?; por isso, n < 4. Sem perda de generalidade,
podemos supor que k; < ... < k,.

Sen =1, temos que k; = 5.1 — 4, isto é k; = 1, que funciona, pois kll = 1.
Note-se que daqui em diante ndo podemos ter k; = 1.

Se n =2,temos que k; + ky = 5.2 — 4 = 6, entdo, (ki,k2) € {(2,4),(3,3)}, mas
nenhum funciona, pois ndo satisfazem a condicao ]31 + ..+ k:ln =1.

Sen=3,entdo k; + ks + k3 = 11; assim, 2 < k; < 3.
Dai (k1, ko, k3) € {(2,2,7),(2,3,6),(2,4,5),(3,3,5),(3,4,4)}, € s6 (2,3, 6) funciona.

Se n = 4, temos a igualdade na desigualdade das médias aritmética e harmoénica,
0 que so acontece quando k| = ky = ks = ky = 4.

Portanto, as solugbes sdon =1e k; = 1;n = 3 e (ky, ko, k3) € uma permutagao
de (2,3,6);en=4e (ki ko, ks, ky) = (4,4,4,4).
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45 O Método Aritmético Modular

Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 29) destacam que, em muitas
situacdes, as consideracdes aritméticas modulares simples sao utilizadas para provar
que certas equacgdes diofantinas ndo sédo resoluveis ou para reduzir o intervalo das
possiveis solugdes.

Exemplo 4.5.1 (ltlia). Ache todos os x e y € N tais que z* + 615 = 2Y.

(Fonte: Muniz Neto (2012, p. 125-126))

Resolugao. Analisando a equagao dada médulo 3, obtemos
22+ 0= (—1)Y (mod 3).

Como z? = 0 ou 1(mod3), entdo a congruéncia acima nos da as seguintes
possibilidades:

0= (—-1)Y(mod3)oul=(-1)(mod3).

A primeira possibilidade nunca ocorre, pois 311 e 31 —1. Quanto a segunda, se
y for impar, obtemos 1 = —1 (mod 3), o0 que também nunca ocorre, pois 3 1 2. Portanto,
y deve ser par, digamos y = 2z, com z > 0 inteiro. A equacao do enunciado pode ser,
agora, escrito como
615 = 2% — 2% = (2° — 7)(2° + 7).

Por fim, como 2 + x > 2* — z e 615 = 3.5.41, temos somente as possibilidades.

2% + x =615 27 + 7 = 205 27+ =123 o 27+ =41
27 _p=1 27 _x =3 27 _x=5 27 _x =15

Somando membro a membro as duas equacdes em cada uma das possibilidades
acima, obtemos respectivamente 251 = 616, 208, 128 ou 56. Mas, uma vez que 2**! =
128, de sorte que

2" +x =123
22 —x =25

entdo z = 6 e x = 59, de modo que a Unica solugao é r =59 e y = 12.

Exemplo 4.5.2 (OIM). Ache todos os m,n € N, tais que 2™ + 1 = 3.
(Fonte: Muniz Neto (2012, p. 126-127))
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Resolugcdo. Se m = 1, entdo n = 1. Se m > 2, entdo 2™ = 0(mod4); portanto,
analisando a equagédo médulo 4, obtemos

1= (=1)"(mod4),

de onde segue que n deve ser par, digamos n = 2u, com u € N. Fazendo esta
substituicdo na equacdo do enunciado, obtemos 2™ + 1 = 3%* ou ainda,

o™ — (3% — 1)(3" + 1).

Para vermos a que fatoragéo de 2™ corresponde (3* — 1)(3* + 1), seja d =

mde(3* — 1,3% 4+ 1). Entao,
df[(3*+1) = (3" =1)],

ou seja, d|2; mas, como 3 — 1 e 3* + 1 sdo ambos pares, deve ser d = 2. Por outro
lado, uma vez que o produto de 3 — 1 e 3* + 1 € uma poténcia de base 2, cada um dos
fatores 3* — 1 e 3* 4+ 1 deve ser uma poténcia de base 2. Ocorre que 0 mdc de duas
poténcias de 2 sé é igual a 2 quando a menor de tais poténcias for igual a 2, de modo
que a Unica possibilidade é termos

U—1=2
3¢+ 1=2m"1
Logo,u =1, m =3 e, dai,n = 2.

Exemplo 4.5.3. Prove que a equagao x* = 3y? + 8 ndo possui solugbes em inteiros x
€y. (Fonte: Feitosa (2012))

Resolugdo. Analisando o resto na divisdo por 3, obtemos z* = 2 (mod3). Como 0s
Unicos restos na divisdo de um quadrado por 3 sdo 0 e 1, entdo nao existem solucdes
em inteiros.

Exemplo 4.5.4. Encontre todas as solugdes em inteiros da equagao z* — 7y = 1004.
(Fonte: Feitosa (2012))

Resolugao. Analisando os restos na divisdo por 7, obtemos z? = 3 (mod 7). Entretanto,
0s Unicos inteiros que séo restos de quadrados perfeitos na divisdo por 7 séo 0, 1,2 e 4.
Como 3 = 1004 (mod 7) nao faz parte dessa lista, entdo nao existem solugdes inteiras
para a equacao.

Exemplo 4.5.5. Mostre que a equagao
(z+1)*+ (x+2)*+ ...+ (x +99)* = ¢/*

nao tem solugdo em numeros inteiros x,y, z, com z > 1.
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(Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 219))

Resolucdo. Notemos que

v = (z+ 12+ (@ +2)2+.. + (v +99)?

= 9922 +2(14+2+ ... +99)x + (12 + 2% + ... + 99%)
, 2.99.100  99.100.199
= 992~ + 5 T+ 6

= 33(3z% + 300z + 50.199),

o que implica 3|y. Observando que z > 2, temos que 3%|y*; mas 3% ndo divide 33(3z* +
300x + 50.199), constituindo uma contradicdo; o que nos leva a concluir que a equagéo
dada nao tem solugcdo em numeros inteiros z, y, z, com z > 1.

Exemplo 4.5.6. Prove que a equacao

oy —x —y = 2

ndo tem solugdo em numeros inteiros positivos.

(Fonte:Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 223-224))

Resolugao. A equacao € equivalente a
(4r — )4z — 1) = 422 + 1.

Seja p um divisor primo de 4z — 1. Entéo, 42> = —1 (modp); isto &, (22)* =
—1 (modp) . Pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos (2z)?~! = 1 (mod p). Entao,

1= (22" = ((22)"F = (1) (modp),
e, portanto, p = 1 (mod 4).
Assim, qualquer divisor primo de 4x — 1 deve ser congruente a 1 (mod4); dai
4r —1 =1 (mod4), 0 que é uma contradi¢do.

Exemplo 4.5.7 (Roménia). Sejam p e ¢ numeros primos, com q # 5. Se q|(2F + 3F),
prove que q > p.
(Fonte: Muniz Neto (2012, p. 135))

Demonstragdo. Como ¢|(2F + 37), temos que ¢ # 2,3, de modo que ¢ > 5. Portanto,
podemos supor que p > 3. Se ¢ < p, entdo ¢ — 1 < p, de sorte que ¢ — 1 e p sé@o
primos entre si. Nesse caso, o Teorema 2.7.5 garante a existéncia de =,y € N tais que
pr = (¢g—1)y+1. Portanto, a partir de 2? = —3? (mod q), obtemos (27)* = (—3?)* (mod q);
mas, como —3? = (—3)?, segue que
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2(a=Dy+1 = (3)@=V¥+1 (mod q)

Por fim, uma vez que ¢ # 2,3, o pequeno Teorema de Fermat nos dg 2¢-! =

1 (modq) e (—=3)7! = 1(modq); a partir dai, a congruéncia acima se reduz a 2 =
—3 (mod q), de maneira que ¢ = 5. Por fim, tal concluséo é, claramente, uma contradigéo.
[

Exemplo 4.5.8 (OBM). Prove que existe um inteiro k > 2 tal que o numero199..91 é

k
um mdltiplo de 1991.

(Fonte: Muniz Neto (2012, p. 137-138))

Demonstracdo. Observe primeiramente que

199..91 = 2.10""! — 9,
N——
k

Portanto, queremos achar k£ > 2 inteiro tal que
2.10" — 9 = 0 (mod 1991)
ou, ainda, 2.10**! = 9 (mod 1991). Mas, como 2.10% = 9 (mod 1991), temos
2.10"" = 9 (mod 1991) <= 2.10"™ = 2.10° (mod 1991) <= 102 = 1 (mod 1991)

Para o que falta, veja que 991 = 11.181 e 181 €& primo. Portanto, ¢(1991) =
#(11).4(181) = 10.180 = 1800 e segue, pelo teorema de Euler, que 10 = 1 (mod 1991).
Logo, basta tormarmos k£ — 2 = 1800. ]

4.6 Descenso Infinito de Fermat (ou Descida de Fermat)

Pierre de Fermat (1601 - 1665), embora ndo tenha sido um matematico profissi-
onal, foi considerado pelo filésofo, fisico e matematico francés Blaise Pascal (1623 -
1662) um grande matematico.

Seu interesse na Matematica estava principalmente em questdes vinculadas a
desafios e problemas. Suas inquiricbes matematicas atravessaram varias geragoes. Ele
fez contribuicbes importantes para o calculo geométrico, infinitesimal e, principalmente,
para a Teoria dos Nimeros. O Ultimo Teorema de Fermat, como passou a ser indicado,
€ 0 mais famoso dos trabalhos de Fermat. O seu enunciado simples diz que a equagéo:
2" + y" = 2" ndo tem solugcdo em numeros inteiros e positivos para n > 2. Fermat
escreveu nas margens do livro Arithmética, de Diofanto, com o qual estava trabalhando,
que conseguira uma demonstracao para o problema acima, mas que nao havia espago
suficiente para ela na margem do livro (ao que parece, Fermat utilizou o método do
descenso infinito, objeto de nosso estudo nesta subsecéo). Hoje, ndo se acredita que



137

ele tenha conseguido uma demonstragao correta do problema, visto que este Teorema
de Fermat, mesmo tendo atraido a atengdo de muitos matematicos, por mais de 300
anos ficou em aberto (NASCIMENTO; FEITOSA, 2013, p. 127).

O matematico Kummer, por exemplo, tentou encontrar a demonstracao para o
teorema (por algum tempo pensou que havia encontrado). Ele notou que uma afirmagao
que era verdade para os inteiros relativos n&o era para formag¢des numéricas mais
complexas que, naturalmente, aparecem no estudo do problema de Fermat. Acontece
que numeros inteiros algébricos (ou seja, 0s numeros sao raizes de equacgdes algé-
bricas com coeficientes inteiros racionais e coeficiente da maior poténcia da variavel
igual a 1), podem nao ter decomposicao Unica em fatores primos da mesma natureza
algébrica. Inteiros relativos sdo decompostos em fatores primos de forma Unica. Por
exemplo, 6 = 2.3 e 0 numero 6 ndo admite nenhuma outra decomposi¢ao no conjunto
dos numeros inteiros relativos. Considerando, agora, o conjunto de todos 0os numeros
algébricos da forma m + ny/—5, onde m e n sd0 nimeros inteiros relativos, pode-se
verificar que a soma e o produto de dois numeros desta forma sdo niumeros que per-
tencem a esse mesmo conjunto. Todo conjunto de numeros que tém a propriedade de
conter qualquer soma e produto dos numeros que lhe pertencem é denominado de anel.
Por definigédo, no anel considerado se encontram os nimeros 2, 3,1 + v/—5,1 — v/—5.
Pode-se demonstrar que, neste anel, cada um dos numeros indicados é primo, isto é,
nao pode ser representado como o produto de nimeros inteiros pertencentes ao anel
considerado e diferentes da unidade. Porém,

6=23=(1++v-5).(1-v-5),

isto &, neste anel, o numero 6 ndo pode ser decomposto de maneira Unica em fatores
primos.

A nao unicidade da decomposicao de um numero em fatores primos também
pode ter lugar em outros anéis mais complexos de nameros inteiros algébricos. Ao
descobrir isso, Kummer se convenceu que sua demonstracéo do Ultimo Teorema de
Fermat nédo estava correta. Para superar as dificuldades criadas pela ndo unicidade da
decomposicao em fatores primos, Kummer criou a teoria de ideais , que atualmente de-
sempenha um papel extraordinariamente importante na Algebra e Teoria dos Niimeros
(GUELFOND, 2010, p. 105-107).

Mas esta € uma outra historia.

O Ultimo Teorema de Fermat desafiou matematicos por 358 anos, e apenas
em 1993, o matematico britanico Andrew Wiles conseguiu uma demonstragdo que
ainda precisou de reparos, e sé tornou-se definitiva em 1995, com a colaboracéo do
também inglés Richard Taylor (ex-aluno de Wiles). Para tanto, Wiles utilizou recursos
sofisticados dos quais Fermat n&o dispunha.

Em alguns casos, € possivel mostrar que algumas equacdes diofantinas
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f(xla 7$n) = 05

nao possuem solugédo. O método da descida de Fermat, quando aplicavel, permite mos-
trar que esta equacao nao possui solucoes inteiras positivas ou, sob certas condicoes,
até mesmo encontrar todas as suas solucdes inteiras. Se o conjunto de solugdes de f

A={(xy,...,z,) €Z"| f(21,...., k) = 0}

é diferente de vazio, entao gostariamos de considerar a solugao minimal em certo

sentido. Ou seja, queremos construir uma fung¢édo ¢ : A — N e considerar a solugéo

(1,...,x,) € Acom ¢(z4, ..., z,) minimo. O descenso consiste em obter, a partir desta

solucdo minima, uma ainda menor, o que nos conduz claramente a uma contradicao,

provando que A é de fato vazio (MOREIRA; MARTINEZ; SALDANHA, 2012, p. 238).
O método da descida de Fermat consiste, entdo, no seguinte esquema (MUNIZ

NETO, 2012, p. 55):

i) Supor que uma dada equacao possui uma solugdo em inteiros n&o nulos.

i1) Concluir dai que ela possui uma solugdo em inteiros positivos que seja, em algum

sentido, minima.

ii1) Deduzir a existéncia de uma solug¢ao positiva menor que a minima, chegando a

uma contradigéo.

Exemplo 4.6.1. Prove que a equacdo 3xz° + y*> = 22* ndo possui solugées inteiras ndo

nulas. (Fonte: Muniz Neto (2012, p. 55-56))

Demonstrag&o. Inicialmente, observe que nao podemos ter exatamente um dos inteiros
x,y, z igual a 0. Suponha, pois, que a equagédo dada possua uma solugao (z,y, z) com
x,y,z € N (uma vez que, se (z,y, z) for solucdo, entao todas as triplas obtidas a partir
das permutacodes de (+z, -y, +2) também serdo). Entao, dentre todas tais solucdes
(z,y, 2), existe uma para a qual z é a menor possivel, digamos =z = a,y = b,z = c.
Trabalhemos tal solucéo.

Se 3t b, temos de 3a” + b? = 2¢ que 3 1 c. Dai, como v* e ¢* deixam resto 1 na
divisdo por 3 e a igualdade 3a® + b? = 2¢? nos da uma contradicdo, logo, 3|b, digamos
b = 3b; para algum b; € N, e segue de

2¢* = 3a® + b* = 3(a® + 3b7)
que 3|c. Sendo ¢ = 3¢y, para algum ¢; € N, a igualdade acima nos da
6c] = a® + 3b7,

de modo que 3|a, digamos a = 3a;, com a; € N. Portanto, a ultima igualdade acima
fornece
2¢} = 3aj + 17,
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de sorte que (ay, by, c1) € outra solugdo da equagéo original no conjunto dos numeros
naturais. Contudo, a relagdo 0 < ¢; = £ < ¢ € uma contradigdo, uma vez que partimos
de uma solugao em naturais (a, b, ¢) para a qual ¢ era 0 menor possivel. Logo, nossa
equacao nao possui solugdes néo nulas. O

Exemplo 4.6.2. Sejam a e b inteiros positivos tais que b < 2a+ 1. Mostre que a equacao
bx? — 2axy — y? = 0 ndo possui solugdes inteiras positivas.
(Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 238-239))

Demonstragdo. Suponhamos que a equagao possui solugdo nao nula (m,n) com
m,n € N, isto é, bm? — 2amn — n? = 0 e escolhemos esta solugdo de tal forma que n
seja minimo. Como n? + 2amn = bm?, somando ao dois lados a?m? obtemos que

(n+am)®> = (b+a*)m® < (a®> +2a + 1)m? = (a + 1)*m?,

e assim n + am < am + m, isto é, n < m. Observemos que m(bm — 2an) = n?, isto &,
m é um divisor de n?, portanto n? = mgonde 0 < ¢ < n < m e ¢+ 2an = bm. Por outro
lado, multiplicando a equacao original por b obtemos:

0 = bn? + 2an(bm) — (bm)* = bn® + 2an(q + 2an) — (q + 2an)* = bn* — 2ang — ¢,

logo, o par (n,q) é também solugédo da equagao, o que contradiz a minimalidade da
solucao anterior. O

Exemplo 4.6.3. Mostre que se k é um inteiro positivo que ndo é um quadrado perfeito,
entdo 'k é irracional.
(Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 239))

Demonstragdo. De fato, suponhamos por contradicao que v/k é racional e seja a a sua
parte inteira. Logo, existem inteiros ndo nulos m, n tais que vk = a + - Elevando ao
quadrado e multiplicando por m? obtemos:

(k — a®*)m? — 2amn — n? = 0,

isto é, a equagdo (k — a?)z? — 2axy — y*> = 0 possui solugdo inteira positiva, mas
k < (a + 1)?; portanto, k — a® < 2a + 1, mas, pelo problema anterior, a equagao ndo
possui solucdes inteiras positivas; portanto, vk ndo pode ser racional. O

Exemplo 4.6.4 (Fermat). Demonstre que a equagéo z* + y* = 2% ndo possui solugdes
inteiras positivas, isto €, ndo existem triplas pitagoricas em que os dois catetos sejam
qQuadrados perfeitos.

(Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 239-240))
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Demonstragdo. Suponhamos que z* + y* = 2? possui uma solugéo inteira com z,y, z >
0. Logo, existe uma tal solugdo (a, b, ¢) na qual ¢ € minimo. Em particular, temos que
a € b sdo primos entre si, pois se d = mdc(a,b) > 1 poderiamos substituir (a, b, c) por
(g, 5 d—‘;) e obter uma solugdo com ¢ menor. De (a?)? + (b%)* = ¢* temos, portanto, que
(a®, 1%, c) é uma tripla pitagérica primitiva, e, assim, existem inteiros positivos m e n
primos relativos, com m + n impar tais que

a?=m?—n? b*=2mn e c=m?+n’

Desde que m e n tenham paridades distintas, um tem que ser par e outro impar.
Nesse caso, m € impar e n € par, pois, do contrério, teriamos m = 2e e n = 2f + 1, com
e, f inteiros positivos, e entéo, a®> = 0 — 1 = 3 (mod 4), mas desde que a* é um quadrado
perfeito impar, entdo deveria ser congruente a 1 modulo 4.

Observando que »* = (2n)m é um quadrado perfeito € mdc(2n,m) = 1 (pois
mdc(m,n) = 1), concluimos que tanto 2n. como m sao quadrados perfeitos, de onde
podemos encontrar inteiros positivos s e t tais que

on=4s> e m=t%.

Por outro lado, dado que a* + n? = m?, entdo existirdo inteiros positivos i e j,
primos entre si, tais que

a=i>—j5%, n=20 e m=i+j%

Portanto, s> = & = ij; logo, i e j serdo quadrados perfeitos, digamos i = u* e
] = v
Logo, temos que m = i + j2, i = u?, j = v? e m = t2, assim,

t? =ut + v4,
isto é, (u,v,t) é outra solugédo da equacao original. Porém,
t§t2:m§m2<m2—|—n2:c

e t # 0 porque m é diferente de 0. Isto contradiz a minimalidade de ¢, o que conclui a
demonstragao. O

Observemos que, uma vez que a equacéo z* + y* = z? ndo possui solugdes
inteiras positivas, a equacao z* + y* = 2* e, mais geralmente z** + y** = %" nao
possuem solugdes inteiras positivas.
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4.7 Equacao de Pell

Seja A um inteiro positivo. Estamos interessados na equagdo z? — Ay? = 1, com
x e y inteiros. Se A é um quadrado perfeito, digamos A = k?, temos que z? — Ay? =
(x — ky)(z + ky) = 1 admite apenas as solugdes triviais y = 0, = £1, pois teriamos
x — ky =z + ky = £1. O caso interessante é quando A nao é um quadrado perfeito, e
portanto v/A é um irracional (de fato, se VA = § com mdc(p,q) =1 e g > 1, teriamos
A= %i 0 que é um absurdo, pois mdc(p,q) = 1 = mdc(p*,¢*) = 1, donde 5—2 nao
pode ser inteiro). Nesse caso, a equagdo z> — Ay? = 1, com z e y inteiros e A é um
inteiro positivo que ndo é um quadrado perfeito, € conhecida como equacao de Pell
(MARTINEZ et al., 2013, p. 163).

Feitas estas consideracgdes iniciais, Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010,
p. 118-121) fazem saber que Euler, apés uma leitura superficial de Opera Mathematica
de Wallis, erroneamente atribuiu o primeiro estudo importante das solu¢des nao triviais
para equacgoes da forma 22 — dy? = 1, onde x # 1 e y # 0, a John Pell. No entanto, ndo
ha nenhuma evidéncia de que Pell, que ensinou na Universidade de Amsterda, tenha
se ocupado em resolver tais equagdes. Elas provavelmente deveriam ser chamadas
equagdes de Fermat, j4 que foi Fermat o primeiro a investigar as propriedades das
solucdes nao triviais de tais equacoes. Nao obstante, as equacées de Pell tém uma
longa histéria e podem ser rastreadas até os gregos . Theon de Smyrna utilizou S para
a aproximacéo de /2 , onde = e y sdo solugbes inteiras para x> — 2> = 1. Em geral,
se 22 = dy® + 1, entéo, z—i =d+ y% Assim, para y grande, h € uma boa aproximacéao
para v/d, um fato bem conhecido por Arquimedes. O problema bovino? de Arquimedes
levou dois mil anos para ser resolvido.

Em Arithmeética, Diofanto encontrou solugdes racionais para equagdes do tipo
x? —dy? = 1. No caso em que d = m? + 1, Diofanto oferece a solugio inteira x = 2m? +1
e y = 2m. As equacdes de Pell eram conhecidas pelos matematicos hindus. No século
quarto, o matematico hindu Baudhayana observou que = = 577 e y = 408 € uma solugéo
de 22 — 2y? = 1 e utilizou a fragéo ;%; para aproximar /2. No século VII, Brahmagupta,
considerando as solugdes para a equacgao de Pell 22 —92y? = 1, encontrou como menor
solugédo = = 1151 e y = 120. No século Xll , 0 matematico hindu Bhaskara encontrou
a menor solugao positiva da equagédo de Pell 22 — 61y% = 1, que é z = 1766319049 e

= 226153980.
Em 1657, Fermat afirmou, sem provar, que se d € positivo € ndo € quadrado

de um inteiro, entdo a equacido de Pell x> — dy> = 1 tem um nUmero infinito de

2

O Problema Bovino é uma obra de Arquimedes em que ele apresenta um problema de analise
diofantina, o estudo das equagbes polinomiais com solugdes inteiras. O problema envolve o célculo
do numero de bovinos em um rebanho do deus do sol, dado um certo conjunto de restrigées. O
problema foi descoberto por Gotthold Ephraim Lessing em um manuscrito grego contendo um poema
de quarenta e quatro linhas, na Biblioteca Herzog August em Wolfenbuttel, Alemanha, em 1773.
Fonte: <https:/pt.wikipedia.org/wiki/O_Problema_Bovino>. Data do acesso: 20/04/2016.


https://pt.wikipedia.org/wiki/O_Problema_Bovino
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solugdes. Se (x,y) é uma solugdo da equagado = — dy? = 1, entdo 1% = (2% — dy?)? =
(z?+dy*)* — (2xy)?d. Assim, (z?+dy?, 2xy) também é uma solugdo para x> —dy* = 1. Por
conseguinte, se a equacdo de Pell tem uma solucao, entdo ela tem infinitas solugdes.
[...]

Em 1766, Lagrange provou que a equagao x> — Dy* = 1 tem um nimero infinito
de solugbes sempre que D é positivo e ndo € o quadrado de um numero inteiro, dando
como solugao geral (uy, vy)n>0,

Upt1 = Uty + Dujoy, Upi1 = U1y, + U0y, (4.10)

onde (u,v;) é a solugdo fundamental, isto é, a solu¢do v; > 0 é minimal.

N&o apresentaremos a demonstragao, mas, observando que a solugéo geral
(4.10) dada por Lagrange envolve recorréncias, apresentaremos formulas fechadas que
nos permitirdo encontrar infinitas solugées de uma equacéo de Pell.

Para tanto, faremos uma breve introdugéo sobre recorréncias.

4.7.0.1 Recorréncias

Uma sequéncia de numeros reais é uma funcéo a« : N — R, que para cada
n € N associa um numero a,, pertencente aos reais chamado n-ésimo termo.

Uma relacdo de recorréncia ou, como também é chamada, uma equacédo de
recorréncia, € uma relagéo que determina cada termo de uma dada sequéncia a partir
de certo termo, em funcéo dos termos anteriores.

Uma equacédo de recorréncia na qual cada termo depende exclusivamente
dos anteriores é dita homogénea. Se, além dos termos anteriores, cada elemento
da sequéncia esta também em funcao de um termo independente da sequéncia, a
recorréncia é dita ndo-homogénea.

Uma relagéo de recorréncia é dita linear quando a fungao que relaciona cada
termo aos termos anteriores é linear. Além disso, é dita de primeira ordem quando
cada termo da sequéncia é obtido a partir do termo imediatamente anterior a ele, ou
seja, quando a,, estd em fungéo de a,,_;.

Resolver uma relacdo ou equacgao de recorréncia, significa encontrar uma
férmula fechada para a recorréncia, ou seja, uma expressao que fornega cada termo
a, da sequéncia em funcao apenas de n € nao dos termos anteriores. Tal expressao é
chamada solugcgo da recorréncia.

Uma relacdo de recorréncia linear é dita de segunda ordem quando cada termo
da sequéncia é obtido a partir dos dois termos imediatamente anteriores a ele, ou seja,
quando a,, estd em funcédo de a,, 1 € a,_» .

Uma recorréncia linear de segunda ordem ¢é do tipo:

an = h(n)a,—1 + g(n)an—s + f(n),
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onde g(n) € uma fun¢do n&o nula; caso contrério, a recorréncia sera de primeira ordem.
Além disso, se f(n) = 0 a recorréncia é dita homogénea; caso contrario, sera nao-
homogénea.

Quando h(n) e g(n) sédo constantes e f(n) = 0, a relagdo de recorréncia assume
a forma

Ap = Plp—1 + qOn—2
Ou ainda,
— Plp—1 = qlp—2 =0

A cada relagao de recorréncia da forma acima podemos associar uma equacao

do segundo grau t? — pt — ¢ = 0, chamada equacgio caracteristica.

Observacao 4.7.1. Set, et, comt, # t, ety,t, # 0 S40 raizes da equacao caracteris-
ticat®> — pt — q = 0, entdo todas as solugdes da recorréncia a,, — pa,_i — qa,_» = 0 S40
da forma x,, = cit} + cotly com ¢, e co constantes.

Observacao 4.7.2. Set, = t, =t # 0 sdo raizes da equagao caracteristicat®> — pt —q =
0, entdo todas as solugbes da recorréncia a, — pa,_1 — qa,_» = 0 S0 da forma
T, = c1t™ + cont™ com c; e ¢y, constantes.

Proposicéo 4.7.1. Sejax?—Dy? = 1 a Equagédo de Pell para um certo valor D. Sejam '
ey 0s menores valores ndo nulos que satisfazem a equagdo e (ao, by) = (1,0) a solugédo
trivial para todo D. Sejam ainda, (a,,) e (b,) sequéncias tais que a,, = 2z .a,_1 — a,_»
by = 22 .by_1 — bp_y. Sea; = 2 €b, =1, entdo, o par ordenado (a,,,b,) é solugdo da

equacio de Pell para todo n € N.
(Fonte: Pereira (2014, p. 30-31))

Demonstragdo. Tanto a, = 21 .a,_1—a,_o COMO b, = 22’ bn 1—b,_o tém como equagao

caracteristica t>—2z't+1 = 0, cujas raizes s80 t; = ' +/(z')2 — let, = 2’ —/(2')? — 1.

Mas, como z' e 3 séo solugoes da equacéo de Pell entdo ()2 — 1 = D(y )2 e,
portanto, podemos escrever t, = 2’ +y'vVD ety =z —y'\/D.

Assim, pela Observacao 4.7.1 as solugdes sao da forma: a,, = ¢;.t} + c2.th €
b, = dy .t} + da.15.

Com as expressodes de ag € a; montamos o sistema:

C1+ cyg = 1
(x' + y/\/ﬁ)cl + (x/ — y’\/E)CQ =

que nos fornece os coeficientes ¢; = ¢, = 1 para (a,).
Portanto, a solugéao da recorréncia € dada por

= ; [(x' +y VD) + (z' — y/\/B)”] .

Ja com as expressoes de b, e b; montamos o sistema:
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dy +dy =0
(z'+y'VD)d + (z' —y'VD)dy =/,

- 3 1
que nos fornece os coeficientes d, = ;= e dy = — ;= para (by).
Portanto, a solugéao da recorréncia € dada por

b, = 2\}5 {(ml +y VD) — (2 — y/\/ﬁ)"] :

Reescrevendo as solugdes encontradas temos:

2a, = (z' +y'VD)" + (2" —y' VD)
20,/D = (' +y'VD)" — (¢ —y' VD).

Somando as igualdades e em seguida subtraindo a segunda da primeira, obte-
mos:

2a, + 2b,v' D = 2(35' + y/\/ﬁ)”

2a, — 2b,\/D = 2(x/ — y/\/ﬁ)”
Eliminando os fatores 2 e multiplicando uma expressao pela outra encontramos:
(an + buV/D)(a, — b,V/D) = (') = D(y )"
E finalmente:
a? —Db? =1
O

A Proposicao 4.7.1 considera o par ordenado (a,, b,),eny COMO solugdo para
equagao de Pell, onde (a,) e (b,) sdo sequéncias tais que a, = 22 .4, 1 — a,_» €
by = 22" .bp_1 — by_s.

A proposicdo seguinte mostra que as sequéncias (a,) e (b,) satisfazem (4.10).

Proposicao 4.7.2. Seja a-+bv/d a solugdo fundamental da equacéo de Pell x> —dy?® = 1.
Se {(xn, yn) tnen € @ sequéncia de solugbes da equacgéao, entao

Tpyo = 20Tpq1 — Ty
Yn+2 = 20Ynt1 — Yn,

para todon > 1.
(Fonte: Moreira, Martinez e Saldanha (2012, p. 213-214))



Demonstracdo. Temos que a sequéncia de solucdes satisfaz a recorréncia {

Assim, temos que

Tpig = aTpin + dbyYnya
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Tpi1 = ax, + dby,
Yn+1 = bxyp, + ayy

= azny1 + db(bz, + ay,) = ax,iq + db*x, + a(dby,)

= arpy + Az, + a(r, — azy) = 202,41 — (a* — db)x,

= 2ax,41 — Tp.

Por outro lado,

b1 + AYntr

blaz, + dby,) + ayn.1

a(bx,) + db®y, + ayni

a(Ynt1 — ayn) + b2 dyn + Ay
2ayn+1 — (a® — db*)yn

2aYn41 — Yn

]

A Proposicio 4.7.1 considera que =’ e 3 sdo 0os menores valores ndo nulos
que satisfazem a equacéo de Pell, mas ndo mostra como encontrar tal solugao.

O nosso objetivo, agora, € mostrar como encontrar a solugao minimal (funda-
mental) da equacdo de Pell. Antes, porém, inspirados nas ideias de Santos (2003),

faremos uma breve introducéo sobre fracées continuas.

4.7.0.2 Fragbes Continuas

- , . 79
Inicialmente, observemos que o numero racional 28 pode ser expresso da

seguinte forma

79 23 1

= 24+ =24 =
28 T8 +%
1
) 2+1+ :
44 7

Dizemos que esta ultima expressao € a fragcao continua que representa o numero

. 79 - 79 ~ . ~ .
racional —, ou a expressao de 28 sob a forma de fracdo continua e a notagao usada é

2,1,4,1,1,2].

De um modo geral, uma expressao da forma
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ay +
as + ]
é chamada de fragdo continua, e sera denotada por [a4, as, as, ...]. Os nUmeros ay, as, ...
sdo chamados de quocientes parciais.

Quando todos «; sao inteiros, dizemos que a fragao continua é simples. Como
vamos nos restringir, apenas, ao caso de fracées continuas simples, a expressao
“fracdo continua" deverd ser entendida como “fragdo continua simples".

Veremos, agora, um processo de obtencao de aproximacdes sucessivas por
racionais, para um numero irracional.

Seja « um irracional e seja a; = |«/, isto é, a; € 0 maior inteiro menor do que « .
Logo,

a=a + —,
X1

e, claramente, z; = é irracional e z; > 1. Podemos, pois, escrever z; na forma

o — a1

1
Xy = as + —
Hop)

onde as = |x1 |, x2 € irracional e x5 > 1. Podemos repetir este processo, obtendo:

o = a1+ —
T
1
Ty = G+ —
M)
1
To = (13+f (411)
T3
1
Tp = Gpy1+
Tn41

onde todos «a; (i > 1) s&o inteiros maiores ou iguais a 1 e todos x; sdo irracionais
maiores do que 1. O fato de cada z; ser irracional nos garante que este processo pode
ser repetido um numero qualquer de vezes. Utilizando as equagdes (4.11) vemos que

1
a=u+—=u+——F=u+——F—=01+ —F—
X as + = a a
1 e 2t ok SRR
T4
Definimos [ay, as, as, ...| = nh_}rgo[al,ag,ag, ooy O]

Vamos ilustrar este processo obtendo a expanséo de /3.
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Sendo a; = W§J —1le

1 1
V3=a+—=1+—
T T
temos:
S S N CC R VL R
L= =
V3-1 (V3-1)(V3+1) 2
Consequentemente,
1 1
\/§:1+x1:1+@+1
3+1 1
Como as = V%“J =1, temos \/_; =1+ —, donde obtemos
T2
To = 7f+1_ =V3+1
Logo, V3 = 1+1 14— L =1+
g —_— = 71
1+7 I+ 75
Com0a3:{\/_+1J:2, temos
1 1
\/_+1_g;2_a3+—_2+—
I3 T3

Resolvendo esta ultima equacéo para x3 obtemos:

1 V341
BT Br1-2) 2

Sendo z3 = x;, concluimos que x4 sera igual a z, e, desta forma, conti-
nuando com este processo, iremos obter para a sequéncia ay, as,as, ... 0S valores
1,1,2,1,2,1,2, .... Logo, a fragéo continua infinita representando /3 sera dada por:

V3=1[1,1,2,1,2,1,2,..] = [1,1,2].

Chamamos fragdo continua periédica a uma representacdo como esta em que
uma sequéncia de numeros se repete periodicamente. Colocamos uma barra sobre a
parte que se repete, que é chamada de periodo da fragcao continua.

Fazem observar Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 125-126) que o
principal método para determinar a solugao fundamental da equacéo de Pell x> — Dy? =
1 envolve fracbes continuas.

Ela é obtida escrevendo v/D como uma fragdo continua simples:
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Gt 1
as +

as +_

onde ag = [\/DJ e a1, as,as,ay, ... € UMa sequéncia periddica de numeros inteiros
positivos. Lembrando que a fragdo continua é denotada por [ag, a1, as, as, ay, ...]. O
termo k—ésimo da sequéncia convergente [ao, a1, as, ag, ay, ... € 0 NUMero

Pk
q = [CL(], a1,02,03,04, ..., ak]
k

com py., g primos relativos.
Seja a1, as, ..., a,, 0 periodo de v/D. A solugéo fundamental (minimal) da equacédo
de Pell aparece como

(pm—h Qm—l) sem é par
(x17y1> - L
(Pom—1,Gom—1) S€ m &é impar

Por exempilo,

V3=1[1,1,2,1,2,..] = [1,1,2],

Como m = 2;dal, (pa-1,92-1) = (1, q1); portanto [1,1] = 1+ 1 = 2 = 2. Ou seja,
(r1,11) = (2,1) é a solugédo fundamental (minimal) de 2% — 3y* = 1. Observemos que
22 -3.12=1.

Para

V2 =122 = 1.2,

temos m = 1; dai, (p21-1,¢21-1) = (p1,:); portanto, [1,2] =1+ 5 = 3 = 2. Ou seja,
(r1,11) = (3,2) é a solugdo fundamental (minimal) de z? — 2y* = 1. Observemos que
32 -222=1.

Consideramos util incluir uma tabela contendo as solu¢des fundamentais da
equacéo de Pell x*> — Dy? = 1 para D < 103.



Tabela 2 — Solugdes fundamentais para a equacéo de Pell, D < 103.
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D (51 U1 D U1 U1 D Ul 1

2 3 2 |38 37 6 71 3480 413
3 2 1 39 25 4 72 17 2

5 9 4 | 40 19 3 73 | 2281249 | 267000
6 3} 2 41 2049 320 74 3699 430
7 8 3 42 13 2 75 26 3

8 3 1 43 3482 531 76 57799 6630
10| 19 6 44 199 30 77 351 40
11| 10 3 45 161 24 /8 53 6
12| 7 2 | 46 24335 3588 79 80 9
13| 649 | 180 | 47 48 7 80 9 1

14| 15 4 48 7 1 82 163 18
15| 4 1 50 99 14 83 82 9
17| 33 8 51 50 7 84 55 6
18| 17 4 |52 649 90 85 | 285769 30996
19| 170 | 39 || 53 66249 9100 86 10405 1122
20 9 2 54 485 66 87 28 3
21| 55 12 || 55 89 12 88 197 21
22| 197 | 42 | 56 15 2 89 | 500001 53000
23| 24 5 57 151 20 90 19 2
24| 5 1 58 19603 2574 91 1574 165
26 | 51 10 || 89 530 69 92 1151 120
27 | 26 5 60 31 4 93 12151 1260
28| 127 | 24 | 61 |1766319049 | 226153980 | 94 | 2143295 | 221064
29 (9801 | 1820 | 62 63 8 95 39 4
30| 11 2 63 8 1 96 49 5
3111520 | 273 | 65 129 16 97 | 62809633 | 6377352
32| 17 3 66 65 8 98 99 10
33| 23 4 67 48842 5967 99 10 1
34| 35 6 68 33 4 101 201 20
35| 6 1 69 7775 936 102 101 10
37| 73 12 || 70 251 30 103 | 227528 22419

Fonte: Andreescu, Andrica e Cucurezeanu (2010, p. 127).
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Exemplo 4.7.1. Resolva a equagédo z* — 6y* = 1.

Resolug&o. Inicialmente, devemos encontrar a solugdo fundamental da equagéo
dada. Assim,

ag = {\/EJZQ
1 V6 +2

Ty = \/6—2: 5
0 = { 62+2J:2
T = ¥=\/6+2

(¥52) -2
ay, = {\/6+2J:4

1 V6 +2

T2 = (\/6—1—2)—4: 9 = To

Como T9 = To, VEMOS qUE a3 = a1, a4 = G2,a5 = A1, G = G2, .... Logo,

V6 =102,2,4,2,4,..] =[2,2,4].

Agora, como m = 2, temos (p2-1,¢2-1) = (p1,q1); dai, [2,2] =2+ 5 = 5 = 2. Ou

seja, (z1,y1) = (5,2) é a solugao fundamental da equacao dada (Vide Tabela 2, D=6).
Observemos que 52 — 6.22 = 1.
Portanto, pela Proposicao 4.7.1, temos:

an = ; (@1 + VD))" + (21 — yVD)"| = ; [(5+2V6)" + (5 — 2v5)"]
: 1
b, = m {($1 + ylx/ﬁ)" — (1 — yl\/ﬁ)n} _ ﬁ [(5 N 2\/6)" 5 2\/6)n}

Fazendo n variar, obtemos:

a, = (1,5,49,485,4801,...) e b, = (0,2,20,198,1960, ...)

Portanto, as solug6es procuradas séo {(1,0), (5,2), (49, 20), (485, 198), (4801, 1960), ... }.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

No decorrer deste trabalho, principalmente nos capitulos 3 e 4, foi possivel
observar que o tema abordado possui grande importancia na Educacgéao Basica, uma
vez que as Equacgdes Diofantinas Lineares e N&o Lineares possuem uma infinidade de
aplicagdes, inclusive nas geometrias plana e analitica, que sao assuntos abordados na
Educacao Basica.

Neste trabalho, apresentamos diversos métodos de resolucao de Equacdes
Diofantinas lineares em duas e trés incognitas. Para tanto, utilizamos conceitos de
divisibilidade, divisdo euclidiana, maximo divisor comum, multiplos e divisores, valor
absoluto, paridade, numeros primos entre si, dentre outros, que sao assuntos que
fazem parte do curriculo do Ensino Fundamental.

Destacamos a importancia do primeiro capitulo, que aborda as contribuicoes
de Diofanto para a histéria da Matematica, devido a abertura de novos horizontes,
que serviu de incentivo e inspiragdo para um melhor entendimento da importancia da
matematica atual, em particular a algebra, pois foi Diofanto o pioneiro no desenvol-
vimento da notacdo algébrica em que algumas operacdes eram representadas por
suas abreviacdes. A propdsito, muitos historiadores consideram-no o “Pai da Algebra”.
Embora ndo tenha sido o primeiro a trabalhar com equacdes indeterminadas, ou a
resolver equacdes quadraticas de forma ndo geométrica, podemos considerar que
Diofanto foi o primeiro a iniciar os passos rumo a uma estrutura da simbologia algébrica
que estudamos hoje.

Pelos assuntos abordados, destacamos a importancia desse conteudo, que
poderia estar no curriculo da Educacgao Basica, pois a base necessaria para trabalha-lo
€ vista desde o Ensino Fundamental. As Equacdes Diofantinas Lineares com duas e
trés variaveis podem ser estudadas a partir dos ultimos anos do Ensino Fundamental.
No Ensino Médio, seriam vistas as Equagdes Diofantinas nao lineares por meio dos
métodos da fatoracdo, Geométrico, Aritmético, dentre outros.

As Equacdes Diofantinas constituem um campo propicio para investigacao
matematica. Existem diversas situacoes-problema que permitem aplicar a teoria aqui
estudada. Ainda que as Equagdes Diofantinas ndo sejam exploradas na Educacéo
Basica, sao perfeitamente passiveis de compreensao nesse nivel, exigindo apenas o
dominio de assuntos abordados no Ensino Fundamental.

Alunos que estdo em preparacao para as Olimpiadas de Mateméatica encontra-
réao aqui, neste trabalho, uma importante fonte de pesquisa.

Por fim, desejamos que esta pesquisa possa contribuir para uma melhor compre-
ensao do tema Equaces Diofantinas e que estas possam ser aplicadas na Educacao
Bésica, ajudando alunos e professores a aprimorarem seus conhecimentos.
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