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Resumo

No Ensino Basico, a justificativa apresentada para o estudo dos niimeros irracionais se
apoia principalmente no fato de que esses nimeros aparecem em Geometria com férmulas
para o célculo de perimetros, dreas e volumes e em Algebra com solucdes de equacdes. Neste
trabalho procuramos dar um enfoque diferente aos nimeros irracionais: apresentamos varios
exemplos onde algo interessante e ndo 6bvio acontece porque um determinado niimero € irraci-
onal. Esperamos que esta nova perspectiva que articula nimeros irracionais com problemas em
aritmética, combinatéria e geometria seja ttil aos colegas professores e aos alunos de licencia-
tura em Matematica interessados no ensino e na aprendizagem de nlimeros irracionais.

Palavras-chave: nimeros irracionais; ensino e aprendizagem de Matematica; aplicacdes em
Aritmética, Combinatéria e Geometria.



Abstract

In Basic Education, the justification given for the study of irrational numbers is based
mainly on the fact that these numbers appear in geometry with formulas to calculate perimeters,
areas and volumes and in algebra to solve equations. In this dissertation, we take a different
approach to irrational numbers: we present several examples where something interesting and
not obvious happens because a certain number is irrational. We hope this new perspective that
articulates irrational numbers with problems in arithmetic, geometry and combinatorics would
be helpful for in-service and pre-service teachers of mathematics interested in the teaching and
learning of irrational numbers.

Keywords: irrational numbers; teaching and learning of Mathematics; applications in Arith-
metic, Combinatorics and Geometry.
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1 Introducao

Os nimeros irracionais sio apresentados aos estudantes bem cedo, geralmente no 82 ano do
Ensino Fundamental, quando ha a necessidade de ampliar os conjuntos numéricos para abor-
dar certos contetidos da Matemadtica: o Teorema de Pitdgoras e suas aplicagdes, o cédlculo do
perimetro e da 4rea de circulos e solugdes de equacdes quadraticas. O assunto é normalmente
retomado no 12 ano do Ensino Médio por conta do estudo das fungdes reais elementares que

fazem parte do curriculo deste ano.

Virias pesquisas tem apontado para a dificuldade de se ensinar e aprender esse assunto na
escola bdsica e nos cursos de formacdo de professores de Matematica: [10], [19], [21], [22],
[23], [24], [26] e [28]. Neste cenario, um erro frequente detectado entre os alunos € o de eles
considerarem, por exemplo, que 7 é igual a 3,14 e que v/3 é igual a 1,73. Afinal, ao calcularem
perimetros, areas e volumes, o que geralmente se faz, no final, € substituir 7 e V3 por suas
aproximagOes mais conhecidas com uma ou duas casas decimais apos a virgula. O proprio

Simon Newcomb, importante astronomo e matemético, declarou em 1882 que:

“Se a razdo entre a circunferéncia de um circulo e seu didmetro fosse escrita
com 35 casas decimais, isto seria suficiente para determinar toda a circun-
feréncia do universo visivel com um erro ndo maior do que o menor compri-
mento visivel no mais potente microscopio.”

Logarithmic and Other Mathematical Tables: With Examples of Their Use and
Hints on The Art of Computation, Simon Newcomb, traducio nossa').

Como nos diz [15], nos dias atuais, com o avanco tecnoldgico, seria necessario aumentar
bastante o niimero de casas decimais de 7 para que a declaracdo de Newcomb continuasse sendo

valida. Ainda assim, segundo [15], para a maioria das situacdes praticas, ndo sao necessarias

2

aproximacgoes de 7 com muitas casas decimais®. O mesmo acontece frenquentemente com

I Citacdio original: “If the ratio of the circumference of a circle to its diameter be written to thirty five places
of decimals, the result will give the whole circumference of the visible universe without an error as great as the
minutest length visible in the most powerful microscope.”.

2[15] cita uma anedota que adaptamos para o Portugués: O que é m? Resposta de um matemdtico: T é a razdo
da medida da circunferéncia de um circulo pela medida do seu didmetro. Resposta de um programador de com-
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outros nimeros irracionais em questoes praticas: pode-se substitui-los por uma aproximacgdo

sem maiores problemas ([15] d4 exemplos em Musica e na construcao de caixas acusticas).

O fato € que os alunos ndo se deparam com situacdes onde eles precisem usar que um

determinado niimero (1/3, por exemplo) é irracional.

Ao invés de relacionar nimeros irracionais com célculos de perimetros, areas e volumes ou
solucdes de equacdes como costumam fazer muitos livros didaticos, neste trabalho procuramos
dar um enfoque diferente aos nimeros irracionais: apresentamos varios exemplos onde algo
interessante € nao 6bvio acontece porque um determinado nimero € irracional. Esperamos que
esta nova perspectiva que articula nimeros irracionais com problemas em aritmética, combi-
natéria e geometria seja util a colegas professores e a alunos de licenciatura em Matematica

interessados no ensino e na aprendizagem de nimeros irracionais.

putadores: T é 3,141592653589 em precisdo dupla. Resposta de um fisico: © é 3,14159 mais ou menos 0,00005.
Resposta de um engenheiro: m é cerca de 22/71. Resposta de um gedgrafo: PI é a sigla do Estado do Piaui.
Resposta de um critico de cinema: Pi é o protagonista do filme “A Vida de Pi” dirigido por Ang Lee.
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2  Numeros Irracionais e Geoplanos

O geoplano (geoboard em inglés) é uma ferramenta de manipulacdo para o ensino de geo-
metria inventado pelo matematico e educador egipcio Caleb Gattegno (1911-1988). Ele € cons-
tituido por uma placa, geralmente retangular, de madeira ou isopor, com pregos fixados, em
torno dos quais se enrolam eldsticos coloridos de borracha, o que permite modelar poligonos

cujos vértices sao representados pelos pregos (Figura 2.1).

Figura 2.1: Um geoplano.
Fonte: The Math Learning Center.

O geoplano tem sido usado no ensino de perimetros, areas, semelhanca e congruéncia de
poligonos, angulos, transformagdes geométricas, simetrias € muitos outros assuntos. Entre
as atividades cléssicas sugeridas para o geoplano estd investigar quais sao os tipos de triangulos
que podem ser construidos com ele. Uma versdo virtual dessa atividade estd disponivel no
endereco <http://www.uff.br/cdme/jct/> ([7]). Usando um geoplano (concreto ou virtual),
o leitor ndo terd dificuldade de verificar que € possivel construir um tridngulo retangulo isdsceles,
um triangulo retdngulo escaleno, um tridngulo acutangulo isdsceles, um tridngulo acutangulo

escaleno, um tridngulo obtusangulo isosceles e um triangulo obtusangulo escaleno.
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(a) um tridngulo retangulo isdsceles (b) um tridngulo retdngulo escaleno (c) um tridngulo acutangulo isdsceles

T

(d) um tridngulo acutangulo escaleno (e) um tridngulo obtusangulo isdsceles (f) um tridngulo obtusangulo escaleno

Figura 2.2: Tridngulos com vértices em uma malha quadrada.

Uma pergunta que surge, neste contexto, € se € possivel construir um triangulo equilatero
no geoplano. Note que o geoplano pode ser modelado através de uma malha quadrada, isto é,
através do conjunto de pontos do plano cartesiano da forma (i, j), com i e j inteiros. Assim, em
termos matemadticos, perguntar se € possivel construir um tridngulo equilatero no geoplano €
equivalente a perguntar se existe tridngulo equildtero com coordenadas inteiras. Como veremos

no préximo teorema, a resposta a esta pergunta é nio, porque /3 é um nimero irracional.

Teorema 2.1 Nio existe em R? tridngulo equildtero com vértices com coordenadas in-

teiras.

Demonstra¢do: Suponhamos, por absurdo, que seja possivel construir um tridngulo equiléte-
ro ABC com coordenadas inteiras: A = (x4,y4),B = (xg,yp) ¢ C = (x¢,yc) com x4, YA, X,
yB, Xc € yc nimeros inteiros. Sejam ¢ a medida dos lados desse tridngulo equildtero, CDEF
o retdngulo com vértices D = (x4,yc), E = (xa,yB) ¢ F = (x¢,yB) € a,b,c,d,e e [ as medidas

dos segmentos CF,FB,BE,EA,AD e DC, respectivamente (Figura 2.3).

Observe que a,b,c,d,e e f sdo nimeros inteiros por se tratarem de diferencas de nimeros
inteiros (isto €, diferencas das coordenadas de A, B, C, D, E e F). Temos também que a area
do retangulo CDEF € um nimero inteiro por tratar-se de um produto de nimeros inteiros (af).

Denotemos por S4pc a area do tridngulo ABC. Observe que

Sac = Sepcr — (Serc + SaeB + Sapc)-
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Figura 2.3: Nio existe em R? tridngulo equildtero com vértices com coordenadas inteiras —
o argumento da drea.

Assim, (>\/3/4 = af — (ab/2+4cd /2 +ef/2), de modo que (*\/3 = 4af —2(ab+ cd + ef).
Note que o lado direito dessa equagdo € um nimero inteiro por tratar-se de somas e produtos
entre inteiros. Temos também que /> é um niimero inteiro, uma vez que ¢> = a + b*. Dai,

concluimos que
V3o 4af—2(a122+cd+ef)

é um niimero racional, o que é um absurdo! Portanto, nio existe em R? tridngulo equildtero

com vértices com coordenadas inteiras. -

Observacao: Existem outras provas para o teorema anterior usando diferentes técnicas (tri-
gonometria, nimeros complexos, determinantes, vetores, o Teorema de Pick). Todas utilizam

o fato de que /3 é irracional.

Corolario 2.1 Nio existe em R? tridngulo equildtero com vértices com coordenadas

racionais.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que exista um tridngulo equilatero ABC cujos vértices
possuam coordenadas racionais. Neste caso, usando as mesmas notagdes e seguindo 0s mesmos

passos introduzidos na demonstra¢cdo do teorema anterior, também concluiriamos que

V3o 4af—2(alzz+cd+ef),
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4af—2(ab+cd+ef)
02

(ja que é o resultado de operagdes de soma, subtragdo, multiplicacdo e divisdo de ndmeros

¢é racional

o que € um absurdo, pois v/3 é um ntmero irracional e o nimero

racionais).

Outra forma de demonstrar este coroldrio € a seguinte: suponhamos, por absurdo, que
exista um triangulo equildtero ABC cujos vértices possuam coordenadas racionais. Aplicando
uma homotetia adequada, podemos ampliar o tridngulo ABC preservando seus angulos, a pro-
porcionalidade de seus lados e de tal modo que seus vértices possuam coordenadas inteiras.
Ou seja, a partir de um triangulo equildtero com vértices de coordenadas racionais, podemos
construir um novo tridngulo equildtero com vértices de coordenadas inteiras. Mas, como ja
sabemos, isso é um absurdo. Portanto, ndo existe em R?2 triangulo equilatero com vértices de

coordenadas racionais. -

Outro tipo de malha que pode ser considerada no plano é a malha isométrica: a malha
cujos pontos sdo da forma i(\/Tg, H+j0,1) = (#, %), com i e j ndmeros inteiros, ou seja,
uma malha formada por justaposi¢cdes de tridangulos equildteros. Em uma malha isométrica é

possivel construir quase todos os tipos de triangulos, incluindo o equilatero (Figura 2.4).

(a) um triangulo equilatero (b) um triangulo retangulo escaleno (c) um triangulo acutangulo isésceles

(d) um tridngulo acutangulo escaleno (e) um tridngulo obtusangulo isdsceles (f) um tridngulo obtusangulo escaleno

Figura 2.4: Triangulos com vértices em uma malha isométrica.

Observe que o tUnico tridngulo que ndo aparece na Figura 2.4 é o triangulo retangulo
isésceles. Como veremos no préximo teorema, isto acontece novamente porque v/3 é um

namero irracional.
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Teorema 2.2 Nio existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices sobre os pon-

tos de uma malha isométrica.

Demonstra¢do: Suponhamos, por absurdo, que seja possivel construir um tridngulo retangulo

isésceles ABC com vértices sobre os pontos da malha isométrica: A = (x4,y4), B = (x5,yB)

t\/

e C = (x¢,yc), com x4, xp € xc ndmeros da forma , 1 inteiro, € com y4, yg € yc nimeros
racionais. Sejam ¢ a medida dos catetos desse triéngulo retangulo isosceles, CDEF o retangulo

com vértices D = (x4,yc), E = (xA yg) e F = (xc,yB) ea,b,c d, ee fas medidas dos

yl
|-D f ¢
. ¢
e
Ae
a
1 d |
¢

Y

Figura 2.5: Nio existe em R? triAngulo retangulo isésceles com vértices sobre os pontos de uma
malha isométrica — o argumento da area.

Na Figura 2.5 temos que a, d e e sdo numeros racionais por se tratarem de diferencas de

f

racionais. As medidas b, ¢ e f sdo nimeros da forma 25>, com i inteiro, por se tratarem de

diferencas de niimeros desse mesmo tipo.

Observe agora que a drea do retangulo CDEF ¢ dada por: Scper = af. Como a € racional

zf

e f ¢ daforma , entdo Scpgr € um nimero da forma r+/3, com r um ndmero racional. Note
também que a area do tridngulo ABC ¢ igual ate que as areas dos tridngulos ACD,ABE e

BCF sdo nimeros da forma s+/3, com s racional. Logo, a soma das areas desses trés triangulos
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é da forma 7+/3, com ¢ racional. Uma vez que a érea do tridangulo ABC € dada por Sspc =

Scoer — (Sacp + Sase + Spcr ), segue-se entdo que
52
5 =rV3-1V3=(r—0)V3. (+)

Perceba que P=c2+d?= f2 + €% é um ndmero da forma (%g)2 +d? = % +d?, ou seja, 02
e, portanto, £> /2 é um nimero racional. Por outro lado, na equagéo (*), temos que (r —¢) V3 é
um ndmero irracional, pois r —¢ é um nimero racional (ndo nulo, pois, caso contrario, por (),
¢ seria igual a zero, o que ndo é o caso), v/3 é um niimero irracional e o produto de um niimero
irracional por um racional ndo-nulo é um numero irracional. Temos assim uma contradi¢ao!
Portanto, nio existe em R? tridngulo retangulo isésceles com vértices sobre as coordenadas de

uma malha isométrica. -

Corolario 2.2 (A Vinganca do Tridngulo Equilitero) Nao existe em R? quadrado

com vértices sobre os pontos de uma malha isométrica.

Demonstracdo: Suponha por absurdo que exista quadrado com vértices sobre os pontos de uma
malha isométrica. Note que ao tracarmos uma das diagonais desse quadrado obteremos dois
triangulos retdngulos isésceles com vértices sobre os pontos da malha isométrica, o que é um
absurdo pelo Teorema 2.2! Portanto, nio existe em R? quadrado com vértices sobre os pontos

de uma malha isométrica. -

Entre as malhas que podem ser construidas usando-se justaposi¢des de poligonos regula-
res, existe ainda a malha hexagonal, aquela formada por hexagonos regulares adjacentes (con-
forme [2]). E na malha hexagonal? E possivel construir um tridngulo equildtero? E um qua-
drado? E ficil ver que é possivel construir um tridngulo equildtero na malha hexagonal (Fi-

gura 2.6).

Contudo, como na malha isométrica, ndo € possivel construir um quadrado. Com efeito: um
hexagono regular de lado igual a 1 € composto por seis triangulos equilateros de lado 1. Entao,
se fosse possivel construir um quadrado na malha hexagonal, também seria possivel construir

na malha isométrica. Mas ja sabemos que tal fato é impossivel.

Observaciio: Vimos que no plano cartesiano R? néio é possivel construir um tridngulo equildtero
com vértices com coordenadas inteiras. E no espaco R3? De fato, é possivel construir um
trisngulo equildtero com vértices com coordenadas inteiras no espaco R3. O tridngulo de
vértices A = (1,0,0), B=(0,1,0) e C = (0,0, 1) é equilatero (Figura 2.7): veja que a medida do
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/\

Figura 2.6: Tridngulo equildtero com vértices em uma malha hexagonal.

lado AB é igual a ||AB| = v/12 4 12 +- 02 = /2. Igualmente, temos que as medidas dos lados AC
e BC sio respectivamente iguais a [|[AC|| = V12 +02 + 12 =2 ¢ | BC|| = V02 + 12+ 12 = V/2.

Assim, o tridngulo ABC ¢ equilatero.

z A

Figura 2.7: Triangulo equilédtero no espaco com vértices com coordenadas inteiras.
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3  Numeros Irracionais e Epiciclos

Dizemos que um ponto P descreve um movimento epiciclico se sua posi¢ao ao longo do
tempo pode ser descrita pela combina¢do de dois movimentos circulares uniformes da seguinte
maneira: o ponto P descreve um movimento circular com velocidade angular constante w,
sobre uma circunferéncia C, de raio r, > 0 e centro S, e o ponto S, por sua vez, descreve
um movimento circular com velocidade angular constante w; sobre uma circunferéncia C; de
raio r; > 0 e centro em O. Supondo, sem perda de generalidade, que O = (0,0) e que, no
instante t = 0, S = (r1,0) e P = (r1 +r2,0), a posi¢do (x(¢),y(¢)) do ponto P, em funcdo do
tempo ¢, € dada por (Figura 3.1):

3.1

x(t) = ricos(wit)+rycos(wot),
y(t) = rysen(wit)+ rpsen(wyt).

YA

T cos(wat)

“rysen(Yy

0 A wit

8y

-4 A O 0 ricos(wyt) 4

Figura 3.1: Movimentos epiciclicos.
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A Figura 3.2 descreve alguns exemplos de trajetorias de movimentos epiciclicos para diver-

sos valores dos parametros ri, wy, r € w».

g

@ri=2wi=1;rp=1,w=8. () r; =1,5;w; =2;rp =0,7;wy = 4 (cardioide).

©ri=2w=1Lrn=2%w =-1. d)ry =2w1 =v2;m = Liwy = 1.

Figura 3.2: Trajetdrias de alguns movimentos epiciclicos.

Lembramos que uma trajetéria t — (x(z),y(t)) € periédica com periodo T > 0 se, para todo
teR, x(t+T)=x(t)ey(t+T)=y(t). Omenor T >0, se existir, tal que x(r +7) = x(t) e
y(t+T) = y(t) para todo r € R, é denominado o periodo fundamental da trajetéria. Observe
que os movimentos epiciclicos (a), (b) e (c¢) da Figura 3.2 descrevem trajetdrias periddicas:
a trajetdria do Item (a) tem periodo fundamental 7 = 27, a do Item (b) tem periodo funda-
mental 7 = & e a do Item (c) tem periodo fundamental 7 = 27. Quando uma trajetéria de um
movimento epiciclico € periddica? Seréd que a trajetéria do movimento epiciclico do Item (d)

da Figura 3.2 é periddica? O teorema a seguir nos da a resposta!
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Teorema 3.1 Um movimento epiciclico descrito pelas Equacdes 3.1 descreve uma tra-
jetéria periddica se, e somente se, wp = 0 ou a razdo wi/wy é um ndmero racional

caso wy # 0.

Demonstragao:

(=) Suponha que a trajetéria no movimento epiciclico descrito pelas Equagdes 3.1 seja peri6-
dica. Assim, existe 7 > 0 tal que x(7 +1) = x(¢) e y(T +1t) = y(¢), paratodo t € R. Se wy =0,
nada hd para se fazer. Suponha entdo que wy # 0. Fazendo ¢ = 0, obtemos que x(7) = x(0) e
y(T) =y(0), isto é,

ricos(wiT)+rcos(wyT)=ri+ry e risen(wiT)+rysen(wyT) =0. (3.2)

Portanto,
— T
cos(wiT) = ri+ry—rpcos(wyT) (3.3)
r
erysen(wT) = —rysen(w,T). Desta dltima equagdo, segue-se que 72 sen’(w T) = r3 sen®(wo T),
isto é,
2 2 _ 2 2
ri[l —cos“(wT)] = r3[1 —cos™(wyT)]. (3.4)

Escrevendo a = cos(wst) e substituindo-se (3.3) em (3.4), concluimos que

o) ri+r—nmra 2 ) )
r 1— r— :rz(l—a )
1

Logo, r% — (r% + r% + r%a2 +2r1ry — 2rira — Zr%a) = r%(l —a?) e, sendo assim, —2rr, +
2rira+ 2r%a = 2r%. Como r, > 0, dividindo-se os dois lados desta ultima equagdo por 2r»,

vemos que —r| +ria+ rpa = rp ou, ainda,
ri(a—1)=—-r(a—1).

Dai teremos que r; = —rp, ou a— 1 =0. Como r| e ry sdo positivos, segue-se que 7| # —rp e,

desta maneira, obrigatoriamente a — 1 deve ser igual a zero. Logo, cos(w,T) = 1 e, portanto,
wrT = 2km 3.5

para algum £ inteiro diferente de zero. Substituindo-se (3.5) em (3.2), vemos que ry sen(w;T ) +
rysen(2km) = 0 e, como sen(2kw) = 0, segue-se que rysen(wT) = 0, isto &, sen(w;T) = 0.
Logo, wi T = gm, para algum ¢ inteiro. Assim, wi/wy = (w1 T)/(waT) = (¢7)/(2kn) = q/(2k)

é um numero racional.
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(<) Sewp =0, entdo x(t) =rcos(wit)+ryey(t) =rysen(w;t). Sew; =0, entdox(t) =ri+ry
e y(t) = 0. Em particular, para qualquer 7 > 0, x(t +T) =ri+rp =x(t) e y(t +T) =0 = y(¢t)
para todo r € R, isto é, a trajetéria do movimento epiciclico € periddica. Se w; # 0, tomando-se

= (2x/|wy]), entdo

x(t+T)=ricos(wi(t+2m/|wi|)) +r2 = ricos(wit £27) +rp = rycos(wit) +ry = x(T)

y(t+T)=risen(wi(t+2m/|wi|)) = risen(wit £27) = rysen(wit) = y(t),

para todo t € R. Sendo assim, a trajetéria do movimento epiciclico também é periddica se
wi # 0. Isto encerra o caso w, = 0. Suponha entdo que w; seja diferente de zero e que wy/w»
seja um nimero racional, digamos, wi/wy = a/b, com a e b inteiros, b com 0 mesmo sinal

de wy. Seja T = 2bm/w,. Note que T > 0 e que, paratodo s € R,

x(t+T) = ricos(wi(t+T))+rycos(wa(t+T)) = ricos(wi(T+t))+rpcos(wa(T +1))
= rycos(w T)cos(wit) —rysen(wit)sen(wT) +

)

2bm/wr)) +

2bm /wy

= rycos(wy(2bm/wy))cos(wit) — rysen sen(wy
(

) (w17) ( )
2bw /wy)) cos(wat) — rysen(wyt) sen(wa( )
wi/wz))cos(wit) — risen(wit) sen(2bm(wi /w2)) +
(wat) —ra sen(wz )sen(2bm(wy/wa))

= rycos(2bm(a/b))cos(wit) —rysen(wit)sen(2bm(a/b)) +

rp cos(2bm) cos(wat) — rp sen(wyt ) sen(2b 1)

= rjcos(2am)cos(wit) —rysen(wt)sen(2am) +
( (

(
rpcos(2bm) cos(wat) — rp sen(wyt ) sen(2b )
(

wit) +rycos(wat) = x(1).

Argumentos andlogos mostram que y(t +7) = y(¢) para todo r € R. Mostramos entdo que
existe T = 2bm/wy > 0tal que x(t +T) = x(t) e y(t +T) = y(t) para todo ¢ € R. Sendo assim,

a trajetoria do movimento epiciclico € periddica. -

Observacao: Os gregos antigos usaram os movimentos epiciclicos para explicar os movimentos
dos corpos celestes no céu. A escolha de circulos se deve ao fato deles considerarem o circulo
como a curva perfeita e, sendo assim, a Unica digna para um corpo celeste se movimentar.

Este modelo persistiu do século III a.C. (com Apolonio de Perga) até o século XV d.C. (com
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Johannes Kepler). A Figura 3.3 (extraida do livro Almagesto de Cldudio Ptolomeu) ilustra

o modelo cinematico de Ptolomeu para o0 movimento dos planetas Marte, Jupiter e Saturno.

we e
Ml ey F fub.bel,

we A

A ponera

ue \anmutal’

e ex moetah medug 2 vale wllexsom?
AN "-l’.A'Ell\\.l Ui, ‘\ v "7""»“"""

. Vo e Wng dlnn

Figura 3.3: Epiciclos no livro Almagesto de Claudio Ptolomeu.
Fonte: Museu do Vaticano.

Apesar do sistema ptolomaico conseguir modelar o movimento retrégrado dos planetas,
o modelo basico da teoria dos epiciclos oferece apenas uma aproximagdo muito simples para
o movimento real. Por exemplo, o uso do modelo basico implica que os arcos retrogrados sao
de mesmo tamanho e que eles estdo igualmentes espagados. Mesmo os antigos astronomos
gregos sabiam que isto ndo acontecia. Por este motivo, varias modificacOes foram sugeridas

para o modelo bésico a fim de incorporar estas irregularidades.

Com as Leis de Kepler e as Leis de Newton, os epiciclos cairam em desuso. Mas, como
afirma [5], “O desaparecimento dos epiciclos foi apenas tempordrio: mais tarde, como a Fénix,
eles renasceram de suas proprias cinzas. De fato, como observado (talvez pela primeira vez)
por G. V. Schiaparelli no ultimo século, as expansoes em séries de Fourier trouxeram os epi-
ciclos de volta, em uma roupagem moderna, em mecdnica celeste.” (tradugdo nossa'). Séries
de Fourier (e, por associacdo, os epiciclos) tém outras aplicagdes. Segundo [16], o trabalho ci-
entifico de Matemadtica mais citado de todos os tempos trata justamente da Anélise de Fourier;
aproximadamente 3/4 dos prémios Nobel em Fisica foram ganhos por trabalhos feitos usando-se
ferramentas e conceitos da Anélise de Fourier; o prémio Nobel de Quimica de 1985 e os prémios
Nobel de Medicina de 1962, 1979 e 2003 também estdo relacionados com a Analise de Fourier.
Para o leitor interessado em entender a conexao entre epiciclos e séries de Fourier, recomenda-

mos o excelente artigo [20].

Por fim, indicamos o site [6], o qual oferece um conjunto de atividades (acessiveis a alunos

do Ensino Médio) que relacionam os epiciclos com fungdes trigonométricas.

I Citacdo original: “However, the disappearance of the epicycles was only temporary: some time later, like the
Phoenix, they rose again from their ashes. In fact, as remarked (perhaps for the first time) by G. V. Schiaparelli
in the last century, Fourier series expansions brought the epicycles back again, in modern dress, in celestial
mechanics.”.
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4 Numeros Irracionais e Representacoes
Decimais

Na escola aprendemos que uma maneira de se exprimir um nimero real € através de sua

representacao decimal. Este tipo de representagdo permite caracterizar os nimeros irracionais:

um ndmero real é irracional
se, € somente se,

sua representacdo decimal € infinita e ndo periddica.

Nosso objetivo principal aqui € demonstrar este resultado (Secao 4.2) e ilustrd-lo através de uma
interpretagdo geométrica no contexto de composi¢des repetidas de uma certa fungdo (Secao 4.3).
Como ponto de partida, na Secdo 4.1, descrevemos de forma precisa em que consiste a repre-

sentacdo decimal de um numero real.

4.1 A Representacao Decimal de um Nimero Real

O que é 25062 E 12,25? Por que 12,25 = 4? Qual o significado de 0,3? Por que 0,3 = 1?

Desde pequenos aprendemos que qualquer nimero pode ser expresso usando-se apenas dez
algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9. Para nimeros inteiros ndo negativos, estes simbolos
contam as unidades, as dezenas, as centenas, os milhares, etc. O primeiro algarismo (da direita
para a esquerda) conta as unidades, o segundo, as dezenas, o terceiro, as centenas, € assim
sucessivamente. Por exemplo, 2506 sdao 2 milhares, 5 centenas, 0 dezenas e 6 unidades, ou
ainda, 2506 =2-10° +5-102+0-10' +6-10°.

Quando tratamos de nimeros reais que ndo sdo inteiros sua representacdo decimal contém
uma virgula para separar a parte inteira (2 esquerda da virgula) da parte fraciondria (a di-
reita, € claro). A sequéncia de nimeros que representa a parte fraciondria contam os décimos,
os centésimos, os milésimos, etc. Por exemplo, para o nimero 12,25, sua parte fraciondria,

“0,25, sdo 2 décimos e 5 centésimos, ou ainda, 0,25 =2 % +5- ﬁ. Sendo assim, 12,25 =
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12+2- % +5- ﬁ = 12'10%3'10*'5 = 1120205 = %. O numero % ¢ um exemplo de nimero real

que tem uma representacdo decimal finita, pois ele pode ser representado por um ndmero finito

de digitos (no caso, 4 digitos). Mais geralmente, dizemos que um nimero real x > 0 tem uma

representacdo decimal finita se existem digitos Ay, A, ..., A, eay, as, ..., ay tais que
. o -1 ) a aj am
x=A1A,.. . Apaqay...a, =A1- 10" +A, - 10" +---+A,,+E+1—02+-~-+m—m

ou

A1A2...Ana1a2...am
AjAy. . A ce Q=

142 n,d1a2 ... dm 1om )

comA; #0sen> 1.

E 0,3? (Onde 3 é uma notago para infinitos trés.) Qual é o significado dessa representacdo?
O que significa colocar “infinitos” digitos em uma representacdo decimal? A definicdo aqui
é bem mais elaborada! Para entender o significado de 0,3 é preciso considerar a seguinte
sequéncia
3
10°
33
100°

X1 =

X2 =

k digitos 3
3 3

M= 10

Esta sequéncia converge para um certo nimero real x (isto €, existe um numero real x tal que
limy_,.. x; = x. Posto isto, 0,3 nada mais é do que uma notagio para representar o nimero x.
Neste contexto, dizemos que 0,3 é uma representacdo decimal do nimero x. Uma vez que,

quando k vai para infinito, (1/10)* converge para 0 segue-se que

k digitos 3

3 ... 3 3-101 43102 +... 4+3.10+3 3 3 3
T 10F TR TR
3/10-((1/10)k—1)
1/10—1

converge para —(3/10)/(1/10— 1) = 1/3. Portanto,
— 1

03=x=-.

9 x 3

1/3 é um exemplo de nimero real que possui uma representacéo decimal infinita, pois ndo é



27

possivel representa-lo usando-se uma quantidade finita de digitos. Mais precisamente, dizemos
que um ndmero real x > 0 tem uma representacdo decimal infinita se existem digitos Ay, A»,

...,Apeay,a,...,a, ...tais que
x:AlAz...An,alaz...ak..., (4.1)

com Ay # 0 se n > 1 e, também, ndo existe natural p tal que a; = 0 para todo k > p (isto &,
nem todo ay é zero a partir de certo ponto). E importante ter em mente o significado da Ex-

pressdo (4.1): ela denota o fato que o limite da sequéncia

ag
= A{Ar... A —
X1 142 n+107
ajap
= A{Ar... A —
X2 142 nt 100
ajazas
= AlAr...A —_—
X3 142 n+ 1000
aar...ax
X = A1A2An+1—0k

¢ o nimero real x, isto é, AjA,...Ay,a1az...a;... € uma representacdo decimal do nimero x.
Note que a sequéncia (x;) é ndo-decrescente e limitada superiormente. Assim, pelo Axioma do

Supremo, (x;) é convergente.

Observacao: Em alguns livros tais como [13], os autores definem apenas representacdes deci-
mais infinitas e colocam as “representacdes decimais finitas” como uma forma abreviada de se

escrever representacdes cujos digitos sdao todos iguais a zero a partir de um certo ponto. Assim:

x:A1A2...An,a1a2...am000...

infinitos zeros

pode ser escrito simplesmente como
x=A1Ay.. Ay, a1ay...a;,,

comA; # 0sen > 1e, também, a,, # 0. Adotaremos esta convengdo aqui.

Seréd que todo nimero real ndo negativo possui uma representacao decimal? Por exemplo,
V2 possui uma representacao decimal (isto €, existem digitos Aj,A>,...,A,,a1,a2,...,ax,...
tais que A1Ay... Apa1az...a;... = \/E)? O teorema a seguir nos diz que v/2 como qualquer

outro nimero real nao negativo possui uma representacao decimal.
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Teorema 4.1 Todo nimero real ndo negativo possui uma representacdo decimal.

Demonstracdo (conforme Secdo 9.1 de [13]): Vamos mostrar primeiro que todo nimero real
x > 0 possui uma representagdo decimal. Vamos escrever: x = I +F, onde I = [x] é a parte
inteira de x (um ndmero inteiro ndo negativo) e F € a parte fraciondria de x (com 0 < F < 1).

Analisaremos I e F separadamente.

Se I > 0, entdo existe s € N tal que 10° < I < 10°F!. Sejam A; e I, respectivamente,

o quociente e o resto da divisdo de I por 10°. Logo,
I=A-10°+1;4,
com0 <A} =[10"°I] < 10e 0 < I; < 10°. Do mesmo modo, teremos:

I = A-107141; (com0<A;<10e0<1I,< 1071,

I, = A3-10°2+41I3  (com0<A3<10e0<1I3<10°2),

I, = Ag-10+1g (com0<A;<10e0<1I;<10),

I, = Agn (com 0 <Ay < 10).
Desta maneira, fazendo substitui¢des retroativas temos que

I = A-10°+1,
= A 10°+A- 1051+ 1,
= A 10°+A5,-10 1 +A5- 1072+ I

= A 100+ A5 1057 4 A 10+ Ay

Assim, I pode ser expresso sob a forma I =A;-10° 4+ A, - 105 4.+ A - 10 +Agy1, onde
A;€{0,1,2,....9}, i€ {1,2,....5+1} e Ay #0 (se s > 0), isto é, AjA;...A;As11 é uma

representacao decimal para o inteiro I:

I=AAs.. Ay .

Consideraremos agora F. Seja fj =F (com 0 < f; < 1). Defina a; = [10f;], de modo que

a; €{0,1,2,---,9} e 10fi = a1+ f> (com 0 < f < 1). Assim, a; < 10f; < a;+ 1. Logo, 7§ <
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f1< “‘lgl. Do mesmo modo vamos definir ay, a3, ... por

a = [10f], 10fh=a+f; (com0<fr<l),
az; = [10f3], 10fz=asz+fs (com0< f3 < 1),
a, = [10fy], 10fy,=an+ fus1 (comO< f, <1),

onde a, € {0,1,2,...,9}, para todo n € N. Deste modo, fazendo substitui¢des sucessivas, tere-

mos:
H
F = - el
h 10+10
_ @ o fi
o 10+102+102
_ e, @ a | fa
BTN ERTE
_ 4 @ Ja An_ Jntl
- 10+102+103+103+ +10n+10n'

Assim, F =F, +g,11, onde

a ajay---a
102 ”_'_1_(;1:—10” 5 e 0<gn+t1=

fn—H < 1

100 10"

Fo=—+ - (4.2)

B 10
Se mostrarmos que lim,_,.F, = F, entdo seguird que 0,ajaxas3---a,... € uma representacao
decimal do nimero F. Como 1/10" converge para zero quando n tende a infinito, segue-se
de (4.2) que g, também converge para zero. Consequentemente, uma vez que F, =F — g, 1,
vemos que quando n tende a infinito, F, tende a F, como queriamos. Note que, se 10"F é um
inteiro, para algum n, entdo f,1; = 0 e, portanto, @, 1| = a,+ = --- =0, isto €, a representagcao

decimal para F que construimos anteriormente € finita. -

Observacao: O Teorema 4.1 garante que todo ndmero real > 0 possui uma representacao deci-
mal. A pergunta que surge € se esta representacdo € sempre unica, isto €, se um mesmo nimero
real > 0 pode ou ndo ter mais do que uma representacdo decimal. A resposta é que existem
niimeros reais que possuem duas representacdes decimais diferentes. Por exemplo, 0,5 e 0,49
sdo duas representacdes diferentes para o nimero 1/2. Por outro lado, se nos restringirmos
as representacOes decimais que excluem aquelas com periodo 9 (ou seja, aquelas que possuem
infinitos noves a partir de uma certa casa decimal), entdo cada numero real > 0 possui uma
Unica representacdo decimal. Ao leitor interessado numa demonstragdo para este fato, sugeri-

mos a referéncia [13].
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Observacao: Uma das vantagens do sistema de numeracdo decimal posicional é a de poder
representar qualquer nimero natural usando apenas dez simbolos: 0, 1, 2, 3,4, 5,6,7, 8 e 9.
Contudo, para explicar como esse sistema funciona, (além dos simbolos de multiplicagdo - e
adicdo +), € necessario um simbolo extra para representar o nimero dez. Por qué? Considere,
por exemplo, o nimero cento e quarenta e cinco. No sistema de numeracao decimal posicional,
este nimero € representado por 145 e a explicacdo que costumamos encontrar nos livros para
este fato € a seguinte:
145=1-10*+4-10"' +5-10°.

Se tentarmos usar esta explicacdo para justificar a representacdo decimal do nimero dez, tere-
mos:

10=1-10"+0-10°,

0 que ndo ¢ adequado, pois estamos usando a prépria representagdo decimal do nimero dez
para explicar a representacao decimal do nimero dez. Assim, para evitar a explicacdo circular,
€ necessario um outro simbolo para representar o numero dez: talvez a prépria palavra “dez”,
o simbolo A (que representa o nimero dez no sistema de numeracdo hexadecimal) ou o simbolo

romano “X”.

4.2 Caracterizacao dos Numeros Irracionais

H4 casos de nimeros com representacdo decimal infinita em que a parte fraciondria pos-
sui uma regularidade: a partir de certo digito aparece um bloco de algarismos, chamado de
periodo da representacdo decimal, tal que, a partir dele a parte fraciondria é composta apenas
por sucessivas repeti¢des desse bloco. Por exemplo, o nimero racional 679/5500 tem a se-
guinte representacdo decimal: 0,1234545...45..., isto é, o bloco de algarismos 45 se repete
apos o terceiro digito depois da virgula. Para explicitar que 45 € o periodo da representacdo
decimal de 679/5500, usa-se a seguinte notaco: 0,12345. Mais geralmente, dizemos que um
nimero F possui uma representacdo decimal infinita periddica se existem digitos Ay, ..., Ay, by,
ceey by, ay, ..., ay tais que

F=A...As,by...bpay .. a,.

Nem todo niimero real possui uma representacao decimal finita ou infinita periddica, como €
o caso da constante de Champernowne (o nimero obtido concatenando-se os inteiros positivos

e interpretando-os como digitos a direita da virgula):

Ci0 =0,123456789101112131415...
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O proximo teorema fornece uma caracterizagdo dos numeros irracionais positivos em termos da

nao finitude e ndo periodicidade de suas representacdes decimais.

Teorema 4.2 Um nimero real positivo € irracional se, e somente se, ele possui uma

representacdo decimal que € infinita e ndo periodica.

Demonstra¢do: Observe que para demonstrarmos o Teorema (4.2), basta demonstrar que

um numero real positivo € racional
se, e somente se, (%)

sua representacdo decimal € finita ou infinita periddica.

Como a condi¢ado da representacdo decimal de um niimero real F ser finita ou infinita periddica
se refere apenas a parte fraciondria do nimero, podemos sem perda de generalidade considerar

apenas nimeros reais F no intervalo [0, 1].

Prova de (=) do Teorema (x). Seja F € [0, 1] um niimero racional. Entdo, podemos dizer que
F = p/q, para p e g inteiros e 0 < p < ¢. Dai, para achar a representacio decimal de F basta
dividirmos o numerador p pelo denominador g usando o Algoritmo da Divisdo. Os restos que
podem aparecer na execucao do algoritmo sdao nlimeros inteiros maiores ou iguais a 0 e menores
que ¢: 0,1,2,3,..., (¢—1). Se em algum momento o resto for igual a 0, entdo, F possui uma
representacdo decimal finita. Mas, se 0 ndo aparecer como resto em momento algum, entdo
F possui representacdo decimal infinita e periddica, pois, pelo Principio da Casa dos Pombos,
os restos comecardo a se repetir, fazendo com que o resultado no quociente também comece

a se repetir formando assim um periodo.

Observacao: a demonstracdo que apresentamos aqui (e que ¢ comumente apresentada nos
livros) tem a vantagem ser mais facil de se entender, pois ela usa um dispositivo que é familiar
ao leitor: o Algoritmo da Divisdo. Contudo, ela omite o fato do porqué do Algoritmo da
Divisdo obter uma representa¢do decimal para nimeros racionais. Para o leitor interessado em
consultar uma demonstragao mais completa para o fato de que um nimero racional possui uma

representacdo decimal finita ou infinita periédica, recomendamos o livro [13].

Prova de (<) do Teorema (x). Seja F € [0, 1] tal que F possui uma representagdo decimal
finita ou infinita periédica. Se a representacdo decimal de F € finita, entdo podemos escrever

F=0,a1ay...ay,comay, ..., a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Assim,

ai a an al-lOn_1+a2-]On_2_|_..._|_an
F=—4+—=+... —
01027 o o7
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€ racional. Agora suponha que a representacdo decimal de F € infinita e periddica. Logo,
podemos escrever
F=0,b1by...baiar...a,,
comby,...,by,ay,...,a,€4{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Entdo,
by by b ai aj Qn
F T BT ..
10 + 102 + + 10m + 10m+1 107m+2 + 10mtn
aj a) an
1omtntl 1Qmtn+2 s 10m+2n
ai a an
10m+2n+1 10m+2n+2 i 10m+3n
+ ..
aj a) ay
T 10m+(k=1n+1 + 10m+(k=1)n+2 Tt 10m—+kn T
b a
b0 by 10" 2 by, @ 107 4y 1072 gy
- 10m + 10m+n
X
@10 42102+ ta,
1Qm—+2n
2
a1 10" 42102+ fay
+ 1Qmt3n
a
a1 10" £ 410" 2+ +a,
+ 1Qm-+kn +o
S Oy (RN I I I R :
~ 10 10mn 10"~ 102 10(k=1)n Co1om o 1omt L
b n a ot b L a 1 b(10"—1)+4a
C10m 0 1omtr 10n — 1 1om 10n—1 10m  10m(10n—1)

Observe que tanto o numerador quanto o denominador de F sdo inteiros. Logo, F é racional. g

Observacao: Com relagdo aos nimeros reais negativos, definimos sua representacdo decimal

como sendo a representacdo decimal de seu simétrico (que € positivo), acrescentando apenas

o sinal “—"" a sua esquerda. Assim, por exemplo, se a representacdo decimal do simétrico de x

for 2,356, entdo a de x serd —2,356. Com esta defini¢do, o Teorema 4.2 pode ser generalizado:

um ndmero real € irracional se, e somente se, ele possui uma representagao decimal que €

infinita e ndo periddica.
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4.3 Interpretacao Geométrica

Uma leitura geométrica para o fato de um nimero real a no intervalo [0,1) ser irracional
se, € somente se, a possuir uma representacao decimal infinita ndo peridédica pode ser feita com

o uso da fungdo 7 : [0,1) — [0,1) definida por:

/

10x, se 0 <x<1/10,
10x—1, se 1/10<x<2/10,
10x—2, se 2/10<x<3/10,
10x—3, se 3/10<x<4/10,
10x—4, se 4/10<x<5/10,
10x—5, se 5/10<x<6/10,
10x—6, se 6/10<x<7/10,
10x—7, se 7/10<x<8/10,
10x—8, se 8/10<x<9/10,

10x—9, se 9/10<x< 1,

cujo grafico é dado na Figura 4.1.

y
1,0 -

0,9 1
0.8
0,7
0,61
0,51
0,4
0,3
0,21

0,1

0 1 02 03 04 05 06 07 08 09 10 z

Figura 4.1: Graficode T'.
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Para construir esta interpretagdo geométrica, dado a € [0, 1), vamos estudar a sequéncia de

nimeros reais definida da seguinte maneira:

ao

ai

a

as

as

ag

(@) = (ToT)(a) =T(T(a)),
T*(a) = (ToToT)(a) =T (T(T(a))),
(a)

~N
A

— (ToToToT)(a)=T(T(T(T(a))),

Tk(a) =(ToTo---0T)(a)
———
k—1 composicdes

Por exemplo, se a = 0,138, entdo teremos a sequéncia:

ap = a = 0,138;
a = T(a) 0,38138;
a = T?%(a) = 0,8138;
as = T3(a) = 0,138;
as = T*a) = 0,38138;
as = T>(a) 0,8138;
ag = T%a) 0,138;
a; = T'(a) 0,38138;
as = T3%a) = 0,8138;
aye = T*a) = 0138;
a1 = T (a) = 0,38138;
Wpen = T*2(a) 0,8138.

Observe que o conjunto {T%(a) | k € N} ¢é finito, uma vez que possui apenas trés elementos:

0,138; 0,38138 ¢ 0,8138.

Uma forma de representar graficamente a sequéncia (a,) € marcar os pares ordenados do

tipo (ag, ary1) = (T*(a), T**1(a)) no plano cartesiano. Assim, na Iteragio 1, comecamos pelo
ponto (ag,ay) = (a,T(a)) = (0,138;0,38138) (Figura 4.2).
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1(a)

—

Figura 4.2: Iteracao 1 para a = 0,138.

A seguir, marcamos os pontos (aj,a2) = (T(a),T?(a)) = (0,38138;0,8138) e (az,a3) =
(T%(a),T?(a)) = (0,8138;0,138) (Figura 4.3 e 4.4).

Figura 4.3: Iteracdo 2 para a = 0,138.
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Figura 4.4: Iteracdo 3 para a = 0,138.

ja qu inu , OXi1 , (az,a4), coincidira ap,aj
Veja que se continuarmos marcando, o préximo ponto, (a3, coincidird com (ay,
(Figura 4.5). A partir dai, os novos pontos coincidirdo com os 3 primeiros, na ordem descrita

acima, formando um ciclo.

Y
14

T%(a) g

Figura 4.5: Iteracdo 4 para a = 0,138.
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Vamos ver um outro exemplo, agora com um numero que possua representacao decimal

finita. Se a = 0,945, entdo teremos a sequéncia:

aop
a
a
as

as

Qg

0,945;
0,45;

Observe que o conjunto {T*(a) | k € N}, neste caso, também § finito, uma vez que possui

apenas quatro elementos: 0,945; 0,45; 0,5 e 0. Assim, marcando os trés primeiros pontos no

plano, teremos as Figuras 4.6, 4.7 e 4.8. A partir dai todos os pontos passardo a coincidir com

a origem do sistema (Figura 4.9).

Figura 4.6: Iteracao 1 para a = 0,945.



Figura 4.8: Iteracao 3 para a = 0,945.
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Figura 4.9: Iteracdo 4 para a = 0,945.

Vejamos agora, o que acontece com o processo descrito acima ao escolhermos um nimero

irracional a. Considere, portanto, a = *6 = 0,1414213562... € [0,1). A sequéncia (a,) de

iteradas obtidas a partir deste nimero € dada por:

a = a = 0,1414213562...;
a, = T(a) = 0,414213562...;
a = T?(a) = 0,14213562...;
a3 = T3a) = 0,4213562...;
a; = T*a) = 0,213562...;

as = T°(a) = 0,13562...;

ag = T®a) = 0,3562...;

a; = T'(a) 0,562...;

ag = T'(a) = 0,62...;

ax = Ta);

Observe que neste caso, como a representagdo decimal de /2 /10 é infinita e ndo-periddica,

o conjunto {T%(a) | k € N} é infinito.



40

-0

.—___0
e

T
==a==h |
—

Figura 4.10: Iterag¢do 200 para a = \/5/10.

Mais geralmente, ndo é dificil de se perceber que se a € [0, 1) é um niimero racional, entdo
{T*(a) | k € N} é um conjunto finito e, reciprocamente, se {T*(a) | k € N} é um conjunto

finito, entdo a é racional. Do mesmo modo, a € [0, 1) é um nimero irracional se, e somente se,

{T*(a) | k € N} é um conjunto infinito.
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5 Numeros Irracionais e Outras
Manifestacoes

5.1 Bilhar em uma mesa quadrada

Suponha uma mesa de bilhar hipotética, quadrada, com 1 m de lado e com apenas 4 cacapas,
uma em cada um dos quatro vértices A, B, C e D do quadrado. Nessa mesa, a tacada inicial €
sempre feita a partir do vértice A, a bola se move sem atrito e, ao tocar um dos lados da mesa,

a bola é refletida com angulo igual ao de incidéncia (a menos que ela saia por uma das cagapas).

A pergunta que fazemos €: na tacada inicial, qual deve ser o angulo 0 que a trajetéria da
bola deve fazer com a lateral AB da mesa para que a bola seja encacapada? As Figuras 5.1 e 5.2

exibem vdrias trajetorias da bola para diferentes valores de 6.

D C D C
) ’ .
0 0
°
A B A B
(a) 6 = arctg(1/2). (b) 6 = arctg(2/3).

Figura 5.1: Exemplos de tacadas na mesa de bilhar quadrada.
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(a) 6 = arctg(1/7). (b) 6 = arctg(+/2).

Figura 5.2: Mais exemplos de tacadas na mesa de bilhar quadrada.

E possivel demonstrar que, seguindo as regras descritas anteriormente, a bola vai encaca-
par se, e somente se, tg(0) ¢ um nimero racional. Assim, por exemplo, a trajetéria da bola
do Item (b) da Figura 5.2 nunca vai atingir uma das cagapas, pois tg(6) = v/2 é um ndmero

irracional. A demonstracdo desse resultado pode ser encontrada no artigo [27].

5.2 Ladrilhamentos aperiodicos de Penrose

Definicao 5.1 (Conforme [4])

e Um conjunto de poligonos € um ladrilhamento (ou pavimentacdo) do plano se, e
somente se, o conjunto de poligonos cobre sem cruzamentos o plano. Cobre signi-
fica que todo ponto do plano pertence a pelo menos um poligono do conjunto. Sem

cruzamentos significa que toda interse¢ao de dois poligonos tem area nula.

e Aos vértices dos poligonos chamamos de nds do ladrilhamento. Os segmentos de
retas que tém por extremos dois nos consecutivos de um mesmo lado de poligono

chamamos de arestas.
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e Um ladrilhamento € lado-lado se, e somente se, toda aresta € lado comum
a dois poligonos. Resulta, portanto, que todo né na fronteira de um poligono da
pavimentacao € vértice do poligono. Nas pavimentagdes parciais por quadrados apre-

sentadas na Figura 5.3, apenas (a) € lado-lado.

(a) (b)

Figura 5.3: Dois ladrilhamentos por quadrados.

Existem apenas trés tipos ladrilhamentos lado-lado do plano que usam apenas um tipo de
poligono regular: aqueles que usam apenas triangulos equildteros, aqueles que usam apenas
quadrados e aqueles que usam apenas hexagonos regulares. Se permitirmos o uso de mais de
um tipo de poligono regular, mas exigindo que a distribui¢do de poligonos ao redor de cada
vértice seja a mesma, obteremos 11 ladrilhamentos lado-lado que satisfazem estas condicdes
(os assim denominados ladrilhamentos arquimedianos). Para mais detalhes e provas, sugerimos

as referéncias [2], [4], [8], [12] e [25].

Definicao 5.2 (Conforme [18]) Dizemos que um ladrilhamento por poligonos ¢é
periddico se existe uma regido no plano em formato de um paralelogramo de tal modo
que ao se justapor copias da parte do ladrilhamento nesta regido, obtém-se o ladrilha-

mento inicial.

O ladrilhamento da Figura 5.4 (a) (composto por hexdgonos regulares e paralelogramos)

€ periodico, pois a parte do ladrilhamento na regido em formato de paralelogramo indicada na
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Figura 5.4 (b) € tal que se justapormos copias desta regido, como indicado na Figura 5.4 (c), ob-

teremos o ladrilhamento inicial. A Figura 5.3 (b) € um exemplo de ladrilhamento ndo periddico.

(c)

Figura 5.4: Exemplo de ladrilhamento periddico.
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Apesar do ladrilhamento por quadrados da Figura 5.3 (b) ndo ser periddico, € possivel
rearranjar as pegas do ladrilhamento (no caso, os quadrados), de forma a obter um novo ladri-
lhamento que € periddico: o da Figura 5.3 (a)! Serd que existem ladrilhamentos para os quais
qualquer rearranjo de suas pecas nunca produzird um ladrilhamento periddico? Ladrilhamentos

com esta propriedade sdo denominados aperiddicos.

Definicao 5.3 Um ladrilhamento por poligonos € aperiodico se qualquer rearranjo de

suas pecas nunca produzird um ladrilhamento periédico.

Como nos relata [11], em 1961, Hao Wang conjecturou que ndo existiriam ladrilhamentos
aperiddicos. Esta conjectura foi refutada em 1966 por Robert Berger em sua tese de douto-
rado pela Universidade de Harvard: Berger exibiu um ladrilhamento aperiddico do plano com
20.426 pecas diferentes. Posteriormente, ele reduziu o nimero de pegas diferentes para 104 e,
depois, Donald Knuth conseguiu reduzir este nimero para 94. Em 1971, Raphael M. Robinson

exibiu um ladrilhamento aperiédico com apenas 6 pecas diferentes.

Surpreendentemente, Roger Penrose, em 1974, descobriu dois quadrildteros simples, de-
nominados “pipa” e “dardo” (Figura 5.5), com os quais € possivel construir um ladrilhamento

aperiddico.

(a) pipa (b) dardo

Figura 5.5: Pecas do ladrilhamento aperiddico de Penrose.

A pipa € formada por dois tridngulos isOsceles acutangulos dureos congruentes (triangulos
cujos angulos internos medem 36°, 72° e 72°) e, o dardo, por dois tridngulos isdsceles ob-
tusangulos dureos congruentes (tridngulos cujos angulos medem 108°, 36° e 36°). Os lados de
um tridngulo isésceles acutdngulo dureo sdo proporcionais a 1, ¢ e ¢, onde ¢ = (1 + \/5) /2 ¢

o numero de ouro. Os lados de um triangulo isdsceles obtusangulo dureo, por sua vez, sao pro-
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porcionais a ¢, 1 e 1. Para obter ladrilhamentos aperiodicos, certas justaposi¢do sdo proibidas,

como as indicadas na Figura 5.6.

Figura 5.6: Justaposicdes proibidas nos ladrilhamentos de Penrose.

Existem varias maneiras de se modificar as pecas para forgar as justaposicoes validas. Uma
delas, proposta pelo matematico John Conway, consiste em pintar arcos de circulos com cores
diferentes e permitir apenas justaposicoes que sO justaponham arcos de uma mesma cor, como
as indicadas na Figura 5.7. Outra estratégia é criar extensoes e cortes, conforme a Figura 5.8,

de modo que as pecas modificadas s6 se encaixam nas justaposi¢des permitidas.

Figura 5.7: Exemplos de justaposi¢Oes permitidas nos ladrilhamentos de Penrose.
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Figura 5.8: Pecas do ladrilhamento aperiédico de Penrose com extensdes e cortes.

E possivel demonstrar que: (1) existem infinitos ladrilhamentos nio periédicos construidos
com as pecas de Penrose modificadas e (2) que qualquer outro ladrilhamento também nao sera
periddico (isto €, que o ladrilhamento de Penrose € aperiddico). O leitor interessado podera en-
contrar os detalhes no livro [12]. O fato do ladrilhamento de Penrose ser aperiodico ¢ uma
consequéncia do fato do niimero de ouro ¢ = (14 +/5)/2 ser irracional. A ideia basica da
demonstracao € a seguinte: ao se construir um ladrilhamento, a razdo entre o numero de pipas
e o nimero de dardos € aproximadamente igual a ¢. Por exemplo, no ladrilhamento parcial da
Figura 5.9, existem 115 pipas e 75 dardos, de modo que a razdo neste ladrilhamento parcial é
igual a 115/75 ~ 1,5. No limite, isto ¢, no ladrilhamento completo, a razdo é exatamente igual
a ¢. Se o ladrilhamento fosse, por absurdo, periddico, a razao seria um numero racional, pois
arazdo entre as quantidades de cada tipo de peca no ladrilhamento completo € igual a razao en-
tre as quantidades de cada tipo de peca em um padrao limitado representativo do ladrilhamento
e este nimero, por sua vez, ¢ um nimero racional, dado que no padrao representativo as quanti-
dades de cada tipo de peca sdo finitas. Mas, ai, teriamos uma contradigdo, pois ¢ = (1 + V5 )/2

¢ um numero irracional.

Segundo [3], embora os ladrilhamentos de Penrose tenham se desenvolvido no contexto
da Matematica Recreativa, rapidamente eles foram colocados a servigo para explicar um novo
fendmeno em Cristalografia, o estudo dos sé6lidos que sao “ordenados” em nivel macroscopico.
Historicamente, era assumido que esta ordem era criada por uma repeti¢cao de uma unidade fun-
damental, isto €, que a “ordenacdo” se dava de forma periddica. Em 1982, Dan Schechtman e
seus associados esfriaram rapidamente uma amostra de aluminio e magnésio e observaram que
a liga produzia um padrao de difracdo que nao era periddico. Apds a descoberta de Schechtman,
outros exemplos deste fendmeno foram observados. E agora aceito que estes materiais, os qua-
sicristais, surgem como os andlogos tridimensionais dos ladrilhamentos de Penrose. Para saber
um pouco mais sobre 0s quasicristais € como sua descoberta valeram um prémio Nobel, indica-

mos as referéncias [3] e [29].
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Figura 5.9: Ladrilhamento parcial de Penrose com 115 pipas e 75 dardos.

5.3 Disseccao do retangulo em quadrados

Nesta se¢do apresentaremos como nimeros irracionais se relacionam com o problema da
disseccdo de retangulos em quadrados. O problema € o seguinte: dado um retangulo, é sempre
possivel decompd-lo em quadrados, ou seja, é sempre possivel encontrar quadrados que cubram
esse retangulo sem cruzamentos'? A resposta foi dada pelo matemdtico alemido Max Dehn
em 1903: um retangulo pode ser decomposto em quadrados, se, ¢ somente se, a razao
das medidas dos seus lados é um nimero racional. E ficil demonstrar que se a razdo das
medidas dos lados de um retangulo é um nimero racional, entdo ele pode ser decomposto
em quadrados. De fato: suponha um retdngulo de dimensdes a x b tal que a/b seja racional.
Entdo, existem inteiros positivos p e ¢ tais que a/b = p/q. Em particular, note que a/p = b/q.
Divida agora o lado de medida a em p segmentos de mesmo tamanho e o lado de medida b
em g segmentos de mesmo tamanho. Estas subdivisdes dos lados do retingulo a x b induz

uma subdiviséo do préprio retdngulo em retdngulos menores todos de tamanho (a/p) x (b/q).

IComo no caso da Definicdo 5.1, cobrir significa que todo ponto do retingulo pertence a pelo menos um
quadrado e sem cruzamentos significa que toda interse¢@o de dois quadrados tem area nula.
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Como a/p = b/q, esses retangulos sdo, na verdade, quadrados. Assim, conseguimos provar
p q

que qualquer retangulo cujo a razdo entre seus lados € racional, pode ser decompostos em

quadrados. A demonstracdo da reciproca € mais sofisticada. Ao leitor interessado indicamos

as referéncias [1] e [15].

Uma variante do problema de dissec¢do dos retangulos € considerar decomposicdes por
quadrados de tamanhos diferentes: um retangulo € dito perfeito se este pode ser descomposto
com um numero finito de quadrados ndo sobrepostos de tamanhos diferentes. Em 1925, o ma-
temdtico polonés Zbigniew Morofi publicou o primeiro retangulo perfeito (Figura 5.10)%. Ele
possui dimensdes 33 x 32 e pode ser ladrilhado com 9 quadrados diferentes. Os nimeros no

interior do quadrado indicam a medida do lado do quadrado.

Figura 5.10: Retangulo perfeito de Zbigniew Moron.

Surpreendentemente, a condi¢do da razdo das medidas dos lados de um retangulo ser raci-
onal € suficiente para que ele seja perfeito. A demonstracdo desse fato pode ser encontrada no
artigo [9]. Para mais informagdes sobre disseccdes de retingulos em quadrados, recomendamos

o site <http://www.squaring.net/>.

5.4 A Funcao de Dirichlet

Param,n € N e x € R, considere a funcao:

g(x) = cos"(m!mx).

%Este retangulo perfeito apareceu na Questdo 6 da Segunda Fase da Prova da Olimpiada Brasileira de Ma-
temadtica das Escolas Publicas em 2005.
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O que acontece com o valor de g(x) se m e n forem suficientemente grandes? Vamos supor um

valor racional para x, digamos x = p/q, onde p e g sdo inteiros e g # 0. Assim,

- () (us7)

Agora, se aumentarmos o valor de m, em algum momento ¢ dividira m!, isto é, m!/q serd um
nimero inteiro, digamos, k e, mais ainda, teremos que kp € um nimero par. Portanto, para m

suficientemente grande,

q

glx)=g (£> = cos” (m!ng) =cos"(kzp) = 1.
q
Desta maneira, para m e n suficientemente grandes, g(x) = 1.

Vamos reservar este resultado e facamos outro exercicio. Suponha, agora, que x seja irra-
cional. Observe que neste caso, seja qual for o valor de m, ao multiplicar m! por x, o produto
m!x serd sempre irracional. Entdo, é impossivel que cos(m!mx) seja igual a 1 ou a —1. Logo,
—1 < cos(m!mx) < 1. Agora, quanto mais aumentarmos o valor de n, mais o valor da poténcia

ird se aproximar de zero.

Resumindo, se x € um nimero racional, g(x) é igual 1 para m suficientemente grande.
Se x é irracional, é possivel fazer g(x) ficar tao proximo de 0 quanto se queira, desde
que tomemos n suficientemente grande. Usando a notacao de limites, este resultado pode ser

escrito assim:

o ; 1, sexéracional,
lim lim cos” (m!7x) = (5.1)
m—yoo n—yo0 . .
0, sex éirracional.

Segundo [17], a Fung¢do de Dirichlet

1, sexéracional,
D(x) =
0, sex ¢ irracional
foi introduzida pelo matemético alemdo Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet em 1829 em
um artigo sobre séries de Fourier. Foi o matemaético francés René-Louis Baire que no final do
século XIV estabeleceu a igualdade

D(x) = nll_r& r}iigocos” (m!mx).

A Funcao de Dirichlet e esta igualdade estabelecida por Baire fazem parte da historia da evolucao

do conceito de func¢do. Mais detalhes podem ser encontrados em [17].
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5.5 Curvas do Espirografo

Uma hipotrocoide é uma curva plana descrita pela trajetéria de um ponto P fixado em um
circulo C; de raio r > 0 e centro S que desliza tangencialmente por dentro de um outro circulo
C de raio R > 0 e centro O. Se d ¢ a distancia P até S e se supormos que O = (0,0), entdo é
possivel mostrar que a posi¢ao (x(6),y(6)) do ponto P em fungdo do angulo 6 (em radianos)

formado pelo eixo das abscissas e a reta OS € dada por:

R—r
r

H0) = (R—r)cos(6)+dcos (R_re) ,
)

y(0) = (R—r)sen(@)—dsen(

(@yR=3;r=1,6;d=1,6. ®R=3r=1,d=2. (©)R=2;r=1,d=3.

0
Vi

f

S92y

'lQ %7
170/2

Wz
A

(d)R=25;r=1;d=0,7. () R=2v2r=2:d=128. (H)R=mr=15d=2.

Figura 5.11: Exemplos de hipotrocoides.

Se o circulo C; deslizar tangencialmente por fora do circulo Cy, a trajetéria do ponto P
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descrevera uma curva que é denominada epitrocoide:

x(8) = (R+r)cos(8)—dcos (R+r9> ,

r

y(O) = (R—l—r)sen(@)—dsen(?@).

(@AQR=2r=1,d=1. (c)R=3;r=0,5d=1.

SIS

R=1;r=15d=12. (e)R=m;r=0,6;:d=0,9. (H)R=3;r=1;d =0,7.

Figura 5.12: Exemplos de epitrocoides.

Quando, numa hipotrocoide, tivermos d = r, ou seja, quando o ponto P pertencer a fronteira
do circulo >, a curva recebe o nome especial de hipocicloide (a Figura 5.11 (a) € um exemplo de
hipocicloide). Se o mesmo ocorrer em uma epitrocoide, a curva correspondente serd chamada

de epicicloide (a Figura 5.12 (a) é um exemplo de epicicloide).

Um resultado muito interessante neste contexto, semelhante ao obtido para os epiciclos no
Capitulo 3 neste contexto, € o seguinte: hipotrocoides e epitrocoides sao curvas periodicas se,
e somente se, a raziao R/r entre os raios dos circulos é um niimero racional. A prova deste

resultado pode ser obtida seguindo basicamente o mesmo procedimento adotado para provar
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o Teorema 3.1 do Capitulo 3.

Hipotrocoides e epitrocoides com d < r podem ser desenhadas com um espirdgrafo, um
brinquedo de desenho geométrico, composto de engrenagens e anéis dentados de plastico, que

foi desenvolvido pelo britanico Denys Fisher e vendido pela primeira vez em 1965.

Figura 5.13: Espirdgrafo e suas curvas.
Fonte: Steve Berry (imagem da esquerda) e Wikimedia Commons (imagem da
direita).
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