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RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de apresentar um estudo para a resolugao de alguns
problemas de otimizacao envolvendo fungoes trigonométricas. Para isso, sao apresenta-
dos inicialmente os principais conceitos relativos a circunferéncia trigonométrica: razoes,
funcoes e identidades. Em seguida, sao mostrados os conceitos e os principais teoremas
sobre limite, continuidade e derivacao, para entao, a partir desse embasamento tedrico,
iniciar os estudos para determinacao dos pontos maximos e minimos. Apds a apresentacao
desses conhecimentos, mostra-se o estudo da variagao das funcoes, onde sao apresentados
os teoremas de Fermat, Rolle, Lagrange e os testes da primeira e segunda derivadas, que

sao essenciais para a resolucao dos problemas de otimizagao presentes no ultimo capitulo.

Palavras-chave: Resolucao. Problemas de Otimizacao. Fungoes Trigonométricas. Deri-
vacao. Maximos e Minimos.



ABSTRACT

This work aims to present a study to solve some optimization problems involving
trigonometric functions. For this, they are initially presented the main concepts related
to trigonometric circumference: reasons, functions and identities. Are then shown the
concepts and the main theorems on limits, continuity and derivation, and then, from this
theoretical basis, initiate studies to determine the maximum and minimum points. After
the presentation of this knowledge, shows the study of the variation of functions, which
are presented the theorems of Fermat, Rolle,Lagrange and the first test and second deri-

vatives, which are essential for solving optimization problems present in the last chapter.

Keywords: Resolution. Optimization problems. Trigonometric functions. Derivation.

Maximum and Minimum.
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INTRODUCAO

Os problemas de otimizacao sao aqueles nos quais se pretende determinar uma
solucao étima, na qual se busca minimizar ou maximizar uma funcao, através da escolha
sistematica dos valores de variaveis reais ou inteiras dentro de um conjunto viavel. Estes
problemas sao bastante comuns em diversas areas do conhecimento, com aplicacoes na
Engenharia, Economia, Geometria, Biologia e Medicina (STEWART, 2006).

Geralmente, para solucionar esse tipo de problema, precisamos passar por algumas
etapas executadas sequencialmente: especificamente comega-se por equacionar a situacao
proposta, calculam-se as derivadas de ordem um e dois da funcao, determinam-se os
pontos criticos e entao verifica-se, neste conjunto, a existéncia de pontos de maximo ou

minimo, apresentando-se, em seguida, a resposta procurada.

Este tépico nao é recente na matematica e, a fim de confirmar este fato, citamos
a obra de Euclides de Alexandria por volta do século IV a.C. (COMMANDINO, 1944),
que estabelece os primeiros problemas de otimizagao em forma de proposicoes. A titulo
de exemplo, a primeira proposicao referente a esta obra diz que se tomarmos um ponto
no interior de uma circunferéncia e a partir deste tragarmos varios segmentos tocando a
mesma, o maior sera aquele que passa pelo centro. A segunda, que quando tomamos um
ponto no exterior de uma circunferéncia e tracamos, a partir deste, varias retas tocando
a parte concava da mesma, o maior segmento sera aquele que passa pelo seu centro. A
terceira, que o maior segmento ligando dois pontos pertencentes a uma circunferéncia é o

seu diametro.

Para a resolugao desses problemas, ainda nao se usava os conceitos de derivada.
Na época, eram usados métodos de reducao ao absurdo, congruéncia de triangulos e
relacoes entre angulos de figuras com demonstracoes bastante extensas. Como veremos
adiante, com o passar do tempo, os métodos de resolucao foram ficando mais simples e
sofisticados. Atualmente, nao é necessario fazer uma demonstragao tao extensa como a
que é encontrada nos Elementos de Euclides, visto que podemos utilizar a equacao da

distancia entre os pontos que formam o segmento em questao e calcular os seus extremos,



através da derivada desta funcao. Mas, como veremos a seguir, as ideias que deram origem

a derivada sé vieram a florescer apos as descobertas de Pierre de Fermat.

Em seguida, no século XVII, apresentamos Pierre de Fermat (1601 -1665), que
comecou a trabalhar em torno do ano de 1629 e criou um método para achar os pontos
numa curva polinomial da forma y = f(z) onde a fungdo assume um valor méximo ou
minimo. Para isso, ele comparou y = f(z) num ponto com o valor de y = f(z + E) num
ponto vizinho. Ele notou que esses valores eram bem diferentes, mas num “alto” ou num

"baixo* da curva essa variagao era quase imperceptivel (BOYER, 1996).

Portanto, o que Fermat havia percebido era que, quanto menor o intervalo E entre
os dois pontos, mais proximo esse ponto ficava dos extremos da funcao. Entao, para
achar os valores de méximo e de minimo, ele igualava f(z) com f(x 4+ E) e percebia
que, embora esses valores nao fossem extremamente iguais, eram bem proximos. Com
isso, determinava as abscissas dos pontos de maximo e de minimo de um polinémio. Esse
processo hoje é chamado de diferenciacao, pois o modelo de Fermat equivalia a igualar

. Flz+E)— f(z)
Ly E

a zero e, desta forma, esse processo é a esséncia da andlise infinitesimal. Ele descobriu
também como aplicar esse processo de valores vizinhos para achar a tangente de uma
curva algébrica da forma y = f(z). O processo de Fermat equivale a dizer que:

. Fla+E)— f(a)
Jimy E

¢é a inclinacao da tangente em x = a e foram essas ideias que deram origem ao conceito

de derivada (BOYER, 1996).

Posteriormente, Guillaume-Frangois-Antoine de L’Hopital (1661-1744), nascido em
Paris, na Francga, escreveu a obra “Analise dos infinitamente pequenos por linhas curvas”,
publicada no ano de 1696, na mesma cidade. Esta obra tinha caracteristicas diferentes
das obras de Euclides, pois ja se usava o calculo diferencial para solucionar os problemas
de otimizagao (SANTTAGO, 2008). Ainda, de acordo com a mesma autora, para a resolu-
cao dos problemas supracitados, L’Hopital comecava por equacionar a situacao proposta,
calculava a derivada da funcao e os seus zeros e entao, depois de concluir que nesse ponto

a funcao tinha um méaximo ou minimo, apresentava a resposta final.

Desta breve analise histérica, podemos notar que os problemas de otimizacao surgi-
ram muito antes do conceito de derivada, pois os primeiros problemas foram identificados
na obra de Euclides. Além disso, verifica-se que, com o passar do tempo, a forma de
resolucao também se tornou mais simples, principalmente apds a utilizagao das derivadas.
Outra constatacao é que os primeiros problemas, encontrados no livro de Euclides, nao
eram praticos e, com o passar do tempo, foram se tornando mais aplicados ao cotidiano

em diversas areas.
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A proposta desse trabalho é estudar a resolucao de alguns problemas de otimizagao
envolvendo fungoes trigonométricas. Por essa razao, na maioria dos problemas seleciona-
dos, estaremos buscando determinar uma equagao que relacione o lado de um triangulo
retangulo com um determinado angulo e, quase sempre, teremos alguma funcao trigono-
métrica direta ou inversa envolvida. Portanto, estaremos interessados em buscar o angulo
otimo que vai maximizar ou minimizar medida do lado de um triangulo ou o tamanho do

segmento 6timo que vai minimizar ou maximizar um determinado angulo.

Podemos citar como exemplos do que acabamos de expor: a busca do melhor
angulo para um cirurgiao implantar um vaso sanguineo em uma artéria, a determinacao
do melhor angulo visual para um observador enxergar um quadro a uma determinada
distancia, a obtencao do melhor angulo para se dobrar uma folha de metal e construir
uma calha onde a capacidade de carregar agua seja maxima, ou mesmo o calculo do
tamanho maximo de uma viga de ferro para poder passar por um corredor fazendo um

determinado angulo com os lados.
Para atingir os objetivos propostos, estruturamos esse trabalho da seguinte forma:

O Capitulo 1, dividido em trés secoes, traz os conceitos bésicos relacionados a
circunferéncia trigonométrica, como as funcoes diretas, inversas e as principais identidades.
Apresenta também as propriedades topolégicas da reta, cujo objetivo é estabelecer a nogao
de limite, de continuidade e, principalmente, de derivacao. Além disso, tras o conceito de

derivada e as regras de derivagao para as principais fung¢oes trigonométricas.

O Capitulo 2, dividido em duas secoes, mostra, inicialmente, os conceitos relacio-
nados a pontos maximos e minimos e os principais Teoremas (de Fermat e de Weierstrass)
que fornecem informacoes sobre o sinal da derivada. Em seguida, apresenta os Teoremas
de Rolle, de Lagrange, e os testes da primeira e da segunda derivadas, que sao conheci-

mentos essenciais para se estudar o crescimento e o decrescimento das fungoes.

O Capitulo 3, que contem alguns problemas de otimizagao com funcoes trigonomé-
tricas selecionados, utiliza os conceitos, regras, métodos e teoremas apresentados nos dois

capitulos anteriores para soluciona-los.

A Conclusao contém um resumo do que foi feito e as consideracoes finais sobre o

tema.
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DEFINICOES PRELIMINARES

Neste Capitulo, com base em (LIMA, 2004) e (FLEMMING, 1987), definiremos a
partir da circunferéncia trigonométrica, as principais razoes trigonométricas e as funcoes
trigonométricas diretas e inversas. Em seguida, apresentaremos algumas nocoes topolo-
gicas da reta que serao utilizadas nas defini¢coes de limite, continuidade e derivada. Esse

conhecimento serd utilizado como pré requisito para os dois capitulos seguintes.

1.1 A Circunferéncia trigonométrica

Definicao 1. Considere o sistema cartesiano ortogonal xOy. Chamamos de circunfe-

réncia trigonométrica a circunferéncia A de centro em O raio r unitdrio.

Verifica-se que o comprimento desta circunferéncia é 27 (raio ¢é igual a 1) e que

a medida absoluta «, em radianos, de um arco e o comprimento [ desse arco sao iguais,

[
pois a = —.
r
Consideremos como positivo o sentido anti-horario do percurso de seus arcos me-
didos a partir do ponto E(1,0) de intersecgdo da circunferéncia com o semieixo positivo

das abscissas (Figura 1).



Figura 1 — Circunferéncia Trigonométrica

Vamos definir uma aplicacao de R sobre A, ou seja, associar a cada nimero real x

um unico ponto P da circunferéncia A\, do seguinte modo:

1 Se x = 0, entao P coincide com F;

d Se x > 0, entao realizamos a partir de F um percurso de comprimento de z, no

sentido anti-horario e marcamos P como ponto final;

0 Se z < 0, entao realizamos a partir de E um percurso de comprimento |x|, no sentido

horario e marcamos P como ponto final do percurso.

Desta forma, o ponto P ¢é a imagem de z na circunferéncia e temos, como exemplos:
a A imagem de g é B(0,1);
J A imagem de —g é B'(0,—1) (sentido horario);
O A imagem de 7 é E'(—1,0);
0 A imagem de 327T é B'(0,-1);

15



0 A imagem de 27 é E(1,0),

ou seja, se P ¢ aimagem do elemento xp, entao P também ¢ imagem dos nimeros: xy-+ 27,

To + 4m, xg + 67, xg — 27, 9 — 4T, TH — 67T, etc.

Em resumo, P é a imagem dos elementos pertencentes ao seguinte conjunto:

{r e Ryx =29+ 2km, k€ Z}. (1)

1.1.1 Funcgoes trigonométricas diretas

Na circunferéncia trigonométrica, vamos definir as fungoes trigonométricas que sao
fungoes angulares, importantes no estudo dos triangulos e na modelagao de fenomenos
peridédicos. Podem ser definidas como razoes entre dois lados de um triangulo retangulo
em funcao de um angulo. Para isso, vamos considerar quatro eixos: eixo dos senos, dos

cossenos, das tangentes e das cotangentes, de acordo com a Figura 2.

Yy

Eixo das cotangentes I D
P
BFr———————— C
[
|
|
a |
I
Eixo o At @
dos cossenos S 3
Q +~
% g
2 &0
3 s
3
o ~+
[l 9}
o= <
£a) e
o
=
A

Figura 2 — Fungoes Trigonométricas

Definigao 2. Considerando o triangulo OAP, o seno de o é a ordenada B do ponto P,
ou seja, € a razao entre o cateto oposto ao angulo o (AP = OB) e a hipotenusa OP = 1.
Denominamos de Fun¢ao seno a funcdo f : R — R que a todo numero a associa a
ordenada do ponto P, imagem de o na circunferéncia trigonométrica. Observemos que a
fungao f(x) = sen(z) € uma fungao periddica de periodo 27 , ou seja, sen(a) = sen(a+27)
(ver Figura 3). Pela mesma figura, observamos que a imagem do seno € o intervalo
{fyeR|-1<y<1}.

16



-2 -7

Figura 3 — Grafico do Seno.

Observemos, na Figura 3, que a imagem do seno é o intervalo {y € R; -1 <y < 1}

e seu periodo é 27.

Definicao 3. Considerando o triangulo OAP, o cosseno de a € a abscissa A do ponto P,
ou seja, é a razao entre o cateto adjacente ao angulo o (OA) e a hipotenusa OP = 1. De-
nominamos de Fung¢ao cosseno a funcao f : R — R que a todo niumero o associa a abs-
cissa do ponto P, imagem de o mna circunferéncia trigonométrica. Observemos que a fun-
¢ao f(x) = cos(x) € uma fungdao periddica de periodo 2w , ou seja, cos () = cos (a + 27)
(ver Figura 4). Pela mesma figura, observamos que a imagem do cosseno é o intervalo
{yeR|-1<y<1}.

Figura 4 — Grafico do Cosseno.

Definicao 4. Considerando os triangulos semelhantes OAP e OEC, a tangente de o €
a medida do segmento EC, que corresponde a razao entre o cateto oposto ao angulo o

(AP) e o cateto adjacente OA (esta iltima relagao € obtida usando a propor¢ao entre os
CFE OF

lados desses dois triangulos, pois — = —— e OF = 1). Levando em considera¢cio a

AP~ 0A
reta ﬁ e sendo C' a sua interseccao com o eixo das tangentes, denominamos de Fung¢ao

tangente a funcio f : R — R que a todo numero a associa a medida do segmento EC,
imagem de o. Observemos que a fungao f(z) = tan(x) é uma fungdo periddica de periodo
. E importante observar que esta fungdo ndo estd definida para a = 3 + km (Figura 5).

Pela mesma figura observamos que a imagem da tangente € R.

17



2T

Figura 5 — Gréfico da Tangente.

Definigcao 5. Considerando os triangulos semelhantes OBP e OF D, a cotangente de «
¢ a medida do segmento DF', que corresponde a razao entre o cateto adjacente ao angulo

a (OA) e o cateto oposto AP (esta ltima relagao é obtida usando a propor¢ao entre os

DF OF
lados desses dois triangulos, pois 5= 0B e OF =1). Levando em considera¢ao a reta

O? e sendo D a sua interseccao com o eizo das cotangentes, denominamos de Fun¢ao
cotangente a funcao f : R — R que a todo nimero o associa a medida do segmento
DF, imagem de o. Observemos que a funcgdao f(z) = cot(z) é uma fungdo periddica de
periodo T. E importante observar que esta fungdo nao estd definida para o = km (Figura

6). Pela mesma figura observamos que a imagem da cotangente é R.

2

Figura 6 — Grafico da Cotangente.
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Definicao 6. Considerando a reta ﬁ, tangente a circunferéncia em C' e sendo B sua
interseccao com o eixo dos cossenos, chama-se secante de o a medida da abscissa OB do
pontoB (Figura 7). Denominamos de Fungdo secante a funcio f : R — R que a todo
numero o associa a medida do segmento OB, imagem de . Observemos que a fung¢ao
f(z) = sec(x) é uma fun¢ao periddica de periodo 2. E importante observar que esta
fungao nao estd definida para o = 5 + km (Figura 8). Pela mesma figura observamos que

a imagem da secante é R\ (—1,1).

Figura 7 — Circunferéncia para secante e cossecante.

vl

Wl

Figura 8 — Gréfico da secante.
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Definicao 7. Considerando a reta ﬁ, tangente a circunferéncia em C' e sendo D sua
interseccao com o eixo dos senos, chama-se cossecante de o a medida da ordenada OD
do ponto D (Figura 7). Denominamos de Func¢ao cossecante a func¢io f: R — R que
a todo numero o associa a medida do segmento OD, imagem de . Observemos que a
funcao f(x) = csc(x) € uma funcao periddica de periodo 2. E importante observar que
esta fungao nao estd definida para o = km (Figura 9). Pela mesma figura observamos que

a imagem da cossecante € R\ (—1,1).

[VE]
[VE]
——————————F—————-—————-

1
!
!
|
!
!
[
[
!
!
[
s
!
[
[
!
!
[
!
!
|
[

Figura 9 — Gréfico da cossecante.

1.1.2 Funcgoes trigonométricas inversas

Além das fungoes diretas, como veremos mais adiante, as fungoes inversas também
tem grande importancia na resolucao dos problemas de otimizagao. Por essa razao, vamos

apresentar suas principais definigoes.

A funcao y = sen(x) nao possui uma inversa em R, pois para cada y existem
infinitos valores de = que satisfazem a relacao y = sen(z). Geometricamente, qualquer
reta paralela ao eixo dos = de equagdo y = b, com b € {—1 < x < 1}, intersecta o grafico

da fungao infinitas vezes. Para evitar esta situagao, restringimos o dominio de sen(z) ao

—T
. 2 ’ 2 ~ ~ . . /. . .
rigor essas duas funcgoes sao diferentes, pois tem dominios diferentes.

, para obter uma nova funcao que nao apresentara este problema. A

intervalo {

Definicao 8. Vamos definir uma funcao da sequinte maneira:

- T

TR

]%[—1,1],

tal que f(x) = sen(x). Esta nova fun¢ao possui inversa chamada Fungdo Arco seno
definida por:
f_l : [_Ll] — [_271—7] )
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cuja notacio €y = f~(z) = asen(z), ou seja, y = asen(r) = sen (y) = .

Para representar graficamente a fungdo f~(x) = asen(z), usamos a simetria de

fef™tem relagio ay = x.

B

Figura 10 — Grafico da fungao arco seno de x.

Observacao: O dominio usado para definir a fungao arco seno poderia ser subs-
s 37?} [371' T

A 4 <13 ~ : 2 7 2 7/ ’ . 2 ’ 2 . ~

também serd valida para as outras fungoes trigonométricas definidas desta secao.

tituido por qualquer dos intervalos seguintes: [ ], ..., etc; essa observacao

Definicao 9. Vamos definir uma funcao da seguinte maneira:
feloon) = (=11,

tal que f(x) = cos(x). Esta nova fun¢do possui inversa chamada Fungdo Arco cosseno
definida por:
f_l : [_L 1] — [Oaﬂ-] )

cuja notagao €y = f~1(x) = acos(z), ou seja, y = acos(x) = cos (y) = .

(SIE]
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Figura 11 — Grafico da fungao arco cosseno de x.

Observacao: O dominio usado para definir a fungao arco-cosseno poderia ser

substituido por qualquer dos intervalos seguintes: [, 27|, [27, 37], ..., etc.

Definicao 10. Vamos definir uma funcdo da sequinte maneira:

NEHEE

tal que f(x) = tan(z). Esta nova fung¢do possui inversa chamada Fung¢ao Arco tangente

-1.R (_7T7T)
f % 272 )

cuja notacio € y = f~(z) = atan(z), ou seja, y = atan(r) < tan (y) = z.

definida por:

SIE

Figura 12 — Gréfico da fungao arco tangente de z.

Observacao: O dominio usado para definir a fungao arco-tangente poderia ser

substituido por qualquer dos intervalos seguintes: (g, 37”) , (37“, %’r), ..., etc.

1.1.3 Relagoes trigonométricas fundamentais

Vamos definir agora, para cada x %’T, as relagoes fundamentais que guardam

entre si os valores de sen(z), cos(x), tan(z), csc(x), sec(z) e cot(x).

Serda mostrado que, a partir de um desses valores, é sempre possivel encontrar os

outros.

Teorema 1. Para todo x real vale a relagdo: sen?(x) + cos?(x) = 1.

Demonstragao:
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Suponha que = # k;r’ k € Z e considere a Figura 2.
O triangulo OAP é retangulo em A e, portanto,
|OA” + |AP|” = |OP)?.
Segue que
cos?(z) + sen?(z) = 1.

km ) L ™ 37
Se r = —, verificamos que para os valores de x iguais a 0, , 5 & 5 ©seus

congruos que os respectivos valores de sen(x) e cos(z) também satisfazem a tese.

sen (z)

Teorema 2. Para todo x real, v # T + km, vale a relagao: tan (z) = )
2 cos ()

Demonstragao: Considerando a Figura 2, se x # km, k € 7Z, entao a sua imagem

T 3
serd diferente de 0, 7, — e —. Logo,

2 2
|[EC| |AP|
AOAP ~ AOEC = —— = —.
|OE|  |OA]
Portanto,
tan(z) = 7|sen (x)|’
|cos(z)]
pois |OE| = 1.
Se x = km, k € Z, temos que tan (x) = sen(m).
cos(x)

1.2 Limite e continuidade de funcoes

Nesta secao, apresentaremos algumas das principais defini¢oes e propriedades asso-
ciadas a topologia da reta, bem como os conceitos de limite, continuidade e derivada. Esses

conhecimentos serao utilizados para as demonstragoes apresentadas nas secoes seguintes.

1.2.1 Propriedades topolégicas

As propriedades topoldgicas dos subconjuntos da reta sao aquelas que se baseiam
nas nocoes de proximidade e limite, estabelecendo, com grande generalidade, as proprie-

dades das fungoes continuas e dos conjuntos onde elas sao definidas.

Definicao 11. Um ponto a é interior a um conjunto X quando existe um nimero e > 0
tal que o intervalo aberto (a—e, a+¢€) estd contido em X . O conjunto dos pontos interiores

a um conjunto X representa-se por intX.

Definicao 12. Um conjunto A C R chama-se aberto quando A = intA, ou seja, quando

todos os pontos de A sao interiores a A.
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Definicao 13. Um ponto a é aderente a um conjunto X C R quando a € limite de

alguma sequéncia de pontos x, C X.

Definicao 14. Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X formado por todos os

pontos aderentes a X .

Definicao 15. Um conjunto chama-se fechado quando X = X, ou seja, todo ponto

aderente a X pertence a X.

Definicao 16. Um ponto a chama-se ponto de acumulagao de um conjunto X C R
quando toda vizinhanca V' de a contém algum ponto de X diferente do ponto a. Em outras
palavras ponto de acumulacdao € um ponto em um conjunto que pode ser aprorimado tao
bem quanto se queira por infinitos outros pontos do conjunto. Um ponto de acumula¢ao de
um conjunto pode ou nao pertencer a esse conjunto. Por exemplo, 2 € ponto de acumulagao

do intervalo (0,2), embora nao pertenca a este intervalo, que é aberto.

Definicdo 17. Chama-se derivado de X ao conjunto X formado por todos os pontos
de acumulagio de X. Portantoa € X < ac X — {a}.

Definicao 18. Um conjunto X C R chama-se limitado superiormente quando existe

algum a € R tal que x < a para todo x € X. Neste caso diz-se que a € uma cota superior
de X.

Definicao 19. Um conjunto X C R chama-se limitado inferiormente quando existe
algum b € R tal que b < x para todo x € X. Neste caso diz-se que b € uma cota inferior
de X.

Definigao 20. A menor das cotas superiores de um conjunto X C R chama-se supremo,

ou sup X.

Definicao 21. A maior das cotas inferiores de um conjunto X C R chama-se infimo,
ou inf X.

Definicao 22. Um conjunto X C R € dito limitado se for limitado superiormente e

inferiormente.

Definigcao 23. Um conjunto X C R ¢é dito compacto quando € limitado e fechado. Se X
¢ compacto entdo possui um infimo e um supremo, ou seja, contém um elemento minimo

e um elemento mdximo.

1.2.2 Limite e continuidade

A compreensao das nocgoes de limite e continuidade sao essenciais para o entendi-

mento de um dos conceitos fundamentais deste trabalho que é o de Derivada.
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Definicao 24. . Sejam X C R um conjunto de nimeros reais, f : X — R uma funcao real
cujo dominio é X ea € X' um ponto de acumulagdo do conjunto X. Diz-se que o nimero
real L é o limite de f(x) quando x tende para a, e escreve-se glglg(ll f(z) = L, quando, para
todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal que se tem |f(z) — L| < € sempre
quex € X €0 < |x—a| <d. Simbolicamente temos:

lim f(z) =L=Ve>0,30>0|ze€ X, 0< |z —al]<d=|f(z)—L| <e.

rT—a

Isto significa que se pode tomar f(x) tao proximo de L quanto se queira desde que se tome

x € X suficientemente proximo, porém diferente, de a.

Definicao 25. Seja f : X — R, uma funcao definida no conjunto X C R. Diz-se que f
¢ continua no ponto a € X quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter

d >0 tal que x € X e |x —a| <6 impliquem |f(x) — f(a)| < €. Simbolicamente temos:

Ve>0,30 >0 |z e X, |z —a|l <d=|f(z)— fla)| <e.

Para a func¢ao ser continua num ponto é necessario que este ponto pertenca ao
dominio da funcao. Dai, decorre que se f é continua em a, entao trés condi¢oes deverao

estar satisfeitas:
1. f(a) estd definida, ou seja, existe f(a);
2. existe o lim f(z);

3. lim f(z) = f(a).

r—ra

O Teorema do limite trigonométrico fundamental é muito usado no calculo. A partir dele
é possivel calcular varios outros importantes limites envolvendo fungoes trigonométricas.
Neste trabalho o mesmo sera utilizado na demonstragao da derivada do seno e do cos-
seno. Para a sua demonstracao usaremos o resultado abaixo, conhecido como Teorema

do Confronto.

Teorema 3. do Confronto. Sejam X C R, f,g.h: X - R ea € X'. Se, para todo
re X, x#a, f(x) < glx) < h(z) e, além disso, tivermos lim f(z) = lim h(z) = L,

entdo lim g(z) = L.

Demonstracao: Dado arbitrariamente € > 0, existem 61 > 0 e 09 > 0 tais que:

reX,0<|z—al<h=L—-e<f(zr)<L+e

reX,0<|r—al<dh=L—-e<h(z)<L+e

25



Seja § = min{61,02}. Entao

reX 0<|r—al<d = L—-e<f(r)<
= L—-e<yg(x)<
Logo lim g(x) = L.

sen () _q

Teorema 4. Limaite trigonométrico fundamental. lir%
a— o

Demonstracao: Usaremos a Figura 2 , as razoes trigonométricas para 0 < a <

T
5 €0 fato de que sen () e cos («) sao fungdes pares.

Denotemos por Ay e Ag as dreas dos triangulos EOP e EOC, respectivamente, e

por A a drea do setor circular EOP. Entao,

A, — OEQ-AP7
OF - EC
A= 5
) 2
e A - Q OE.
2

Como OE =1, AP = sin(a) e EC = tan(«), temos que:

A — sen2(a) |
A — tanQ(a)
o
A= 9
‘ 2

Obuviamente

Al< A< A2 = Senz(o‘) %‘) tan;“)

= sen (o) < a < tan(a).

Como sen (o) > 0 para 0 < a < 3, dividindo a desigualdade acima por sen ()

ficamos com :

1
1<% < o152 o ). ()
sen () cos () «
sen () . . .
Como e cos(a) sao fungoes pares, entao:
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Portanto, a desigualdade (1) vale para qualquer o # 0.

Como lim cos (o) =1 e lig%)l =1, pelo Teorema 3, do confronto, seque que:

a—0
lim sen () = 1.
a—0 o

1.3 Derivacao

Nesta secao, apresentaremos um dos principais tépicos deste trabalho, que é o
conceito de Derivada. Veremos, no capitulo seguinte, que o entendimento deste conceito
serda fundamental, pois esta presente nos principais teoremas utilizados na resolugao dos

problemas de otimizagao.

1.3.1 Conceito de derivada e interpretacao geométrica

Definicao 26. Sejam f: X - R eac XNX . A derivada da funcio f no ponto a é

o limite:
o) — i L8 = 1@

r—a TrT — Q

Quando o limite acima existir, diremos que [ € derivavel no ponto a. Se existir
f'(z) em todos os pontos x € X N X', diremos que f ¢ derivdvel no conjunto X e, sendo

assim, obtemos uma nova fungao, f/(x), chamada de deriwvada de f:
fXnX >R

f(x) = f(a)

r—a
X —{a}, geometricamente, q(x) representa a inclinagdo (ou coeficiente angular) da secante

Definicao 27. Considerando-se a fun¢do q : x +— , definida no conjunto
ao grifico de f que passa pelos pontos (a, f(a)) e (z, f(x)). Quando fazemos os valores de
x se aprorimarem do valor de a, a reta que passard pelo ponto (a, f(a)) terd inclinagao

igual a f'(a) e serd chamada de tangente ao grdfico de f.

Portanto, podemos dizer que, o limite das inclinagoes das retas secantes que passam

pelos pontos (a, f(a)) e (x, f(z)) quando x — a, é a inclinagao da reta tangente ao grafico
de f no ponto (a, f(a)).

Quando tomamos h = x — a = x = a + h, a derivada de f no ponto a € X N X’
transforma-se no limite:

lim
h—0

fla+h) = f(a)
- :
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Desta forma, esta nova fungao é definida no conjunto Y = {h € R — {0} ;a + h € X},

que tem 0 como ponto de acumulacao.

O préximo teorema estabelece uma relagao entre a derivada de uma funcao e sua

continuidade num determinado ponto.

Teorema 5. Se f possui derivada em x = ¢, entao f é continua em x = c.
Demonstracao:

Por hipdtese, temos que f'(c) existe e, por defini¢ao,

o) — i L8 = 1)

Tr—C xr — C

Devemos provar que lim f () = f(c).

Inicialmente iremos multiplicar e dividir [f(x) — f(c)] por x — c:

lim f(z) = f(¢) = lim (x—c).f@;:f@
- o)y LSO
= 0-f(o),

e, portanto,
lim f(z) — f(c) = 0.

Tr—cC

Desta forma, temos que:

lim f(z) = lim(f(z) = f(c) + f(c))
= lim (f(z) — f(¢)) + lim f(c)
= 0+ f(c)
= f(o).

Concluimos que f(x) é continua em x = c.
Definigao 28. Seja y = f(x) uma funcao definida em a € X ﬂX;, entao a derivada a

direita de f no ponto a, denotada por f! (a) € definida por:

fi(a) = lim flath) = fa) = lim —~t—— 2,

h—0+t h—a™t xr—a

desde que o limite exista.

Definigdo 29. Seja y = f(x) uma funcio definida em b € X N X', entdo a derivada a
esquerda de f no ponto b, denotada por f' (b) € definida por:
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f2(b) = lim

h—0— h h—b— z—> 7

desde que o limite exista.

1.3.2 Regras de derivacao

Vamos apresentar nesta segao algumas proposigoes e teoremas que permitirao obter

as derivadas das fungoes trigonométricas.

Proposicao 1. Derivada da funcdo constante: Seja k uma constante e f(x) = k,

para todo x, entao f'(x) = 0.

Proposicao 2. Derivada da fungdo poténcia: Sejan um nimero inteiro e f(x) = x",

entao f'(x) =n-a" L

Proposicao 3. Derivada da soma de fungoes: Sejam f, g duas funcoes derivdaveis
em z e h(z) = f(x) + g(x), entdo:

W(z) = f'(x) + g'(x).

Proposicao 4. Derivada do produto de funcoes: Sejam f e g duas funcoes derivd-

veis em x e h(z) = f(x) - g(x), entdo:

W(x) = f'(z) - g(x) + f(z) - g (x).

Proposicao 5. Derivada do quociente de funcoes: Sejam [ e g duas fungoes deri-
f(z)
g(x)

vaveis em x e h(z) = , em que g(x) # 0, entao:

Teorema 6. Regra da cadeia: Seja f : X - R, g:Y >R, f(X)CY,ae XNX'
, b= f(a) e Y NY'. Se existem f'(a) e ¢g'(b) entdo go f : X — R € derivdvel em a , e

vale a sequinte expressio (go f) (a) = ¢'(b) - f'(a), conhecida como regra da cadeia.

Demonstragao: Temos que:

fla+h) = fla)+[f'(a) +p] - h,
onde Illgl%p(h) =0ep=p(h).

g(b+k) = g(b) +[g'(a) + o] - k,
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onde ’lgl_rf(l)d(k) =0 e og=o0(k).

Pondo k = f(a+ h) — f(a) = (f'(a) + p) - h, temos que: f(a+h)=0b+k e:

(go f)la+h) = g(f(a+h))

(
= gb+k)
= g(b)+(g(b) +0)-k
= g(b)+(g(b) +0)- (f'(a) +p) - h
= g(0) +(g'(b) - f'(a) +6) - P
com  0(h) = o(f(a+h) = f(a)- (f'(a) + p(R)) + g'(b) - p(h)

Como f ¢ continua no ponto a e p é continua em 0, temos que:

lim(f(a+h) — f(a)) = 0.

Logo }lliII(l) 6(h) = 0, o que prova o teorema.
_>

Obs. A fungao p(h) foi definida para todo h tal que (a + h) € X, inclusive h = 0.

Dal a razdo para sua continuidade. Para maiores detalhes vide (LIMA, 2004).

Teorema 7. Derivada da funcao inversa: Seja f : X — Y C R uma funcao que
possui inversa g = [~ :Y — X C R. Se f € deriwdvel no pontoa € XNX' eg é
continua no ponto b = f(a) entao g é derivdvel no ponto b se, e somente se, f'(a) # 0.
Entao ¢'(b) =

f'a)
Demonstragao: Como g é continua em b o ?lJlgll) g(y) = g(b) = a.
Além disso, y € Y — {b} = ¢(y) # a. Logo:
i 9@ —90) ( 9(y) —a )
vy =\ o) = f(@))
C (f(g(y)) - f(a)>
y=b \ g(y) —a
_ 1
fi(a)
Logo, ¢'(b) existe e é igual a f’za) quando f’(a) # 0.

Reciprocamente, se existe ¢'(b), entdo , como g o f = idy, a regra da cadeia nos

dé ¢'(b) - f'(a) = 1 e portanto, f'(a) # 0, com ¢'(b) = f’}a)'

Defini¢ao 30. Seja f uma fungao derivavel em um certo intervalo I, se a funcao f'(x),

que € conhecida como deriwada primeira de f(x), € novamente derivdvel no mesmo in-
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tervalo, entao existe a fun¢ao derivada de f'(x), denotada por f"(x) ou

d*f (x)

5 que €

chamada de derivada segunda de f (). Diz-se, entdo, que f(x) € duas vezes derivd-

vel.

Considerando esse procedimento sucessivamente e supondo que f(x) é n vezes de-

rivdvel, obtém-se a fungdo derivada n-ésima ou derivada de ordem n, de f(x) indicada

como f™(x). As fungoes f'(x), f"(z),..., f"(z), sao chamadas de derivadas sucessivas

de f(x).

1.3.3 Derivada das funcoes trigonométricas

Nesta subsecao, estaremos apresentando e demonstrando a derivagao das principais

funcgoes trigonométricas que serao usadas na resolugao dos problemas do capitulo 3.

Proposicao 6. Derivada do Seno: Seja a funcio f : R — R, onde f(x) = sen(x),

com x medido em radianos. Se f(x) = sen(z) entdo f'(x) = cos(z).

Demonstracao: Considerando a identidade do seno da soma, dada por: sen (z + h) =

sen(x) cos (h) + cos(z) sen (h) e usando a defini¢ao de derivada temos que:

/(@)

f(z+h) = f(z)

lim
;L;r(: sen (z —I—hh) — sen(x)
}ll;r(l) (sen(z) CO}SL (h) + cos(x) sen (h)) — sen(x)
h—0 h
. |sen(z)cos(h) —sen(z)  cos(x)sen(h)
o h + 2 1
}lliir(l] [sen(x).cos(f;) —! + cos(x).ser;(h)}
cos(h) — 1 sen(h)

1)

}lll_r{(l) sen(x). }1113(1) :

+ %12%) cos(x). }lllg(l) 7

Como z é considerado como uma constante quando fazemos um limite para h — 0

na expressao (I), temos que:

}lbig(l] sen(z) = sen(x) (IT)

}Lig(l) cos(x) = cos(z). (III)

Usando o Teorema 4 (Limite trogonométrico fundamental):

lim

h—0

sen(h)
P 1. (IV)

31



cos(h) — 1
Entao, resta calcular, na expressao (I), o lim (7)

h—0
lim cos(h) —1 — lim cos(h) — 1'cos(h) +1
h—0 h h—0 h cos(h) +1
_ cos*(h) — 1
50 h(cos(h) — 1)
] sen? h
= lim —

h—0  h(cos(h) — 1)
sen(h) sen(h)

= —1i :

oo h cos(h) + 1

. sen(h) .. sen(h)
= —lim im

hHOO h h—0 COS(h) +1

Colocando esse ultimo resultado e os outros obtidos em (II), (III) e (IV) na expressao

(I), temos que:

cosh) = 1 + lim cos(x). lim sen(h)
h h—0

o) = Jigsento) fn i =

= sen(z).0 + cos(z).1 = cos(x).

Proposicao 7. Derivada do Cosseno: Seja a funcao f: R — R, onde f(z) = cos(x),

com x medido em radianos. Se f(x) = cos(z) entdo f'(x) = —sen(x).

Demonstracao: Considerando a identidade do cosseno da soma, dada por: cos (z + h) =

cos(x) cos(h) — sen(z) sen(h) e usando a defini¢ao de derivada temos que:

[z +h) - fz)

f'a) = lim
_ }ILiII(l) cos(x + h})L — cos(x)
_ (cos(z) cos(h) — sen(z) sen(h) — cos(x)
Al h
_ oy cos(x)cos(h) — cos(x)  sen(z)sen(h)
T I T
L cos(h) —1 sen(h)
= flng%) [cos(m).h - sen(m).T
. . . COS(h) —1 . . Sen(h)
= }lllir(l) cos(x). }LIL% — }lg% sen(z). }lgr(l) - (I)

Como z é considerado como uma constante quando fazemos um limite para h — 0

na expressao (I), temos que:

lim sen(x) = sen(z). (II)

h—0

}lbiir(l) cos(x) = cos(x). (IIT)
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Usando o Limite Trigonométrico Fundamental

lim sen(h)
h—0  h

cos(h) —1

=1. (IV)
e utilizando o valor de }Lir% = 0, calculado na demonstracao da derivada do
%
seno, e os outros resultados obtidos em (II), (III) e (IV) na expressao (I) temos que:
h)—1 h
costh) =1 _ lim sen(z). lim sen(h)

h h—0 h—0 h
= —sen(x)

) L .
fl(x) = ’lgr(l)cos(x).}lgr(l)

= cos(x).0 —sen(z).1

Proposicao 8. Derivada da Tangente: Seja a funcao f : R — R,com x # T + km,

onde f(x) =tan(x), e x medido em radianos. Se f(x) = tan(z) entdo f'(x) = sec*(x).

Demonstracgao: Considerando as derivadas do seno e cosseno ja demonstradas

sen(x)
cos(z)

anteriormente, a identidade para a funcao tangente, dada por tan(z) = , € a regra

da derivada de um quociente, temos que:
u(x) = sen(x) = u'(z) = cos(x)

v(z) = cos(x) = v'(z) = —sen(x).

Portanto, se f(z) = Z—
fla) = u'(z) - U(Ih)) ; ?2(1’) V()

cos(x) - Cosgxg —sen(z) - (—sen(x))

cos(z)]?
i(93)

cos®(z) + sen

cos?(x)

cos?
= sec’(z).

Logo,
f(z) = tan(x) = f'(x) = sec*(x).

Proposicao 9. Derivada do Arco seno: Seja a funcio y = asen(z), definida em
T

55| ue ¢ a inversa de x = sen (y). Se y = asen(x) =

I =[-1,1], com imagens em [—
1
/

Ve
Demonstragao: Sabemos que:

y = asen(z) = z = sen (y).
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De acordo com as proposicoes 6 e 7, temos que:

x =sen (y) = x’ = cos (y).

Empregando a regra da derivada da inversa, do Teorema 7,

1
y = o
B 1
cos(y
) (),
1 — sen?(y)

Portanto,
1

V1—12

Proposicao 10. Derivada do Arco cosseno: Seja a fung¢ao y = acos(x), definida em

y=asen(z) =y =

I = [-1,1], com imagens em [0, 7], que € a inversa de x = cos(y). Se y = acos(z) =
1

/

s

Demonstracao: Sabemos que:

y = acos(x) = x = cos(y).

De acordo com as proposigoes 6 e 7, temos que:

x = cos(y) = =’ = sen(y).

Empregando a regra da derivada da inversa, do Teorema 7,

sen(y
) (),
1 — cos?(y)

Portanto,

Proposicao 11. Derivada do Arco tangente: Seja a funcio y = atan(x), definida

™
V1+a?

de R em I = (—g, 5), que € a inversa de x = tan(y). Se y = atan(z) = ¢ =

34



Demonstragao: Sabemos que:

y = atan(z) = = = tan(y).

De acordo com as proposicao 8, temos que:

z = tan(y) = 2’ = sec?(x).

Empregando a regra da derivada da inversa, do Teorema 7,

Portanto,
1

/
y=atan(z) >y = ——.
(z) 1+ a2
No proximo capitulo faremos um estudo sobre a variacao das fungoes, com o ob-
jetivo de determinar os pontos criticos das mesmas. Essa é a condigao essencial para
se determinar o valor méximo ou minimo, que sera a solugao final para cada um dos

problemas propostos.
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ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES

Este capitulo estd baseado nas idéias de (LIMA, 2004) e estd dividido em duas
secoes. Na primeira, apresentaremos alguns conceitos relacionados a pontos maximos e
minimos e veremos que a derivada é a principal ferramenta para estudar o crescimento
de uma funcao na vizinhanca de um ponto. Na segunda secao, vamos apresentar e pro-
var alguns teoremas que estabelecem uma ligacao entre a derivada de uma funcgao e o

crescimento e decrescimento desta.

Todo esse conhecimento sera utilizado na resolucao dos problemas de otimizagao

presentes no préoximo capitulo.

2.1 Maximos e Minimos

Definicao 1. Uma func¢ao f: X — R possui um mdximo local no ponto a € X quando
existe 6 > 0 tal que x € X N(a — d,a+96) = f(z) < f(a). A imagem de a, f(a), é

chamada valor mdazximo local de f.

Definicao 2. Uma funcao f: X — R possut um minimo local no ponto a € X quando
existe 6 > 0 tal que x € X N(a — d,a + ) = f(z) > f(a). A imagem de a, f(a), é

chamada valor minimo local de f.

Definicao 3. Uma funcao f : X — R possui um mdximo absoluto no ponto a € X
quando existe f(a) > f(x) para todo x € X. A imagem de a, f(a), é chamada valor

mdximo absoluto de f.

Definicao 4. Uma funcao f : X — R possui um minimo absoluto no ponto a € X
quando existe f(a) < f(x) para todo x € X. A imagem de a, f(a), é chamada valor

minimo absoluto de f.

Definicao 5. Uma funcgao f : X — R possui um mdximo local estrito no ponto a € X
quando existe § > 0 tal que x € (X —{a})N(a—d,a+0) = f(z) < f(a). A imagem de

a, f(a), é chamada valor mdximo local estrito de f.



Definicao 6. Uma funcao f : X — R possui um minimo local estrito no ponto a € X
quando existe § > 0 tal que x € (X —{a})N(a —3d,a+ ) = f(z) > f(a). A imagem de

a, f(a), é chamada valor minimo local estrito de f.

Em geral, um ponto a, de méaximo ou de minimo, de uma funcao f é chamado

ponto extremo de f. Neste caso o valor de f(a) é chamado de valor extremo de f.

A funcao f(x) = cos(x) assume seu valor maximo (local e absoluto) em 1, um
nimero infinito de vezes, uma vez que cos(nz) = 1 para todo n inteiro e —1 < cos(z) < 1
para todo x. Da mesma forma, assume seu valor minimo (local e absoluto) em —1, pois

cos(2n + 1)m = —1 para todo n inteiro.

A fungdo f : R — R, f(z) = sen(x), possui maximos locais estritos nos pontos
T ™

(4k + 1)5, k € Z e minimos locais estritos em (4k — 1)5, keZ.
Veremos agora, com os préximos teoremas, que o sinal da derivada fornece infor-

macoes importantes sobre a variagao da funcao.

Teorema 1. Seja f: X — R uma fungdo derivdvel a direita, no ponto a € X N X',. Se
fi(a) >0, entao existe § >0 tal que z € X, a <z <a+6= f(a) < f(x).

Demonstracao: Temos que lim+ M = f%(a) > 0. Entao, pelas propri-
T—a r —a
edades de limite, existe 6 > 0 tal que z € X, a <z < a+ 9 = M > 0, e,
r—a

portanto, f(z) — f(a) > 0.

Observacgao: Trocando-se os sinais ‘>’ e ‘<’, ‘4’ e -’ obtém-se mais trés teoremas

andlogos a este, com demonstragoes semelhantes. Para maiores detalhes, consultar [1].

Teorema 2. Seja a € X um ponto de acumulacdao a direita e a esquerda. Se f: X — R
possui, no ponto a, uma derivada f'(a) > 0 entdo existe § > 0 tal que z,y € X e

a—d<zx<y<a-+o implicam f(x) < f(a) < f(y).

Teorema 3. (de Fermat): Sejoa € XNX, NX". Se f: X — R éuma funcao derivdvel

no ponto a e possui um mdzximo ou um minimo local nesse ponto, entao f'(a) = 0.

Demonstragao: De fato se fosse f'(a) > 0, o Teorema 2 excluiria a existéncia de
maximo e minimo local no ponto a. Um andlogo do mesmo Teorema tambem diria que

nao pode ser f'(a) < 0. Logo, deve ser f'(a) = 0.

O Teorema 3 garante que num extremo local interior de uma funcao derivavel f,

a reta tangente ao grafico de f é paralela ao eixo dos .

Observemos que a reciproca do Teorema 3 ¢ falsa, ou seja, existem funcoes deriva-
veis no ponto a do seu dominio, f’(a) = 0 e a ndo é ponto extremo de f. Por exemplo, a

fungio f(z) = 23 tem derivada nula no ponto 0 mas é crescente em toda reta, logo nao
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assume maximo nem minimo em ponto algum. E necessario também, para a validez desse

Teorema, que exista a derivada e que o ponto a seja ponto de acumulagao dos dois lados.

Defini¢ao 7. Seja f : X — R uma fungao derivdvel no ponto a € X. Se f'(a) =0 ou

f'(a) nao existe, a é chamado Ponto Critico de f.

O Teorema 5, conhecido como Teorema de Weierstrass, serd muito 1til na resolucao
de alguns problemas de otimizacao. Para demonstra-lo usaremos o Teorema 4, a seguir,

cuja demonstragao encontra-se em (LIMA, 2004).
Teorema 4. Seja f: X — R continua. Se X é compacto entio f(X) € compacto.

Teorema 5. (de Weierstrass): Toda funcio continua f : X — R, definida num

compacto X, é limitada e atinge seus extremos, isto €, exwistem x1 e xo € X tais que
F(r) < f(x) < f(z2) para todo z € X.

Demonstragao: Como X é compacto, pelo Teorema 4, f(X) também é compacto,
ou seja, limitado e fechado. Entao, o supremo de f(X) € f(X) eoinfimode f(X) € f(X).
Logo, existem x; e xo € X tais que inff(X) = f(z1) e supf(X) = f(z2).

Para encontrar um maximo ou um minimo absoluto de uma funcao continua em
um intervalo fechado, ou esse intervalo é local, nesse caso ocorre em um nimero critico,

ou acontece em um extremo do intervalo.

Sendo assim, o procedimento abaixo sempre funciona e é conhecido como “Mé-

todo do intervalo fechado”:
1. Encontre os valores de f nos nimeros criticos de f em (a,b);

2. Encontre os valores de f nos extremos do intervalo;

3. O maior valor das etapas 1 e 2 é o valor maximo absoluto e o menor valor ¢ o minimo

absoluto.

2.2 Crescimento e decrescimento

Teorema 6. (de Rolle): Seja f : [a,b] — R continua, derivdvel no intervalo aberto (a,b)

e tal que f(a) = f(b). Entao, eziste pelo menos um ponto c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstragao: No primeiro caso f € constante em [a,b]. Neste caso f'(c) =0

em (a,b), isto €, para todo ¢ € (a,b) temos que f'(c) = 0.

No sequndo caso, f atingird seuw minimo m ou seu mdximo M num ponto interior

¢ € (a,b), pois se ambos fossem atingidos nas extremidades, teriamos m = M e f seria
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constante. Pelo Teorema de Fermat, temos f'(c) = 0. O mdzximo e o minimo de f em

[a, b] sao atingidos, em virtude do Teorema de Weierstrass, pois [ € continua no compacto

la, b].

Observacgao: Este teorema afirma que se uma fungao é derivavel em (a, b), conti-
nua em [a, b] e assume valores iguais nos extremos do intervalo, entao em algum ponto de

(a,b) a tangente ao gréfico de f é paralela ao eixo dos .

Teorema 7. (de Lagrange ou do Valor Médio): Seja f uma funcao continua em

la,b] e derivdvel no intervalo aberto (a,b). Entdo, existe um ponto ¢ € (a,b), tal que

f(b) = f(a)
/ R
f (C) - b —a .

Demonstracao: Seja g(x) o polinoémio de grau < 1 tal que g(a) = f(a) e g(b) =
fa) — f(b)
a—>b
¢ : |a,b] — R, definida por ¢(x) = f(z) — g(x), satisfaz as hip6teses do Teorema de Rolle,

f(b). Entao ¢'(x) é constante e, de fato ¢'(z) = para todo x € [a,b]. A funcao

logo existe ¢ € (a,b), tal que ¢'(c¢) =0, o que da a conclusao desejada.

Observacao: Este teorema afirma que se uma fungao é continua em [a,b] e de-
rivavel em (a,b), entdo existe um ponto ¢ € (a,b), tal que a reta tangente ao grafico de
f no ponto P(c, f(c)) é paralela a reta determinada pelos pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)),

por terem coeficientes angulares iguais.

Teorema 8. Seja f € uma fungdo continua em |a,b] e derivavel no intervalo aberto (a,b),

entao:

1. Se f'(x) > 0 para todo x € (a,b), entio f € crescente em [a,b];

2. Se f'(x) <0 para todo x € (a,b), entao f € decrescente em [a, b].

Demonstragao: Sejam x; e 25 dois niimeros quaisquer em [a, b] tais que z; < xs.
Entao, f é continua em [z, x9] e derivavel em (z1,23). Pelo Teorema do Valor Médio,
segue que existe um ponto ¢ € (z1,x9), tal que:

f2) = fla1)

To — I

f'(e) = ().

De acordo com o item 1, f'(x) > 0 para todo = € (a,b). Dai f'(c) > 0. Como

T, < T9 entao x9 — 1 > 0.
De acordo com o item (I) concluimos que f(z9)— f(z1) > 0, ouseja, f(x2) > f(x1).
Logo, f é crescente em [a, b].
De acordo com o item 2, f'(x) < 0 para todo z € (a,b). Dai f'(c) < 0. Como

T, < T9 entao xo — 1 > 0.
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De acordo com o item (I) concluimos que f(zq)— f(z1) < 0, ouseja, f(x2) < f(x1).
Logo, f é decrescente em [a, b].

Segundo este Teorema, sendo a funcao f crescente, os coeficientes angulares das
retas tangentes ao grafico de f sao nao negativos. Por outro lado se f for decrescente,
geometricamente significa que os coeficientes angulares das retas tangentes ao grafico de

f sao nao positivos.

A seguir, demonstraremos dois Teoremas que estabelecem critérios para determi-

nacao dos pontos extremos de uma funcao.

Teorema 9. Teste da primeira derivada: Seja [ uma fungao continua num intervalo
fevhado [a,b] que possui derivada em todo ponto do intervalo (a,b), exceto possivelmente

num ponto c. Entao:

1. Se f'(x) > 0 para todo x < c e f'(x) <0 para todo x > ¢, entao f tem um mdrimo

relativo em c.

2. Se f'(x) < 0 para todo x < c e f'(x) > 0 para todo x > ¢, entao f tem um minimo

relativo em c.

Demonstracao: Prova do item 1: Usando o Teorema 8, podemos concluir que f
é crescente em [a, c| e decrescente em [c,b]. Portanto, f(z) < f(c) para todo = # ¢ em

(a,b) e assim f tem um méximo relativo em c.

Prova do item 2: Usando o Teorema 8, podemos concluir que f é decrescente em
la, c] e crescente em [c, b]. Portanto, f(z) > f(c) para todo x # ¢ em (a,b) e assim f tem

um minimo relativo em c.

Geralmente para determinacao dos pontos extremos, o primeiro passo, de acordo
com o teorema de Fermat, é determinar os valores de x que anulam f’. Esses sao os

possiveis candidatos a extremantes. Entao, de acordo com o Teorema 9:
0 ¢ é ponto de méaximo local de f, se existir uma vizinhanca V' de ¢, tal que f'(z) é
positiva a esquerda e negativa a direita de c.

1 ¢ é ponto de minimo local de f, se existir uma vizinhanca V' de ¢, tal que f'(z) é

negativa a esquerda e positiva a direita de c.

1 ¢ nao é ponto extremante de f, se existir uma vizinhanga V' de ¢, tal que, para todo

x €V ex #ctem-se f'(x) sempre com o mesmo sinal.

Uma outra opc¢ao para determinacao dos pontos extremos € o teste da segunda derivada

que veremos a Seguir.
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Teorema 10. Teste da segunda derivada: Seja f uma funcgao continua e derivdvel
até sequnda ordem no intervalo I = (a,b), com derivadas f' e f" também continuas em
I. Seja c €1 tal que f'(c) = 0. Entao:

1. Se f"(c) <0, entdo ¢ € ponto de mdzimo local de f;

2. Se f"(x) > 0, entdo ¢ € ponto de minimo local de f;

Demonstracao: Para prova usaremos o seguinte resultado: Se limite de f(z)
quando z tende a a existe e é negativo, entao, existe um intervalo aberto, contendo a, tal

que, f(z) < 0 para todo x # a no intervalo.

Prova do item 1. Por hipdtese f”(c) existe e f”(c) < 0. Entao:

f”(C) — lim f/(m) B f’(C)

Tr—cC xr — C

< 0.

Portanto, existe um intervalo aberto I, contendo ¢, tal que

f'(x) = f'(¢)

r—cC

<0

para todo z € I. (1)

Seja A o intervalo aberto que contem todos os pontos x € [ tais que x < c¢. Entao,

¢ é o extremo direito do intervalo aberto A.

Seja B o intervalo aberto que contem todos os pontos = € I tais que x > c. Entao,

¢ é o extremo esquerdo do intervalo aberto B.
Se x € A, temos z — ¢ < 0. De (1), resulta que f'(z) > f'(c).
Se x € B, temos  — ¢ > 0. De (1), resulta que f'(z) < f'(c).
Como f'(c¢) = 0, concluimos que, se x € A, f'(z) >0e,sex € B, f'(x) <0.
Pelo critério da derivada primeira, f tem um valor méximo relativo em c.

A prova do item 2 é analoga.
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PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Aproveitando o conhecimento adquirido nos dois ultimos capitulos e a fim de moti-
var o aprendizado, esse capitulo tras a resolugao de alguns problemas de otimizacao com

funcgoes trigonométricas.

Problema I. Uma pequena cidade com 8.000 habitantes deve ser abastecida por um
tanque de dgua que deve ser construido com uma barra de metal de largura 24 m dobrando-
se para cima 1/3 da barra de cada lado, fazendo-se um angulo 0 com a horizontal e
colocando-se dois pedacos de barras iguais em forma de trapézio na parte da frente e no
fundo, de forma a ndo deizar vazar a dgua. A frente e o fundo deste tanque tem a forma
de um trapézio de acordo com a Figura 13. Se o comprimento deste tanque for de 10 m,

qual serd volume mdximo de dgua que ele poderd armazenar sem transbordar?

0 [ \?

8m 8m 8m

Figura 13 — [lustragao do Problema I.

Observemos que quando a area do trapézio for maxima, o volume de dgua armaze-
nado no tanque também serd. Portanto, vamos escrever a area desse trapézio em fungao

de 0 de acordo com a Figura 13:

(B+b)-h
—

A:

Onde A = area do trapézio, B = base maior, b = base menor e h = altura.



Pela mesma Figura:

B=8+2-8-cos(f), b=8 e h=8-sen(d) entao:

A(D) = (8+8+22-8-cos(6)) 8- sen(6)

= 64 (1+cos(h)) - sen(6).

Para 60 € [0,7], que é nosso intervalo de interesse no problema, calculemos a

primeira derivada de A(6):

A(0) = 64-[(—sen(d)) -sen(f) + (1 + cos()) - cos(0)]
= 64 [—sen?(0) + cos(6) + cos®(0)]
64 - [—(1 — cos?(0)) + cos(f) + cos?(6)]
64 - [—1 4 cos?(8) + cos(#) + cos?(0)]
= 64-[2-cos?(f) + cos(f) — 1].

Encontraremos os pontos criticos fazendo A’(6) = 0, substituindo cos(f) = u e

calculando primeiramente as raizes de um polinémio de segundo grau:

A(0) =64 20 +u—1].

1
Calculando as rafzes de 2u? +u — 1 = 0, que sdo u = —1 ou u = > encontramos
T »
f=moub= 3 como pontos criticos.
Comparando A(f) nos extremos do dominio e nos pontos criticos: A(0) = 0,

A(;r):lOO-(hL V3

1
Concluimos, de acordo com o método do intervalo fechado, que a drea ma-

. p ™ p .
xima é alcancada quando escolhemos 6 = 3 Para o seu calculo basta substituir o valor

™
encontrado de 0 = 3 na equagao:

A(f) =64 - (1 + cos(f)) - sen(h).

T 1 T \/§

Lembrando que cos (3) =3 e sen (3) =5
s

() =)
3

= 64-

48 - /3
~ 83,1m?2

1+

l\D\OJ/—\
N | —
[ &

w

Telg
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Para o calculo do volume basta utilizar a férmula do volume de um prisma de
base trapezoidal, onde, a area da base ja foi encontrada e a altura é o comprimento dado,

ambos convertidos em decimetros:

V = 4rea da base x altura = 8.310 - 100 = 831.000 dm? = 831.000 litros.

Problema II. Em relagao ao problema de abastecimento de dagua da questao anterior, se
para a construgao do tanque de dgua, a barra de metal tiver agora 30 m e for dobrada
ao meio, colocando-se um pedaco de metal na forma triangular na frente e outro igual no
fundo de maneira a nao vazar, como na figura 14, qual serd a distancia mdzrima entre
0s pontos A e B para que o tanque tenha volume mdximo? Nesta situacdo qual serd o
volume mdximo de dgua deste tanque? Lembremos que o comprimento deste tanque € de
10m.

Figura 14 — Ilustracao do Problema II.

Observemos que quando a area do triangulo for maxima, o volume de agua ar-
mazenado no tanque também sera. Portanto, vamos escrever a area desse triangulo em

funcao de 0 de acordo com a Figura 14:

Usando as razoes trigonométricas temos que:

d
sen(f) = %
= 222 =15 - sen(h)
= d=2-15-sen(d)
cos(f) = 1h5

= h=15-cos(f).

Logo, a area do triangulo em fungao de 6 € (0, g) sera:
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AN

U
i

0)

(
(
A(f) =112,5-sen(2 - 6).

d-h
2
0

2-15-sen(d) - 15 - cos(h)

225 (2- sen2(0) - cos(f))
2

Calculemos a primeira derivada e facamos A’(f) = 0 para determinar os pontos

criticos:

A'(0)

=
=
=

Utilizaremos o teste da segunda derivada (Teorema 10) para verificar se o

ponto é de méaximo ou de minimo:

A”(0>

—450 - sen(2 - 0)
—450 - sen(2 - %)
—450 - sen(g)
—450 -1

—450 < 0.

s
Entao, 0 = 1 é ponto de maximo e:

30 - sen(6)
30 - sen(z

\/54)
30-7

15/2.

Logo, 15v/2m é a distancia entre A e B para que a area do triangulo seja maxima

e igual a:

A(9)

112,5 -

112,5 - - —
5esen(2- )

112,5 - sen(g)

112,51

112, 5m?.

sen(2 - 60)
sen(2 T
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Portanto, o volume méaximo deste tanque de agua em forma de um prisma de base
triangular sera encontrado multiplicando-se a area da base pela altura, convertidas em

decimetros cubicos.
V = 4rea da base x altura = 11.250 - 100 = 1.125.000 dm? = 1.125.000 litros.

Problema III. Um outdoor de propaganda de 4 m de altura esta localizado verticalmente
em cima de um pedestal, numa avenida, de tal modo que seu bordo inferior estd 5 m acima
do nivel do olho de um observador, de acordo com a Figura 15 abaizo. Determine a que
distancia x de um ponto diretamente abaizo do outdoor o observador deve se colocar, de

modo a maximizar o angulo 0 entre as linhas de visdo do topo e da base do mesmo.

4m

5m

Figura 15 — Ilustragao do Problema III.

Aplicando-se as razoes trigonométricas, definicao de tangente, nos dois triangulos

retangulos da figura abaixo, temos que:

tan(a+9):4+5 = a+ 60 =atan(4 +5)
x
9
= a+9:atan<>
x
= 0 =atan (9)—a. (2)
T
e
> >
t =2 — atan (- ).
an (o) —=a aan(x) (3)
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Substituindo (3) em (2), temos:

= atan (9> — atan (5> Ve (0,400).
T

T

Vamos determinar os pontos criticos, calculando a primeira derivada e igualando
1

a zero. Lembrando que a derivada de atan (y) = s
Y

T

0'(z) = Hg})z(f)”(if(ﬁ)

TR argp
922 —9-522 4+ 522 +5-92

(a2 +97) - (a2 + 52)

Colocando x2 em evidéncia no numerador vem:

(=9+5)2*+9-5(-5+9)

(2 49) - (22 +5)
—4224+9-5-4
(:E2 + 92) . (xQ + 52)
4 - (—x% + 45)
(l‘2 + 92) . (1’2 + 52)'

0'(z) =

Analisando esta tltima expressao, podemos notar que o denominador é um nimero

positivo. Para que 0'(z) seja igual a zero, basta que:

— 2?2 +45=0 = 22=45
= 1z =+45
= 1 =35.

Como z é um niimero positivo, entdo x = 3v/5 que é ponto critico de ().

Testando alguns valores na vizinhanca de z = 3v/5 = 6,7082, por exemplo,
0'(6,7081) = 0,0000006324 > 0 e #'(6,7083) = —0,00000058451 < 0, constatamos que

esse ponto é maximo de acordo com o Teorema 9 (teste da primeira derivada).

Portanto, o observador deve se colocar a 6,7 m de um ponto diretamente abaixo

do outdoor, para maximizar o angulo de 16,61° entre as linhas de visao do topo e da base.
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CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho nos trouxe uma visao geral sobre a evolucao dos problemas de otimi-
zacao, desde a época de Euclides até os dias atuais. Ao tratar especificamente sobre otimi-
zacao com funcgoes trigonométricas, também esperamos estar contribuindo para enriquecer
os conhecimentos sobre Trigonometria de muitos estudantes que chegam as Universidades

com deficiéncia no dominio desse tépico.

Uma outra constatacao é que, da época de Euclides até os dias atuais, a forma
de resolucao dos problemas de otimizacao foi se tornando mais simples e eficiente, ou
seja, antes as demonstragoes eram extremamente construtivas, repetitivas e extensas e
passaram a ser mais curtas e diretas como notamos na resolugao dos problemas do Capitulo
3. Essa evolugao aconteceu principalmente apds a utilizacao do conceito de derivada e

deste ser aplicado ao calculo de maximos e minimos de uma fungao.

Outros fatos que merecem destaque é que, primeiro, os problemas de otimizacao
surgiram antes de surgir o conceito de derivada, que passou a ser, apds o seu aparecimento,
um divisor de aguas para a resolucao desses problemas. O segundo fato é que os problemas
de otimizacao, inicialmente, eram mais abstratos, e, com o passar dos tempos, foram se

tornando mais aplicados ao cotidiano, a Fisica, a Engenharia, FEconomia e Medicina.

Além disso, analisando o que preconiza os PCN’s (Parametros Curriculares Naci-
onais) ([11]), a aprendizagem contextualizada visa que o aluno aprenda a mobilizar com-
peténcias para solucionar problemas com contextos apropriados, de maneira a ser capaz
de transferir essa capacidade de resolucao de problemas para o mundo social e produtivo.
Diante disso, acreditamos que a contextualizagao e resolu¢ao dos problemas de otimizacao
propostos possam contribuir de forma significativa para que o estudante perceba a apli-
cabilidade e utilidade do tema, no dia a dia, em diversas areas do conhecimento. Todos

esses fatores naturalmente facilitarao o aprendizado.

Acreditamos também ser possivel a inclusao de conceitos béasicos de limites e deri-
vadas no Ensino Médio, desde que se utilize recursos graficos como apoio e se faca uma

selecao de funcoes mais simples e elementares para facilitar o entendimento. A nocao



desses topicos, neste nivel de ensino, é de grande importancia para a compreensao de
intervalos de crescimento, decrescimento, ponto maximo ou minimo e ponto critico de
fungoes. Além do mais, isso proporcionara aos alunos uma melhor preparacao e motiva-
¢ao para o ingresso no ensino superior, uma vez que existe também uma grande dificuldade
dos alunos da graduacao das dreas de exatas quando comegam a estudar a disciplina de
Célculo. A inclusao desses novos conceitos podera ser feita no segundo ano, pois nesta

fase os alunos ja estudaram os diversos tipos de fungoes.

Enfim, espera-se que tanto os docentes quanto os discentes possam estar ampli-
ando o seu leque de conhecimentos e melhorando, assim, o ensino e a aprendizagem da
Matematica no tépico Resolucao de Problemas de Otimizacao com Funcoes Trigonomé-

tricas.
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