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Resumo

As propriedades térmicas dos materiais sdo de grande importancia para os
projetos mecanicos, principalmente os que envolvem sistemas térmicos. A si-
mulagao e determinacao do campo da temperatura pelo modelo matematico
conhecido como equacao do calor, auxilia na representacao do comportamento
térmico, isto €, nos fornece informacoes prévias de como a temperatura varia
com a posicao e o tempo em um so6lido, e assim, poder caracterizar o material
térmicamente e saber as condicoes apropriadas a se impor ao objeto em estudo.
Esta dissertacao de mestrado estuda técnicas de solucao analitica da equacao
do calor uni e bidimensional. Modela-se os fendmenos de transferéncia de calor
a partir de procedimentos matematicos realizados com a Lei de Resfriamento
de Fourier. Ap6s a modelagem, foi construido uma sequéncia de pré-requisitos
que engloba a definicdo de uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) e alguns
métodos que darao o embasamento necessario para o desenvolvimento da téc-
nica desejada. Por fim, faz-se a analise dos modelos encontrados a partir da

utilizacao de gréaficos e tabelas de convergéncia.

Palavras-chave: EDP. Equagao do Calor. Técnica da Transformada Integral

Classica. Separacao de Variaveis.



Abstract

The Thermal properties of materials are of great importance for mechanical
projects, especially those involving thermal systems. The simulation and de-
termining the mathematical model for the temperature field known as heat
equation, assists in the representation of the thermal behavior, that is , it gi-
ves us prior information on how the temperature varies with the position and
time in a solid, and so power thermally characterize the material and know
the appropriate conditions to impose on the object under study. This mas-
ter thesis studies techniques of analytical solution of the equation of one- and
two-dimensional heat. Models to the phenomena of heat transfer from the
mathematical procedures performed with Fourier cooling law , after modeling,
a sequence was built pre requirements which includes the definition of a Partial
Differential Equation (PDE) and some methods that give the necessary basis
for the development of the desired technique. Finally, makes the analysis of

the models found from the use of graphics and convergence tables .

Keywords: PDE. Heat Equation. Techniques of Classical Integral Transform.

Separation of Variables.
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1 Introducao

1.1 Motivacoes e Objetivos

Com o avanco tecnologico, os estudos que envolvem a transferéncia de
calor ganham um grande destaque, ja que a maioria dos processos industriais
e de projetos de usinas nucleares e térmicas utilizam equipamentos de troca
de calor como geradores de vapor, fornos, motores de calor, condensadores e
outros. O mesmo acontece na area de producao de energia, que atualmente é
de grande relevancia e estd em processo de expansao com projetos no controle
do meio ambiente.

Existem outros processos que estao presentes em nosso dia-a-dia, como
os conversores cataliticos presentes nos motores de combustao interna dos au-
tomoveis, as unidades de refrigeracao e ar-condicionado, os equipamentos ele-
tronicos, a refrigeracao de motores elétricos, os transformadores e geradores
elétricos, aquecimento e refrigeracao de processos quimicos, a minimizagao de
perdas de calor em construcoes e aprimoramento de técnicas de isolamento
térmico.

Com essa vasta gama de aplicacoes, vemos que os problemas relativos
a transferéncia de calor aparecem como enormes desafios a se resolver. Assim,
matematicos, fisicos e engenheiros estao constantemente confrontando com a
necessidade de se maximizar e/ou minimizar taxas de transferéncia de calor.

Segundo Incropera e Dewitt (1990) a transferéncia de calor ocorre por
conducao, conveccao e radiacao, mas na maioria das vezes, por combinacao

das mesmas.
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A maioria dos problemas que envolvem a transferéncia de calor sao tra-
tados a partir de Equacoes Diferenciais Parciais (EDP), e com isso, a procura
por solucoes exatas aumentou significativamente. A maioria dessas equacoes
sao de grande dificuldade de resolucao e precisam ser resolvidas em um curto
espaco de tempo. Para isso, as técnicas numéricas estao se sobressaindo em
relagao as técnicas experimentais e analiticas, pois acelera o processo de resolu-
cao e ganham no fator tempo, e no financeiro, ja que a cada novo experimento
gastos adicionais aparecem.

O problema dos métodos puramente numéricos é a demora do processa-
mento, elevando os custos computacionais, pois para se ter uma 6tima precisao
é necessario uma malha com um nimero maior de pontos, o que acaba invia-
bilizando as solucoes.

Nesse contexto, esta dissertacao procura mostrar uma técnica analitica,
que abrange a utilizacao de procedimentos mateméticos para a resolucao e
conceitos fisicos para a modelagem do problema em questao. Com isso, temos
uma avaliacao com maior precisao das propriedades térmicas dos materias que
se trabalha. Dessa forma, o resultado analitico de Equacoes Diferenciais Parci-
ais, fornece melhor subsidio para analises térmicas de materiais em problemas
de conducao de calor.

O objetivo geral dessa dissertacao é resolver a EDP que modela os
processos de transporte de calor uni e bidimensional em geometria retangular
por meio da técnica da transformada integral classica e separacao de varidveis,
respectivamente.

Para atingir o objetivo proposto, o trabalho foi estruturado da seguinte
forma:

O primeiro capitulo tem como proposta a modelagem da Equacao do
Calor nas coordenadas retangulares nas versoes uni e bidimensionais, a partir
da conhecida Lei de Fourier.

O segundo capitulo tem como objetivo o estudo das Equagoes Diferen-

ciais Parciais e as difentes técnicas de resolugao, por meio da transformada de
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Laplace, separacao de variaveis e a técnica da transformada integral classica.
No terceiro capitulo sera apresentada a Técnica da Transformada Inte-
gral Cléssica (TTIC), e por meio dela a resolu¢ao da Equagao do Calor Uni-
dimensional. A resolucao da Equacao do Calor Bidimensional sera realizada
por meio da técnica Separacao de Variaveis.
A validagao sera feita a partir de resultados conhecidos da literatura. O
quarto capitulo é destinado a analise dos resultados, para isso serd construido,

a partir das solucoes obtidas no capitulo anterior.

1.2 Revisao Bibliografica

Essa secao procura fazer um levantamento bibliografico dos autores que
estudaram e desenvolveram obras que tenham como foco técnicas analiticas,
numéricas de resolucao de problemas de conducao e a descricao da conducao
de calor em materiais.

Douglas Jr e Rachford Jr (1956) utilizaram o chamado método das dife-
rencas finitas aplicado aos problemas de conducao de calor transiente para duas
e trés dimensdes. Frankel, Vick e Ozisik (1986), apresentaram uma formulagao
geral para a conducao hiperboélica unidimensional quando for submetido a um
fluxo de calor em meio composto e também nos apresentou a solucao para
sistemas tridimensionais de coordenadas ortogonais, nesse caso a técnica da
transformada integral generalizada foi utilizada para se obter a solugao.

Antaki (1996) aplicou a transformada de Laplace para se obter a solugao
para o problema da conducao de calor hiperbolica em placas semi-infinitas em
correntes convectivas. Mikhailov e Ozisik (1984) utilizaram o software Mathe-
matica para resolver a equacao de calor hiperbélica, apresentando defasagem
de fase e amplitude de oscilagoes de temperatura.

Abdel-Hamid (1999) fez a modelagem da condugao de calor caracteri-
zada como de nao Fourier, em um meio finito, submetido ao um fluxo de calor

periddico, assim ele obteve uma solucao analitica com a utilizagao da técnica
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da transformada integral finita.

Monte (1999) analisou a resposta transiente unidimensional de um con-
dutor composto de multicamadas em variagoes bruscas de temperatura. A
solucao foi obtida a partir do método da separacao de variaveis para a equagao
diferencial do calor. Regis, Cotta e Tan (2000) descreveram a conducao de
calor transiente em barras de combustivel nuclear por um método de parame-
tro agrupado melhorado, com isso o autor alcangou melhorias significativas na
formulacao classica de parametros concentrados.

Sadat (2004) fez a anélise de problemas de condugao de calor unidi-
mensional e transiente utilizando o chamado método de perturbacao, com isso
ele mostrou que modelos de primeira ordem para o centro, superficie e tem-
peratura média podem ser desenvolvidos na geometria cilindrica, esférica e de
placa. Su, Tan e Su (2009) trabalharam na melhoria da representacio de para-
metros concentrados de modelos a conducao de calor transiente em uma placa,
com a condutividade térmica nao sendo tratada com constante, com isso ela
dependeria da temperatura. O autor comparou os seus resultados com um
modelo de ordem superior.

Cossali (2008) mostrou solugbes analiticas para um cilindro homogeé-
neo desenvolvidas através da transformada de Fourier para conducao de calor
periddica fornecendo um campo de temperatura flutuante.

Para se obter a solucao analitica da conducao de calor transiente em
esferas expostas em um ambiente onde a temperatura é uniforme, Ostrogorsky
(2008) utilizou a transformada de Laplace. Cole (2009) utilizou uma abor-
dagem na geometrias cilindricas submetidas a um aquecimento permanente,
comparando com dados coletados de propriedades térmicas, todos os cinco ti-
pos de condicoes de contorno foram tratados em geometrias de uma, duas e
trés dimensdes. Monteiro et al. (2009) fizeram uso da Técnica da Transfomada
Integral Generalizada (TTIG) para analisar a equagao de condugao do calor
hiperbolica em uma placa finita. Com isso, foi conduzido a um sistema de

equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem transiente. O resultado nu-
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mérico foi obtido pelo conhecido método de Gear. Como forma de validacao
o autor utilizou a comparagao com resultados encontrados na literatura e com
os produzidos a partir da utilizacao do método da transforma de Laplace e o
método de Gear em corpos com volumes finitos.

Beheera (2009) obteve varias solugoes para problemas de condugao de
calor unidimensional transiente. Para obté-las, o autor adotou um modelo de
parametros acoplados para verificar a variagao do campo de temperatura para
uma geometria cilindrica e placas. Teixeira, Rincon e Liu (2009) estudaram
o comportamento dos metais, para isso, eles consideraram a dependéncia de
temperatura nao linear negligenciando o acoplamento térmico e mecanico de
deformacao. No estudo foi apresentado uma formulacao para o problema da
conducao de calor e uma estimativa de erro utilizando o método dos elementos

finitos.



2 Modelagem da Equacao do Ca-
lor via Le1 de Resfriamento de

Fourier

O objetivo desse capitulo é a modelagem da equacao do calor a partir
da Lei de Fourier. Para isso, utilizamos as defini¢oes da fisica deste problema

e a teoria do Calculo Diferencial e Integral.

2.1 Lei de Fourier

A lei fisica que servird como base para o nosso estudo da equacgao do
calor é a Lei de Fourier. Incropera e Dewitt (1990) explicam que esse modelo
relaciona a temperatura com o movimento das particulas em um condutor de
calor. E com o recebimento de calor, as moléculas vibram mais intensamente
e assim a energia ¢ passada para outra particula, com isso temos a propagacao
de calor.

A Lei de Fourier, que rege esse processo de transmissao de calor, foi
determinada experimentalmente pelo matemaético francés Jean-Baptiste Fou-
rier (1768-1830). Essa lei nos diz que se duas placas P, e P, sdo mantidas a
temperatura constante, dispostas paralelamente e separadas por uma parede

a uma distancia d uma da outra, assim como na Figura 1:

20
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Figura 1: Superficie de Controle - Fluxo de Calor

/
N

Fonte: Elaborado pelo autor

Havera passagem de calor da placa mais quente para a mais fria, e a
quantidade de calor, por unidade de tempo transferida de uma para outra é

dada pela seguinte relacao:

KA(T, - T))

Q=" (2.1)

Segundo Incropera e Dewitt (1990) o processo acima se aplica tanto a
transmissao de calor quando as placas estao separadas a uma distancia uma da
outra, quanto para materiais em que a diferenca de temperatura aparece nas
suas extremidades. Nesses casos, consideramos a distancia d como a espessura,
se a diferenca de temperatura é observada nas extremidades do material, ou a
distancia dos pontos em que a diferenca de temperatura ocorre, A como a area
da seccao transversal do material e T, T} as temperaturas das suas extremi-

dades, onde K representa a Condutividade Térmica, nas unidades W/mK.

2.2 Fluxo de Calor

Para se definir a grandeza fluxo de calor, Incropera e Dewitt (1990)
explica que devemos inicialmente representar por u(x,t) a temperatura de um

ponto da abscissa x em metros, no tempo ¢ em segundos, e observamos também
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que a temperatura independe das coordenadas y e z. Com isso encontraremos
o fluxo de calor em uma barra de um material condutor, considerando apenas
uma dimensao nos calculos.

Tomamos entao, duas seccoes da barra localizada em x e em x + d,
representando uma medicao da temperatura em um outro ponto da barra dife-
rente do ponto z inicial. Ao se aplicar a lei de Fourier, nos deparamo-nos com
um problema: As temperaturas dessas seccoes variam com o tempo, de forma
que nao sao constantes como requer a lei. Para resolvermos esse problema,
definmos o fluxo de calor, da seguinte maneira: fixamos o tempo t, temos T'1=
u(z,t) e To = u(x +d,t),. Por fim, aplicamos o limite com d tendendo a zero,

COImo se segue.

ol 1) = lim @ - im KA(u(z + dc,zt) — u(z, 1))
KA yr% u(z +d,t) — u(z,t) — K ADu(e.)
o

Segundo Incropera e Dewitt (1990), definimos o fluxo de calor na dire¢ao

positiva do eixo x como uma funcao diferenciavel ¢ dada por:

q(z,t) = —K A, u(x,t)

O sinal negativo na equacgao acima ¢é justificado por Boyce e Diprima
(2012) pelo seguinte argumento: Se a temperatura crescer com x, d,u(z,t) sera
positivo, mas como o calor flui para a esquerda, ¢(z,t) devera ser negativo.

Por outro lado, se u decrescesse com z, J,u(x,t) serd negativo, mas
como o calor flui para a direita, q(z,t) deve ser positivo. A justificativa se
da pelo fato de se ter que satisfazer a convencao de sinais dos fluxos de ca-
lor da primeira lei da termodinamica, que na sua formulagao traz a seguinte
convencao de sinal: O calor recebido e o trabalho exercido pelo sistema sao
positivos; por sua vez, o calor rejeitado e o trabalho recebido pelo sistema sao

negativos. Segundo Reynolds e Perkis (1977) entendemos por trabalho qual-
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quer transformacao cujo efeito final possa ser representado pela elevacao de

um peso.

2.3 Equacao do Calor

Para obtermos a equcao do calor utilizamos algumas conhecidas relacoes
da fisica. Inicialmente fazemos uso da equagao de transporte de energia térmica
que de acordo com Incropera e Dewitt (1990) é obtida a partir da primeira lei

da termodinamica e pode ser definida como:

dE
= Q-w (2.2)
Estabelecendo a variacao de energia E para um sistema ¢ igual a sub-
tracao dos fluxos de calor, @), e trabalho, W, que cruzam a fronteira do sistema.
Dada uma barra com comprimento L e um ponto xq tal que 0 < zg < L,
fixamos xg e xg+4, sendo 0 muito menor que a unidade. Vemos a quantidade
de calor v que entra no sistema, no periodo de tempo compreendido entre tg
e to+7, sendo 7 é muito menor que a unidade, com intervalos tomados tanto
para o ponto da barra quanto para o tempo. Assim, usamos o fluxo de calor
q(z,t), e a equagao de transporte de energia térmica, e definimos a quantidade

de calor/energia térmica, pela expressao:

to+7 to+7

v = /q(xo,t)dt— /q(:co+5,t)dt (2.3)

to to
Desenvolvendo a equacao acima, temos:
totr
1= [ a0 t) — gl + 8,000t =
to

v = / —KA(O,u(xo,t)) — [~ KA(Opu(xg + 6,t)]|dt

to
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Entao:

Y= / KA[(Dyulzo +6,8)) — (Osulzo, £)))dt (24)

to

Usando o Teorema Fundamental do Céalculo:

To+T
Opu(zo + 9,t)) — (Opu(xg, t)) = / Ou(z, t)dx (2.5)
E assim:
to+T7 xo+T
v= / / Ku(w,t)dvAdt (2.6)
to xo

Segundo Incropera e Dewitt (1990) a quantidade de calor necesséria
para aumentar a temperatura de uma massa varia de acordo com a substan-
cia, pela relacao dessa quantidade de calor A+, fornecida a um corpo, e o

correspondente acréscimo da temperatura AT:

_ Ay

C*AT

A capacidade térmica de um corpo por unidade de massa m é definida
por Incropera e Dewitt (1990) como numericamente igual a quantidade de
calor para elevar a temperatura em um grau. Por isso, pode ser chamada de

calor especifico de uma substancia, denotado pela letra c:

A
m  mAT

Ainda por Incropera e Dewitt (1990) vemos que por definigdo, tanto

a capacidade térmica como o calor especifico dependem do intervalo de tem-
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peratura. Por isso, temos que o calor especifico de uma substancia dada a

temperatura:
Ay
C=——
mAT

A quantidade de calor para aumentar a temperatura de um T; para um

Ty, sera a seguinte integral:

Ts
v = m/ch
T

Segundo Incropera e Dewitt (1990), temos a seguinte rela¢do advinda

da mecanica dos fluidos:

m = / pAdzx
Zo

A partir da relacdao acima, temos que a massa é calculada utilizando-
se a integral da densidade,p, vezes a area variando no intervalo [xq,zo + 7].
Podemos deduzir que a quantidade de calor v em um intervalo de tempo |[tq,ts]
pode ser escrita como:
xo+T t2

v = / /cp@tu(Lt)Adex

xo t1
Portanto, a quantidade de calor, pode ser reescrita como:

to+7 zo+T
7:/ /c@tu(:v,t)p/ldxdt (2.7)

to o
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Igualando as expressoes acima, obtemos:

to+T zo+T to+T zo+T
K&u(w,t)deAdt = / / cOpu(z, t)drpAdt
to x0 to zo

= Kolu(z,t) = cpdu(x,t)

Como essa tltima relacao é valida para todo ¢t > 0 e todo 0 < xg < L e

todo 7> 0e ¢ > 0, tém-se que:
o = ad’u (2.8)
com:

K

T
Incropera e Dewitt (1990) nos define que « é a difusividade térmica,
que possui as dimensoes m?/s. A equagdo dyu = ad*u é chamada equagao
do calor, que é definida como a lei de variacao da temperatura u(x,t) numa
barra uniforme. A Equagao (1.8) possui infinitas solugoes, por isso é de grande
relevancia adicionar informacdes inerentes de cada problema onde se pretende
utiliza-la, isto é, definir condigoes de fronteira, que serao vistas, a fim de se
encontrar a tunica solucao para essa equacao nas condicoes exigidas pelo pro-
blema. Na Tabela 1 temos os coeficientes de difusividade de diversos materiais

disponiveis:
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Tabela 1: Constante de Difusividade de Materiais

Material a(10~*m?/s)
Prata 1.71
Cobre 1.14
Aluminio 0.86

Ferro Fundido 0.12

Granito 0.011
Fonte:(Incropera e Dewitt,1990)

A Equagao (2.8) envolve a propagagio de calor linear. Assim, além
do tempo t, consideramos apenas uma dimensao, x, nos calculos. No caso
especial de propagagao de calor em um meio isotréopico e homogéneo em um
espaco tridimensional, Boyce e Diprima (2012) considera as trés dimensoes,

x,y, 2 na equacao. Assim, ficard com a seguintes estrutura:

@ B 0%u N 0*u N 0*u
ot~ “\oz Ty 922

Nesta dissertacao pretendemos resolver a equagao do calor conside-
rando, além do tempo, uma dimensao, x conhecida como Equacao do Calor
Unidimensional, e duas dimensoes, x,y conhecida como equacao do Calor Bi-
dimensional. Essa tultima, possui a mesma estrutura da que foi apresentada

acima, apenas retirando a variavel z, apresentando da seguinte forma:

< 1. . oF 0*F
Unldlmensmnal:a—T ooy (2.9)
0 0? 0?
Bidimensional:a—? =« (a—xg + 3_3;) (2.10)

Resolvemos nesta dissertacao a Equacao (2.9) usando TTIC e a Equa-
¢ao (2.10) por separagao de varidveis. Com essa modelagem apresentada, no
proximo capitulo traremos o aporte tebrico para que se possa resolver a equa-

¢ao do calor para uma e duas dimensoes.



3 Resolucao de Equacoes Dife-

renclals Parciais

Neste capitulo apresentamos a definicao de Equacao Diferencial Par-
cial, e as técnicas de resolucao analiticas: Separacao de Variaveis; TTIC e

Transformada de Laplace.

3.1 Equacao Diferencial Parcial
Uma equacao do tipo:

ou Ou  0*u O%u
F (x,y,...,U(.l’,y,...),6—1‘,6—:1/,...7@,8—#,...) :O

é chamada de Fquagao Diferencial Parcial (EDP) que envolve variaveis inde-
pendentes (x,y, z) e varidveis dependentes u. Segundo Iério, a ordem de uma
EDP ¢ dada pela ordem de sua maior derivada parcial presente na equagao,
e para simplificar a escrita, podemos recorrer a mais de uma notacao para

designar a derivada parcial com relacao a x:

ou

6xU:%

As EDPs também podem ser classificadas em termos da sua linearidade.
Assim, uma EDP linear dever4 ser linear relativamente & variavel dependente

e as suas derivadas. No caso de uma EDP linear de segunda ordem, teremos

28
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o caso geral, para duas variaveis:
a0zt + bOyyu + cOyyu + doyu + edyu + fu=g

onde u ¢ uma funcao de z,y chamada funcao incognita, em que a,b,c,d, e, f
sao coeficientes que podem ser em funcao de x, y, mas nao de u. Segundo Iorio
(2012) se os coeficientes forem em fungao de z,y, a EDP diz-se de coeficientes
constantes. Se g = 0, a EDP é chamada de homogénea.

Em Iério (2012) a classificagao das EDPs lineares de 2% ordem podem
ocorrer em funcao do valor do discriminante da EDP. Uma EDP linear é:
Hiperbolica se A = b? — 4ac > 0; Eliptica se A = b?> — 4ac < 0 e Parabélica se
A = b* — 4ac = 0.

Dessa forma, Iorio (2012) explica um importante principio que sera
utilizado na resolucao analitica das EDP’s. Para isso ¢ necessario utilizar a
terminologia operador (ou transformagao) que, de acordo com Iério (2012), é
usada para enfatizar que a funcao L esti definida entre espacos de funcoes,
isto é, L leva uma funcao u (com determinadas propriedades) em outra fungao

Lu. O operador L ¢ um exemplo de operador diferencial parcial.

Teorema 3.1 (Principio da Superposi¢do) Seja L um operador diferen-
cial parcial de ordem k cujos coeficientes estao definidos em um dominio aberto
2 C R". Suponha que {u,,} -_, é um conjunto de fungées de classe C* em (2
satisfazendo a EDP linear. Entao, se {a,,},_, é uma sequéncia de escalares

tal que a série

u(z) = Z QU ()

é convergente e k vezes diferencidvel termo a termo em (2. A demonstracao
que serd descrita abaixo foi retirada de Iorio (2012).
Demonstracao

O enunciado acima é valido para o caso geral, aqui sera feito para os
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casos em que k = 1 e k = 2. Nesses casos, por hipétese, quaisquer que sejam

rel2, 1 <i,7<n

u(z) = Z QU ()
Diu(x) = Z am Dty ()

D;D;u(x ZamDDum x)

Lu(z) = > ay(x)D;Dyu(x +Zb ) + c(z)u(x)

= Z Q;j (:1;) Z amD]Dlum(a:) + Z bj (33> Z aijum(:c)
+ o) Z QU ()
= Y an Z i (2) D; Dty () + Y bj(2) Dy () + ()t ()

o que demonstra o teorema acima para os casos em que k=1 e k = 2.

Com isso, Iorio (2012) comenta que podemos impor condicoes iniciais
a uma EDP, isto é, fixamos valores da solucao e de suas derivadas até certa
ordem em um determinado ponto. Quando essas condi¢oes sao impostas sobre
o valor da solu¢do e de suas derivadas na fronteira da regiao (condigoes de
contorno) temos um problema de valor de contorno ou, simplesmente, problema

de contorno. Essas condigoes aparecem de maneira natural na descricao de
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fendmenos fisicos estacionarios, como as condicoes do tipo:

oulr) + §o () = f(x) red?

onde « e 3 sdo constantes dadas, f uma fungao dada em 0f2 e % é a derivada
de u na direcao 0f2. No caso de § = 0, a condicao é conhecida como Condicao

de Dirichlet; no caso de @ = 0, temos uma Condicio de Neumann.

3.2 Resolucao analitica de EDPs

Nessa secao estudaremos algumas técnicas para a obtencao da solugao

analitica de uma EDP.

3.2.1 Meétodo da Separacao de Variaveis

De acordo com Iério (2012), no caso geral de uma EDP, cuja variavel
dependente é u(x,y), o método de separacao de variaveis baseia-se na possi-
bilidade da dependéncia de u, relativamente as variaveis independentes = e y,
poder ser expressa em termos do produto de duas funcoes: X e Y, definidas

por X = X(x) e Y =Y (y), ou seja:

u(r,y) = X (2)Y (y) (3.1)

Exemplo: Consideramos uma EDP de primeira ordem que envolve

duas derivadas parciais:

ou Ou
9 + 3 2(x 4+ y)u (3.2)

Para obtermos a solugao geral do problema (3.2), utilizamos o método
da separacao das variaveis partindo da hipotese de que u(zx,y) pode ser re-

presentada pela Equacao (3.1) a qual substituimos na Equagao (3.2). Temos
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que:

dX _dy
Vo 4 X =2 XY
= TN (z +y)

Dividindo a equacao acima por XY e reorganizando-a, temos:
—— —2r=—=—42y (3.3)
Y

Vemos que, o lado esquerdo da Equacao (3.3) esta em funcao da varia-
vel independente z e o lado direito em fungao da variavel independente y.I6rio
(2012) comenta que a igualdade s6 podera ser vélida se ambos os lados fo-
rem iguais a uma mesma constante independentemente = e y. Com relacao a

Equacao (3.3) consideramos a constante de separagao, k, Segue que:

1 dX
T 9=k 4
X dx v (3.4)
e
1dY
———+2y=k 3.5
Y dy +y (3.5)
Reorganizando:
dX
— —X(k+22)=0 3.6
=~ X(k+20) (36)
e
ay
—+Y(k—-2y)=0 3.7
o T (k — 2y) (3.7)

A solugdo geral da equagao diferencial ordinaria (EDO), dada pela equa-

¢ao (3.6), é obtida pelo método do fator integrante (Boyce e Diprima,2012);
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considerando p(z) =k + 2z e ¢(x) = 0. Assim:

X(z) = = coekr e (3.8)

sendo ¢y a constante de integracao.
O método para se resolver a Equacio (3.7) é analogo ao anterior, apli-

cando o mesmo procedimento chegamos a solugao:
Y(y) = cre¥ (3.9)

sendo c; a constante de integracao.

Substituimos as Equagoes (3.8) e (3.9) na Equagao (3.1), obtemos:

2 +kr+y?—k

U(J],y) = Cp1€ v v
Exemplo: Consideremos a equacao de calor unidimensional, descre-
vendo a variacao da temperatura de um corpo, ao longo da direcao x, em

funcao do tempo t.

o
3t_a8x2

VAN
8

N
—_
WV
o

(3.10)

sendo u(x,t) representando a temperatura de uma certa barra metélica na
posicao x e no instante ¢ e é a condutividade térmica do metal. Se pretendermos
obter uma solugao particular do problema, Iorio (2012) explica que devemos
conhecer uma condicao inicial sobre t e duas condigoes de fronteira sobre x,
chamadas condigoes de contorno (ou de fronteira). Nesse caso, devemos ser
informar apenas duas condi¢oes, uma vez que a EDP envolve uma derivada de
primeira ordem e uma derivada de segunda ordem sobre cada uma das variaveis
independentes, respectivamente.

As condicoes de fronteira correspondem a forma como a temperatura
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se distribui ao longo da barra no instante ¢t = 0:

u(z,0) = f(x) (3.11)

Supomos que a funcao f é conhecida. As condig¢oes fronteira corres-
pondem normalmente & temperatura da barra em cada extremidade, ou seja,
para x = 0 e x = 1. Supondo, que essas temperaturas sao constantes e iguais

a zero, temos:

u(0,t) =0 (3.12)

w(l,t) =0 (3.13)

As condigoes de fronteira acima sao chamadas de homogéneas ou de
Dirichlet. Nesse capitulo, resolveremos a equacao do calor unidimensional por
separacao de variaveis. No proximo capitulo, apresentaremos a solucao da
mesma utilizando outra técnica e condigoes de fronteira nao homogéneas.

Iniciamos entao a aplicacao do método de separacao de variaveis. Tal

como anteriormente feito, vamos procurar representar u(x,t) como:
u(z,t) = X(x)T(t) (3.14)

Substituindo a Equagdo (3.14) na Equagao (3.10), temos:

AT X
x4 _
at e

Com a separagao das varidveis podemos obter:

11dl 1 d°X

aT dt X dr?
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Da mesma forma que no exemplo anterior, essa igualdade so sera valida
para qualquer ¢t e qualquer x se ambos os lados forem iguais a uma mesma

constante. Assim tomamos:

11dT

o g2 1

al dt (3.15)
e

LEX —k? (3.16)

X da?2 '
Dai:

dT

— +ak’T = 1

o +a 0 (3.17)

d*X )

=) +EX=0 (3.18)

A Equagao (3.17) é anéaloga a Equacao (3.6) do exemplo anterior. Uti-

lizando o método do fator integrante, obtemos a seguinte solugao:
T(t) = ce ¥t

sendo ¢ a constante de integracao. Consideramos ¢ = 1, sem perda de genera-
lidade.

A EDO, dada pela Equacao (3.18), é linear homogénea de segunda or-
dem. Sabemos que, a sua solucao geral serd a combinacao linear de duas
solugoes particulares, conforme o principio da superposicao, nas quais deve-
rao ser do tipo €. O parametro r é obtido a partir das raizes da equacao

caracteristica 2 + k?r = 0. Assim:

X(z) = Acos(kx) + Bsen(kx) (3.19)
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sendo A e B constantes reais.

O problema dado pela Equacao (3.18) é chamado de Sturm-Liouville.
Substituindo as condigbes de fronteira das Equagoes (3.12) e (3.13) na Equagao
(3.14), obtemos:

X(1)=0 (3.20)

X(0)=0 (3.21)

Aplicando as Equagoes (3.20) e (3.21) na Equacao (3.19), temos:
Para (i) t = 0= A = 0 e para (ii) x = 1 = Bsen(k) = 0. Como

B # 0, logo sen(k) = 0 e com isso:
k=nm,Yn=0,12,.. (3.22)
Daf as fungoes X e T sao escritas como:
X (x) = Bsen(nnx) (3.23)

T(t) = e~ (mme)’t (3.24)
Substituindo os resultados acima na Equagao (3.14), temos que:

u(z,t) = Bsen(nmz)e "’
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e chamando b, = B, temos:
u(z,t) = bysen(nmx)e @™ (3.25)

paran=1,2,...

Pelo principio da superposicao:

u(z,t) = Z At (2, t)

Com isso, existem infinitas solucoes possiveis. A solucao completa do

problema é dada pelo somatoério de todas as solucoes.
u(z,t) = ane_a(%)%sen(nmv) (3.26)
n=1

Para determinar os coeficientes b, da equacao, e assim definirmos a

solucao particular do problema, devemos aplicar a condicao inicial:
u(z,0) = f(x) = Y basen(nmz) = f(x) (3.27)
n=1

Iorio (2012) nos explica os coeficientes b, serao obtidos a partir da
expansao da f na série seno de Fourier para o intervalo dado na condicao

inicial 0 < x < 1. Assim b, serd obtido da seguinte forma:
f(z) = ansen(nﬂx)
n=0
Definimos X, (x) = sen(nmx)

O produto interno para as funcoes g e h é definido por Callioli, Domin-

gues e Costa (1983):

(9(z), h(z)) = / g(x)h(z)dz (3.28)
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mas:

com isso:

b, = (f(x), Xm(2)) = b, = 2/f(x)sen2(n7m)d$

Substituindo a Equagao acima na Equagao (3.25), obtemos:

1
:ZQsen(mm: —a(nm)? /f x)sen(nmx)dx
0
0

Portanto a solucao do problema estd completamente definida.

3.2.2 Resolugao via Transformada de Laplace

Segundo Spiegel (1965) o método de resolucao de EDP’s via Transfor-
mada de Laplace é feito a partir da transformada aplicada relativamente a uma
das variaveis independentes, desde que ela tenha o dominio o intervalo [0, 400,

com isso as derivadas parciais em ordem dessa variavel, "desaparecem".
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Definigao 3.1 (Transformada de Laplace) Seja F' : R’ — R uma funcao.
A Transformada de Laplace de F(t) é definida por Spiegel (1965):

L{F()} = f(s) = / e P (t)dt (3.29)

com s € R.
Uma fungao F' é uma funcao de ordem exponencial 7, se existem cons-

tantes m > 0 e 7 tais que para todo ¢ > N:
le™F(t)| < M

quando t — oc.
Completanto a definigdo, Spiegel (1965) nos garante a existéncia da

Transformada, através do seguinte teorema:

Teorema 3.2 (Existéncia da Transformada de Laplace) Se F' é uma fun-
cao seccionalmente continua num intervalo finito 0 < t < N e de ordem ex-
ponencial m, para t > M, entdao existe sua Transformada de Laplace f(s),

Vs e R, s >n.

Com a transformada definida, listamos algumas propriedades de acordo
com (Spiegel, 1965, p.4):

(1) Propriedade da linearidade

Se ¢ e ¢z 30 constantes quaisquer, enquanto Fi(t) e Fy(t) sdo fungoes

com transformadas de Laplace fi(s) e fa(s), respectivamente:

LA{ciFi(t) + caFy(t) ) = cl L{F1(t) } + L{F(t)} = c1f1(8) + cafa(s)

(2) Propriedade das Derivadas

Se F' e suas derivadas F™ possuem uma Transformada de Laplace e as
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derivadas F™ de F' sdo continuas até a ordem (n — 1), assim:
L{F"(t)} = s"f(s)—s""LF(0) = s"2F (0) — ... — sF"2(0) — F"~1(0) (3.30)
(3) Transformada Inversa

Definicao 3.2 (Transformada Inversa) Se a transformada de Laplace de
uma fungao F(t) é f(s), isto é, se L7V {F(s)} = f(s) entdo F(t) é cha-
mada de Transformada Inversa de Laplace de f(s), e escreve-se simbolicamente
F(t) = L7 f(s) onde L™ é denominado operador da Transformada Inversa de

Laplace.

(4) Principais Transformadas de Laplace
Abaixo segue Tabela (2) com Transformadas de Laplace das principais

funcoes que serao trabalhadas nesse estudo.

Tabela 2: Tabela das principais Transformadas de Laplace
F@t) L{F({t)} = f(s)

n n!
t sn+1

eat E

Fonte: (Spiegel,1965)

Exemplo: Consideramos a EDP abaixo, que seré resolvida via Trans-

formada de Laplace:

ou Ou
— + — =t 3.31
ot " ox (3:31)
comt > 0,—00 < x < oo e condigoes de fronteira do problema:

uw(z,0) =0 (3.32)

w(0,t) =t (3.33)
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Aplicamos a Transformada de Laplace sobre uma das variaveis inde-
pendentes, assim como explicado anteriormente. Conforme Spiegel (1965), s6
é possivel aplicar a Transformada de Laplace se o dominio da varidvel indepen-
dente estiver definido no intervalo [0, +00[. Com isso excluimos a possibilidade
de aplicarmos a transformada sobre x. Desta forma, aplicamos a transformada
sobre t. A Transformada de Laplace de u(z,t) serd uma func¢ao de x, mas o

seu dominio serd mudado para o dominio de Laplace s:

C{u(w,£)} = /0 et )t = u(x, 5) (3.34)

De acordo com a propriedade da transformada da derivada:

c {a“(a‘? t) } = st(z, s) — u(x,0) (3.35)

Por outro lado, como a transformada nao é aplicada sobre z:

, {aug;, t)} _ aug; ) (3.36)

Aplicando a Transformada de Laplace na EDP da Equagao (3.31) e

usando a propriedade de linearidade, temos:

ﬁ{%}+£{%}:£{t}:0 (3.37)

Logo:

su(z,s) —u(z,0) + aﬂ(;; s) = Slz (3.38)

Utilizando as condic¢oes iniciais do problema que estao nas Equacoes
(3.32) e (3.33), obtemos:
ou 1

SU+ — = —
Oor 2
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Com isso, a derivada parcial e, relacao a t foi eliminada. Obtemos assim,
uma EDP com apenas uma derivada em relagao a x, que pode ser resolvida

por integragao direta:

/S%CZ@ I/dfc—f(S) (3.39)

A constante de integracdo que adicionamos f(s) pode ser funcio da

outra variavel independente, integrando obtemos:

1
——In
s

=z + f(s)

—2—8U

Explicitamos para wu:

u(z,s) = . (s)e™®* (3.40)

g3

Ainda nao podemos inverter a transformada, pois nao conhecemos g(s).

Para isso aplicamos a condi¢ao de fronteira u(0,t) = ¢:

w(0,8) =t = T(0,s) = L(t) = — (3.41)

Aplicando a Equagao (3.41) & Equagao (3.40), temos:

_ 1 1 P | 1 1
u(O,s):—2:>g— (s)e :8—2:>g(s):?—g (3.42)
Logo

_ 1o/1 1\ L, 1 e e
rs)=G-\g 5)¢ 5 2 T

Invertendo a expressao resultante para o dominio ¢°:

u@i%:%—@—@ﬂﬁ—$%+@;@Hﬁ—x)
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Sendo H(t — ), a funcdo unitaria de Heaviside, (Spiegel,1965).

3.2.3 Técnica da Transformada Integral Classica - TTIC

Com o objetivo de criar uma técnica alternativa para se resolver EDPs,
Ozisik e Murray (1974) propuseram em 1974, uma nova abordagem que elimi-
nava totalmente a necessidade de se separar as variaveis a principio, assim que
ocorrem os principios basicos da TTIC.

O trabalho de Ozisik e Murray (1974) ve por objetivo de se generalizar
os formalismos encontrados na Técnica da Transformada Integral Cléssica,
segundo um tratamento que unificasse os diversos problemas que estao ligados
a difusao de calor e massa, distribuidos em sete classes. Ainda na década de
1980, houve a criacao de uma série de extensoes da técnica para a aplicacao em
diversos problemas que antigamente eram resolvidos por métodos puramente
numéricos como diferencas finitas, elementos e volumes finitos, Scofano Neto,
Cotta e Ribeiro (1989). Segundo Cotta (1993) resolvendo-se as EDPs pelo
método da transformada integral, existem vantagens, tais como reducao do
tempo de processamento e a aceleracao na taxa de convergéncia numeérica,
apareciam e com isso aceleravam a resolucao dos problemas.

A Técnica da Transformada Integral Classica é especial e atrativa para
problemas de conducao de calor transiente e estacionaria na medida, como o
que seré trabalhado nesse estudo, em que se trata todas as varidveis da mesma
maneira e nao tem dificuldades de inversao, como no caso da transformada
de Laplace, pois tanto a transformada integral como a férmula de inversao,
sao definidas no inicio do problema. Para um dado problema, contudo, o tipo
de transformada integral e a correspondente formula de inversao dependem,
segundo Ozisik e Murray (1974), da escala da variavel (finito, semi-infinito ou
infinito); e o tipo de condi¢ao de contorno.

A transformada integral e a féormula de inversao sao baseadas no pro-

cesso (ou técnica) de reescrever em duas partes a expansdo classica de uma fun-
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cao.Convenientemente utilizaremos os problemas de valor de contorno homogé-
neos e nao-homogéneos de conducao de calor. A técnica sera exemplificada no

préximo capitulo com o desenvolvimento da equacao do calor Unidimensional.



4 Resolucao da Equacao Diferen-
cial Parcial do Calor Unidimen-

sional e Bidimensional

O objetivo desse capitulo é resolver a Equacao Unidimensional do calor
(2.9) modelada no capitulo 1, utilizando a Técnica da Transformada Integral
Classica e a Equacdo Bidimensional do Calor (2.10) por meio da Técnica da

Separagao de Variaveis.

4.1 Equacao Unidimensional do Calor

A Equacao tem como objetivo encontrar a temperatura F' de uma barra
Unidimensional de um material condutor térmico. Para isso, definimos a equa-

¢ao que reproduz o problema e as suas condic¢oes iniciais da seguinte forma:

oF O*F

— =a— 4.1

ot « 0x? (4.1)
para 0 < x < L, et > 0, com as seguintes condigoes de fronteira:

F(0,2) = f(z) 0<z<L, (4.2)

F(t,00=T t>0 (4.3)

45
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F(t,L)=T t>0 (4.4)

sendo f(z) e T constantes que indicam, respectivamente, as temperaturas nas
extremidades da barra, antes e depois do inicio do processo de propagacao de

calor.

4.1.1 Resolucao via TTIC

Inicialmente as condi¢oes de contorno dadas pelas Equagoes (4.2) e (4.3)
nao sao homogéneas, com o objetivo de homogeneiza-las aplicamos o seguinte

filtro:
Filtro Matematico : F'(t,z) = Fy(t,z) + M(z) (4.5)

A fungdo M definida por M = M(x), pode ser obtida do seguinte
problema de valor inicial (PVI):

M

4.6
92 (4.6)
com as seguintes condicoes iniciais:
M©O)=T (4.7)
F(L,) =T (4.8)

Resolvendo a Equagao (4.6) temos:
M(z) = c1x + ¢
Utilizando as condi¢oes iniciais, Equagoes (4.7) e (4.8) obtemos:

M©O)=T = ¢,
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e a segunda condicao:

M(L,) =L, +T=T = cp =0
com isso:
M(z)=T (4.9)

Substituindo a Equagao (4.5) no problema original, Equacao (4.1) e conside-
rando a Equacdo (4.6):

WH+NUZQ(W@MHW)

ot 0x?
obtemos:
oF, 0*F
8_th —« ( ax2h> (4.10)

com as condicoes:

Fy(t,0) =0 (4.11)
Fu(t,Ly) =0 (4.12)
Fp(0,2) = f(z) =T (4.13)

Problema Awuxiliar

Seguindo a Técnica da Transformada Integral Classica, o problema au-

xiliar ou (problema de autovalor) apropriado é:

>, (z)

dx?

+ A2, (z) =0 (4.14)

,(0) = 0 (4.15)
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W,(Ly) =0 (4.16)

sendo ¥, as autofuncoes associadas aos autovalores \,, sendon =0,1,....
A solucdo desse problema é dada pela tabela apresentada por Ozisik e

Murray (1974), a saber:

U, () = sen(A\x)

Considerando as condigoes de contorno, Equacao (4.16), temos:

U, (L) = 0= sen(\,L,) =0

comn =0,1,2, ..., logo:
nm
Ap = — 4.17
" (4.17)

Prosseguindo, devemos normalizar autofuncao, para isso utilizamos a

propriedade da ortogonalizacao de ¥,,:

Ly N,, m=n
0 0, m#n

Segundo a tabela de Ozisik e Murray (1974):

Ly Ly
2
N, = /W dx = /senQ(/\nx)dx = —
0 0 ‘

A autofuncao normalizada (ou nucleo) é dada por:

7, (z) = Vn(2) = U, (z) = \/Lzzsen()\nx)
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Par Transformada-Inversa

Agora, temos o par transformada-inversa:

Ly
Fo(t) = /@n(x)Fh(t,x)dx : Transformada (4.18)
0
Fy(t,x) = Z@n(x)Fn(t) : Féormula de Inversao (4.19)
n=0

Observamos que:

th = . —/

- 1/ F 4.2

ot = 2 Tn@ Pt (4.20)
(§

aQF > 1 Enl

= >0 la) Pl (4.21)

Aplicando o operador integral fOLz @, (z)dz, na Equacio (4.10) e subs-
tituindo as Equagoes (4.20) e (4.21), temos:

3
]
o
o
3
I

3
i
=)
=)
3
Il
=)
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sendo 9,,, o delta de Kronecker, isto é:

0, m#n

, m=mn

A Equacao refere-se a um sistema infinito de Equacoes Diferenciais

Ordinarias lineares homogéneas. Na forma matricial, temos:

Fy(t) Xa 0 0 0 .\ [Fo
F(t) 0 —Na 0 0 .| |F@®

R e o
F(t) 0 0 . —Xa .| |F.0)

Assim, o sistema acima reduz-se ao problema de valor inicial (PVI):

/

F, (t) = —a)2F,(t) (4.24)

para n = 0,1,2, ..., cuja condicao inicial é dada pela Transformada, Equacao

(4.18), no ponto t = 0:

Fol0) = [ Tala) (@) - T)da (4.25)
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A solucao do PVI (4.24) e (4.25) é
Fo(t) = F,(0)e (4.26)

Pela formula de inversao, Equagao (4.19), obtemos:

— /2 —= 2
Fy(t,x) = Z L—sen(/\nx)Fn(O)e_a’\"t

n=0 z

Utilizando a Equagao (4.5), obtemos a solugao do problema inicial:

00 5 ~
F(t,z) Z L—sen M) Fp(0)e M8 4 T (4.27)
n=0 z

A condicao inicial do sistema acima é:

F,o(0) = f@m(:c)Fh(O,x)dx = 7zsen()\n:v)(f(x) -7 =
F,o(0) = 7\/szsen(/\nx)f(a:) — 7\/szsen()\nx)fdx =
ou seja, como:
F,(0) = \/27sen(/\nx)(f(x) — Tdx (4.28)

Logo a solugao via TTIC, do problema dado pelas Equagoes (4.1-4.4)

i \/LZ ) (Fa(0)e ")

n=0
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e substituindo a Equagao (4.27), temos:

Ly

n=0

F(t,z) = 2 Z sen(Apx)e oMt / sen(Mz)(f(z) — T)dx (4.29)

A solucao provinda do trabalho de Zill e Cullen (2001) do problema
dado pelas Equagoes (4.1-4.3) & a mesma solugao obtida via TTIC Equagao
(4.29).

4.2 Equacao Bidimensional do Calor

O problema tem como objetivo encontrar a temperatura de uma placa
bidimensional de um material condutor térmico. Para isso, definimos a equacao
que reproduz o problema e as suas condicdes iniciais da seguinte forma:

Dada a Equacao:

ou *u 0%*u

=al —=+Z= 4.30

ot (8x2 0y? (4:30)
sendo v = u(t,z,y), t > 0,0 <z < L,, 0 <y < L,. A placa estara
submetidas as Condi¢oes de Dirichlet, cujas as condigoes de fronteira da EDP

serao homogéneas e representadas da seguinte forma:

uw(0,2,y) = f(x,y) 0<z<L, 0<y<L, (4.31)
u(t,0,y) =0 0<y<L, t>0 (4.32)
u(t, Ly,y) =0 0<y<L, t>0 (4.33)
u(t,z,0) =0 0<z<L, t>0 (4.34)
u(t,z,L,) =0 0<z<L, t>0 (4.35)

sendo f(x) e 0 constantes que indicam, respectivamente, as temperaturas antes
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e depois do inicio da propagacao de calor.

4.2.1 Resolucao via Separacao de Variaveis

Para a resolucao do problema de conducgao de calor bidimensional, sera
utilizado o método da separacao de variaveis. Para se encontrar uma solucao
para o problema, fazemos a separacao em forma de um produto de trés fungoes

de uma variavel, da seguinte forma:

uw(z,y,t) = F(x)G(y)H(t) (4.36)

sendo F',GG e H potenciais nas respectivas variaveis z,y e z.

Com isso temos que:

uy = F(x)G(y) Hy(t)

Uze = Fra(2)G(y)H (1)
Uy = F(2)Gy, (y)H(1)

Efetuamos a substituicao de cada equagao acima na Equagao (4.30):

F(z)G(y)Hi(t) = alFaa(2)G(y) H(E) + F(2)Gyy (y) H (¢)] (4.37)

Dividimos os lados por aF'(z)G(y)H (t):

lHt(t) _ Fiu(z) i Gyy(y)
a H(t) F(x) G(y)

O lado esquerdo da equacao acima é uma funcao que depende apenas

de t e o lado direito uma funcao que depende das variaveis z, y, com isso segue
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" 2n,

que ambos os lados da equacao sao constantes, representados por "—o
L He(t) _
@ Ht(t) = —o’
Foo(®) _ _ Gyy) _ 2
P — G C
Pelas equagoes acima, temos:
Foo() Gyy(y) 2 2
F(x) G(y)
onde consideramos a igualdade acima constante e igual a —p?, e:
H;+o’aH =0 (4.39)
fazemos:
7 = o*a (4.40)
Com isso, temos as seguintes equagoes para resolver:
§
Ht + ’YQH =0
Foa(z) _
Fl@) —p?
a
[~ o=
Reorganizando:
Hy+~v*H =0 (4.41)
Fow+ p*F(2) =0 (4.42)

Gyy + 3G(y) =0 (4.43)
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sendo:
B =0 —p? (4.44)

Pelas Equagoes (4.42) a (4.43) e as condigoes da (4.32) a (4.35), temos

os seguintes problemas de valor inicial:

(4.45)
F0)=F(L,) =0
E:
ny(?/) - ﬁQG(y) =0 (4.46)

G(0) = G(L,) = 0

Para os sistemas (4.45) e (4.46) as autofungbes e autovalores sao res-

pectivamente Ozisik e Murray (1974):

F,(x) = sen(p,x)
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logo:
T = B+ 0,
Pela Equagao (4.40), temos:
Y =V a0k,
A solugao geral do problema da Equagao (4.41):
H,,(t) = coe "t (4.47)

sem perda de generalidade, consideramos ¢y = 1.

Pelo principio da superposicao, temos que:

u(x,y,t) = Z Amnumn(mayvt) =0

m,n=1

Como u = F(z)G(y)H(t), entdo um,(z,y,t) = Fpn(x)G,(y)H(t). Por
fim, devemos encontrar o valor dos coeficientes A,,,, acima, para isso utilizamos

a condicao inicial (4.31), logo:

f(a:,y) :u<0ax7y) = Z Amnumn(wvyao) =
Fay) = Y ApaFul(@)Ga(y)H(0) =

flz,y) = Z Apin B ()G (y)

n,m=1
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Seja o produto interno:

Lz Ly

(ur(z,y,t), us(z,y,t)) ://U1U2dydl' (4.48)
0 0
Como u(z,y,0) = f(x,y), e pelo principio da superposicao:

u(z,y,0) = Z Amntmn(z,y,0) = f(z) = Z Amnsen(ppz)sen(Buny)

m,n=1 m,n=1

Em (4.49) considerando t = 0, u; = f e u, = F;Gy, temos:

<f7 Fst> = <i AmnFnGma Fst> (449)

n=0

= Y Ay (FuGr, FGy) (4.50)

n=0

Sabemos por Callioli, Domingues e Costa (1983) que:

0, n#kem#s
<FnGmaFst> =

1, n=kem=s

Pela proposigao acima e por (4.50):

0 0
L,
mn Ty
ou seja:
L.L 4
L.L,

Dessa forma os coeficientes A,,, podem ser determinados através da
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expressao:

4 Lx Ly
A =1 [ [ H@ @G s
0 O

Com isso a solucao pelo método da separagao de variaveis da EDP

bidimensional do calor, submetida as condigoes de Dirichlet é, portanto,

ult, @, y) = i Amne*“*((ﬁ)?*(%f)tsen (”5”) sen (mLy”) (4.51)

n,m=1 z Y

Dessa forma podemos obter a funcao desejada e a solucao do problema
inicial via Separagdo de Varidveis. A solugdo encontrada pode ser validada
através da literatura. Biezuner (2010) nos mostra a mesma solugio encon-

trada..



5 Analise dos Resultados

Neste capitulo serao analisados a solucao, via TTIC, da equacao do
calor unidimensional, Equagao (4.29), e a solucao, via separagao de variaveis,
da equagao do calor bidimensional, Equagao (4.51). Para cada caso, sera
determinada a ordem de truncamento, N, com erro relativo global previamente
definido, bem como a anélise qualitativa (ou coeréncia dos resultados provindos
da solugdo exata relativamente ao modelo fisico) por intermédio de graficos

gerados pelos softwares mateméticos gratuitos SciDaVis ! e Winplot2.

5.1 Equacao do Calor Unidimensional — Solucao

via TTIC

Para esta anéalise, estabelecem-se os seguintes parametros iniciais: L, =
0.06m, o = 1.14.10~*m?/s (cobre), f(z) = 100°C, (T) = 0°C e 0s < t < 16s.

Iniciamos com a andlise da ordem de truncamento, NN, para isso efe-
tuamos substituicoes nos parametros t, x da solucao obtida de acordo com a
sequéncia apresentada. A Tabela (3) apresenta resultados para o perfil de
temperatura, relacionados a equacao do calor unidimensional em funcao da
coordenada ¢, enquanto x serd fixa e com valor de x = 0.006m. Dessa forma,
podemos estudar o comportamento da temperatura nos pontos (t,0.006) com
0 <t < 16s. Os valores da ordem de truncamento, N, na expansao do perfil de

temperatura foram considerados sendo 1, 2 e 3. Os resultados gerados a par-

1SciDaVis - www.scidavis.sourceforge.net
Winplot - www.mat.ufmg.br

29
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tir da formulacao TTIC reproduzem as solucoes completamente convergidas e
estabelecidas, que nesta modelagem exigiu-se um erro relativo global de 1073,
Observamos na tabela que o comportamento da convergéncia da temperatura

fica estabelecido para N > 3.

Tabela 3: Tabela de Convergéncia Unidimensional - Variacao de ¢
F(°C)
N
t 1 2 3 4

2.4 18.624 18.584 18.624 18.624
3.2 14477 14473 14477 14477
4.0 11.271 11.271 11.271 11.271
4.8 8778 8778 8778 8.778
5.6 6836 6836 6.836 6.836
6.4 5324 5324 5324 5324
7.2 4146 4.146 4.146  4.146
8.0 3229 3.229 3.229 3.229
88 2514 2514 2514 2514
9.6 1958 1.958 1.958 1.958
10.4 1525 1525 1.525  1.525
11.2 1.188 1.188 1.188  1.188
12.0 0925 0925 0925 0.925
12.8 0.720 0.720 0.720  0.720
13.6 0561 0561 0.561  0.561
14.4 0437 0437 0437 0437
15.2 0340 0.340 0.340 0.340
16.0 0.265 0.265 0.265 0.265

Fonte: Elaborado pelo autor

Segue a andlise da convergéncia com a Tabela (4) que apresenta re-
sultados para o perfil de temperatura, relacionados a equacao do calor unidi-
mensional em funcao da coordenada z, enquanto t sera fixa e com valor de
t = 1.6s, dessa forma pode-se estudar o comportamento da temperatura nos
pontos (1.6,z) com 0 < x < 0.06m. Do mesmo modo que a tabela anterior,
essa apresentard as temperaturas nesses diferentes pontos e truncamentos do
N. Os valores da ordem de truncamento, /N, na expansao do perfil de tem-
peratura foram considerados sendo 1, 2 e 3. Os resultados gerados a partir

da formulacao TTIC reproduzem as solugoes completamente convergidas e es-
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tabelecidas, que nesta modelagem exigiu-se um erro relativo global de 1073,
Observamos na tabela que o comportamento da convergéncia da temperatura

fica estabelecido para N > 3.

Tabela 4: Tabela de Convergéncia Unidimensional - Variacao de z
F(°C)
N
X 1 2 3 4

0.006 23.863 23.863 24.244 24.244
0.009 35.068 35.058 35.523 35.523
0.012 45390 45.390 45.838 45.838
0.015 54.604 54.604 54.937 54.937
0.018 62473 62473 62.619 62.619
0.021 68.805 68.805 68.731 68.731
0.024 73.442 73442 73.165 73.165
0.027 76.271 76.271 75.851 75.851
0.030 77221 77221 76.750 76.750
0.033 76.271 76.271 75.851 75.851
0.036 73.442 73.442 73.165 73.165
0.039 68.805 68.805 68.731 68.731
0.042 62473 62473 62.619 62.619
0.045 54.604 54.604 54.937 54.937
0.048 45.390 45.390 45.838 45.838
0.051 35.068 35.058 35.523 35.523
0.054 23.863 23.863 24.244 24.244
0.057 12.080 12.080 12.294 12.294
0.060 0.000 0.000 0.000 0.000

Fonte: Elaborado pelo autor

Através da anélise da tabela (4), verificamos que a convergéncia do
modelo unidimensional ocorre no N > 3, para uma aproximacao de trés casas
decimais.

Nas Figuras (2) e (3) sdo apresentados os resultados para o perfil de
temperatura em funcao dos eixos “Ot” e “Ox”, referentes a equacao do calor

unidimensional.
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Figura 2: Perfil de Temperatura Unidimensional - Variagao de ¢
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 3: Perfil de Temperatura Unidimensional - Variagao z
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Fonte: Elaborado pelo autor

No primeiro caso, com variacao de t o grafico nos mostra a variagao
da temperatura nos pontos (¢,0.005), (£,0.021) e (¢,0.015) com 0 < t < 16s,
onde se tem como valor inicial f(z) em ¢t = 0 e conforme o tempo aumenta a
temperatura segue decrescendo, até atingir o valor minimo de 7. Essa evolugio
é totalmente coerente com a teoria fisica apresentada, o material condutor cede
calor, e como resposta temos a diminui¢ao da temperatura.

No segundo caso, com variacao de x o grafico nos mostra a variacao da

temperatura nos pontos (0.48,x); (0.8,z) e (1.6,2) com 0 < z < 0.06m, tem
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como valor inicial T para z = 0, ponto que faz parte do inicio de resfriamento,
e conforme aumenta-se a coordenada observamos a temperatura aumentar, ja
que estamos nos aproximando de zonas onde o resfriamento ainda nao atingiu a
sua totalidade. Essa evolucao ¢ totalmente coerente com as condicoes impostas
inicialmente pelo modelo apresentado.

Abaixo na Figura (4) segue o grafico tridimensional do modelo unidi-

mensional:

Figura 4: Perfil de Temperatura Unidimensional

Fonte: Elaborado pelo autor

5.2 Equacao do Calor Bidimensional — Solucao
via Separacao Variaveis

Para esta analise, estabelecemos os seguintes parametros iniciais: L, =
0.06m, L, = 0.1m o = 1.14.10~*m? /s (cobre), f(z,y) = 100°C e 0s < t < 16s.
Assim como o modelo unidimensional, iniciamos com a analise da or-
dem de truncamento, NN, para isso efetuamos substituicoes nos parametros
t,x,y da solucdo obtida de acordo com a sequéncia apresentada. A Tabela (5)

apresenta resultados para o perfil de temperatura, relacionados a equacao do
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calor bidimensional em funcao da coordenada t, enquanto x, y serao fixas e com
valor de = = 0.006m e y = 0.01m, dessa forma podemos estudar o comporta-
mento da temperatura nos pontos (t,0.006,0.01) com 0 <t < 16s. Os valores
da ordem de truncamento, N, na expansao do perfil de temperatura foram
considerados sendo 1, 2 e 3. Os resultados gerados a partir da formulacao da
Separacao de Variaveis reproduzem as solucdes completamente convergidas e
estabelecidas, que nesta modelagem exigimos um erro relativo global de 1073,
Observamos na tabela que o comportamento da convergéncia da temperatura

fica estabelecido para N > 5.

Tabela 5: Tabela de Convergéncia Bidimensional - Variagdo de ¢
u(°C)
N
t 1 2 3 4 5 6

1.6 7.842 7.842 9.614 9.614 9.683 9.683
2.4 5582 5.582 6.156 6.156 6.162 6.162
3.2 3973 3973 4168 4168 4.169 4.169
4.0 2827 2.827 2.895 2.895 2.895 2.895
4.8 2.012 2012 2.036 2.036 2.036 2.036
5.6 1.432 1432 1.440 1.440 1.440 1.440
6.4 1019 1.019 1.022 1.022 1.022 1.022
7.2 0.726 0.726 0.727 0.727 0.727 0.727
8.0 0.516 0.516 0.517 0.517 0.517 0.517
8.8 0.368 0.368 0.368 0.368 0.368 0.368
9.6 0.262 0.262 0.262 0.262 0.262 0.262
10.4 0.186 0.186 0.186 0.186 0.186 0.186
11.2 0.133 0.133 0.133 0.133 0.133 0.133
12.0 0.094 0.094 0.094 0.094 0.094 0.094
12.8 0.067 0.067 0.067 0.067 0.067 0.067
13.6 0.048 0.048 0.048 0.048 0.048 0.048
14.4 0.034 0.034 0.034 0.034 0.034 0.034
15.2 0.024 0.024 0.024 0.024 0.024 0.024
16.0 0.017 0.017 0.017 0.017 0.017 0.017

Fonte: Elaborado pelo autor

Prosseguimos a andlise da ordem de truncamento com a Tabela (6)
que apresenta resultados para o perfil de temperatura, relacionados & equacao

do calor bidimensional em funcao da coordenada x, enquanto ¢,y serao fixas
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e com valores iguais a ¢ = 1.6s e y = 0.08, dessa forma pode-se estudar o
comportamento da temperatura nos pontos (1.6, z,0.08) com 0 < z < 0.06m.
Do mesmo modo que a tabela anterior, essa apresentara as temperaturas nesses
diferentes pontos e truncamentos do N. Os valores da ordem de truncamento,
N, na expansao do perfil de temperatura foram considerados sendo 1, 2 e
3. Os resultados gerados a partir da formulacao da Separacao de Variaveis
reproduzem as solucoes completamente convergidas e estabelecidas, que nesta
modelagem exigiu-se um erro relativo global de 1072, Observamos na tabela

que o comportamento da convergéncia da temperatura fica estabelecido para

N > 3.

Tabela 6: Tabela de Convergéncia Bidimensional - Variacao de z
u(°C)
N
X 1 2 3 4

0.006 14.916 14.916 17.091 17.091
0.009 21914 21914 25.042 25.042
0.012 28373 28.373 32314 32.314
0.015 34.133 34.133 38.728 38.728
0.018 39.052 39.052 44.144 44.144
0.021 43.009 43.009 48.453 48.453
0.024 45908 45.908 51.578 51.578
0.027 47.676 47.676 ©53.472 53.472
0.030 48271 48.271 54.106 54.106
0.033 47.676 47.676 ©53.472 53.472
0.036 45908 45.908 51.578 51.578
0.039 43.009 43.009 48.453 48.453
0.042 39.052 39.052 44.144 44.144
0.045 34.133 34.133 32.728 38.728
0.048 28.373 28373 32314 32.314
0.051 21.914 21.914 25.042 25.042
0.054 14916 14.916 17.091 17.091
0.057 7.551 7.551  8.667  8.667

0.060 0.000 0.000 0.000  0.000

Fonte: Elaborado pelo autor

Como as tabelas de convergéncia apresentaram diferentes valores de

truncamento, foi utilizado o maior deles, para garantir maior precisao, com
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isso pode se verificar que a convergéncia do modelo bidimensional ocorre no
N > 5, para uma aproximacao de trés casas decimais.

Da Figura (5) até a Figura (7) sdo apresentados os resultados para o
perfil de temperatura em funcao dos eixos “Ot” e “Ox”, referentes a equacao

do calor bidimensional.

Figura 5: Perfil de Temperatura Bidimensional - Variagao de ¢
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 6: Perfil de Temperatura Bidimensional- Variagao de z
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Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 7: Perfil de Temperatura Bidimensional- Variacao de y
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Fonte: Elaborado pelo autor

No primeiro caso, a varia¢ao serd para t, o Grafico (5) nos mostra a
variacio que a temperatura sofre nos pontos (¢,0.006,0.01), (¢,0.006,0.04) e
(¢,0.006,0.08) com 0 < t < 16s, onde se tem como valor inicial f(x,y) em ¢ =0
e conforme o tempo passa a temperatura entra em estigio de decrescimento,
até atingir o valor minimo de 0°C. E uma evolucio completamente coerente
com o que se poderia prever através da teoria apresentada, o material condutor
cede calor, e como resposta temos a diminuicao da temperatura.

No segundo caso, com variagao de x o grafico nos evidencia a variacao
da temperatura nos pontos (1.6, z,0.01), (1.6,x,0.02) e (1.6, 2,0.03) com 0 <
xr < 0.06m, que tem como valor inicial f(z,y) para x = 0, ponto que faz parte
do inicio de resfriamento, por isso estard com uma temperatura reduzida, e
conforme aumentamos a coordenada observamos a temperatura aumentar, a
justificativa é que como estamos nos aproximando de zonas onde o resfriamento
ainda nao atingiu a sua totalidade, a temperatura se assemelha a temperatura
inicial. Essa evolucao é coerente com as condicoes impostas inicialmente.

No terceiro caso, fazemos a variacao da coordenada y, da mesma forma

que o z, estudamos a variagdo da temperatura nos pontos (1.6,0.012,vy) ,



5.2. EQUACAO DO CALOR BIDIMENSIONAL - SOLUGCAO
VIA SEPARACAO VARIAVEIS 68

(3.2,0.012,y) e (4.8,0.012,y) com 0 < y < 0.1m, e assim como no caso anterior
podemos observar que a temperatura cresce no sentido das coordenadas, isso
ocorre porque sao zonas onde o resfriamento nao atingiu a placa por completo,
porém as extremidades estao com temperaturas reduzidas préximas a zero,
como poderia ser previsto no resfriamento da placa.

Segue abaixo na figura (8) o gréfico tridimensional do modelo apresen-

tado:

Figura 8: Perfil de Temperatura Bidimensional

Fonte: Elaborado pelo autor

Os graficos dos modelos uni e bidimensional, apresentados nas Figuras
(4) e (8) apresentam certa similaridade, isso se deve as condigdes impostas no
processo de ambos, tanto o modelo uni quanto o bidimensional estao a uma
temperatura inicial de 100°C' e sao resfriados até atingir 0°C'. Porém, sabemos
que sao modelos distintos, mas devido as restrigoes do software, nao é possivel
inserir além do tempo as duas dimensoes consideradas, portanto o grafico do
modelo bidimensional apresenta o eixo t e x assim como o unidimensional, mas
essas curvas de temperatura estao presentes em toda dimensao y considerada,
diferentemente do modelo unidimensional que possui apenas a apresentada na

Figura (4).



Conclusao

Este trabalho teve como objetivo principal analisar a equacao diferencial
parcial do calor unidimensional e bidimensional, para determinar seu perfil
através da resolugao por meio da (TTIC) Técnica da Transformada Integral
Classica e Separacao de Variaveis, assim, com os resultados obtidos, pode-se
verificar as temperaturas de acordo com o tempo em um condutor.

A aplicacao da técnica da transformada integral para a obtencao do
campo de temperatura unidimensional e da separacao de variaveis para o mo-
delo bidimensional se mostraram ferramentas eficazes, pois, a partir dos resul-
tados obtidos no capitulo 4, viu-se que o perfil de temperatura foi desenvolvido
com grande éxito, em todas as condi¢oes de contorno impostas, isso pode ser
comprovado apés a analise dos graficos e tabelas obtidos computacionalmente.

Como sugestao para futuros trabalhos, para dar continuidade a mesma
linha de pesquisa, seria o desenvolvimento de um modelo bidimensional, para
se observar como a temperatura se comporta e se haveria semelhanca com os
resultados obtidos a partir da construcao de um experimento, que consiste
no aquecimento das bordas em uma placa condutora, dessa forma pode-se
comparar a solucao analitica com resultados experimentais, isso seria um ponto
importante a ser estudado.

A expectativa desse estudo é que os resultados obtidos sirvam de suporte
para a elaboracao de trabalhos futuros, e assim mais estudos sejam feitos em
relacao ao tema e que se utilize a técnica de resolugao de equagoes diferenciais

parciais que envolvam problemas fisicos.
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