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Resumo

O objetivo principal desse trabalho ¢é verificar que podemos atribuir ao lancamento
obliquo uma abordagem matematica. Para chegarmos a esta conclusao, abordamos
assuntos importantes da Matematica e da Fisica, como func¢oes afim e quadrética, e
movimentos uniforme e uniformemente variado. Tais conceitos foram apresentados
para facilitar o entendimento e implementar uma equacao que permita determinar o
instante de subida, a altura maxima e o alcance horizontal, conhecendo um angulo de

tiro, a velocidade inicial e a aceleracao da gravidade.

Palavras-chave
Lancamento Obliquo, Matematica, Fungao Quadratica, Movimento Uniformemente

Variado.
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Abstract

The main goal of this work is to verify that we can assign the oblique launch a
mathematical approach. To reach this conclusion, we address important issues of
mathematics and physics, as linear functions and quadratic functions , and uniform and
uniformly varied movements. These concepts were presented to facilitate understanding
and implement an equation that allows to determine the moment of rise, the maximum
height and horizontal reach, knowing an shot’s angle, the initial velocity and gravity’s

acceleration.

Keywords
Oblique launch, Math, Quadratic function, Uniformly Varied Movement.

iii



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8

2.1
2.2

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

3.7
3.8

3.9
3.10

4.1

Definicao de Funcao por Diagramas . . . . . . . .. ... ... .....
Representagao de Fungao por Meio de Diagramas . . . . . ... .. ..
Diagramas que Nao Representam Fungoes. . . . . . .. ... ... ..
Conjuntos Dominio, Contradominio e Imagem . . . . ... .. ... ..
Nao Representa uma Funcao . . . . . . . ... ... ... .. ... ..
Grafico da Funcao Afim . . . . . . ... o oo
Pardbola . . . . . . . .

Graficos da Fungao y =az® . . . . . . . ... Lo

Reta Tangente no Pontoa . . . . . . .. .. ... ... ... ...

Equacao Horaria do Espaco em Funcao do Tempo . . . . . . .. .. ..

Trajetoria de um Movel em Movimento Uniforme . . . . . . .. .. ..
Grafico do Espaco em Funcgao do Tempo no Movimento Uniforme

Graficos da Velocidade em Fungao do Tempo no Movimento Uniforme
Area = Velocidade x Tempo . . . . . . . . .. .
Variacao da Velocidade em Funcao do Tempo . . . . . . .. .. .. ..
Graficos da Velocidade em Funcao do Tempo no Movimento Uniforme-
mente Variado . . . .. . ..o
Grafico que Representa a Variacdo do Espaco As . . . . . . ... ...
Gréficos do Espaco em Funcao do Tempo no Movimento Uniformemente
Variado . . . . . . . . . e
Reta Tangente & Curva num Instante ¢ . . . . . .. ... .. ... ...
Gréficos da Aceleracao em Fungdo do Tempo no Movimento Uniforme-

mente Variado . . . . . ..

Langamento Obliquo . . . . . . . . . .. .. . oo

v

o Oy Ot =

10
14
15

19
22



4.2 Trajetoria do Ponto P Analisando os Pontos P, e P, .
4.3 Velocidade em um Ponto Qualquer da Trajetoria . . . .

4.4 Tempo de Subida, Altura Maxima e Alcance Horizontal



Sumario

Introducao

1

6

O Estudo da Funcao Afim e da Fungao Quadratica

1.1 Estudodas Funcoes . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
1.2 Funcao Afim . . . . . . . . ...
1.3 Funcao Quadratica . . . . . . .. ...

Velocidade e Aceleracao por Meio de Derivadas

2.1 Reta Tangente e Declive Angular . . . . .. .. ... ... .....

2.2 Interpretagao Geométrica e Cinematica da Derivada . . . . . . . . .

Movimento Uniforme e Movimento Uniformemente Variado

3.1 Movimento Uniforme . . . . . . . . . . . .

3.2 Movimento Uniformemente Variado . . . . . . . . . . ... ... ..

Lancamento Obliquo

4.1 Tempo de Subida. Altura Méxima. Alcance Horizontal. . . . . . . .
4.2 Equagao da Trajetoria - Uma Abordagem Matemética . . . . . ..

Problemas Sobre Lancamento Obliquo

Consideragoes finais

Referéncias Bibliograficas

vi

18
18
20

28
28
33

43
46
47

50

62

64



Introducao

E comum em sala de aula se deparar com assuntos de dificil compreensao por parte
dos alunos do Ensino Médio, principalmente por parte daqueles que iniciam seus estu-
dos nesta nova etapa. Assuntos como funcoes, em Matematica, e movimento unifor-
memente variado, em Fisica, parecem tirar o sono da maioria dos alunos.

Como professores, ficamos frustrados em determinadas situacdes e comecamos a
procurar culpados para tamanha dificuldade apresentada. Portanto, tal trabalho tem
como meta, além dos objetivos abaixo apresentados, auxiliar o aluno, na sua capaci-
dade critica, que é possivel desenvolver o conhecimento cientifico por meio de outras
estratégias.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) do Ensino Médio, uma das
competéncias a serem perseguidas durante a educacao béasica e complementar do Ensino
Fundamental é a contextualizacao das ciéncias no ambito sécio cultural, na forma de
analise critica das ideias e dos recursos da area e das questoes do mundo que podem
ser respondidas ou transformadas por meio do pensar e do conhecimento cientifico.

Por isso, os principais objetivos deste trabalho sao:
1. Despertar o interesse e a curiosidade do aluno pela Matematica;

2. Mostrar a interdisciplinariedade que a Matematica tem com outras areas, neste

caso a Fisica;

3. Ampliar o conhecimento adquirido em ambas disciplinas, mostrando que podemos

resolver um exercicio de Fisica por meio de um conceito matemaético.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:
No Capitulo 1 apresentamos uma introducao ao estudo das funcoes, abordando a
sua definicao e a defini¢ao de grafico, dando logo ap6s uma maior énfase no estudo das

funcoes afim e quadratica.



No Capitulo 2 sera abordada a definicao de derivadas tanto pela interpretagao geo-
métrica quanto pela interpretacao cinematica, apesar de tal contetido nao ser abordado
no ensino Médio. Além de alguns conceitos fisicos importantes para o desenvolvimento
do trabalho.

No Capitulo 3 abordamos conceitos da Fisica, como os movimentos uniforme e
uniformemente variado.

No Capitulo 4 apresentamos a definicao de Lancamento Obliquo - abordando os
assuntos tratados no Capitulo 3, além de darmos um enforque matematico a este
assunto.

E, por fim, no Capitulo 5, mostramos alguns exemplos sobre lancamento obliquo e
suas respectivas resolucoes usando tanto a abordagem da Fisica quanto a abordagem
da Matemética.

Vale, também salientar, que o livro [10] teve um importante papel no desenvolvi-
mento desta dissertacao.

Espero que tal trabalho supere as expectativas alcancando, assim, os seus objetivos.



Capitulo 1

O Estudo da Funcao Afim e da Funcao

Quadratica

Neste capitulo, vamos rever os principais topicos sobre func¢oes, como definicao,
dominio, imagem e grafico. Também vamos rever as propriedades referentes as fungoes

afim e quadratica.

1.1 Estudo das Funcoes

Nesta secao, definimos funcao por meio da relacao entre os elementos de dois con-
juntos quaisquer, além da noc¢ao de dominio e imagem de uma fungdo. A definicao de
produto cartesiano e de grafico de uma fungao também é exposta nesta se¢ao.

Considere dois conjuntos nao vazios A e B. Podemos definir uma funcao f de A

em B, como:

Definigao 1.1.1. /3] Dados dois conjuntos nao vazios A e B, uma relagao f de A em

B € uma funcao se para todo x € A, existe um unico y € B.

Alguns pontos devemos levar em consideragdo em relagao a Definicao 1.1.1. Pri-
meiro, que usamos f : A — B para denotar que f ¢ uma funcao de A em B. E a
visualizacao de uma funcao f : A — B por meio de uma representacao de diagramas
expressa bem a Defini¢ao 1.1.1, pois cada seta indica que cada elemento x € A esta

associado a um tnico elemento y € B (Figura 1.1).

3



Figura 1.1: Definicao de Funcao por Diagramas

Denotamos, entao assim, o elemento y associado a x por y = f(z), sendo y deno-

minado imagem de x pela funcao f.

!
<

Figura 1.2: Representacao de Funcao por Meio de Diagramas

Outro ponto que deve ser observado é que a definicao é bem exata no termo para



todo, mostrando assim que uma representacao de diagramas conforme o paragrafo
anterior pode ou nao ser uma funcao. Podemos ter elementos do conjunto A a partir
dos quais nao parte nenhuma seta (Figura 1.3(a)), como pode haver mais de uma seta
partindo de um mesmo elemento de A (Figura 1.3(b)). Nestes dois casos, o diagrama

colocado nao representa uma funcao.

0 FE

(a) (b)

Figura 1.3: Diagramas que Nao Representam Funcoes.

Antes de definirmos a relacao entre dois conjuntos, vamos definir produto cartesiano.

Definicao 1.1.2. Dados dois conjuntos nao vazios A e B, seu produto cartesiano Ax B
é o conjunto A x B={(x,y); x € Aey€ B}.

Com base na representacao de diagramas da Figura 1.1, podemos dizer que uma
funcao é um caso particular de uma relagao entre dois conjuntos, de acordo com a

definigdo a seguir:

Definicao 1.1.3. Dados dois conjuntos nao vazios A e B, uma relacao de A em B
¢ um subconjunto F do produto cartesiano A X B, ou seja, F € o conjunto de pares

ordenados (z,y), comx € A ey € B.

O exemplo abaixo nos mostra um procedimento a qual podemos recorrer para cons-

truirmos uma relagao F' entre conjuntos nao-vazios.

Exemplo 1.1.4. Considere os conjuntos A={0, 1, 2}, B={1, 2, 3, /} e a sequinte
relagio F' = {(z,y) € A x By = x + 1} e vamos determinar A x B e o conjunto F.

O conjunto A x B = {(0,1),(0,2),(0,3),(0,4), (1,1),(1,2),(1,3),
(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)}.



O conjunto F' definido acima é formado por todos os pares ordenados que obedecem
a relagdo y = = + 1. Logo, F={(0,1),(1,2),(2,3)}.

Observe que F' C A x B, conforme exposto acima. E facil também verificar pela
Definicao 1.1.1 que o conjunto F' = {(0,1),(1,2),(2,3)} representa uma funcao
f A — B, ja que cada elemento do conjunto A esta relacionado a um tnico elemento
do conjunto B.

Ao trabalharmos com uma funcao f : A — B, denominamos os conjuntos A e B,
respectivamente, de dominio e contradominio da funcao f. Logo, no Exemplo 1.1.4,
o conjunto A é dominio de f e o conjunto B é contradominio de f.

Dada uma funcao f : A — B, o conjunto imagem, ou somente imagem de f,
denotado aqui por I'm(f), é o conjunto dos elementos y € B tal que existe x € A com
y = f(x), ou seja,

Im(f)={f(z) € B;x € A}. (1.1)

Note que Im(f) C B.

Figura 1.4: Conjuntos Dominio, Contradominio e Imagem

E comum trabalharmos com funcdes f : A — B tais que A, B C R. Nestes casos,
indicamos o elemento f(x) € B associado a um elemento genérico x € A, por meio
de uma expressao em x, tal qual representa uma regra que a funcao deve satisfazer.

Observe o exemplo abaixo.



Exemplo 1.1.5. Considere a func¢ao f: R — R, dada por f(x) = 2z. Vamos deter-
minar f(0), f(1) e f(2).

Observe que a definicao de funcao é verificada, pois para cada = € R, temos as-
sociado um tnico niamero real y = f(x). De fato, f(0) =2.0=0, f(1) =21 =2e
F(2) =22=4.

O exemplo citado acima, também pode ser denotado pela seguinte correspondéncia

f:A—>B

T — 2.

E comum trabalharmos com funcoes f : A — R tais que A C R. Neste caso,
diremos que f é uma funcao real de uma varidvel real.

Para finalizarmos, damos uma definicao sobre grafico de uma funcao.

Definigao 1.1.6. [3/ Dada uma funcao f : A — B, o grifico de f é o subconjunto G
do produto cartesiano A x B, definido por Gy = {(x,y) € Ax B;y = f(x)}.

Quando A=B=R, temos que A e B representam retas numeradas e A X B representa
um plano, munido com um sistema cartesiano de coordenadas. Tal sistema é denotado
por x0y.

E importante compreender que nem todo subconjunto do plano (sistema cartesiano
xOy) representa um grafico de uma fungao. Suponha uma funcao real de uma variavel
real f: A C R — R e considere que (x¢,y0) € Gy. Logo, pelas Definicoes 1.1.1 e 1.1.6
temos que para ro € A existe apenas um yo € B tal que yo = f(x0). Isso significa que
a reta vertical x = x( intersecta o grafico de f apenas uma tnica vez.

Por outro lado, se G é um subconjunto do plano tal que a reta vertical x = xq
intersecta G em pelo menos dois pontos, entao G' nao representa o grafico de funcao

alguma. Pois, caso contrario, temos yo = f(z9) = y; conforme a Figura 1.5 a seguir.



Yo

]

Figura 1.5: Nao Representa uma Fungao

1.2 Funcao Afim

Nesta secao fazemos um estudo da funcao afim, analisando a sua definicao e seu
grafico. A funcgao afim desempenha um papel importante em outras areas do conheci-

mento, como administracao, economia, entre outras.

Defini¢ao 1.2.1. /1] Uma fun¢io f: R — R chama-se afim quando, para todo x € R
o valor f(x) é dado por uma expressao do tipo f(x) = ax + b, onde a e b € R sao

constantes e a # 0.
O exemplo a seguir é uma aplicacao classica da fun¢ao afim.

Exemplo 1.2.2. Uma corrida de tdaxi custa a reais por km rodado mais uma taza fiza de
b reais, chamada "bandeirada". Entdo o pre¢o de uma corrida de x km é f(x) = ax+b

reais.

Pela Defini¢ao 1.2.1 é facil verificar que numa fungao afim f(x) = az + b, o namero
b que representa f(0) chama-se o valor inicial, e que no exemplo representa a "bandei-
rada", ou seja, o valor fixo. O coeficiente a que representa f(1) — f(0) é chamado de
taxa de variacao de f e no exemplo representa o que esté variando conforme a quilome-

tragem x rodada. Segundo [2]|, 0 motivo para esta denominacao é que, para quaisquer



z,h € R, com h # 0, tem-se a = [f(z + h) — f(x)]/h. Portanto, a ¢ a variagao de f(z)
por unidade de variacao de .

Isto leva a caracterizacao das funcoes afins, dada pelo Teorema a seguir.

Teorema 1.2.3. (Caracteriza¢io das Funcgoes Afins) Seja f : R — R uma funcgao
crescente ou decrescente. Se a diferenca f(x + h) — f(z) = ¢(h) depender apenas de

h, entao f é uma funcao afim.

A demonstracdo de tal Teorema é uma aplicacdo do Teorema Fundamental da

Proporcionalidade.

Demonstracao. Supomos que a funcao f seja crescente. Logo, ¢ : R — R também é
crescente, com ¢(0) = 0. Pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, temos que
f(nz) = n.f(x) para todo n € N e z € RT. Portanto, ¢(nh) = n.¢(h) paran € Z e
h e R.

Entao, mais uma vez pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, pondo a =
¢(1), tem-se ¢(h) = ah para todo h € R. Ou seja, f(x + h) — f(x) = ah. Chamando
f(0) = b, resulta f(h) = ah + b, ou seja, f(x) = ax + b para todo z € R.

A demonstracdo no caso em que f é decrescente é analoga. O]

O coeficiente a também pode ser determinado a partir do conhecimento dos valores
f(z1) e f(z2) que a funcao f assume em dois pontos distintos (quaisquer) x; e x9. De

fato, verifica-se que

flz1) = azy + b (1.2)
e
f(2) = azy +b. (1.3)
Subtraindo (1.2) de (1.3) obtemos
f(z2) = f(a1) = a(wz — 1)
e portanto,

_ f(x2) — f(ffl)'

O gréfico de uma funcao afim é uma reta. Para provarmos esta afirmacao, usamos

a formula da distancia entre dois pontos P(x1,y1) e Q(x2,y2), segundo a qual se tem
d(P,Q) = /(za — 1)> + (y2 — 1)




Considere uma fungao afim f : R — R definida por f(z) = ax + b e seja
G ={(z,y); (z,az+b)} C R?. Sejam M=(z1, ax1+b), N=(z2, azs+b) e P=(z3, az3+b)
trés pontos quaisquer do grafico. Sem perda de generalidade, suponha que z; < x5 <
x3. Mostramos a seguir que d(M,N) + d(N, P) = d(M, P).

De fato, temos que

d(M, N) = \/(ZL‘Q — ZE1)2 + ag(l'g — IL‘1)2 = ((L’Q — ZL‘l)\/ 1+ a?.
De modo anéalogo,
d(N,P) = (x3 — x9)V 1+ a?.
Logo,
d(M,N)+d(N,P):(l’2 — 1+ 23— wg)\/ 1+ a? :(1}3 — :L’l)\/ 1+ a? :d(M,P).

Portanto, verificamos que trés pontos quaisquer M, N e P sobre o grafico de f sao

colineares, o que significa que o gréafico Gy representa uma reta.

y

(23, axg+ b)

(22, azg + b)

Figura 1.6: Grafico da Fun¢ao Afim

Quando a > 0, a funcdo afim f(x) = ax + b é crescente, isto é, se 7 < x5 entdo

f(x1) < f(xs). De fato, se x; < 9, entdo zo — x1 > 0. Dai
f(z2) — f(x1) = aza + b — (axq +b) = a(xs — 1) > 0,
ou seja, f(z1) < f(22).
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De modo analogo, se a < 0, f é decrescente, ou seja, se x; < xq, entao f(z;) >

f(x2).

Vale ressaltar os casos particulares da funcao afim, que sao:
1. A fungao linear representada na forma f(z) = ax; e

2. A funcado constante representada na forma f(x) = b.

1.3 Funcao Quadratica

Nesta secao, apresentamos a definicao de funcao quadrética, a forma canoénica do
trinémio da funcao quadratica e o estudo do grafico desta fungdo com seus principais
elementos.

Comecamos considerando o seguinte exemplo.

Exemplo 1.3.1. A soma das medidas das diagonais de um losango € 8 em. Qual o

maior valor possivel da drea desse losango?
Problemas como este sao solucionados por meio de uma funcao quadratica.

Defini¢ao 1.3.2. [1] Uma fun¢ao f: R — R chama-se quadrdtica quando, para todo

r € R, tem-se f(x) = ax® + bx + ¢, onde a,b,c € R sao constantes com a # 0.

A origem das funcoes quadraticas estd ligada a resolucao de equacoes do segundo
grau. Um dos mais antigos problemas, que recae numa equacao desse tipo, consiste em
achar dois niimeros conhecendo sua soma s e seu produto p.

Ou seja, se um desses niimeros chamarmos de x, o outro é chamado de s —z. Logo,

pelos dados do problema temos a seguinte equagao

z.(s —x) =p. (1.4)
Manipulando a Equagao (1.4) encontramos

2 —sr+p=0.

Encontrar o nimero x e, consequentemente, o nimero s — x, ¢ resolver a equacao

do segundo grau 2% — sz + p = 0. Em outras palavras, ¢ achar os valores de x para os
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2 — sz + p se anula. Esses valores sdo chamados de

quais a fungao quadratica f(z) =z
zeros da fungao quadratica ou de raizes da equagao correspondente.

E importante observar que se z for uma raiz da equacdo 2> — sz 4+ p = 0, entéo
s — x também o é, pois

(s—x)—s(s—z)+p=s*—2sx+2°—s*+sx+p=a®—sx+p=0.

Deve-se observar entretanto que apesar de ser um problema classico, nem sempre
existem dois nimeros cuja soma é s e cujo produto é p. Por exemplo, nao existem
dois niimeros reais cuja a soma seja 6 e o produto seja 10. Pois se pensarmos em dois
niimeros naturais em que o produto seja 10, temos como possiveis resultados 2 e 5 ou
1 e 10. Como consequéncia temos que a soma sao 7 ou 11, respectivamente.

Um dos procedimentos mais importante e 1til para o desenvolvimento do estudo da
funcao quadratica é o completamento do quadrado. De um modo geral, dada a fungao

quadratica f(x) = az®+bx+c, podemos, manipulando-a, encontrar a expressio abaixo:

b b b b 4ac — b

_ o2 Y _ by 0 _ 049 @ac—0"
flz) = a(x +ax)+c a(x+2a) e a(z + 2@) T (1.5)

4ac — b . .
Chamando o= Mme = k, verificamos facilmente que k = f(m).
a a

b
Com esta notagao, temos, para todo x € R que f(z) = a(x—m)*+k, onde m = r
a

e k= f(m).
Esta representacao ¢ chamada forma canoénica do trinomio f(x) = az? + bx + c.
Algumas observacoes importantes sobre a forma candnica de uma funcao quadra-

tica:

Observacgao 1.3.3. A forma candnica nos fornece, quando b* — 4ac > 0, as raizes da

equacio ax® + bx + ¢ = 0, pois esta igualdade é equivalente a

b= Vb2 — 4dac
a 2a )

x (1.6)
A igualdade representada pela Equacao (1.6) é a chamada Férmula de Bhdskara.
De fato, pela Igualdade (1.5) fazendo f(x) igual a zero obtemos:

b

LAY
a(r + 2@) +

dac — b? _

0
4a
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b, dac — b?
7 P
b, b —dac
(v + %)  4a?
b Viac — b?
R T
2a 2a
b Vdac— b?
XrT = ——— j: N
2a 2a
—b+Vb? — 4dac
T = )
2a
—bE Vb2 —4
Na formula = = ac) o nimero A = b? — 4ac ¢ denominado o discrimi-

2a 3
nante da funcao quadrética f(x) = az®+bx +c. E facil verificar que, quando A > 0, a

equagao f(x) = 0 tem duas raizes reais e diferentes. Quando A = 0, a mesma equagao
possui duas raizes reais e iguais e quando A < 0, a equacao f(x) = 0 ndo possui raiz
real (veja Equagao 1.6).

- . b dac — b* .
Observacao 1.3.4. As expressoes o= MeE = k coincidem com as coorde-

a a
nadas do vértice da pardbola, que sao dados mais adiante. Estas coordenadas também

podem ser encontradas por meto das raizes de uma funcdo quadrdtica. Suponha que

—b — Vb? — 4dac —b+ Vb? — 4ac

T = e Ty = 5 sejam essas raizes. A média aritmética
a

a
delas nos dd a abscissa do vértice, ou seja,

b
o= ——. 1.7
x o0 (1.7)
Substituindo o valor x, da Equacao 1.7 na Equacao 1.5, obtemos
A
b = ——. 1.8
y » (1.8)

As coordenadas do vértice (x,,y,) representam o ponto de mdzimo ou de minimo
da funcao quadratica f(z) = ax® + bx + c.
O gréafico de uma funcao quadratica é uma parabola.

Defini¢ao 1.3.5. [1] Dados um ponto F e uma reta d que nao o contém, a pardbola

de foco F e diretriz d € o conjunto dos pontos do plano que distam iqualmente de F e
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de d, conforme a Figura 1.7 abaizo.

Figura 1.7: Parabola

A reta perpendicular & diretriz, baixada a partir do foco, chama-se o eizo da para-
bola. O ponto da parabola mais préoximo da diretriz chama-se o vértice dessa parébola.
Ele é o ponto médio do segmento cujas extremidades sao o foco e o ponto D - intersecao

do eixo com a diretriz.

- 4 . 1 o
Proposicao 1.3.6. Considere a pardbola cujo foco é o ponto F= (0, 4—) e cuja direlriz
a

¢ a reta horizontal y = 1 Entao, a equagao de tal pardbola é f(x) =y = ax?.
a

Demonstracao. Para confirmarmos isso, vamos utilizar a definicao de parabola, ou seja,
1

que d(P, F) = d(P,Q), onde P(z,y) é um ponto do gréfico e Q(x, —4—) ¢ um ponto
a
sobre a diretriz.

Com efeito, se d(P, F') = d(P, @), entao temos pela formula da distancia entre dois

1)’ 1)’
2 2 _ _ 2
x~ + (ax 4@) (ax +4a)

pontos que
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Desenvolvendo esta ultima igualdade, obtemos

1\? 1)\?
2 2 _ 2
x° + (ax —4@) (ax + _4a)
1

4yt —2y— + =y +2y— + !
4a ~ 16a? 4 16a?

N

a

y:axQ.

T4

(a) (b)

Figura 1.8: Graficos da Funcao y = ax?

A partir do grafico de f(z) =y = az? chegamos ao gréfico das fun¢oes
g(z) = a(xr —m)* e h(z) = a(x — m)?* + k.

O grafico de g(z) = a(x — m)? resulta de f(z) = az? pela translagiao horizontal de
(x,y) — (z+m,y), que leva o eixo vertical x = 0 na reta vertical x = m.

Do mesmo modo, o grifico da fungdo quadratica h(z) = a(z — m)? + k resulta de
g(z) = a(x — m)? pela translagiao vertical (z,y) — (z,y + k), que leva o eixo Oz na
retay:k‘earetay:—@ naretay:k——a.

Se a > 0, a parabola y = ax? tem a concavidade voltada para cima e seu vértice

(0,0) é o ponto de menor ordenada. Se a < 0, a concavidade da parabola y = ax? é
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voltada para baixo e seu vértice (0,0) é o ponto de maior ordenada.

E importante também compreender o significado grafico dos coeficientes a, b, ¢ da
fungao quadratica f(r) = ax?® + bz + c.

O coeficiente a mede a abertura da pardbola. Quanto maior for a mais fechada sera
a parabola e quanto menor é a mais aberta é a parabola.

O coeficiente b é a inclina¢ao da reta tangente a parabola no ponto P=(0, ¢), inter-
secao da parabola com o eixo y. No Capitulo 2, expomos sobre derivada em um ponto
e aprofundamos mais sobre o coeficiente b ser a inclinacao da reta tangente a parabola.

O valor ¢ que representa f(0) é a ordenada do ponto em que a pardbola corta o
eixo Oy.

Para finalizar a secao, resolvemos o Exemplo 1.3.1.

Representando as diagonais maior e menor do losango por D e d, temos que

D + d = 8. Sabemos que a area do losango A é dado por

A== 1.9
2 (1.9)
Da igualdade D + d = 8, temos

d=8—D. (1.10)

Substituindo a Equagao (1.10) na Equagao (1.9), obtemos

= D.(8 — D).
2
Ou seja,
2
A= # (1.11)

A equacdo acima representa uma funcao quadratica em que a area A esta em funcao
da diagonal D. Logo, a area maxima ¢é dada pela ordenada do vértice da parabola, ou

seja, pela Equagao (1.8). Logo,

yv:_@
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4% — 4. (—%) .0
A= —

1
" (__>
2
j& que os coeficientes a, b e ¢ sao, respectivamente, 5 4 e 0. Portanto,

16
&=

A =8 cm?.

Logo, a maior area do losango cuja a soma das medidas das diagonais ¢ 8 cm é

8 em?.
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Capitulo 2

Velocidade e Aceleracao por Meio de

Derivadas

O objetivo deste capitulo é relembrar os principais conceitos fisicos, usados neste

trabalho, por meio de derivadas.

2.1 Reta Tangente e Declive Angular

Nesta secao definimos reta tangente que passa por um ponto em uma curva e tam-
bém a derivada pela interpretacao geométrica.

Inicialmente, tracamos a reta tangente a uma curva dada num determinado ponto
dessa curva. Vamos considerar que a curva seja o grafico de uma determinada funcao
f.

Seja a e f(a) as coordenadas do ponto P, onde deseja-se tragar a reta tangente.
Considere um ponto Q do grafico de f, cuja abscissa é a + h e ordenada f(a + h).
Conforme o grafico da Figura 2.1 , o declive da reta secante PQ) ¢ dado pelo quociente

fla+h) - f(a)
A 7

chamado razao incremental.
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fla+h)

fla) ]

Figura 2.1: Reta Tangente no Ponto a

Considere o ponto P fixo. Enquanto o ponto P esta fixo, o ponto Q se aproxima de
P, passando por sucessivas posicoes (01, (2, (3, etc. Assim, a secante P() assume as
posicoes das secantes P(Q)1, PQs, PQ3, etc. O que observamos com esse procedimento
é que a razao incremental, que é o declive da secante, se aproxima de um valor m, a
medida que o ponto Q se aproxima de P. Caso isso ocorra, podemos definir o que é

reta tangente.

Definigao 2.1.1. [/] A reta tangente G uma curva no ponto P € a reta que passa por

este ponto P e cujo declive ou coeficiente angular ou inclinacao da reta € m.

E importante salientar que fazer Q se aproximar de P consiste em fazer o nimero
h cada vez mais proximo de zero na razao incremental. Neste caso, dizemos que h estéa
tendendo a zero e representamos como "h — 0".

E importante observar que quando h — 0, a razdo incremental se aproxima de um
valor finito m. Ou seja, m é o limite da razdo incremental com h tendendo a zero caso

este limite exista. Logo,

m = lim
h—0

fla+h)— [fla)
- . (2.1)
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O exemplo a seguir nos mostra como determinar a reta tangente utilizando a sua

definicao.

Exemplo 2.1.2. Encontre a equacdo da reta tangente a pardbola f(x) = x*

P=(2,4).

no ponto

Temos que f(2) =22=4e f(2+h) = (2+ h)?> =4+ 4h + h*. Logo,

f2+h)—f(2) _4h+n?

=4+ h.
h h +
Portanto, sabemos por (2.1) que
o i LT =S
h—0 h

Da geometria analitica, sabe-se que a reta que passa pelo ponto P(zg, yo), tem como
equacao

y—yozm(x—xo).

Entao,
y—4=4(x —2).

Manipulando a equacao acima, obtemos
y=4xr —4

que ¢ a equacao da reta tangente procurada.

2.2 Interpretacao Geométrica e Cinematica da Deri-

vada

Nesta secao definimos a derivada de uma funcao em um ponto, tanto pela inter-
pretacao geométrica quanto por uma interpretacao cinemaética (utilizando o grafico do

espaco pelo tempo), além de apresentar alguns exemplos aplicando ambas as definigoes.
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Na se¢ao anterior foi definido o declive de uma curva y = f(z), num ponto = = a,
como o limite da razao incremental quando h — 0 dada pela Equacao (2.1).

Pela Equacao (2.1) observa-se que o valor de m depende do valor de x = a. Ou
seja, o valor de m estd em funcao de a. Isto nos da a ideia da definicao de derivada da

funcao f pela interpretacao geométrica.

Definigao 2.2.1. /5] A derivada de uma funcao f no ponto x = a € igual ao coeficiente

angular da reta tangente ao grdfico de f no ponto de abscissa a.

Denotamos a derivada de f no ponto a (se esta existir) por f’(a). Neste caso

escrevemos,
f’(a) _ }1}1}% f(CL + h})l B f(a> (2.2)
Observe que,

E importante salientarmos que ha uma interpretacio cinematica para o estudo da
derivada. Da Fisica, sabemos que a posicao de um ponto material em movimento,
sobre uma curva r - trajetoria - conhecida, pode ser determinada em cada instante t,
por meio de sua abscissa s, medida sobre a curva r. Portanto, a expressao que da a

posicao s em funcao do instante t é

s = s(t)

Esta expressao é chamada equacao hordria.
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s (m)

s(t)

velocidade

Figura 2.2: Equagao Horaria do Espaco em Fungao do Tempo

Observando a Figura 2.2, dado um instante t; e sendo ¢t um instante diferente de

to, podemos determinar a wvelocidade média entre estes instantes, definindo-a como o

quociente

s(t) —s(to) _ As

t—tg At (2:4)
Chama-se de velocidade escalar do ponto no instante ty ou wvelocidade instantinea
o limite
s —slt) . As
Vi =iV = T A A =) (25

Logo, segundo [5] podemos concluir que a derivada da fun¢do s = s(t) no ponto
t =ty ¢ igual a velocidade escalar do mével no instante .

Sabe-se também que a velocidade v de um ponto material em movimento pode
variar de instante para instante. A equacao que da a velocidade v em funcao do tempo
té

v =uv(t).

A expressao acima é chamada equacao da velocidade no ponto t.

Dado um instante t; e um instante ¢ diferente de ¢y, chama-se aceleracao escalar
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média do ponto entre os instantes ¢y e ¢t 0 quociente

U = %Z)(to) = i—:. (2.6)

Chama-se aceleragao escalar do ponto no instante ¢y o limite

a(ty) = lim a,, = lim M — lim Av

/
= _— = . 2.
t—to t—to T —1p At—0 At V(%) (2.7)

E novamente conclui-se segundo [5] que a derivada da fungdo v = v(¢) no ponto

t =1y ¢ igual a aceleragao escalar do moével no instante .

Exemplo 2.2.2. Calcule a derivada f'(x) da funcio f(x) = x?, pela definicio da

derivada.
rome e =ty L) =T )
h=0 h ’
temos
2 _ 2
/() = lim —(i e -
F(2) :Ilg%x —1—25617;};1—11 —x
() = }ng(l) 2xh}j— h
f’(m) = ’1113% M

/ BT
f(x)—}lg%Qx%—h

f(x) = 2x.

Exemplo 2.2.3. Calcule a deriada f'(z) da funcio f(x) = 32% — 5z, pela definicdo

da derwada.

Temos por

h—0
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que

[3(x + h)? —5(x + h)] — (32 — 5x)

! _ .
Flor=n h

, . 32% +6xh + 3h? — 5z — 5h — 322 + 5x
f(xz) = lim

h—0 h

, . 6xh+3h?—5h

fiz) = Jim h
h(6x + 3h — 5)

/ p—

Fo=m=

f’(x):}lLiIIéGx—l—Sh—E)
—

f(z) =6x —5.

Exemplo 2.2.4. Qual € a derivada de x", utilizando a definicao de derivada?

Vamos determinar a derivada de f(x) = 2™, onde n é um inteiro positivo, utilizando

a resolucao feita para calcular a derivada de z2. Logo,

flz+h) - f(x)

/ BT
fia) = Jim h
v (AR —an
) = Jim A (23)
Desenvolvendo (x 4+ h)™ pelo binémio de Newton, obtemos
(x+h)" =Cla™ + CYa" h + Cya™?h* + ...+ C'h".
|
Como sabemos que C"" = U , temos
Topn=p)t o A\p
(z+h)" = 2" +na""'h + (Z) g"PhE L+ R (2.9)
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Portanto, na Equagao (2.8) substituindo a Expressao (2.9) temos

"+ na"th + (Z) "R 4 4 At — "
/ 1
) = Jim h
h(nz"~! + (Z) 2" 2h+ ..+ A
f(x) = lim
h—0 h
/ 1 n—1 n n—2 n—1
f(x)—’lg%nx +(2>x h+..4+h""".

Fazendo h tender a zero, concluimos que
f'(z) = na" 1. (2.10)

Observacao 2.2.5. A deriwada de uma constante € zero.

Exemplo 2.2.6. Calcule a aceleracao de uma particula no instante to=>5, sabendo que
sua velocidade obedece 4 equagdo v(t) = 2 + 3t.(Unidades SI)

A aceleragao no instante ty = 5 é igual a derivada de v no instante t,. Logo,

/ T
vis) = lim——

2 t)— (2 .
J(5) =1 (24 3t) — (2+3.5)

t—5 t—5

3t —15
! —
vi(5) = lim =
o 3.(t-5)
V) =fm=—
v'(5) = 3 m/s?

Exemplo 2.2.7. A funcao hordria de determinada particula é dada por
s = 100 — 40t + 2t*(SI). Determine a fungao hordria da velocidade e aceleragdo escalar

usando derivadas.

Pela Equagao (2.5), temos que a derivada da fungio s = s(t) da a funcdo horaria
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v = v(t). Pelo Exemplo 2.2.4 e pela Observagao 2.2.5, temos

s(t) = 100 — 40t + 2>
s'(t) = —40 + 4t = v(t).

Pela Equagao (2.7) e pelo Exemplo 2.2.6, temos que a derivada da funcao horaria

v =o(t) da a aceleragao escalar da particula. Portanto,

(t) = —40 + 4t,
V'(t) =4 m/s?
Ou seja,
a=4m/s*

Para finalizar este capitulo, demonstramos que o coeficiente b da funcao quadratica

f(x) = az®+bx + c representa a inclinacao da reta tangente a parabola no ponto (0, ¢).

Proposigao 2.2.8. Seja a funcdo quadrdtica f(x) = az® + bx + ¢, com a,b,c € R.

Entao, b representa a inclinacdo da reta tangente & pardbola no ponto (0, c).

Demonstragdo. Determinando f(0) e f(h), temos f(0) = a.0? +b.0+c=ce f(h) =
a.h? + b.h + c. Pela Equagao (2.3),

f(O+h) = f(0)

70 = fin S

#0) = lim f<h2> 50

0 _mah +b.]iz+c—c
F(0) = Iy h(a.f;+ b)

’ BT
f(O)—}llli%a.h—l—b

Como h tende a zero, logo

f'(0) =b.
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Capitulo 3

Movimento Uniforme e Movimento

Uniformemente Variado

Neste capitulo apresentamos as principais caracteristicas dos movimentos uniforme

e uniformemente variado, como defini¢oes e, respectivas, fungoes horarias.

3.1 Movimento Uniforme

Antes de comegarmos a falar do movimento uniforme é importante definirmos alguns
conceitos fisicos que sao de suma importancia para o entendimento deste capitulo e do

Capitulo 4.

1. Cinemdtica |7|: parte da Mecéanica que descreve os movimentos, sem investigar

suas causas.
2. Movel [9]: é todo corpo em movimento.

3. Mowvimento [9]: um corpo esta em movimento quando sua posi¢ao varia no espaco,

com o decorrer do tempo, relativamente a um dado referencial.

4. repouso [9]: um corpo esta em repouso se sua posi¢do permanece a mesma, no

decorrer do tempo, relativamente a um dado referencial.
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5. referencial |9]: & qualquer corpo que serve como referéncia para se definir a

posicao de um dado corpo.
6. trajetoria [9]: € o caminho descrito pelo movel.

7. aceleracio da gravidade(g) [8]: é a aceleragao constante que um corpo adquire

quando, proximo a superficie terrestre, ¢ abandonado de uma certa posicao.
Considere o exemplo abaixo.

Exemplo 3.1.1. Imagine-se dirigindo um carro numa estrada de maneira a manter
o velocimetro sempre na mesma posicao, indicando a mesma velocidade, por exemplo

110km/h, durante um certo tempo.

Isso significa que ao prosseguir durante um intervalo de tempo a esta velocidade,
a cada hora percorre uma distancia de 110km. O movimento do veiculo na situagao

descrita pelo exemplo é o que chamamos movimento uniforme.

Definicao 3.1.2. [8/ O movimento uniforme é aquele em que o mdvel tem velocidade
escalar instantinea constante, coincidindo com a velocidade escalar média, qualquer

que seja o intervalo de tempo considerado.

Segundo |7, no movimento uniforme, o movel percorre distancias iguais em inter-

valos de tempo iguais.

Observacao 3.1.3. No Capitulo 2, sobre Derivadas, foram definidos velocidade escalar

média e velocidade instdntanea.

Considere, agora, que um movel, em movimento uniforme, passe de uma posicao
ocupada no instante ty = 0, caracterizada pelo espaco inicial sy para uma posicao

caracterizada pelo espaco s num instante posterior ¢, conforme a Figura 3.1.

So S
. - O - . . - O - -
to t

Figura 3.1: Trajetoria de um Mével em Movimento Uniforme
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Como j4 foi visto na Definicao 3.1.2, no movimento uniforme, a velocidade escalar

média é igual a velocidade instantanea. Logo,

S — 8o
U = :
t—to
Como v, = v e ty = 0, segue:
5—5
v = to. (3.1)

Manipulando a Equagao (3.1), obtemos:

s — 89 = v,
s = 8o + vt. (3.2)

A Equacao (3.2) é o que chamamos func¢ao hordria do movimento uniforme, sendo
sg 0 espago inicial e v a velocidade escalar constante para cada movimento.

E importante salientar que no movimento uniforme as aceleracdes média e instan-
tanea sao nulas, isto é,

am =a=>0.

De fato, como no movimento uniforme a velocidade é constante e diferente de zero,

pela Equagdo (2.6), considerando v(t) = v(ty) = v, temos

v(t) —v(ty) v—v 0.

a = q = = =
" t —to t—to

Outra maneira de provar que a = 0 é derivando a funcao velocidade.
A funcéo horaria do movimento uniforme (s = so + vt) é uma funcao afim, assunto
j4 abordado no Capitulo 1 e, portanto, é representada graficamente por uma reta de

inclinacao nao nula. Esta inclinagao nao nula é a velocidade escalar.
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S S |
S 50
S 1
50
t t t t

(a) (b)
Figura 3.2: Grafico do Espaco em Funcao do Tempo no Movimento Uniforme
Quando representamos graficamente a velocidade escalar, obtemos entao um grafico

de uma funcao constante. Isto é, uma reta paralela ao eixo dos tempos, num sistema

cartesiano ortogonal tOv.

(a) (b)
Figura 3.3: Graficos da Velocidade em Funcao do Tempo no Movimento Uniforme
Observe na Figura 3.4 a seguir, que a area limitada pelo grafico da funcao velocidade

e eixo dos tempos, em um intervalo [0, t| é igual a variagdo do espago As. Com efeito,

a area do retangulo = |v.t].
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(a) (b)

Figura 3.4: Area — Velocidade x Tempo

Vemos agora alguns exemplos sobre movimento uniforme.

Exemplo 3.1.4. A funcdo hordria do movimento de um mdvel, adotando unidades
do Sistema Internacional, é s = 2 4+ 6t. Determine o espacgo inicial do movel, a sua

velocidade e a variacao de espaco nos vinte primeiros sequndos de movimento.

Segundo a Equacdo (3.2), temos que so = 2m e v = 6m/s. Ja a variagao do espagco

nos vinte primeiros segundos seria dada por s(20) — s(0). Logo,

$(20) = 24 6.20 = 122

s(0) = 2+ 6.0 = 2.
Portanto, s(20) — S(0) = 122 — 2 = 120 m.

Exemplo 3.1.5. Dois automdveis, A e B, realizam movimentos uniformes no mesmo
sentido. No instante t=0, os automdvers estao a 30 km um do outro. Sabendo que
va =60 km/h e vg = 40 km/h, determine o instante em que A encontra B, sabendo

que A estd atrds de B, e a que distincia da posicdo inicial de A ocorre esse encontro.

Como os automoveis estao em movimentos uniformes, devem obedecer a Equacao

(3.2). Considerando spa = 0 e sop = 30 km, temos:

SA = 60t
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sp = 30 + 40¢.

No instante em que A encontra B, temos sy, = sg. Portanto,

60t = 30 + 40t,
20t = 30,
t=1,5h.

Para determinarmos a que distancia da posicao inicial de A ocorre esse encontro,
basta substituir t = 1,5 h em s, = 60t. Logo,

sa=60.1,5

sa =90 km.

3.2 Movimento Uniformemente Variado

Nesta se¢ao, definimos movimento Uniformemente Variado, além de verificarmos as

suas funcoes horérias e seus respectivos graficos.

Definicao 3.2.1. [8] Movimento uniformemente variado (MUV) é o movimento em

que a velocidade escalar varia uniformemente no decorrer do tempo.

O MUV é aquele movimento em que a velocidade escalar sofre variagoes sempre
wguais em intervalos de tempos iguais.

Como consequéncia, de acordo com [6], a aceleracdo escalar instantdnea do movi-
mento é constante. Ou seja, a aceleragao média é igual a aceleragao escalar em qualquer
instante.

Considere o Exemplo 3.2.2 a seguir.

Exemplo 3.2.2. A velocidade de uma particula varia com o tempo desde o instante

zero, sequndo a tabela a sequir.
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tis) |ol1]| 2| 3| 4

o(m/s) | 3| 7| 11| 15| 19

Pela tabela acima, verificamos que a partir da velocidade escalar inicial vy = 3 m/s,
a velocidade escalar varia 4 m/s a cada intervalo de um segundo decorrido. Logo, a

aceleragio escalar média e instantanea para o exemplo citado é 4 m/s?, pois

v(t) —v(te)  Awv

= T T AL
" _v(l)—=v(0) 7-3
o 1-0 1

am = 4 m/s*.

Com base na defini¢ao de aceleracdo escalar média (veja a Equacdo 2.6 pagina 21),
obtemos a funcao da velocidade escalar do MUV. Considere vy a velocidade escalar
inicial no instante ty = 0 e v a velocidade escalar num instante ¢, conforme a figura

abaixo.

Vo v

Figura 3.5: Variagao da Velocidade em Fungao do Tempo

Como a aceleracao média a,, ¢é igual a aceleracao instantanea a, pois no MUV a

aceleracao é constante, logo

UV —
a= )
t—20
v — vy = at.
Ou seja,
v =y + at. (3.3)
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A Equagao (3.3) acima é chamada func¢do hordria da velocidade do MUV. A velo-
cidade escalar inicial vy e a aceleracao escalar a sao constantes para cada movimento.
A funcao da velocidade escalar em relagao ao tempo no MUV é uma fungao afim,
sendo representada graficamente por uma reta de inclinacao nao nula. Esta inclinagao

nao nula representa a aceleragao escalar.

g

V0 T

(a) (b)
Figura 3.6: Gréficos da Velocidade em Funcao do Tempo no Movimento Uniformemente

Variado

Na Secao 3.1 do Capitulo 3, que falamos sobre Movimento Uniforme, vimos que ao
estudar o grafico da velocidade, a area da figura compreendida entre a reta e o eixo dos
tempos é a medida numérica do modulo da variacao de espaco As sofrida pelo movel.
Isso também vale para o Movimento Uniformemente Variado.

Com base nisso, podemos determinar a funcao horédria do movimento uniforme-

mente variado.

Proposicao 3.2.3. Seja s o espaco final, sy o espaco inicial, vy a velocidade inicial

e a a aceleracao de um mdvel, podemos expressar a funcdao hordria do MUV como
t2

a
S:SO+UOt+7.
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Demonstracdo. A medida que um movel descreve um MUYV, sua posicdo varia sobre
a trajetoria. No instante inicial g = 0, o mével ocupa uma posicao dada pelo espaco
inicial so. Num instante posterior ¢, a posicao do movel corresponde ao espaco s.

Como vimos, a variacao do espaco As, sofrida pelo moével, pode ser calculada por
meio da area no grafico da velocidade em funcao do tempo.

A variacao do espago As é dada pela area do trapézio destacado conforme a figura

abaixo.
V
t t
Figura 3.7: Grafico que Representa a Variacao do Espaco As
Assim,
As = vt Uot.
2
Mas,
As =5 — s
e
v = vy + at,
logo,
vy + at + vy
s—8§=—"""—"7-—.t
2
2vg + at
s— S = T.t
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t2
s = so+ vot + % (3.4)
O
Sendo a funcao horaria do MUV uma funcao quadratica, o grafico do espaco s em

funcao do tempo t é uma parabola.

S0 ]
a>0
a <0

EhR

(a) (b)
Figura 3.8: Graficos do Espago em Funcao do Tempo no Movimento Uniformemente
Variado
Relembrando e comparando alguns conceitos vistos no primeiro capitulo, temos:

Observacao 3.2.4. A concavidade da pardbola é determinada pelo sinal da aceleracao

escalar:
1. Aceleracao escalar positiva: concavidade para cima;
2. Aceleracao escalar negativa: concavidade para baizo.

Observacao 3.2.5. O vértice da pardbola corresponde ao instante em que a velocidade

escalar do movel se anula, isto €, ao instante em que o movel muda de sentido.
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E importante salientar que no Capitulo 2 ao estudar derivadas, vimos o significado
do coeficiente angular em um determinado ponto. Considere, agora, o grafico horario

do MUV num instante ¢t qualquer, conforme a Figura 3.9 a seguir.

S 4

tangente

Figura 3.9: Reta Tangente & Curva num Instante ¢
Se tracarmos a reta tangente a curva neste instante ¢, obtemos um angulo 6, formado

por esta reta e o eixo dos tempos. O coeficiente angular dessa reta mede a velocidade

escalar v do mével no instante ¢ considerado, ou seja,

tanf = v

Como sabemos, no MUV a aceleragao escalar é constante e diferente de zero. Logo,
o grafico da aceleracao no MUV em funcao do tempo, é uma reta paralela ao eixo dos

tempos.
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(a) (b)
Figura 3.10: Graficos da Aceleracao em Funcao do Tempo no Movimento Uniforme-

mente Variado

Mas uma vez, ¢é facil verificar que a area da regiao compreendida entre a reta e o
eixo dos tempos mede, numericamente, o médulo da variacao de velocidade escalar Awv
do moével no intervalo de tempo considerado. Numericamente,
area do retangulo = |a.t|.

Uma outra equacao bastante utilizada no MUV é a equacao de Torricelli, demons-

trada a seguir.
Proposicao 3.2.6. Seja v a velocidade final, vg a velocidade inicial, a a aceleracao e
As a variacao do espaco, entdo

v? = g + 2as. (3.5)

A Equacao 3.5 é conhecida como FEquacao de Torricelli.

Demonstracao. Como ja vimos, temos que a velocidade escalar v se relaciona com o
tempo ¢ pela Equacao 3.3 e que o espaco se relaciona com o tempo t pela Equagao 3.4.
Isolando ¢ na Equagao (3.3) temos,

UV — g

t= . (3.6)
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Substituindo a Equacdo (3.6) na Fungao (3.4), obtemos

v — v a [(v? — 2uvy + v3
S = 89+ g + = B
a 2 a

vov — V2 v — 2vvg + V3
_|_
2a
2 .2 2
200y — 205 + v° — 2vv0 + v
2a

S — Syg —

S — Syg —

2a(s — s9) = v* — vg.

Como s — sy = As, segue que
v® = v} + 2aAs,

como queriamos demonstrar. O

Para finalizar esta secao, mostramos alguns exemplos sobre movimento uniforme-

mente variado.

Exemplo 3.2.7. Dada a funcdio hordria do MUV de uma particula s = —t>+ 16t — 24,
sendo o0s espacos medidos em metros e os instantes de tempo em sequndos, determine

o instante e o espaco em que o movel muda de sentido.

Conforme a Equagao (3.4), temos sg = —24 m, vy = 16 m/s e a = —2 m/s>. Pela
Equacao (3.3), temos
v =16 —2t.

Com base na Observacao 3.2.5, temos:

0=16 —2t
2t =16
t=28s.

Para determinarmos em qual espaco ocorre a mudanca de sentido ¢ s6 substituir
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t = 8 s na funcao s = —t? + 16t — 24. Portanto,

s=—-84+16.8—24
s=—64+128 — 24

s = 40 m.

Exemplo 3.2.8. Um automdovel estd parado num sinal luminoso. Quando o sinal abre,
ele comeca a se movimentar com aceleracao constante de 4 m/sQ. No mesmo instante
passa por ele uma moto que se move com velocidade constante de 10 m/s. Determine

em quanto tempo, apds a abertura do sinal, o carro alcanca a moto.

Como o automédvel tem aceleragao constante, logo ele descreve um movimento uni-
formemente variado. J& a moto descreve um movimento uniforme, pois a velocidade é
constante. Entao, pelas Equacoes (3.2) e (3.4), temos sg4 = Sop = 0, onde sg4 € Sopn
representam a posi¢ao inicial do automoével e da moto respectivamente. Também temos
voa = 0, onde vg4 = 0 representa a velocidade inicial do automoével, pois o automovel

esta parado. Logo,

SM — 10t
e
SA = 2t2.
Para o carro alcancar a moto basta temos s4 = s);. Portanto,
2t* = 10t
2 —5t=0
t(t —5) =0.
Logo,
t=0et=05.

Portanto, o automoével alcanca a moto apo6s 5 segundos.
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Exemplo 3.2.9. Um carro inicialmente em repouso é sujeito a aceleragcao constante

de 5 m/s*. Determine a distancia percorrida pelo carro até atingir a velocidade de
10 m/s.

Na resolucao deste exemplo, utilizamos a equacao de Torricelli, pois temos
a=5m/s* vy=0,v=10m/s e queremos determinar a distancia As. Portanto,
v? = vi + 2aAs
10> = 0° + 2.5.As
100 = 10.As

As =10 m.

Logo, a distancia percorrida pelo carro até atingir a velocidade de 10 m/s é 10 m.
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Capitulo 4

Lancamento Obliquo

Neste capitulo vemos uma aplicagao dos movimentos uniforme e uniformemente
variado no movimento de um corpo proximo a superficie terrestre: lancamento obliquo.
Inicialmente consideramos um moével representado pelo ponto P, lancado com ve-
locidade inicial vy, que faz com a horizontal um angulo 6, chamado angulo de tiro. Ao
longo da trajetoria de P, serao analisadas as projecoes de P sobre os eixos Oz (eixo
horizontal) e Oy (eixo vertical), ou seja, os movimentos P, e P,, respectivamente. As

origens desses eixos coincidem com o ponto de langcamento, conforme a Figura 4.1.

!li

Ty

Figura 4.1: Lancamento Obliquo

Desprezando a resisténcia do ar, o corpo P descreve seu movimento sob a acao da
aceleracao da gravidade g. No eixo Ox, a projecao de g é nula e, portanto, o movimento

de P, é uniforme. No eixo Oy, a projecao de g é +g ou —g, conforme a orientacao
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desse eixo. Como essa projecao é constante, o movimento de P, é uniformemente
variado. Usamos a Figura 4.2 abaixo para analisar a trajetoria do ponto P durante os

movimentos P, e P,.

Y

Figura 4.2: Trajetoéria do Ponto P Analisando os Pontos P, e P,

Para o movimento retilineo uniforme de P,, podemos escrever
T = Uggt, (4.1)
onde vy, é a projecao de vy sobre o eixo Ox e é dada por

Voz = V. COS 0. (4.2)

Observacao 4.0.10. A Equacao (4.1) nos fornece a posi¢ao do mdvel ao longo do eizo
Ozx.

Para o movimento retilineo uniformemente variado de P, temos aceleracao escalar
+g, se 0 eixo Oy é orientado para baixo, ou -g, se o eixo Oy é orientado para cima.

Sua velocidade inicial vy, é a projecao de vy no eixo Oy, sendo dada por
Voy = Up. sen d. (4.3)

Para o movimento de P, podemos escrever

t2
y = vgy.t £ g7 (4.4)
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Observacao 4.0.11. A funcao (4.4) representa a posi¢ao do mdvel ao longo do eizo
Oy.

Observacao 4.0.12. A fungao (4.4) vale para lancamento inicial coincidindo com a
origem. Caso o lancamento seja de um ponto, cuja ordenada é Ly # 0, devemos
acrescentar tal ordenada a funcao (4.4), obtendo assim

t2

g
Yy = £yo + voy.t £ 5 (4.5)

A velocidade v, de P, varia com o tempo segundo a fun¢ao
vy = Upy £ gt. (4.6)

Também podemos utilizar a equacao de Torricelli (3.5) para o movimento de P,,

obtendo assim
v = g, = 29Ay. (4.7)

A velocidade num ponto qualquer da trajetoria é calculada mediante a aplicacao
do Teorema de Pitagoras, exceto quando o moével atinge o vértice da parabola, cuja a

componente v, é nula e, portanto, a velocidade do moével é v,.

%

’Uy ]

Figura 4.3: Velocidade em um Ponto Qualquer da Trajetoria

Conforme a Figura 4.3 acima, temos:

7 =2+ (4.8)



4.1 Tempo de Subida. Altura Maxima. Alcance Ho-

rizontal.

Considere um corpo lancado a um angulo 6 conforme a Figura 4.4. Vamos de-

terminar o tempo de subida, a altura méaxima e o alcance horizontal em funcao de

6.

Ty 1
“

Alcance(A)

Figura 4.4: Tempo de Subida, Altura Maxima e Alcance Horizontal

O tempo de subida ¢4 corresponde ao intervalo de tempo decorrido desde o instante

de lancamento até o instante em que o movel atinge o vértice da parabola, conforme a
Figura 4.4.

Como ja foi apresentado antes, no vértice da parabola, tem-se que v, = 0. Logo,
pela Equagao (4.6):

0 = vg.senf — gt.

Isolando ¢, temos que o tempo de subida é

vg. sen 0
g

ty = (4.9)

Observacao 4.1.1. O tempo de descida € igual ao tempo de subida. Portanto, o tempo
de percurso total tr € igual a 2t,.

Com base na Equacao (4.7), podemos calcular a altura méxima h. Basta fazermos
vy = 0 quando Ay = h. Logo,

0 = vg, — 2gh. (4.10)
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Pela Equacao (4.3), temos

v, = vg sen® 0. (4.11)

Substituindo a Equacao (4.11) na Equagao (4.10), obtemos
0 = v3.sen’ § — 2gh.

Isolando h na expressao acima, temos

va. sen? 0

h =
29

(4.12)

Para finalizarmos a se¢do, falamos sobre o alcance horizontal (A) que é calculado
pela funcao horéaria de P,, ou seja, pela Equagdo (4.1). Quando ¢t = tr tem-se z = A.
Logo,

A = v,.tr. (4.13)

Substituindo as Equagbes (4.2) e (4.9) na Equacdo (4.13), obtém-se

2vg. sen 6
P )

A = vg.cosf.

Manipulando-a, temos
_ 2vj.senf.cosf

9

A

Como 2sen @ cos ) = sen 26, concluimos que

_ vg.sen 26
.

A (4.14)

4.2 Equacao da Trajetoria - Uma Abordagem Mate-
matica

Nesta secao, apresentamos uma abordagem matematica a trajetoria do ponto P em

funcao dos eixos Oz e Oy.
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Proposigao 4.2.1. Seja 6 o dngulo de tiro ou de lancamento, vy a velocidade inicial e
g a aceleracao da gravidade, entdo podemos descrever a altura y em funcdo do alcance

x pela funcao
9 2
203c0s?0"

y =tgl.x — (4.15)

Demonstragao. Para demonstrar a Fungdo (4.15) basta utilizar as Equagdes (4.1) e
(4.4). Observe que a Funcdo (4.15) justifica o fato da trajetoria do langamento obliquo
ser uma parabola.

Da Equacao (4.1) isolando ¢, temos
t=— (4.16)

Substituindo a Equacao (4.16) na Equagao (4.4), obtemos

’ ﬁ. (4.17)

Y =Voy.-— —
yUQx 2

Substituindo as Equacoes (4.2) e (4.3) na Equagdo (4.17) e manipulando-a obtemos:

2
T
x g (00.0039)

= vp.5enb. -
4 0 vg.cosb 2

0
Como tgt = el

, temos
cos

g 2

=tg0.r — —5——.7".
v 2.v3.cos%0

]

Observagao 4.2.2. As Equagoes (4.12) e (4.14) podem ser obtidas a partir da Fung¢ao
(4.15). Para determinarmos a altura mdzima h, basta utilizar a formula que determina
a ordenada do vértice. E para calcularmos o alcance A € sé determinar os zeros da

funcao, ou seja, basta fazer y = 0.
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Observacao 4.2.3. A Funcao (4.15) vale para langamento inicial coincidindo com a
origem. Caso o lancamento seja de um ponto, cuja ordenada seja +yo # 0, devemos

acrescentar tal ordenada a Fungdo (4.4), obtendo assim:

g
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Capitulo 5

Problemas Sobre Lancamento Obliquo

Neste capitulo, resolvemos alguns problemas sobre langamento obliquo utilizando

tanto a abordagem da fisica quanto a abordagem matemaética.

Problema 5.0.4. No nivel do solo, uma bomba € disparada com velocidade inicial de
80 m/s, a 60° sobre a horizontal e sem sofrer resisténcia significativa do ar. a) Quanto
tempo ela leva para atingir seu ponto mais alto? b) Ache sua altura mdzima em relacao

ao solo. ¢) A que distdncia do seu ponto de disparo a bomba aterrissa? (Considere
3 1
g =10 m/s?, sen60° = g, cos 60° = 5 € tg60° = /3.
Resolucao por meio da Fisica
a) Para determinar quanto tempo leva para atingir seu ponto mais alto basta utilizar

a Equagao (4.9), logo

. 80. sen 60°
1
. 3 .
Pelo enunciado temos que sen 60° = - Assim,

3
50 Y3

ty= —2

10
. ~40V3
10

t, =43 s.
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b) Para achar a altura méaxima utilizamos a Equagao (4.12). Ou seja,

802. sen? 60°
2.10

Como j& vimos anteriormente, se sen 60°

3
5 entdo sen?60° = —. Portanto,

6400.§
h=—4
20
4
;4800
20
h = 240 m.

¢) Determinar a que distancia do seu ponto de disparo a bomba aterrissa é deter-
minar o alcance horizontal. Entao, pela Equacao (4.14), temos

Ao 802. sen 1200'
10

3
Sabemos que sen 120° = sen 60° = £ Logo,

6400, Y3
. P
10
. 32004/3
10
A = 320V3 m.

Resolugao por meio da Matemdtica

a) Para determinarmos o instante em que a bomba leva para atingir seu ponto mais
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alto, é necessario utilizarmos inicialmente a Func¢ao (4.3) obtendo assim

voy = 80. sen 60°

V3

Voy = 807

voy = 40.V/3 m/s.
Substituindo o valor acima na Funcdo (4.4) temos

y = 40.V/3t — 5. (5.1)

A Fungao (5.1) é uma fungao quadratica e o tempo necessario para atingir o ponto

mais alto pode ser determinado pela abscissa do vértice x,, ou seja, pela Equacao (1.7).

Portanto,

—10
ts = 43 s.

Observe que deu o mesmo resultado encontrado pela abordagem da Fisica.

Para resolvermos as letras b e ¢, fazemos uso da Fungao (4.15), obtendo assim a
funcao

 60° — —— 2
Y= 1900 T 5 802 cos2600

1
Sabemos que cos 60° = 3 e tg60° = /3. Logo

1
y =3z — ﬁxQ. (5.2)

Como a Fungao (5.2) representa uma funcdo quadratica, podemos determinar a

altura maxima pela Equagao (1.8), que representa a ordenada do vértice, e o alcance
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horizontal, pelos zeros da funcao. Consequentemente, a altura maxima é

3
o=

80
Yy = 240 m.

Calculando os zeros da Funcao (5.2) pela Observagao 4.2.2, obtemos

1 2

Utilizando a Formula (1.6) para resolver a equacao do 2° grau acima, temos

o 1
160
_ —V3EV3
o 1
160
—/3 3 — — /3
Dai temos 2’ = # ex’ = # obtendo assim 2’ =0 e
160 160
2" = 3203 m.

Problema 5.0.5. Uma particula é lan¢ada de um ponto O do solo, no instante to = 0,
com velocidade vy, formando um dngulo 0 com a horizontal. Sao dados: o médulo da
aceleracao da gravidade igual a 10 m/s%, o mddulo da velocidade v igual a 200 m/s,

senf) = 0,80 e cosf = 0,60. Desprezando os efeitos do ar e adotando um sistema de
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coordenadas de origem em O, determine:
a) o instante em que a particula atinge o vértice da trajetoria;
b) o instante em que a particula atinge o solo;
¢) o alcance horizontal da particula;

d) a altura mdzima atingida pela particula.

Resolugao pela abordagem da Fisica
a) Nesta alternativa, recorremos novamente a Equacao (4.9), pois o instante em que

a particula atinge o vértice da trajetoria coincide com tempo de subida. Portanto,

75_2()O.Ser19
10

Conforme o enunciado, sen# = 0, 80. Logo,

~200.0, 80
10
160
ty=—
10
ts =16 s.

b) Pela Observagao 4.1.1, vimos que o instante em que a particula atinge o solo, ou

seja, o tempo total, corresponde ao dobro do tempo de subida. Assim,
tr =2ty =2.16 = 32 s.

c¢) Para calcular o alcance horizontal da particula fazemos uso da Equagao (4.14).

Ou seja,
2002 sen 26

10

A (5.3)

Sabemos que sen 260 = 2sen # cos 6.

Substituindo os valores do sen 6 e cosf apresentadas no enunciado, obtemos

sen 20 = 2.0, 80.0, 60

sen 260 = 0, 96.
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Substituindo o valor do sen 26 na Equagao (5.3), temos

2002,

, _ 200%.0,96
10

4 _ 40000.0,96
10

A = 3840 m.

d) Para determinar a altura maxima recorremos a Equagao (4.12). Logo,

_2002.sen29
210

Se sen f = 0,80, entao sen?d = (0,80)% = 0, 64.

Substituindo o valor do sen? § na Equagao (5.4), obtemos

. 2002.0, 64
210
2
- 5600
20
h = 1280 m.

Agora, resolvemos as mesmas alternativas com a abordagem matemaética.

Para resolvermos as alternativas a) e b) fazemos uso das Equacoes (4.3) e (4.4).

Assim, temos

voy = 200.0,80 = 160 m/s.

y = 160t — 5t%.

(5.5)

A Fungao horaria (5.5), como ja vimos, representa uma fungao quadréatica, e é com

o auxilio dessa fun¢do que resolvemos as letras a) e b). Portanto, para calcularmos o
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tempo de subida, basta utilizar a Equagao (1.7). Assim,

P 160
T2(-H)
160
ty = —
(—10)
t, =16 s.

Para determinar o tempo total, que corresponde o instante que a particula toca o

solo, & s6 achar os zeros da Funcdo (5.5). Ou seja, deve-se resolver a equagio do 2°

grau
160t — 5t2 = 0.

Para resolver tal equagao fazemos uso da Formula (1.6). Logo,

. —160+ /160° — 4.(=5).0

B 2(—5)
. —160 £ /25600
B ~10
. —160 + 160
- =10
—160 + 160 —160 — 160
Dai temos, t' = —Ho+ 0 et” = ————, obtendo assim, ' =0 e
—10 —10
" =32 s.

Para responder as letras ¢) e d) fazemos uso da Fungao (4.15), que resulta em

4 1,
Y= 5T — 52557
37 2880

10

ols temos que tgl 0,80 _ 4 e desenvolvendo a expressao
is temos qu =1 =_ nvolven Xpr -
P AHELI7 =060 ~ 3 P 2.2002.(0, 60)?

obtemos
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Para achar o alcance horizontal usamos a Equagao (1.6). Logo,

4 1
_4, 16
. 3 9
- 1
1440
4 4
r— _3 - 3
1440
4 4 4 4
373 373
Dai temos, 2’ = I =0ea” = T Manipulando a igualdade z”,
1440 1440
obtemos z” = 3840 m.

Para finalizarmos a questao, a altura méaxima é determinada com o auxilio da
Equacdo (1.8). Portanto,

16
___9
y’U 1
720
B 16 720
Yo = 9 ) 1
Yy = 1280 m.

Problema 5.0.6. Um jogador A de basquete, parado, lanca obliquamente uma bola da

altura de 1,70 m, com velocidade de 10 m/s, formando um dngulo 6, tal que senf =

0,80 e cost = 0,60, acima da horizontal, para outro jogador B situado a 9,0 m dele.
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Adotando g = 10 m/s?® e desprezando a resisténcia do ar, determine a altura, em

relacao ao solo, que o jogador B deve colocar a mao, com o braco vertical, para apanhar
a bola.

Na resolucao deste problema, damos uma abordagem da Fisica e depois uma abor-
dagem Matematica.

Resolvendo pela abordagem da Fisica, utilizamos as Equagoes (4.1),(4.2),(4.3) e
(4.4). Pela Equagao (4.1), temos

T = Vgg.t.

Mas pela Equacao (4.2), obtemos
T = vg. cos 0.t

Substituindo x = 9 m, vg = 10 m/s e cosf = 0,60 conforme o enunciado, temos

9 = 10.0,60.
9
6
3
t=—s.
2

Pela Fungoes (4.3) e (4.4) obtemos

y = vg.senf.t — g.t2, (5.6)

ja que substituimos a Fungao (4.3) na Fungao (4.4). S6 que esta relagao vale se a posi¢ao
inicial de lancamento coincidir com a origem do sistema, caso que nao ocorre segundo
o enunciado, pois a bola é lancada a 1,70m de altura. Como queremos determinar a

altura, em relacdo ao solo, devemos acrescentar 1, 70m a Fungao (5.6). Assim,

y=1,70 + vy.sen .t — gt2. (5.7)

3
Substituindo ¢ = 5 5 Vo= 10 m/s e sen = 0,80 e g = 10 m/s? conforme o
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enunciado na Funcao (5.7), obtemos

3 3\ 2
—1.70+8°2 5. (2
0835 (3)

9
y=170+12—-57"
4
= 13,70 — 11,25
= 2,45 m.

Pela abordagem matematica, utilizamos a Fungao (4.15) acrescido de 1,70 m con-

forme ja explicado antes. Portanto,

g 2
=1,70+tg0.r — —5——=". 0.8
y="510+rg0x 2.v(2].0032¢9x (5:8)

Substituindo os respectivos valores mencionados segundo o enunciado e manipu-

lando a funcao acima, obtemos

4 5
y=1,70+ 37 %:ﬁ. (5.9)

Como a Fungao (5.9) refere-se a uma fun¢ao quadratica, para determinar a altura

desejada no enunciado, basta substituir z = 9m na referida funcao. Logo,

45
=1,70+-.9 — —.9?
R T

5
— 1,70 +12 — — .81
TS

5
y=1,70+12--.9

4
y=13,70 — 11,25
y=2,45m.

Problema 5.0.7. Um disco é lan¢ado para cima com velocidade de mddulo 10/2 m/s,

a 45° com a horizontal. O ponto de lancamento encontra-se a 5 m acima do solo.
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Sabendo que g = 10 m/s?, determine a altura mdzima atingida pelo disco em relagao

ao nivel de lan¢amento.(Considere sen 45° = cos 45° = - € tg45° =1).

Diferentemente do exercicio anterior, aqui determinamos a altura maxima atingida
pelo disco em relacao ao nivel de lancamento e nao em relacao ao solo.

Os dados do problema segundo o enunciado sao vy = 10v/2 m/s, yo = 5 m e
g =10 m/s? além das razoes trigonométricas do angulo de 45°.

Pela abordagem da Fisica, utilizaremos a Equacdo (4.12). Substituindo os respec-

tivos valores, temos

. (101/2)2. sen? 45°

910
2
100.2 (ﬁ>
5
h=——p—""
100.2 (Z)
h—_ N
20
100
I
20
h=5m.

Observacao 5.0.8. FEsta altura € a procurada, pois a Equacao (4.12) vale para deter-

minar a altura mdxima a partir do ponto inicial de lancamento.

Pela abordagem matematica fazemos uso da Fungao (4.18), pelo fato do langamento
nao partir da origem. Entao, substituindo os respectivos valores que estao no enunciado

na Funcao (4.18) e manipulando-a, obtemos
=5+ 20 (5 10)
y x J; . .

Com base na Equacao (1.8) determinamos a altura maxima em relagao ao eixo Oz.
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Logo,

()

Yy = 10 m.

Como dito antes, esse valor representa a altura maxima em relacdo ao eixo Ox.
Portanto, para calcular a altura maxima em relagao ao nivel de langamento bhasta
subtrair 5 m, que representa o ponto de langamento, do valor acima (10 m), resultando

assim em 5 m.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Este estudo teve o objetivo de realizar uma explanacao sobre os principais topicos
da Matematica e da Fisica que sao abordados no Lancamento Obliquo, de tal modo
que ampliem os conhecimentos adquiridos pelos alunos do Ensino Médio.

Na pesquisa realizada, procuramos apresentar um trabalho com uma linguagem de
facil entendimento para qualquer aluno, desde que possua um conhecimento minimo
matematico.

Ao longo do periodo da coleta de dados para a realizacao deste estudo, percebe-
mos que os livros didaticos, principalmente os de Fisica (Nicolau e Toledo, Matias e
Frattezi), ddo um enfoque fisico. O livro |2]| na pag.160 da um enfoque matemético
para o movimento uniformemente variado. Porém, achamos insuficiente pelo ntmero
de autores renomados que temos. Em boa parte dos livros de Matematica, o que se
observa ¢ um ou outro exercicio aplicado a uma outra area do conhecimento.

Ao desenvolver este trabalho, um dos objetivos é mostrar a alunos e professores
que o conhecimento nao é um fim em si mesmo. Alunos apresentam dificuldades ao
visualizarem uma funcao afim aplicada na Economia, por exemplo. Professores nao se
sentem seguros em contextualizarem determinados assuntos em outras areas, como na
Engenharia.

Por fim, vale ressaltar que outro objetivo deste estudo foi aprofundar a interdisci-
plinariedade entre os contetidos. Nao se pode estudar fungdo quadrética, por exemplo,
apenas pensando que é um assunto da Matemética. Assim como, também nao pode-
mos imaginar a Matematica como um simples instrumento de auxilio para as outras

ciéncias. A Matemética e as demais ciéncias se completam e é isso que precisamos
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cultivar em nossas escolas e universidades.
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