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RESUMO

A Trigonometria € utilizada de maneira ostensiva na Fisica Classica do Ensino Médio, seja na
elaboracdo das teorias ou na resolucdo de exercicios. Também conhecida como Fisica
Newtoniana, ela é didaticamente subdividida em mecanica (cinematica, dindmica, estéatica,
hidrostatica e gravitacdo), termologia, Optica geométrica, ondulatoria e eletricidade
(eletrostéatica, eletrodinamica e eletromagnetismo). Entre todos esses conteddos, apenas a
termologia prescinde do uso da Trigonometria na resolucdo de problemas ou construcgdes
tedricas. Os demais conteudos sdo absolutamente auxiliados matematicamente pela
Trigonometria. Porém, essa parceria surge de forma esparsa (espalhada). O estudo objetivou
fazer uma compilacdo e organizacdo sistematica dessa parceria, apresentando a Trigonometria
acompanhada de aplicagdes na Fisica do Ensino Médio, dando a nogdo dessa aproximacéo entre
esses dois conteudos. Portanto, trata-se de um estudo interdisciplinar, feito a partir de uma
pesquisa em livros didaticos de Fisica e Matematica do Ensino Médio usados no Brasil, além de
livros textos americanos, peruanos, indianos e russos, observando e captando 0s aspectos
trigonométricos que unem a Fisica e a Trigonometria. Muitos exercicios ilustrativos dessa
parceria foram colhidos dos varios vestibulares espalhados pelo Brasil, em especial 0s
vestibulares militares ITA e IME, além do vestibular da UnB, NOVO EMEM e varios exercicios
traduzidos dos livros estrangeiros. A compilacdo, a sistematizacdo e a analise foram elaboradas
segundo o nivel de compreensdo de alunos e professores do Ensino Médio. Foi obtido como
resultado um material de apoio a professores do Ensino Médio de Fisica e de Matematica, que
queiram contextualizar contetdos ministrados em suas aulas. Alunos que vao prestar vestibulares
no padrdo dos militares ITA e IME podem aproveitar os exercicios mais complexos resolvidos e
comentados. Ja alunos que queiram prestar vestibulares mais simples como o0 NOVO ENEM
podem aproveitar a teoria e as resolucdes comentadas das questdes do NOVO ENEM. E um
material para pesquisa, portanto, ndo se trata de um livro texto didatico para o Ensino Médio.
Mesmo assim, o trabalho contempla os anseios pedagdgicos dos Parametros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio, quando transforma uma perspectiva fragmentada numa
perspectiva contextualizada e interdisciplinar.

Palavras-chave: Trigonometria e Fisica no Ensino Médio. Contextualizacdo da Trigonometria.

Contextualizagdo da Matematica.



ABSTRACT
Trigonometry has been used conspicuously in the classical physics taught in high school, be it
in the development of theories or in drills solving. Also known as Newtonian Physics, it is
didactically divided into mechanics (kinematics, dynamics, static, hydrostatic and
gravitation), thermology, geometrical optics, undulating and electricity (electrostatic,
electrodynamics and electromagnetism). Among all these contents, only thermology dispenses
the use of trigonometry to solve problems or theoretical constructs. The remaining contents
are, as a whole, mathematically aided by Trigonometry. However, this partnership arises
sparsely. This study aimed to make a systematic compilation and organization of this
partnership, bringing up Trigonometry along with its applications to Physics as it is taught in
high school, posing an approach involving these two subject matters. Therefore, it is an
interdisciplinary study, based on a survey carried out in textbooks of Physics and High School
Mathematics used in Brazil, as well as American, Peruvian, Indian and Russian textbooks,
observing and capturing the trigonometric aspects which unite Physics and Trigonometry.
Many illustrative exercises showing this partnership were collected from various vestibular
throughout Brazil, especially the military vestibular of ITA and EMI, in addition to the
vestibular of UNB, Novo EMEM and several exercises translated from foreign books. The
compilation, systematization and analysis were carried out according to the level of
understanding of students and teachers from high school. As a result it was obtained a
material to support high school teachers of Physics and Mathematics, who want to
contextualize content taught in their classes. Students to take vestibular of ITA and EMI can
take advantage of the most complex exercises already solved and commented. Students to
take more simple vestibular exams such as NOVO ENEM can take advantage of the theory
and commented resolutions of questions from NOVO ENEM. It is a material designed for
research. So this is not a didactic textbook for high school. Still, the work includes the
educational aspirations of the National Curriculum Guidelines for Secondary Education,

transforming a fragmented perspective into a contextualized and interdisciplinary perspective.

Key words: High School Trigonometry and Physics. Contextualized Trigonometry.

Contextualized Mathematics.
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INTRODUCAO

A Fisica ja foi definida como a ciéncia da medida. Evidente que isso € exagero, a
Fisica € muito mais que apenas medidas. Porém, esse tipo de afirmacdo fortalece a ideia de
que a relagdo nutrida com a Matemética € intima e muito proveitosa. Em verdade, a
Matematica fornece grande parte das garantias necessérias a Fisica, fazendo-a avancar como
uma das mais importantes ciéncias desenvolvidas pela humanidade.

A linguagem matematica carrega uma precisdo que, por vezes, muitas conclusées
fisicas sdo tiradas dela e, s6 depois, interpretadas como um fenémeno fisico, quando
confirmadas pelos experimentos. Isso aconteceu com a Teoria da Relatividade, quando
Lorentz organizou as transformadas do espaco-tempo. Ele concluiu que aquilo seria apenas
uma estética e ndo uma Fisica. Einstein foi quem teve a coragem de acreditar que o mundo
seria daquela forma. Portanto, mais que explicar e dar garantias as teorias fisicas, a
Matematica pode antecipar resultados, que posteriormente sdéo comprovados empiricamente.
E a Matematica empurrando a fronteira da Fisica. No Ensino Médio ha uma parceira
permanente da Fisica: a Trigonometria.

Na maioria das escolas brasileiras, a Trigonometria, mesmo que ainda de forma
incipiente, € um contetdo matematico abordado a partir do nono ano do Ensino Fundamental.
Mas é no Ensino Médio, que ela se transforma numa construcéo tedrica relativamente robusta,
servindo a Matematica em geral, especialmente as Geometrias Plana e Espacial.

Também, em boa parte da Fisica Classica ministrada ao longo do Ensino Médio, a
Trigonometria tornou-se um instrumento poderoso, porque ndo dizer, uma boa e necessaria
companhia na resolugcdo de uma grande quantidade de exercicios enfrentados por professores
e alunos, bem como, na interpretacdo tedrica de certos conteudos da Fisica, dando respostas
categoricas, definitivas, precisas e bastante seguras.

A Fisica Cléassica, também conhecida como Fisica Newtoniana, € didaticamente
subdividida em Mecénica (Cinematica, Dinamica, Estatica, Hidrostatica e Gravitacao),
Termologia, Optica Geométrica, Ondulatéria e Eletricidade (Eletrostatica, Eletrodindmica e
Eletromagnetismo). Entre todos esses contetidos, apenas a Termologia prescinde do uso da
Trigonometria na resolucdo de problemas e construcfes tedricas. Mesmo assim, ha situagdes
nas quais seus fendmenos podem apresentar caracteristicas matematicas trigonométricas. Os
demais contetidos s&o absolutamente auxiliados pela Trigonometria.

Quando ha necessidade e possibilidade de seu uso, 0s professores de Fisica recorrem

aos conceitos basicos da Trigonometria, as relagcdes trigonométricas mais elaboradas, bem
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como, as fungdes trigonométricas e suas propriedades. Porém, mesmo aparecendo em
profusdo, o que j& d& a ela uma grande importancia, a Trigonometria surge de forma esparsa,
espalhada, ao longo dos conteudos da Fisica distribuidos pelo Ensino Médio.

Entdo, o que pode ser feito para cuidar mais de perto dessa relacéo tdo proficua entre
a Trigonometria e a Fisica?

Nessa lacuna, em busca de uma boa resposta a essa questdo, dois sdo 0s interesses
maiores pretendidos nessa dissertacao:
0 primeiro é organizar de forma sistematica a aplicacdo da Trigonometria na Fisica do Ensino
Médio, ou seja, exibir de maneira organizada essa relagdo tdo intima e proveitosa entre a
Trigonometria e a Fisica;
0 segundo vem como consequéncia, que é disponibilizar aos professores de Matematica uma
forma bastante contextualizada de apresentar e aplicar a Trigonometria no Ensino Médio.
Além disso, exibir aos professores de Fisica, um fortalecimento dessa ferramenta na resolugdo
de exercicios que demandem sua aplicagdo, inclusive alguns bastante “elaborados”, que, sem
0 uso da Trigonometria, teriam soluges bem mais complexas. Por vezes, abdicamos do
calculo diferencial por conta do auxilio da Trigonometria.

Ao longo dessa dissertacdo, serdo apresentados, em profusdo, argumentos que
sustentam a necessidade de um texto nesse viés, ilustrando com uma grande quantidade de
exercicios resolvidos e na formatacdo da teoria da Fisica.

Dessa forma, temos como objetivo imediato, a apresentacdo de forma organizada
desse vinculo epistemolégico entre a Trigonometria e a Fisica. Como objetivo mediato, o uso,
pelos professores do Ensino Médio, como material de consulta e inspiragdo em suas aulas de
Fisica ou de Matematica, contextualizando as duas disciplinas e dando forma interdisciplinar
a cada contetdo.

A contextualizacdo e a interdisciplinaridade sdo exigéncias dos PCNs', conforme

defendem,

A aprendizagem das Ciéncias da Natureza, qualitativamente distinta daquela
realizada no Ensino Fundamental, deve contemplar formas de apropriacdo e
construcdo de sistemas de pensamento mais abstratos e ressignificados, que as trate
como processo cumulativo de saber e de ruptura de consensos e pressupostos
metodoldgicos. A aprendizagem de concepgBes cientificas atualizadas do mundo
fisico e natural e o desenvolvimento de estratégias de trabalho centradas na solucédo
de problemas ¢é finalidade da area, de forma a aproximar o educando do trabalho de
investigacdo cientifica e tecnologica, como atividades institucionalizadas de
producdo de conhecimentos, bens e servigos. Os estudos nessa area devem levar em
conta que a Matematica € uma linguagem que busca dar conta de aspectos do real e
que é instrumento formal de expressao e comunicacao para diversas ciéncias. Enfim,

1 PCN - 2000, Brasil, p. 20.
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a aprendizagem na area de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias
indica a compreensdo e a utilizagcdo dos conhecimentos cientificos, para explicar o
funcionamento do mundo, bem como planejar, executar e avaliar as acdes de
intervencdo na realidade.

Conforme o texto na integra das bases legais dos PCNs, um dos trés eixos
epistemoldgicos elencados é o das Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias,
reforcando o fato de que a Fisica como uma das Ciéncias da Natureza estd na companhia
permanente da Matematica.

No capitulo 10, Trigonometria e mensuracdo na Grécia, do livro Historia da
Matematica, Carl B. Boyer? diz:

A Trigonometria, como os outros ramos da Matematica, ndo foi obra de um so
homem — ou nagdo. Teoremas sobre as razbes entre lados de tridngulos semelhantes
tinham sido usados pelos antigos egipcios e babildnicos. Dada a falta no periodo
pré-helénico, do conceito de medida de angulo, um tal estudo seria melhor chamado
“trilaterometria”, ou medida de poligonos de trés lados (trilateros), do que
“trigonometria”, a medida de partes de um triangulo. Com os gregos pela primeira

vez encontramos um estudo sistematico de relagdes entre angulos (ou arcos) num
circulo e os comprimentos das cordas que 0s subentendem.

A Trigonometria (do grego trigonon "triangulo” + metron "medida™) é, numa
definicdo simplificada, um segmento da Matematica que estuda as razBes entre 0s
comprimentos de dois lados de um triangulo retangulo (triangulo com um de seus angulos
com 90°). Isso, para diferentes valores assumidos por um dos seus angulos agudos.

Para a realizacdo dessa pesquisa, foi utilizada uma revisdo bibliogréfica, cujo
propdsito foi identificar estudos publicados acerca do tema tratado. Portanto, foi realizada
uma pesquisa nas bases de dados online na Internet, durante o periodo de janeiro a maio de
2016. Nessa busca, foram utilizados os descritores: Trigonometria na Fisica, aplicacdes da
Trigonometria, Fisica e Matematica, origens da Trigonometria.

Além dessa pesquisa na Internet, foi feita uma leitura em livros didaticos de Fisica
adotados no Ensino Médio, em livros de Historia da Matematica e da Fisica e em livros
estrangeiros, todos ligados ao tema de forma esparsa, espalhada.

N&o foram encontrados livros, nem trabalhos cientificos especificos com o proposito
deste trabalho, cujo elemento de distincdo e novidade é compilar e organizar de forma
sistematica esse vinculo epistemoldgico entre a Trigonometria e a Fisica, bastante conhecido,
porém apresentado sempre de forma muito espalhada e dissociada de um todo.

Havia uma questdo, apresentar a Fisica e mostrar a Trigonometria como parceira ou

apresentar a Trigonometria e mostrar a Fisica como contextualiza¢cdo? As duas possibilidades

2BOYER, p. 116
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eram viaveis. Porém, o trabalho apresentado é em Matemaética. Dai, a escolha pela segunda
alternativa.

Na proposta do novo ENEM, com suas competéncias e habilidades, encontramos a
necessidade iminente de contextualizacdo e interdisciplinaridade. Basta observar a matriz
apresentada a seguir, com as marcagdes chamando atencdo para determinados termos, que
saltam aos olhos 0s motivos para esse viés do contexto e da parceria entre disciplinas. Eis a

matriz de competéncias e habilidades, em Matematica, do novo ENEM?®.

Competéncias e habilidades — Matematica

Competéncia de area 1 — Construir significados para os nimeros naturais,
inteiros, racionais e reais.

H1 — Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representacfes dos
nameros e operagdes — naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 — Identificar padrGes numéricos ou principios de contagem.

H3 — Resolver situagdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcdo de
argumentos sobre afirmagfes quantitativas.

H5 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos
numericos.

Competéncia de area 2 — Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a
leitura e a representacdo da realidade e agir sobre ela.

H6 —Interpretar a localizagdo e a movimentacdo de pessoas/objetos no espaco
tridimensional e sua representagdo no espaco bidimensional.

H7 — Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

H8 - Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de
espaco e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecdo de
argumentos propostos como solugdo de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 3 — Construir nocdes de grandezas e medidas para a
compreensdo da realidade e a solucéo de problemas do cotidiano.

H10 — Identificar relagBes entre grandezas e unidades de medida.

H11 — Utilizar a nocdo de escalas na leitura de representacdo de situagdo do
cotidiano.

H12 — Resolver situacdo-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medi¢do na construgdo de um argumento
consistente.

H14 — Avaliar proposta de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos
geométricos relacionados a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4 — Construir nocbes de variacdo de grandezas para a
compreensdo da realidade e a solucéo de problemas do cotidiano.

H15 — Identificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.

H16 — Resolver situacdo-problema envolvendo a variacdo de grandezas, direta ou
inversamente proporcionais.

H17 — Analisar informacdes envolvendo a variacdo de grandezas como recurso para
a construcdo de argumentac&o.

H18 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade envolvendo variacdo de
grandezas.

Competéncia de area 5 — Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis
socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representacdes algébricas.

H19 - Identificar representacdes algébricas que expressem a relagdo entre
grandezas.

H20 — Interpretar grafico cartesiano que represente relagdes entre grandezas.

¥ ENEM, MEC, Matriz de Competéncias e Habilidades, Brasil.
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H21 - Resolver situacdo-problema cuja modelagem envolva conhecimentos
algébricos.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a
construcdo de argumentacao.

H23 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos
algébricos.

Competéncia de area 6 — Interpretar informac6es de natureza cientifica e social
obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizando previséo de tendéncia,
extrapolacdo, interpolacgdo e interpretacao.

H24 — Utilizar informagdes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.
H25 — Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou gréaficos.

H26 — Analisar informagdes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a
construcdo de argumentos.

Competéncia de area 7 — Compreender o carater aleat6rio e ndo deterministico
dos fendbmenos naturais e sociais_e utilizar instrumentos adequados para
medidas, determinacdo de amostras e cdalculos de probabilidade para
interpretar informacbes de varidveis apresentadas em uma distribuicao
estatistica.

H27 — Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersdo de um conjunto de
dados expressos em uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes)
ou em graficos.

H28 — Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos de estatistica e
probabilidade.

H29 — Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a
construcdo de argumentacao.

H30 — Avaliar propostas de intervencéo na realidade utilizando conhecimentos de
estatistica e probabilidade.

A metodologia de trabalho inicia com a motivagédo para a escolha do tema, que leva
em conta o fato do Curso de Mestrado do PROFMAT enveredar pela construcao de conteldos
na area da Educacdo Basica. Outro elemento importante, nessa escolha, é o fato da
Trigonometria ser uma das disciplinas obrigatorias ministradas na grade ordinaria do curso.
Junte-se ai a disciplina de resolucdo de problemas que também é ministrada na grade regular
do curso. Entdo, a escolha do tema esté fincada no interesse o no andamento do PROFMAT,
considerando que ele sera desenvolvido a partir da Trigonometria e justificado com resolugéo
de problemas.

O critério foi desenvolver a teoria da Trigonometria numa sequéncia classica,
didatica, comum aos livros textos do Ensino Médio, em capitulos. Em cada capitulo, elencar
varios exercicios de Fisica no padrdo do Ensino Médio que adotam a Trigonometria como
parceira, contextualizando na Fisica, na medida em que os conteldos sdo apresentados, e
apresentar uma solucdo comentada para cada exercicio.

Os critérios usados na escolha dos exercicios foram: exercicios de Fisica
contextualizados, a exemplo das questdes do ENEM; exercicios de Fisica com uso ostensivo
da Trigonometria; alguns exercicios foram escolhidos pela complexidade e criatividade no

uso da Trigonometria; alguns exercicios foram coletados em vestibulares de instituicGes
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militares como ITA e IME pela forma com usam a Trigonometria, entre outros vindos de
livros americanos, indianos, peruanos e russos. Sempre focando o aspecto interdisciplinar.
Vérios conceitos de Fisica necessarios a resolucdo de alguns exercicios sao
apresentados ao longo das resolugdes, em notas de rodapé ou em anexos, dando ao leitor a
possibilidade de rever esses conceitos, facilitando a compreensdo da resolucéo do exercicio.
O material foi desenvolvido pensando em contemplar professores do Ensino Médio, portanto,
ndo ha aplicacédo de célculo diferencial. Também, na escolha dos exercicios, houve o interesse
em contemplar os alunos que queiram prestar vestibulares mais complexos, a exemplo do ITA
e do IME.
Nos ultimos seis anos, a frequéncia de questfes que usam a Trigonometria como
parceira na prova de Fisica do vestibular do ITA é em torno de 26%, conforme ilustra a

estatistica na tabela 1.

Tabela 1 - Incidéncia de Trigonometria nas questdes da prova de Fisica dos vestibulares do ITA.

Ano Frequéncia  Frequéncia

acumulada
2010 10/30 10/30
2011 5/30 15/60
2012 9/30 24/90
2013 8/30 32/120
2014 6/30 38/150
2015 9/30 47/180

Fonte: Elaborada pelo autor

Nas provas do IME, a frequéncia fica mais insistente. Sdo 33/88 = 0,375 = 37,5%, no
periodo de 2010 a 2015.

Finalmente, a metodologia para elaboracdo desse material ndo é voltada para
produzir um livro didatico, mas para produzir um material de pesquisa e orientacdo de
professores e alunos em geral, tanto na Fisica como na Matemaética. As referéncias sdo 0s
livros-texto didaticos adotados nas escolas brasileiras de Ensino Médio e livros estrangeiros,

especialmente na coleta de alguns exercicios.
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1 - TRIGONOMETRIA NOS TRIANGULOS E NO CICLO

1.1 Razdes trigonométricas no triangulo retangulo

Dado um triangulo retangulo ABC como na Figura 1.1, definem-se as razdes

trigonométricas: Seno, cosseno, tangente, cossecante, secante e cotangente.

Figura 1.1 - Triangulo retangulo.

Denominacoes:

e b é 0 cateto oposto a B e o cateto adjacente a C.
e ¢ éo0 cateto oposto a C e o cateto adjacente a B.

e a é a hipotenusa.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definem-se:
v _ cateto oposto ao angulo 6 v — 1
Sen(a) hipotenusa sec(@) cos(6)
v _ cateto adjacente ao angulo 0 v — 1
COS(G) hipotenusa COSSEC(Q) sen(0)
v _ cateto oposto ao angulo 6 v — 1
tg (9) cateto adjacente ao angulo 6 COt'g(B) tg(6)
Portanto,
v sen(B) =§ v sec(B) =% v sen(C) =§ v sec(0) =%
PN c PN a ~ b A a
v cos(B) = - v' cossec(B) = > v cos(C) == v cossec(C) = p
a
v tg(B) =2 v cotg(B) =< v tg(6) =% v Ay _ Db
g(B) =< g(B) = g(l) =5 cotg(C) = -

Como B+C=090° B e C sio ditos angulos complementares. Note que o

complementar de um angulo x é o angulo (90° — x). Tambem é trivial notar que:

v sen(x) = cos(90° — x);
v tg (x) = cotg(90° — x);

v sec(x) = cossec(90° — x).



1.2 Célculo de valores notaveis.

I. Note, na Figura 1.2, o triangulo equilatero ABC e o triangulo retangulo egipcio ADC.

Figura 1.2 - Tridngulo equilatero.
A

Usando Pitagoras no tridngulo ADC, vem:
2
/ R+(x) =z-n="2
B 02
Fonte: Elaborada pelo autor.
Dai,
l W3 l
oy—2_1 oy_ 2 _ V3 oy _ 2z _ V3
v sen(30°) =2 =- 4 cos(30°) = 2 == v tg(30)—@—?
2
Wi 5 Loy W3
v" sen(60°) = % = v' cos(60°) = % == v 1g(60°) = 2=+/3
2
I1. Na Figura 1.3, note o quadrado ABCD e o triangulo ABC.
Figura 1.3 — Quadrado e Triangulo retangulo. o l V2
g Q g g v sen(45)=ﬁ=7
D C
v' cos(45°) = #E = \/;
2
! v tg(45°) = % =1 = cotg(45°)
450 _
A B

Fonte: Elaborada pelo autor.
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I11. Note o tridngulo retangulo na Figura 1.4. E o terno pitagdrico mais conhecido (3, 4 e 5).
Seus angulos sdo aproximadamente 37° e 53°.

Figura 1.4 - Triangulo retangulo egipcio. v sen(37°) = C05(53o)§ =06
v sen(53°) = cos(37°)§ =0,8
37° 5
4
v tg(37°) = cotg(53°)= = 0,75
o v tg(53°) = cotg(37°9) 3 = 1,333 ..

3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 1.1 - Valores notaveis de
Em alguns paises, além da tabela de Senos,
A cossenos e tangentes.
Senos, cossenos e tangentes para os angulos de
. o x | sen(x) | cos(x) | tg(x)
30°, 45° e 60° os alunos de Ensino Medio
. 300 1 ‘/§ \/§
precisam conhecer os valores para os angulos 2 2 3
37° e 53°, do tridngulo 3,4 e 5 de lados. P A 1
2 2
Ao lado, a Tabela 1.1 com os valores
Lo . .. 60° V3 1 V3
notaveis. Eles sdo usados em exercicios de 2 2
Matematica e Fisica. Em geral, eles pressupdem 37° | 06 08 Z
gue os alunos a conhecem de memoria. 7
53° | 08 0,6 3

Fonte: Elaborada pelo autor

1.3 Algumas relacdes importantes e triviais.

As relagOes a seguir decorrem diretamente das definicoes.

v’ sen?(x) + cos?(x) =1 v _ sen(x) __ cos(x)
( ) ( ) tg(X) cos() v Cotg(x) = —sen(x)
v sec(x) = L v' cossec(x) = v cotg(x) =

cos(x) sen(x) tg(x)

Obs.: Os denominadores séo todos ndo nulos, considerando que, nesse momento da

teoria, x é um angulo agudo de um triangulo retangulo, em que todas as razdes sao positivas.
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1.4 Exercitando a Trigonometria contextualizada pelo novo ENEM

01. ENEM - 2013 - séo duas torres inclinadas uma contra a outra, construidas numa avenida
de Madri, na Espanha. A inclinacéo das torres é de 15° com a vertical e elas tém, cada uma,
uma altura de 114 m (a altura é indicada na figura como o segmento AB). Estas torres sdo um
bom exemplo de um prisma obliquo de base quadrada e uma delas pode ser observada na

Figura 1.5.

Utilizando 0,26 como valor aproximado para tangente de 15° e duas  Figura 1.5 - Vista lateral

casas decimais nas operacdes, descobre-se que a area da base desse ~ 0astorres Puertade

prédio ocupa na avenida um espaco Europa.
a) menor que 100m?.

b) entre 100m? e 300m?.

c) entre 300m? e 500m>.

d) entre 500m? e 700m?.

e) maior que 700m?.

Disponivel em: www.flickr.com.
Acesso em: 27 mar. 2012

Fonte: INEP
Gabarito: e
Resolucéo comentada
Considere a vista lateral de uma das torres Puerta de Europa.

Figura 1.6 - Vista lateral de

uma das torres P. de Europa.  ny triangulo retangulo ABC da Figura 1.6, obtemos:

tg(BAC) :j—:;atg(15°) =%—>
BC = 114.0,26 —» BC = 29,64 m.
Portanto, como a base € um quadrado, segue-se que sua area &,
aproximadamente, igual a BC? = (29,64 m)? = 878,53 m?.
»
c B

Fonte: Elaborada pelo autor.
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02. ENEM - 2011 - Para determinar a distdncia de um barco até a praia, um navegante
utilizou o seguinte procedimento: a partir de um ponto A, mediu o angulo visual a fazendo
mira em um ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele seguiu até um
ponto B de modo que fosse possivel ver o mesmo ponto P da praia, no entanto sob um angulo

visual 2a. A Figura 1.7 ilustra essa situacao:

Figura 1.7 - Vista superior da situacao ilustrada no texto.
P

Trajetoria do barco

Fonte: INEP.

Suponha que o navegante tenha medido o angulo a = 30° e, ao chegar ao ponto B, verificou
que o barco havia percorrido a distancia AB = 2000 m. Com base nesses dados e mantendo a
mesma trajetdria, a menor distancia do barco até o ponto fixo P sera

a) 1000 m.

b) 1000+/3 m.

¢) 20002 m,

d) 2000 m.

e) 2000v/3 m.
Gabarito: b

Resolucdo comentada

Figura 1.8 - Vista superior da situacéo ilustrada, j& como os dados fornecidos no texto.

A 2000m B &

Fonte: Elaborada pelo autor.

O triangulo ABP da Figura 1.8 € isosceles (AB = BP = 2000 m). No tridngulo PBC, temos:

sen(60°) = - 53— 4, 4 - 1000v3 m.

2000 2 2000
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03. ENEM - 2010 - Um bal&o atmosférico, lancado em Bauru (343 quildmetros a Noroeste
de Séo Paulo), na noite do ultimo domingo, caiu nesta segunda-feira em Cuiaba Paulista, na
regido de Presidente Prudente, assustando agricultores da regido. O artefato faz parte do
programa Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil, Franca, Argentina, Inglaterra e Italia,
para a medicdo do comportamento da camada de ozénio, e sua descida se deu ap6s o
cumprimento do tempo previsto de medicao.

Disponivel em: http://www.correiodobrasil.com.br. Acesso em: 02 maio 2010.

Figura 1.9 - Vista lateral da situagéo ilustrada.

Balao

0 60° 30°
1,8 km A 3,7 km B

Fonte: INEP.

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o baldo. Uma estava a 1,8 km da posicéo
vertical do baldo e o avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5,5 km da posicéo vertical
do baldo, alinhada com a primeira, e no mesmo sentido, conforme se vé na Figura 1.9, e 0
avistou sob um angulo de 30°. Qual a altura aproximada em que se encontrava o balao?

a) 1,8 km

b) 1,9 km

c) 3,1 km

d) 3,7 km

e) 5,5 km

Gabarito: ¢

Resolucdo comentada

Figura 1.10 - Vista superior da situacdo ilustrada no texto.
C (balao)
3 o H
tg(60°) =\/§=1—8—>H= 1,8V3 -
3,7 )
H=31m.
0 60° 30
1,8 A 3,7 B

Fonte: Elaborada pelo autor.
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04. ENEM - 2009 - Ao morrer, o pai de Jodo, Pedro e José deixou como heranga um terreno
retangular de 3 km x 2 km que contém uma &rea de extracdo de ouro delimitada por um
quarto de circulo de raio 1 km a partir do canto inferior esquerdo da propriedade. Dado o
maior valor da area de extracdo de ouro, 0s irmdos acordaram em repartir a propriedade de
modo que cada um ficasse com a terca parte da area de extracdo, conforme mostra a Figura
1.11.

Em relacdo a partilha proposta, constata-se que a porcentagem da area do terreno que coube a
Jodo corresponde, aproximadamente, a

(Considere ? = 0,58).

Figura 1.11 — Planta baixa do terreno.
3 km

< > a) 50%.
* b) 43%.
c) 37%.
Jodo

Pedro 2 km d) 33%.
e) 19%.

1km José

1 km
Fonte: INEP.
Gabarito: e

Resolucdo comentada

Figura 1.12 - Vista superior da situacao ilustrada

no texto. No tridngulo assinalado Jodo, da Figura 1.12,
3 km
X temos:
tg(30°) =2 x =22 = 20,58 = 1,16 —
Joa 1,16.2
o Pedro 2 km = 2 = 11e.
E LL16 0
1 km José m porcentagem: ~— = 19%.
-

1 km

Fonte: Elaborada pelo autor.
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05. ENEM cancelado — 2009 - Uma empresa precisa comprar uma tampa para 0 Seu
reservatorio, que tem a forma de um tronco de cone circular reto, conforme mostrado na
Figura 1.13.

Figura 13 — Representacao do reservatério.

60

Fonte: INEP.

Considere que a base do reservatorio tenha raio = 2+/3 m e que sua lateral faca um angulo
de 60° com o solo.

Se a altura do reservatério é 12 m, a tampa a ser comprada devera cobrir uma area de

a) 12 ™ m2.

b) 108 m m?2.

c) (12 + 2v3)2r m2,

d) 300 = m?2.

e) (24 + 2v3)2r m2.

Gabarito: b

Resolucdo comentada

Figura 1.14 - Vista de um corte diametral dado no reservatdrio.

12130

23

Fonte: Elaborada pelo autor.

tg(30°) = = — x = 4V3 » r = 4V3 + 2v/3 = 6V3, logo a 4rea da tampa sera:

A=m(6v3)" = 108m m?
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1.5 Exercitando a Trigonometria contextualizada pela UnB

01. (PAS-UnB) Um individuo percorre a trajetoria retilinea definida pelos pontos A e B,
no sentido de A para B, observando um tronco de arvore caido no chdo a sua direita, conforme
representado na Figura 1.15. Ele vé o tronco sob o angulo a, que varia com 0 Seu
deslocamento. Deseja-se determinar o maior angulo @ = 8 — 8 sob o qual o individuo, loca-
lizado no ponto F, vé o tronco. Como, nessa situacdo, a tangente € uma funcéo crescente,
encontrar 0 maior valor de a é equivalente a obter o maior valor da sua tangente. Usando-se

as propriedades dessa funcdo, obtém-se uma expressdo cartesiana para tga em funcdo da

. . N ~ +1
abscissa x de F, dando origem & funcéo f(x) = ﬁ

Figura 1.15 — Vista superior da situacdo apresentada.

/1 tronco de drvore 1

Fonte: CESPE.

Com base nessas informacg0es e sabendo que tg(30°) = ‘/3—5 e tg(45°) =1, julgue os itens a

sequir.

1. O valor de tg(8), em fungéo da abscissa x, é dado por tg(8) = ﬁ

2. Do ponto (-1/2, 1/2), o individuo vé o tronco sob um angulo a menor do que 30°.
3. Se k é um namero real tal que f(x) = k para algum x, entédo k < 1.

4. O maior angulo sob o qual o individuo pode ver o tronco é igual a 45°.

Gabarito: EECC
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Resolucdo comentada

1. Errado, pois tg(0) = —tgA= —13’: = xyT1 = ’;—:
. o 3 _x+l St
2. Errado, pois tg(30°) = ;e tga = ———= 2(_%)2+_%+1 = T

Essa expressdo foi usada porque o texto fala “Usando-se as propriedades dessa funcéo,

obtém-se uma expressao cartesiana para tg(a) em funcéo da abscissa x de F, dando origem a

x+1 s
2x2+x+1"

fungdo f(x) =

Figura 1.16 - Vista superior da situacdo descrita.

B e

tronco de dvore 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

3. Certo, poisparax =—1—- f(—1)=0ex=0- f(0)=1.

) _ox+1r 1 1 1
Agora, para =1 < x < 0,vem: f(x) = 55— = sy T 7 o = o -
x+1 XL X+l x+1

2x? . ~ ., ..
Mas, -1 <x<0-0<x+1<1- ﬁ > 0, considerando que sdo dois niimeros positivo.

N 2x2
Entdo, —+1>1->—5<1.
x+1 2X° 11
x+1

4. Correto, quando o individuo chega ao ponto B.
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1.6 Relagdes trigonométricas num triangulo qualquer.
I. Area de um triangulo em func&o de dois lados e do Angulo formado por eles.

Figura 1.17 — Triangulo qualquer.

A _ base.altura a.b.sen(a)

b a 2 - 2
Obs.: altura = b.sen(a)

A
Fonte: Elaborada pelo autor.

I1. Lei dos senos (teorema dos senos).

Figura 1.18 — Triangulo qualquer. a b c 2 R
sen(d) sen(B) sen(C)

R é o raio da circunferéncia circunscrita.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Usando, novamente altura = b. sen(C) = c.sen(B), torna-se imediata a demonstrago.
Agora, a prova que essa igualdade vale 2R.

Figura 1.19 — Um triangulo qualquer inscrito numa Note que no triangulo ABP da Figura 1.19,

circunferéncia de raio R. c

que € retangulo, vale sen(C) = i - =

; sené
O é o centro da
circunferéncia 2R.
SR A demonstracio ¢ analoga para os demais
circunscrita
0 angulo APB é ¢ lados e angulos.

O segmento AP ¢é 2R

O angulo PBA ¢ reto

Fonte: Elaborada pelo autor.
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I11) Lei dos cossenos (teorema dos cossenos).

A lei dos cossenos relaciona o cosseno de um dos angulos de um triangulo com as
medidas dos seus lados.

Na sequéncia, serdo definidos senos, cossenos e tangentes de angulos quaisquer
pertencentes aos reais, e 0 cosseno de um angulo de 90° é nulo. Por conta disso, 0 teorema de

Pitagoras é um caso particular da lei dos cossenos, basta fazer o cosseno nulo.

Figura 1.20 — Um tridngulo qualquer.

v a?=b%+c?—2.b.c.cos(4d)

v b%=a?+c?—2.a.c.cos(B)

v ¢?=a?+b%-2.a.b.cos(C)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Basta demonstrar uma delas, considerando que as demais sdo de mesmo

procedimento. Vamos & demonstracdo de uma delas.

Figura 1.21 — Um triangulo qualquer. Do tridngulo ao lado, vem:

h? = c? —m?, h? = b> —n?%, a = m + n; cos(B) =%.
Desenvolvendo, vem:

P22 =c2—m2o5h2—c2=n2—m2>p2—c2=
n+m)y(n—m) -

b2—c?=a(la—-m-m) -~
] N

c b2 —c?=a(a—2m)->b*—c?*=a’>—-2.am-
2 _ 2 _ 2 B
Fonte: Elaborada pelo autor. b® —c* = a” — 2a.c.cos(B) —»

b? = c? + a? — 2a.c.cos(B).

As outras duas relagfes sdo demonstradas da mesma maneira.
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Contextualizando com exercicio

01. Uma ponte deve ligar os pontos A e B indicados na Figura 1.22. Para executar esse
projeto, 0 engenheiro responsavel obteve as seguintes medidas: AC = 30 m, AC =50 m e

6 = 120°. Calcule, em metros, a extensao da ponte.

Figura 1.22 — Um tridngulo formado com um lado na ponte.

WA

L- ol

Fonte: Elaborada pelo autor.

Resolucdo comentada

Basta aplicar diretamente a lei dos cossenos.
x% = AC? + BC? — 2.AC.BC.cos(0) - x? = 302 + 50% — 2.30.50. cos(120°) —

x2 = 900 + 2500 — 3000. (— %) - x2 = 3400 + 1500 = 4900 — x = 70 m.

Note que o tamanho da ponte foi obtido sem precisar medir diretamente. Eis a importancia da

Trigonometria numa situagdo contextualizada.

02. (UNICAMP 2013) Um satélite orbita a 6.400 km da superficie da Terra. A Figura 1.23
representa uma se¢do plana que inclui o satélite, o centro da Terra e o arco de circunferéncia
AB. Nos pontos desse arco, o sinal do satélite pode ser captado. Responda as questdes abaixo,
considerando que o raio da Terra também mede 6.400 km.

Figura 1.23 — Um tridngulo qualquer.

=0a Satélite

Fonte: Elaborada pelo autor.
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a) Qual o comprimento do arco AB indicado na figura?
b) Suponha que o ponto C da figura seja tal que cos(8) = 3/4. Determine a distancia d entre

0 ponto C e o satélite.

Resolucdo comentada:
a) No tridangulo assinalado, Figura 1.24: Figura 1.24 — Um triangulo qualquer.

R é a medida do raio da terra.

cos(a) = % =%—> a = 60°,

Portanto, o arco AB mede 120° e seu

comprimento sera dado por:

2R _ 2..6400 _ 128007
3 3 3

km. R

Centro da terra

Fonte: Elaborada pelo autor.

b) Aplicando o teorema dos cossenos no Figura1.25-Um triangulo qualquer.
tridangulo assinalado na Figura 1.25, temos:
d? = R? + (2R)? — 2.R.2R.cos(0) -

o0 Satélite

d? = 5R? — 4R%.(3) -
d = V2RZ = R\V2 = 6400V2 km.

Centro da terra

Fonte: Elaborada pelo autor.
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1.7 Os Vetores® e a Trigonometria

Em qualquer curso de Fisica no Ensino Médio, é inevitavel operar com 0s vetores.
Sdo dois os tipos mais comuns de grandezas fisicas: as escalares e as vetoriais. Por conta
disso, os vetores ganham muita importancia quando séo tratadas grandezas como velocidade,
aceleracdo, forca, momento de uma forca, quantidade de movimento, alguns campos, entre
outras.

As grandezas vetoriais sdo aquelas que, para uma total compreensdo, necessitam da
inclusdo de maddulo, direcdo e sentido, ou seja, além da magnitude exibida numa unidade de

medida, elas possuem como um dos elementos fundamentais a orientacéo.

1) Adicao de vetores

Observe os dois vetores 4 e B da Figura 1.26.

Figura 1.26 — Dois vetores quaisquer.

=}

&‘
Fonte: Elaborada pelo autor.

Para encontrar a direcdo e o sentido do vetor soma ou vetor resultante da operacao
S = A+ B, usam-se as regras do paralelogramo e do poligono, conforme nas Figuras 1.27 e

1.28.

Figura 1.27 — Vetor soma de dois vetores Figura 1.28 — Vetor soma de dois vetores

quaisquer, usando a regra do poligono. quaisquer, usando a regra do paralelogramo.

Regra do poligono
Regra do paralelogramo
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor

Da Lei dos cossenos (observe o triangulo na regra do poligono), o modulo de Sé
dado por: S = A% + B? — 2. A. B. cos(6).

Observe que os angulos o e 6 sdo suplementares e, portanto, podemos reescrever da
seguinte maneira: S2 = A% + B? + 2. A. B. cos(a).

* RAMALHO JUNIOR, cap. 9
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I1) Diferenca de vetores

Dados dois vetores 4 e B quaisquer, Figura 1.29 — Dois vetores quaisquer.

conforme a Figura 1.29. y\;g‘

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para subtrair os vetores 4 e B da Figura 1.29, basta somar os vetores Ae—E, em que

0 vetor —B é o vetor oposto de B, como na Figura 1.30. Vetor oposto é aquele que tem

mesmo modulo, mesma direcdo e sentido contréario.

Figura 1.30 — Dois vetores, sendo um deles o vetor  Figura 1.31 — Soma de vetores pela regra do

oposto ao vetor B. poligono.

/v\ﬁ

Fonte: Elaborada pelo autor.

D=A-B

-B A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se os vetores A e B forem posicionados de forma a terem suas origens coincidentes,

conforme a Figura 1.32, o vetor diferenca (5) pode ser encontrado ligando-se as extremidades

dos vetores 4 e B.
Figura 1.32 — Diferenca de vetores pela regra do poligono.
A — —_ —
o D=A-B
B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aplicando as leis dos cossenos a esse tridngulo, tem-se:
D? = A% + B? — 2. A.B.cos(a).

A subtracdo de vetores € utilizada no célculo da variacdo de uma grandeza vetorial,
por exemplo, calcular a variacdo da velocidade de um corpo provocada pela aplicagcdo de uma

forca; ou para calcular um vetor relativo, por exemplo, calcular a velocidade de um mdvel em

relacdo a outro.
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111) Decomposicao de vetores

Em algumas situacGes fisicas, vale a pena encontrar os componentes horizontal e
vertical de um vetor inclinado. A intencdo € tornar mais simples, com tal procedimento, o
problema que se quer resolver. Além disso, um vetor pode ser decomposto num par de eixos

quaisquer, principalmente ortogonais, conforme a Figura 1.33.

Figura 1.33 — Projecdes ortogonais de um vetor.

YA

CL

“ Y

vetor a ser €ixos nos quais o vetor
decomposto sera decomposto 0 vetor ¢ seus componentes

Fonte: Elaborada pelo autor.

<

X

v cos(a) ==-V, =V.cos(a)

v sen(a) == -V, =V.sen(a).

<& <l

Contextualizando, com exercicios, operagdo com vetores.

01. UNESP - Um homem, em pé sobre uma plataforma que se move horizontalmente para a
direita com velocidade constante v = 4,0 m/s, observa que, ao inclinar de 45 um tubo
cilindrico oco, permite que uma gota de chuva, que cai verticalmente com velocidade ¢
constante em relagéo ao solo, atravesse o tubo sem tocar em suas paredes, conforme Figura

1.34. Determine a velocidade c da gota da chuva, em m/s.

Figura 1.34 — llustracéo da situacao descrita.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Resolucdo comentada

- -

A velocidade da chuva em relagdo ao cano é dada por Vchuva_cano = Vehuva — Veano-
Dessa forma, os vetores velocidade ficam representados como na Figura 1.35.

Figura 1.35 — Velocidade relativa.

g
= Vcano

-

— T
Vrelat Vchuva

Fonte: Elaborada pelo autor.

tg(45°) = Zewe — ¥ — 1 0=y =40m/s.

cano 4

02°. Duas particulas (1) e (2), simultaneamente, deixam dois pontos O e A separados por uma
distdncia L, com velocidades de modulos Vi e V,, respectivamente. A direcdo na qual a
primeira particula viaja forma um angulo o com o eixo X e a dire¢do na qual a segunda
particula viaja forma angulo B 4ngulo com o X, como mostrado na Figura 1.36. Qual sera a

menor distancia entre as particulas e o instante em que isso ocorre?

Figura 1.36 — Representacdo da situacdo descrita no texto.

A
Yy
—
V2
—
Vi
[0) o A X
L A

Fonte: Elaborada pelo autor.

% SINGH, p.10 (traduzido)
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Resolugéo comentada

Para facilitar, basta botar o referencial numa particula, parando-a, e analisar o
movimento da outra. Essa analise permite o calculo da distancia minima sem qualquer
prejuizo no resultado, assim como, no calculo do tempo.

Tomando a particula (1) como referencial, a velocidade dela passa a ser nula e a

velocidade da particula (2) em relacdo a particula (1) € dada pela diferenca vetorial 1721 =

—

V, — V;, com médulo dado por V,, = \/VZ + V2 + 2VZVZcos(a + ) e esta representada no
gréfico a sequir.

A menor distancia € aquela cuja direcdo da reta-suporte forma 90° com a direcédo da
velocidade reativa, conforme a Figura 1.37.

Figura 37 — llustracdo da mudanca de referencial.

A y

N
-V

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sendo assim, vem: V,;sen(6) = V,sen(B) —Visen(a) e V,icos(0) =

V, cos(B) + V,cos(a). Portanto, sen(8) = sten(ﬁz;vlsen(a) e cos(9) = Vzcos(ﬁz;rvlcos(a).
21 21
Agora o célculo da distancia minima d.
d = Lsen(0) = Lsen(6) =L Yazen(f) Wasen(a)
\/V12+V22+2V12V22cos(a+ﬁ)
O tempo € dado por
Vacos(B)+Vicos(a)
At = A_s _ Lcosf _ Va1 _ Vocos(B)+Vicos(a) _ Vocos(B)+Vicos(a)
14 V21 Va1 Vo1? VE+V2+2VEvicos(a+p)’

O uso ostensivo da Trigonometria permite a solucdo abdicando do calculo
diferencial, num problema de maximos e minimos.
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03. (Esc. Naval 2013) Considere uma forca horizontal F aplicada sobre a cunha 1, de massa
m, = 8,50 kg, conforme mostra a Figura 1.38. N&o ha atrito entre a cunha e o chéo, e o
coeficiente de atrito estatico entre a cunha e o bloco 2, de massa m, = 8,50 kg, vale 0,200. O
maior valor de F, em newtons, que pode ser aplicado a cunha, sem que o bloco comece a subir
arampa é

Dados: g = 10 m/s?, sen(8) = 0,600, cos(8) = 0,800.

a) 85,0 Figura 1.38 — llustrac&o da cunha e o bloco.

b) 145
c) 170

d) 190 F
e) 340 @ ~

Fonte: Elaborada pelo autor.

Gabarito: d

Resolucdo comentada

Considerando a Figura 1.39, podemos trabalhar com as forcas nas diregdes vertical e
horizontal, estabelecendo os equilibrios:

Figura 1.39 — llustracéo do esquema de forcas que agem na cunha e no bloco.

/ lP:mg

Fonte: Eiaborada pelo autor.
For(;as € suas componentes atuantes na vertical:
P + fusen(8) = Ncos(0) » mg = N[cos(0) — usen(6)].

Na direcéo horizontal: F = Nsen(60) + f,:cos(6) - ma = N[sen(6) + ucos(6)].

A o . .ma _ N[sen(0)+ucos(8)]
Dividindo uma equacéo pela outra, ficamos com: g = Noos® —psen(@)]

Da segunda lei de Newton, extraimos a aceleragdo: F = (my + my).a > F =17a » a = %

F _ (0,6+0,2.08)

= - F = 190N.
17.10  (0,8-0,2.0,6)

Substituindo (4) em (3) e os valores:
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1.8 Exercitando

01. Um problema classico da Cinematica considera objetos que, a partir de certo instante,
movem-se conjuntamente com velocidade de modulo constante a partir dos vértices de um
poligono regular, cada qual apontando a posicdo instantdnea do objeto vizinho em
movimento.

A Figura 1.40 mostra a configuracdo desse movimento mdltiplo no caso de um hexagono

regular.

Considere que o hexagono tinha 10,0 m de Figura 1.40 — llustracao da situacao.
lado no instante inicial e que os objetos se /' ~ e
movimentam com velocidade de modulo . \
constante de 2,00 m/s, conforme a Figura \ °

1.40. Apés quanto tempo estes se .o . /
encontrardo e qual devera ser a distancia

percorrida por cada um dos seis objetos? Fonte: Elaborada pelo autor.

A)58se1l5m
B)11,5se58m
C)10,0se20,0m
D) 20,0se 10,0 m
(Exercicio traduzido e adaptado do livro 200 Puzzilig Physics Problems).°

Gabarito: ¢

Resolucdo comentada.

Observe a Figura 1.41, em que v € 0 modulo da velocidade de cada objeto e v.cos6 € o
modulo da projecdo de v em cada instante do movimento. Dois aspectos devem ser
observados, um € que 0s objetos sempre estdo posicionados como Vvértices de um hexagono

regular.

® GNADIG, p.1
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Por conta disso, a medida de 6 é constante e vale metade do angulo interno do hexagono

£y . ~ 1. 1 (n—-2)180° 1 (6—2)180°
formado com vértices nos objetos. Entdo 6 = Eangulointerno = 5.% = E'% =

60°.7

Figura 1.41 — llustracdo da situacdo, ja com a Note que 0 componente

decomposicao da velocidade na dire¢do radial. vcos(8) = 2,00.cos(60°) = 2’00_% _ 1’00%

Como esse componente aponta, em todos o0s
instantes, para o centro da Figura 1.41, local onde

v A —e } .
5 Seont ocorrerd 0 encontro, 0 espago percorrido pelo
o \ R objeto é radial, ou seja, 10,0 m. Dai, vcos(8) =
. \
~ - R R 10,0
\. —_— = —_ ——
‘ b T - vcosd 1,00 10,0 s.

Mas, cada objeto descreve um espiral que vai
*—. / fechando, com velocidade constante de 2,00 m/s.
Entdo, ele percorreré:

As =v.At = 2,00.10,0 = 20,0 m.

Fonte: Elaborada pelo autor.

02. E o gato alcanca o cachorro? Um gato corre em um lugar plano e horizontal com
velocidade de modulo constante V;, em linha reta, quando é perseguido por um cachorro que
corre com velocidade de modulo constante V. > 1, sempre orientada para a posicdo do gato,
em cada instante. Sabendo que, inicialmente, a distancia entre os dois animais € L e suas
velocidades iniciais sdo perpendiculares entre si, determine o instante T que o cachorro
alcanca o gato. Apos encontrar esse tempo, comente o que ocorreriase V. = I, ouse V. < V.

Gabarito: T =LL; se V.=V, o cachorro precisaria de um tempo infinito para

(Ve?-vg?) g’
alcancar o gato e se V; < 1, jamais alcancaria, ao contrario, afastar-se-ia permanentemente.

(Exercicio traduzido).?
Resolucéo comentada
Esse problema tem uma solugdo curiosa, aparece uma integral que nédo precisa ser

resolvida. Isso € possivel com a decomposicdo de vetores que € uma operacdo muito

recorrente na Fisica e feita com o auxilio das razdes trigonométricas.

” A soma dos angulos internos de qualquer poligono convexo é dada por S, = (n — 2)180°. Isso ocorre porque
todo poligono convexo pode ser dividido em (n — 2) triangulos.
 KUMAR, p.89
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Observe a Figura 1.42. Nela, o vetor velocidade do cachorro (¥,.) e o vetor velocidade do gato

(7).

Figura 1.42 — llustracdo da situacdo proposta no texto da questao.

'}g Vg
— —
. —
—
%e
Ve
L
eixo ¢
‘70 T eixo g

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere T o tempo total até 0 momento de encontro, quando o cachorro alcanca o
gato.

Note que a velocidade relativa de aproximacgao é dada por

Vyelativa de aproximacao = Ve — Vzcos(8). Lembrando que espaco é velocidade vezes
tempo®, o espaco relativo de aproximacéo é dado por L = V.. T — V,. [ cos(8) dt. Note que s6
6 varia, por isso V, e V;, saem das integrais. Agora, no eixo paralelo a r{g, a velocidade média
desde o instante inicial e 0 encontro € a mesma para 0 gato e o cachorro, pois 0 espaco

percorrido e o tempo sdo 0s mesmos, 1090 V; meaia = Ve meaia- O €Spago € o mesmo, e dado

por V,.T = V.. [ cos(8)dt - % = [ cos(6) dt. Substituindo [ cos(6)dt na primeira

equacao, vem:

V,. T  V2T-V,%T V2-V,2)T v
L:VC.T—Vg.g—:C g :(C g) ﬁT:Lﬁ
Ve Ve 1A (ve2-v4?)

d ~ . . . n . .
Sy = d—i - ds = vdt - s = [ vdt. Essa relagdo diz que a velocidade instantanea de um corpo em movimento é

a derivada da funcdo horéria da posicéo (s) do mdvel. E um resultado muito conhecido, desenvolvido por Isaac
Newton, quando da elaboracédo do calculo diferencial. Ao contrario de Leibniz, Newton desenvolveu a ideia de
limite, e como consequéncia o calculo, apoiado em fendmenos fisicos que demandavam essa ideia. Note que na
resolucdo da questdo, a integracdo ndo foi resolvida. Na resolucdo do sistema, ela apareceu nas duas equacdes e
foi cancelada sem resolucéo direta.
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03. Vestibular da UnB - O radar é um aparelho que usa o principio da reflexdo de ondas para
determinar a posicdo de um objeto que se encontra distante ou encoberto por nevoeiro ou
nuvem. A posicdo do objeto ¢ indicada sob a forma de um ponto luminoso que aparece na tela
do radar, que apresenta angulos e circulos concéntricos, cujo centro representa a posicdo do
radar, conforme ilustra a Figura 1.43.

Figura 1.43 — llustracao do radar. Considere que os pontos A e B da Figura
1.43 sejam navios detectados pelo radar, o
navio A estd a 40 km do radar e o navio B,
a 30 km. Com base nessas informaces e
desconsiderando as dimensfes dos navios,

julgue os itens gue se seguem.

Fonte: CESPE.

a () Adistancia entre os navios A e B é maior que 69 km.
b () A partir da posicao detectada pelo radar, caso B se movimente sobre um circulo de raio

igual a 30 km, no sentido anti-horario, com velocidade constante de 40 km/h entdo, em 10

. . , 40\°
min, 0 navio B percorrera um arco correspondente a (;) .

Gabarito: FV

Resolucdo comentada

a) Unindo A e B, com o centro (posi¢do do radar), tem-se um triangulo. Usando a lei dos
cossenos, vem: d? = 402 + 302 — 2.40.30. cos(150°).
Seguindo as contas, considerando cos(150°) = — cos(30°),

d? = 1600 + 900 — 2400. (— ?) >d=677km.

40km 1h _ 20km
h e 3

b) Como As = v. At (espaco é velocidade vezes tempo) =

20
e . . arco 5 20 20.180° 40\°
Da definicdo de radiano, « = — = 2= —rad = rad = (—) .
raio 30 90 90.trad T
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1.9 Ciclo trigonométrico.

Com a contagem de angulos num ciclo orientado, a Trigonometria passa a lidar com
angulos reais que vao de menos infinito a mais infinito. Assim, a Trigonometria passa a ser
escrita e resultados séo obtidos, muito além do tridngulo retangulo.

Por construgdo, Figura 1.44, o raio do Ciclo Trigonométrico tem valor 1. Como o
angulo central é o arco dividido pelo raio e o raio € 1, o0 arco coincide com o0 mesmo valor

numérico do angulo central, em radiano.

Figura 1.44 — Ciclo trigonométrico.™

<V

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sendo a a medida do arco AP, definem-se:

v' sen(a) = ordenada de P.
v cos (a) = abscissa de P.

v tg (a) = ordenada deT.

Dessa forma, as razdes seno, cosseno e tangente assuma valores positivos e negativos,
conforme o quadrante onde esteja o0 ponto P da Figura 1.44.

WPpAIVA, p. 109-111
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I) Contextualizando: a altura do edificio.

A Figura 1.45 mostra uma propriedade muito utilizada no dia-a-dia de um fisico.

Figura 1.45 — Ciclo trigonométrico representando a situacao fisica.

seﬁa It o
i al|td

Fonte: Elaborada pelo autor.
Para arcos a muito pequenos (abaixo de 4°), verifica-se que sen(a) = tg(a) = all, para a
em radianos. Use esse fato para calcular, em metros, a altura de um edificio que tem "altura

aparente” de 0,5°, situado a 1200 m do observador.

Resolucdo comentada

h 0,5°.m 0,5.3,14m
tg(a) = E — h =R. tg((l) =R.a—-h= 1200mw - h= 1200W

[

h = 10,5 m.

1 para angulos pequenos e ndo nulos, a aproximacdo do seno pela tangente ou pelo préprio angulo é uma
simplificacdo muito Gtil das leis da Trigonometria. Ela é exata no limite em que o angulo se aproxima de zero.
Ela envolve a linearizagdo das fungdes trigonométricas (truncamento de suas séries de Taylor) de forma que,
guando o angulo x é medido radianos, tém-se:

v sen(x) =x

2
v cos(x) = 1oucos(x) =1 —x?

votgx)=x
A aproximagdo para angulos pequenos € Util em muitas areas da Fisica, incluindo Eletromagnetismo, Optica
(onde ela é a base da aproximagao paraxial), Cartografia, Astronomia, entre outras.

A aproximacdo senx = x chega a um erro de 1% em cerca de 14°, que corresponde a cerca de 0,244 radianos.
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I1) Conjunto das determinacdes de um arco.

Os arcos do ciclo trigonométrico podem de ir de menos infinito a mais infinito,
contando positivamente no sentido anti-horario e negativamente no sentido horério. Portanto,
a contagem dos angulos em Trigonometria sai da redoma do triangulo retangulo, quando os
angulos eram agudos, para todo dominio dos numeros reais, onde os angulos, agora chamados
de arcos, podem vaiar de menos infinito a mais infinito.

Com isso, a Trigonometria amplia sobremaneira seu raio de acao.

Eis os casos principais, na Figura 1.46:

Figura 1.46 — Ciclo trigonométrico e as principais determinagdes positivas de um arco.

P
P
e % (04
N\ A Ao | A
Pl
{x ER/x = ay+ 2kmn, k € Z} {x ER/x =ay+ km, k € Z}
P P_—T—~.P
V\OLO A ‘\O?o A
\ 'P' p" """"'p'"
{x e R/x = ¥ay + 2kn, k € Z} {x ER/x = Fay+ kmn, k € Z}
Pl

{x eR/x =ay+ 2kmoux = fy+ 2k, k € Z}

Fonte: Elaborada pelo autor.
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I11) Trigonometria e as medidas do planeta Terra.

01. Vestibular da FUVEST - Uma das primeiras estimativas do raio da Terra € atribuida a
Eratdstenes, estudioso grego que viveu, aproximadamente, entre 275 a.C. e 195 a.C. Sabendo
que em Assud, cidade localizada no sul do Egito, ao meio dia do solsticio de verdo, um bastéo
vertical ndo apresentava sombra, Eratostenes decidiu investigar o que ocorreria, nas mesmas
condicdes, em Alexandria, cidade no norte do Egito. O estudioso observou que, em
Alexandria, ao meio dia do solsticio de verdo, um bastdo vertical apresentava sombra e
determinou o angulo 8 entre as dire¢cdes do bastdo e de incidéncia dos raios de sol. O valor do
raio da Terra, obtido a partir de 6 e da distancia entre Alexandria e Assua foi de,

aproximadamente, 7500 km.

Figura 1.47 — llustracéo da situacao descrita no texto.

Raios
de sol

. Alexandria

Assua

Fonte: FUVEST.

(Note e adote: distancia estimada por Eratdstenes entre Assua e Alexandria = 900 km; m =
3).

O més em que foram realizadas as observacoes e 0 valor aproximado de 6 séo:

a) junho; 7°.

b) dezembro; 7°.

¢) junho; 23°.

d) dezembro; 23°.

e) junho; 0,3°.
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Resolucdo comentada

Figura 1.48 — Representacéo com os dados Uma forma bem simples de
NUMEricos.

responder a essa questdo da FUVEST é
observar que os raios solares que atingem a
Terra sdo praticamente paralelos, de modo

que o angulo central é 6 também.

. arco 900 360°\ 900
Dai, 8 = = = ( )

raio 7500

=7,2°

2m ) 7500

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além disso, como Assud e Alexandria estdo situadas no hemisfério norte, e o
solsticio de verdo ocorre no més de junho nesse hemisfério, segue que as observacdes foram

realizadas em junho. Portanto, o gabarito é a letra a.

02. VESTIBULAR DA UnB - Admita que a Terra seja esférica, com raio 6.300 km. Dois
navios encontram-se sobre 0 mesmo paralelo, a 60° de latitude norte, estando um deles sobre
o meridiano de Greenwich e o outro sobre o meridiano a 20° de longitude oeste. Calcule, em

quildmetros, a menor distancia entre os navios, medida sobre a superficie da Terra, ao longo

. . 22
do paralelo. Considere o valor de w igual a —

Resolucdo comentada

Para resolver esse problema, perceba que os dois navios estdo sobre um mesmo

circulo horizontal. Vamos calcular o raio desse circulo.

Figura 1.49 — Representacdo do planeta.

Meridiano
de Greenwich

paralelo

equador

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Pela figura, é possivel observar que o raio desse circulo () forma um triangulo
retdngulo com o raio da Terra (R) e com a vertical. Nesse triangulo, o raio da terra é a

hipotenusa e o raio do circulo é o cateto oposto ao angulo de 60 graus. Portanto, podemos
escrever r = Rcos(60°). Fazendo R = 6300 km e cos(60°) = % temos r = 3150 km.

A distancia entre os dois navios € um arco de 20° sobre esse circulo. Como o circulo
todo tem 360°, 20° representam 20/360 = 1/18 do circulo total. Portanto, a distancia entre 0s

22
2.7.3150
18

= 1100 km.

. . . , . . oa_ ., 2R
navios sera 1/18 do comprimento do circulo. Assim, a distancia é f—g =

03. Vestibular - UnB - Uma das maneiras de se representar a Terra em uma regido plana para
o tracado de mapas geograficos é a "projecdo estereografica”, que consiste em projetar 0s
pontos de uma esfera sobre um plano perpendicular ao eixo norte-sul da esfera e que passa
por seu polo Sul. Mais precisamente, a projecdo de um ponto P da esfera é um ponto P’ de «,
obtido pela interse¢cdo com o plano «a da reta determinada por P e pelo polo Norte. Essa
construcdo esta representada na Figura 1.50, em que O é o centro da esfera, M e Q sdo pontos
sobre um mesmo paralelo, A é o ponto médio do segmento M' Q', sendo M' e Q' as projecdes

dos pontos M e Q, respectivamente.

Figura 1.50 — Projecdo estereogréfica.

eixo ligando o polo Horte (H)
ao pdlo Sul (5)

Fonte: CESPE.

Considere que a Terra seja uma esfera de raio igual a 6.400km e que um barco percorra, ao
longo de um meridiano, um caminho correspondente a uma diferenca de latitude de 60, a
partir da latitude 60" sul, no sentido sul-norte. Considerando um mapa da superficie terrestre
feito a partir da projecdo estereografica da Terra e com escala 1:10°, calcule, em centimetros,
0 comprimento da projecdo do percurso desse barco no mapa. Para isso, considere, ainda,
tg(15)=0,27.
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Gabarito: 9,344 cm.

Resolucdo comentada

Veja a figura 1.51.
Figura 1.51 — Vista lateral da projecao estereografica.
N
R |s
45°
603 R
R o°
- 45°
s ¢ P A Q

2R

Fonte: Elaborada pelo autor.

A distancia que queremos encontrar é d.
Elavale d = 2R — x = 2R — 2R.tg(15°) = 2R(1 — tg(15°)) > d = 2R(1 — 0,27) -
d = 2.6400km. 0,73 = 9344 km = 9,344.108 cm.

Usando a escala 1:10°, a distancia no mapa é de 9,344 cm.

04. ENEM - adaptada - Considere a Lua girando em torno Figura 1.52 — Situag&o num
12) sistema ortogonal de coordenadas.

y.ih

da Terra num Movimento Circular e Uniforme (MCU
conforme ilustra a figura a seguir, onde a Lua esta
representada pelo ponto L e a Terra por um ponto T no
centro de uma circunferéncia de raio r no plano cartesiano. L
Seja P a projecdo ortogonal de L sobre o eixo X, como

mostra a Figura 1.52, e suponha que o ponto L percorra, no

>y

sentido anti-horario, uma distancia d <r sobre a =]

circunferéncia.
Fonte: INEP.

12 \/er anexo MCU.
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Entdo, o ponto P percorrer, no eixo x, uma distancia dada por

a)r[1—sen (2]
b) 71— cos (£)]
orlt-tg(2)]
d) rsen (2).

d
e) rcossen (;)

Resolucdo comentada

Figura 1.53: Representagdo com os dados.

X

\ J

Q

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que a medida que o ponto P se
movimenta ao longo da circunferéncia, o
ponto Q, sua proje¢cdo movimenta-se em
linha reta ao longo do eixo das abscissas,
conforme a Figura 1.53.

azg;kzr.cos(%);xzr—k;

v =r—r.cos (%) = x =r[1 - cos (%]

Gabarito: e
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IVV) O método de paralaxe.

O método de paralaxe foi e ainda & muito usado em Astrofisica. Ele possibilita a
determinacéo da distancia entre uma estrela e o Sol, com 0 uso da Trigonometria basica no
triangulo retangulo. Portanto, permite 0 mapeamento das distancias entre as estrelas visiveis a
olho nu ou até com equipamentos mais sofisticados. A tatica € observar essa estrela em duas
posicOes defasadas com seis meses de intervalo e medir o seu deslocamento aparente em
relacdo a outras estrelas muito mais distantes.

Com essas observacOes, € possivel construir a Figura 1.54, onde o angulo (a) de
paralaxe da estrela é definido como metade da amplitude do angulo formado entre as linhas

que ligam a estrela aos extremos da base de observacao.

Figura 1.54 — Paralaxe.

objeto de referéncia

terra 6 meses depois  SOL terra hoje

L
Fonte: Elaborada pelo autor.

_ L
T 2tg(a)’

A distdncia da Terra ao Sol ¢é definida como wunidade astronbmica (ua) e vale

L
A distancia d da estrela ao Sol pode ser determinada assim: tg(a) = i ->d

L
ua = -— =
2

Por exemplo, a estrela mais proxima do Sol, Alfa Centauri, tem um paralaxe de 0,750" (0,750

1,4959.10 1m.

L 1495910
2tg(a) ~ tg(0,750")

segundos, medido na unidade grau). Portanto, ela estd a uma distancia de d =

1,4959.10 11

2" = (,11464.10 1®m =4,24 anos-luz. Obs.: um ano-luz*® corresponde a 9,461.10™ m, uma
0,000003729

distancia impressionante.

13 Ano-luz ¢ a distancia que a luz percorre em um ano no vacuo com uma velocidade de 300.000 km/s. A estrela mais
proxima do Sol encontra-se a aproximadamente 4,24 anos-luz, ou seja, a luz demora 4,2 anos para chegar ao sistema solar.
Resultados como esse servem para 0 homem perceber que o Céu que vemos todas as noites sao imagens de um passado, até
remoto em alguns casos. Com essa velocidade impressionante, a luz realiza 7,5 em torno da Terra em apenas 1s. A luz é o
que ha de mais rapido em nosso Universo.
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1.10 AplicacGes da Trigonometria em dptica geométrica.
1) Lei de Snell-Descartes (Principio de Fermat™*).

Observe a Figura 1.55, em que: ABC é o raio de luz; 6; e 6, sdo os angulos de
incidéncia e refracdo; n, e n, sdo os indices de refracdo dos meios (1) e (2) e r é a fronteira de

separagdo dos meios. Para os demais elementos, a figura é autoexplicativa.

Figura 1.55 — Refracéo da Luz.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O principio de Fermat garante que o caminho percorrido por um raio de luz entre

dois pontos é tal que o tempo de percurso é o menor possivel.

AS AS AS; | AS
V=" T="=—"24-—2
T V AT, AT,

Usando essa relacéo e o teorema de Pitagoras, vem:

\/x2+h§ N \/(s—x)2+h§

T(x) = 7 7

C C
MaS, V1 = n_le VZ = n_z, com ny,ny = 1.

\/x2+hf \/(s—x)2+h§
T(x) =——7F—+ = .

ni E

Derivando essa funcdo e igualando a zero, obtém-se um minimo.

dT(x) _ x.nq (s—x).n,
dx

= 0. Cancelando 2C e tomando os senos, obtém-se a lei de
zc\/x2+h§ 2CJ(s—x)2+h§

Snell-Descartes:

n,.sen(6;) = n,.sen(6;).

! pierre de Fermat, nascido na primeira década do século XV11, foi um matematico e cientista francés.
O Principio de Fermat, em dtica é um principio do tipo extremo e estabelece que: "A trajet6ria percorrida pela
luz ao se propagar de um ponto a outro € tal que o tempo gasto em percorré-la € um minimo."
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Exercicios contextualizando a Lei de Snell-Descartes

01. (ENEM PPL 2015) A fotografia feita sob luz polarizada é usada por dermatologistas
para diagnosticos. Isso permite ver detalhes da superficie da pele que ndo sdo visiveis com o
reflexo da luz branca comum. Para se obter luz polarizada, pode-se utilizar a luz transmitida
por um polaroide ou a luz refletida por uma superficie na condi¢cdo de Brewster, como mostra
a Figura 1.56. Nessa situacdo, o feixe da luz refratada forma um angulo de 90° com o feixe da
luz refletida, fendmeno conhecido como Lei de Brewster. Nesse caso, 0 angulo da incidéncia

6,, também chamado de angulo de polarizacdo, e o angulo de refracdo 6, estdo em

conformidade com a Lei de Snell.

Figura 1.56 — Refracdo da Onda.

Raio de luz refletido
(polarizado)

Raio de luz incidente
(n&o polarizado)

Lamina

Raio de luz refratado
(parcialmente polarizado)

Fonte: INEP.

Considere um feixe de luz ndo polarizada proveniente de um meio com indice de refracdo
igual a 1, que incide sobre uma lamina e faz um angulo de refracéo 6, = 30°.
Nessa situacdo, qual deve ser o indice de refracdo da lamina para que o feixe refletido seja
polarizado?
a) V3
V3
b) 5
c) 2
1
d)E
V3
E) 7
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Gabarito: a

Resolucdo comentada

Dados: n,,, = 1; 8, = 60° 6, = 30°.

Aplicando a Lei de Snell:
V3 1

nm.sen(Hp) =n;.sen(6,) » 1.sen(60°) = n;.sen(30°) - - =z on = V3.

02. (PAS-UnB) Quando a luz passa de um meio para outro, ocorre o chamado fenémeno da
refracdo. Na Figura 1.57, que ilustra esse fenémeno, um raio de luz incide sobre a superficie
de uma lupa no ponto P, é refratado e volta para o ambiente pelo ponto P'. As retas A e A' sd0
perpendiculares as faces da lupa nos pontos P e P', respectivamente, i; € i, s80 0s angulos de
incidéncia e ry e r, sdo os angulos de refragdo. Além disso, as retas perpendiculares a A e A'

pelos pontos P e P' sdo concorrentes em O, determinando um angulo de 45°,

Figura 1.57 — A lente de uma lupa refratando a luz.

Fonte: CESPE.



60

sen(i;) _ sen(ry) _

Sabendo que, segundo a lei de Snell, =n, em que n=1,5 é o indice

sen(ry) o sen(iy)

de refracéo do vidro que constitui a lupa, calcule o valor de senr,.

Resolucdo comentada

sen(30°) _ sen(ry) _ 5 1/2  sen(rp) __ 1 __sen(rp) _ 3

sen(ry)  sen(ip) sen(ry)  sen(ip) 2sen(ry)  sen(ip) 2

Logo, sen(r;) = LN cos(ry) = % e sen(ry) =

2sen(iy)
3

3
Infere-se da figura que r; + i, = 45°. Logo,

sen(r; +i,) = sen(45°) — sen(ry).cos(i,) + sen(i,).cos(r;) = g -

gcos(iz) + sen(iy) % = \/2_7

cos(iy) + 2V2.sen(i,) = :ﬁ - cos(iy) = —2V2.sen(i,) + 32£ -

cos?(i,) = 8.sen?(iy) — 12.sen(i,) + % - 1 — sen?(i,) = 8sen?(i,) — 12sen(i,) +

9
- -

2

9sen?(i,) — 12sen(iy) + 3,5 = 0 - sen(iy) = @ N

12+T44-4.935 _ 1243V2 _ 4+V2

18 18 6

sen(i,) = . Mas, sen(ry) =

2sen(i;) 2 (4—\/5
3 3\ 6

)gaw.

03. Minimizando distancias - A partir do ponto O, ao longo da estrada OB, uma pessoa €
desafiada a chegar ao ponto B localizado num campo lateral de uma estrada a uma distancia L
de A, de modo a gastar o menor tempo possivel. A velocidade da pessoa no campo é n vezes
menor que a velocidade que ele vai desenvolver quando deixar a estrada, a fim de alcancar o
ponto B, com n > 1, conforme a Figura 1.58. Calcule a distancia AC (x) para que ele consiga
seu intento.

Figura 1.58 — llustracdo da trajet6ria da pessoa na situacgéo descrita.

0 C X A

OA=L L

Fonte: Elaborada pelo autor.
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oL
Gabarlto.x—m.

Resolucdo comentada

Vamos usar o principio de Fermat e assumir que é o caminho que a luz faria. Assim sendo,

sen(61) _ sen(6)

vamos usar a lei de Snell-Descartes: ” ”
1 2

Figura 1.59 — llustracéo da trajetoria da pessoa na situacdo descrita j& como dados.

(0] C X A

OA=L' L

Fonte: Elaborada pelo autor.

Basta fazer v; = v, v, = % 6, =6 ef; =90°

2

sen(90°) sen(0) 1 x 1 x 1 2.2 2 2
= - sen(f) ==-- =-oD——==-onx"=x"+L-
v % () n x2+12 n  x?+L?> n?
2,2 2 2 2(,2 2 L
nxc—x“=L"-»x‘n“"—-1)=L"»x= .
n?—1

I1) LaAminas de Faces Paralelas

Quando um raio luminoso incide em uma lamina de indice de refracdo n e de
espessura x colocada no ar formando um angulo a com a normal, o desvio lateral d sofrido
pelo raio esta mostrado na Figura 1.60, onde $ é o angulo formado pelo raio com a normal no

interior da lamina.

Figura 1.60 — Lamina de faces paralelas sendo atravessada por um raio luminoso.

Raio
luminoso
a
ol ar
o vidro
d
] /

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Lei Fisica: Pela Lei de Snell - Descartes, sabe-se que nyg. sen(a) = n.sen(f), em que nyy €
o indice de refracdo do ar e n € o indice de refracdo do vidro.

Sabendo disso, encontre o deslocamento lateral d, em fungéo de n, nyg, a, S € x.

X

cos(B)’
sen(a — B) = ;—A - d = 0A.sen(a — ).

cos(B) = Ox—A - 0A =

sen(a—pB)

Finalmente: d = x. osF)

I11) Dioptro Plano

Um objeto dentro de uma piscina ndo parece estar no lugar que efetivamente esta.
Uma colher dentro de um copo com agua parece estar torta. Esses dois fenbmenos ocorrem
por um mesmo motivo: a refracdo da luz. E é justamente o que ocorre com um dioptro plano.

O dioptro plano apresenta dois meios transparentes e homogéneos separados por uma
superficie plana. Como exemplo, podemos citar a superficie de lagos ou piscinas que separa a
agua do ar. Se estivermos em um dos dois meios que formam o dioptro plano, a visualizagdo
que teremos do objeto no outro meio sera afetada pela refracdo da luz.

A relacdo entre a posicdo do objeto e a posicdo da imagem visualizada pode ser

obtida se os indices de refracdo dos dois meios forem conhecidos. Observe a Figura 1.61.
Figura 61 — Dioptro plano.

Observador

)

-

(<]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aplicando Snell, vem: n,.sen(8) = n;.sen(a). Para 8 = 0, bem pequeno, numa

visada proxima a normal (N), sen(f) =tg(0) e sen(a) = tg(a), logo, n,.tg(8) =

ny

n,.tg(a). Portanto, nz.di = nl.di. Cancelando x, tem-se: d; = d, ~
() i 2

Na demonstracdo dessa relacdo houve uma restricdo, que sao os angulos pequenos,

proximos de zero, numa visada préxima a normal.
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Exercicios de Dioptro Plano

01. (Espcex (Aman) 2014) Uma fonte luminosa esta fixada no fundo de uma piscina de
profundidade igual a 1,33 m.

Uma pessoa na borda da piscina observa um feixe luminoso monocromatico, emitido pela
fonte, que forma um pequeno angulo a com a normal da superficie da 4gua, e que, depois de
refratado, forma um pequeno angulo g com a normal da superficie da agua, conforme a
Figura 1.62.

Figura 1.62 — Dioptro plano ar-agua.

| B

ar

agua

1,33 m

fonte luminosa

desenho ilustrativo - fora de escala

Fonte: Elaborada pelo autor.

A profundidade aparente “h” da fonte luminosa vista pela pessoa ¢ de:

Dados: sendo os angulos a e 8 pequenos, considere tg(a) = sen(a) e tg(B) = sen(p).
indice de refracdo da agua: nsua=1,33, indice de refragdo do ar: n,=1 .

a) 0,80 m

b) 1,00 m

c) 1,10 m

d) 1,20 m

e)1,33m

Gabarito 1: b

Resolucdo comentada

Aplicando a equacéo do dioptro plano para pequenos angulos:

d; n d; 1
_l:"_bs_>_l:__>dl.:1m.
do  Mopj 1,33 1,33
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2. (UFMS 2008) Um bidlogo, na tentativa de obter o comprimento de um tubardo que esta no
interior de um grande aquério de vidro, observa-o atentamente do lado externo. Em um dado
instante, o tubardo permanece em repouso na posi¢do horizontal, paralelo e a uma distancia de
1 m de uma das paredes de vidro transparente do aquario. Nesse momento, o0 bidlogo esta a 2
m de distancia dessa parede e em frente do ponto A que esta na extremidade da barbatana
caudal. O bi6logo permanece nessa mesma posicéo e gira a cabeca de um angulo de 30" para a
esquerda, e a nova linha de visada coincide com o ponto B que esta na cabeca do tubaréo, veja
a figura. Considere o indice de refracdo do ar e da agua iguais a 1,0 e 1,33, respectivamente, e
despreze a espessura e os efeitos de refracdo do vidro. Com fundamentos nos fenémenos da
propagacdo da luz em meios diferentes, assinale a(s) proposi¢ao(6es) CORRETA(S).(Dados:
sen(22°)= 0,37; cos(22")= 0,93; sen(30)= 0,50; cos(30)= 0,87.

Figura 1.63 — Visada de um peixe num aquario.

Aguz Aquario

Eidlogo

Fonte: Elaborada pelo autor.

01) A velocidade da luz vermelha é menor que a velocidade da luz violeta na agua.

02) Se o tubardo for nadando lentamente para a esquerda e na horizontal, devido ao fenémeno
de reflex&o total, a imagem da cabeca dele, vista pelo bidlogo, desaparecera primeiro que
a imagem da cauda dele vista pelo biélogo.

04) O fendmeno de refracdo da luz ndo acontece em meio dispersivo.

08) O indice de refracdo na agua, para a luz violeta, € maior que o indice de refragdo na dgua
para a luz vermelha.

16) O comprimento real do tubardo € menor que 1,60 m.

Gabarito 1: (02 + 08 + 16) = 26.

Resolucéo comentada

Leve em consideracdo que:
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O fendmeno da refracdo ocorre em quaisquer meios transparentes, salvo se o angulo
de incidéncia for maior que angulo limite.

O indice de refracdo € inversamente proporcional a velocidade da luz no meio.
V3

O tamanho da imagem do peixe — tg(30°) = % =5 AB=+3=17m. O

tamanho real € menor devido ao efeito da refracéo.
Pela lei de Snell: 1.sen(30°) = 1,33.sen(6) — sen(6) = 0,38 — 6 = 22°. Como este
angulo é menor que 30° o tubardo terd um comprimento um pouco menor que sua imagem.

De fato o comprimento do tubardo sera

—2‘/§+O’37—113+04o—153
=73 T0o93 AU = Losm.

IV) Reflexdo Total

Um raio de luz ao passar de um meio mais refringente® para um meio menos

refringente, com incidéncia obliqua, afasta-se da normal. Observe a figura 1.64.

Figura 1.64 — Refracdo e Reflexao total.

Menos
refringente

Mais
refringente

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que quanto mais o raio incidente se afasta da normal, o respectivo raio
refratado também vai se afastando da normal também (consequéncia direta da Lei de Snell). O
raio refratado 3 saiu rasante (ou seja, o angulo de refracdo € 90°) ao dioptro. Se um raio de luz
incidir no dioptro com um angulo maior que o angulo de incidéncia do raio de luz 3, esse raio
ndo sofrerd refracdo (pois ndo ter4 como se afastar mais do que 90° da normal), o que se
observa é que esse raio de luz (cujo angulo de incidéncia € maior que o angulo de incidéncia
do raio 3) sofre reflexdo, tal fendmeno é denominado REFLEXAO TOTAL.

5 Um meio ¢ dito mais refringente quando é maior seu indice de refracéo, portanto, menor velocidade da luz.
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O maior angulo de incidéncia para o qual um raio de luz (que esta se propagando
num meio mais refringente) ainda sofra refracdo é denominado ANGULO LIMITE (L). Na
figura anterior, esse seria 0 angulo de incidéncia associado ao raio de luz 3.

Se aplicarmos a lei de Snell para o raio de luz 3, temos:

Nmenos refrig.-sen(i = 90°) = Nmeio mais refring.-sen(L)n- Logo,

sen(L) = Dmenor

Nmaior

Essa expressdo permite calcular o maior angulo de incidéncia para o qual um raio de
luz que esta se propagando num meio de indice de refracdo maior ainda sofra refracéo.
Assim, concluimos que para ocorrer o fendmeno de REFLEXAO TOTAL, um raio
de luz deve obedecer a duas condicdes:
1. Oraio de luz deve estar se propagando no meio mais refringente; e

2. O angulo de incidéncia deve ser maior que o angulo limite, ou seja, i > L.

Figura 1.65 — Reflexdo total e refracéo rasante.

Menos i
refringente £ 3

Mais
4 refringente

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exercicios

01. (Ita 2015)

Figura 1.66 — Prisma da flexdo total.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A base horizontal de um prisma de vidro encontra-se em contato com a superficie da
agua de um recipiente. A figura mostra a secdo reta triangular deste prisma, com dois de seus
angulos, a e B. Um raio de luz propaga-se no ar paralelamente & superficie da agua e
perpendicular ao eixo do prisma, nele incidindo do lado do &ngulo £, cujo valor é tal que o

raio sofre reflexdo total na interface da superficie vidro-agua. Determine o angulo « tal que o

raio emerja horizontalmente do prisma. O indice de refracdo da agua é 4/3 e, 0 do vidro,

\/ﬁ/g_

Resolucdo comentada

Dados: ng, = 1; Nagyq = 19/3.

A Figura 1.67 ilustra a trajetoria do raio até imergir do prisma, destacando os angulos

relevantes para a resolucdo da questao.

Figura 1.67 — llustracdo da situacao fisica apresentada.

base

Fonte: Elaborada pelo autor.

Consideremos que a reflexdo na interface prisma-agua, base do prisma, se dé muito proximo

, 4
do angulo limite (L). Assim: sen(L) = naji = \/TL;} - sen(L) = \/% e
v 3

cos(L) =1 —sen?(L) = ’1 — g - cos(L) = %.

Os angulos L e 8 sd@o complementares:

sen(6) = cos(L) = \/5/\/E e cos(f) = sen(L) = 4/\/E'
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Aplicando a lei se Snell na face 2:

Ny Sen(iy) = n,.sen(ry) — sen(iy) = ?.sen(rz) - sen(ry) = \/%.Sen(iz).

No triangulo destacado, i, é angulo externo: i, =, +60 - r, =i, — 6 =

sen(ry) = sen(i, — 8) — sen(r,) = sen(i,)cos(0) — sen(6)cos(i,).
Substituindo os valores e expressdes calculados acima:

. . . ) V3 .
sen(r,) = sen(i,).sen(L) — cos(L)cos(i,) = \/%sen(lz) = sen(Lz)\/% — \/%Cos(lz) -

3sen(i,) = 4sen(i,) — V3 cos(i,) = sen(i,) = V3cos(iy) = senliy) _ V3 -

cos(iy)
tg(lz) = \/§ g iz = 600.

Mas i, e a sdo complementares: a + i, = 90° - a + 60° = 90° - a = 30°.

02. UFSCAR - O prisma da Figura 1.68 esta colocado no ar e o material de que é feito tem

um indice de refragdo igual a v2. Os angulos A so iguais a 30". Considere dois raios de luz
incidentes perpendiculares a face maior.

Figura 1.68 - Prisma isosceles.

A

L}

Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

a) Calcule o angulo com que os raios emergem do prisma.

b) Qual deve ser o indice de refracdo do material do prisma para que haja reflexao total nas
faces OA?
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Resolucdo comentada

a) A Figura 1.69 mostra o trajeto seguido pelos raios luminosos.

Figura 1.69 - Prisma isdsceles refratando a luz.

A normal
0
) 0
30°
0]
» [*]
A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aplicando-se Snell na passagem do material para o ar, vem:

n.5en(30°) = ng,.sen(8) - V2.0,5 = L.sen(9) - sen(6) =2 - 6 = 45°.
b) Determinacgédo do angulo limite.

n.sen(30°) = ng,.sen(8) - n.0,5 = 1.sen(0) = sen(0) = z

>
Para ndo haver raio emergente a equagéo acima ndo pode ter solucéo. Portanto:

sen(9)=g>1—>n>2.

Obs.: Nas estradas, sdo usados pequenos prismas como 0 desse exercicio na sinalizacéo
noturna. A luz retorna para o condutor do veiculo, indicando as curvas ou até mesmo numa

estrada reta. Em geral, colocados no meio ou nas laterais das pistas.
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2 - AS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

2.1. A funcéo seno.

Chamamos de funcéo seno a fungdo f(x) = sen(x). O dominio dela € o conjunto
dos nameros reais R e a imagem é Im(f) = [—1,1], visto que, no ciclo trigonométrico o raio
€ unitario por construgéo e, pela definicdo do seno, tem-se que —1 < sen(x) < 1, ou seja,
D[sen(x)] = R e Im[sen(x)] = [—1,1]. Observando a Figura 2.1 a seguir percebe-se que 0
seno oscila de —1 a +1 e que o angulo x pode variar de menos infinito a mais infinito,

tomando como origem o ponto A e considerando o sentido anti-horario como o positivo.

Figura 2.1 - A funcé&o sen(x) representada no ciclo.

=V

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como sen(x) é a ordenada do ponto-extremidade do arco:
f(x) = sen(x) é positiva no 1° e no 2° quadrantes (ordenada positiva).

f(x) = sen(x) é negativa no 3° e no 4° quadrantes (ordenada negativa).

Figura 2.2 - Os quadrantes do ciclo. Quando x € [0 E] 1° quadrante, o valor de
. ) 2 i) )

sen(x) crescede O al.
2° Quadrante 1° Quadrante Quando x € gn] 2° quadrante, o valor de

sen(x) decresce de 1 a 0.

\ Quando x € —n, 37”] 3° quadrante, o valor de
. |

~. sen(x) decresce de 0 a -1.
3° Quadrante 4° Quadrante

[3
Quando x € ?ﬂn] 4° quadrante, o valor de

Fonte: Elaborada pelo autor. sen(x) cresce de -1a0.
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Sendo assim, no intervalo [0,27], o grafico da funcdo seno tem o seguinte formato:

Figura 2.3 - Grafico da funcéo f(x) = sen(x).

<N

sen(x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para x € R, f(x) é a funcdo f:R — R definida por f(x) = sen(x). Ela oscila

periodicamente, tanto para valores positivos como para valores negativos de x.

Figura 2.4 - Gréfico da funcdo f(x) = sen(x) para valores reais de x.

I I I I jksenxl 1 1 I
T R N T | S NN SE R R R O S
| ! | | | |
1 I 05 | 1 1 1
LY e P JRE I Y E R B 1=y r-——° T~ f
1 1 1 1 1 I
| .0 | | ; A
2t Gn Y a0 fO &= 2¢ 51 A3 7 [fidxn
T 1r2 -05 2 2 2
: | | /1 | | i i
9 EE e ey fotateary imtratay St | prearteal Froetelc) Tl g Eoteaterten pm e B

Fonte: Elaborada pelo autor.

E uma func&o periodica de periodo T = 2.
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2.2 A fungéo cosseno.

Chamamos de fungdo cosseno a funcéo f(x) = cos(x). O dominio dela é o conjunto
dos numeros reais R e a imagem é Im(f)=[—1,1], visto que, na circunferéncia
trigonométrica o raio € unitario e, pela definicdo do cosseno, tem-se que —1 < cos(x) < 1,
ou seja, D[cos(x)] = R e Im[cos(x)] = [-1,1].

Figura 2.5 - A funcéo cos(x) representada no ciclo.

VA

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como cos(x) é a abscissa do ponto-extremidade do arco:
f(x) = cos(x) é positiva no 1° e no 4° quadrantes (abscissa positiva).

f(x) = cos(x) é negativa no 2° e no 3° quadrantes (abscissa negativa).

Quando x € _O, %] 1° quadrante, o valor de cos(x) decresce de 1 a 0.
Quando x € g n], 2° quadrante, o valor de cos(x) decresce de 0 a -1.

Quando x € _n, 37"] 3° quadrante, o valor de cos(x) cresce de -1 a 0.

Quando x € 37" n], 4° quadrante, o valor de cos(x) cresce de 0 a 1.

Sendo assim, no intervalo [0,27], o grafico da funcdo cosseno tem o seguinte formato:

Figura 2.6 - Gréfico da funcéo f(x) = cos(x).

T T -

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para x €R, f(x) é a fungdo f:R — R definida por f(x) = cos(x). Ela oscila

periodicamente, tanto para valores positivos como para valores negativos de x.

E uma funcéo periddica de periodo T = 2.

Figura 2.7 - Gréfico da funcéo f(x) = sen(x) para valores reais de X.

cosX
1T

0.5
0 X
—an _?’.i -y ‘_E.O I o= ﬁ on 5_‘[ 3 I 4
2 2 2 2 2 2
0,5
-

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3 A funcgéo tangente.

A tangente de um angulo x, (tgx) € obtida prolongando o segmento OP até
interceptar no ponto T da reta tangente ao ciclo no ponto A. A tangente é o tamanho do
segmento AT, agregando o sentido (o sinal), conforme a Figura 2.8. Note que ela ndo existe

para determinados angulos que formam com o segmento OP paralelo a reta tangente.

Figura 2.8 - A funcéo tg(x) representada no ciclo.

=V

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Define-se fun¢do tangente a funcdo f(x) = tg(x). O dominio dela é o conjunto dos

’ . sen(x)
numeros reais R, exceto 0s arcos que zeram 0 C0SSeno, levando em conta que tg(x) = m .

Portanto, D[tg(x)] = R — {x ER/x = g + Km, K € Z¢, pois 0 cosseno € nulo para os valores
de x=>+Km,K €Z. A imagem é Im[tg(x)] = R =] — oo, + oo[, visto que a fungdo

tangente assume todos os valores reais.

Figura 2.9 — Grafico da fungéo f(x) = tg(x).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ela é nula onde o seno é nulo e ndo existe onde o cosseno é nulo e é uma funcgéo
periddica de periodo T = .

Como a tg(x) é a ordenada do ponto T, intersecdo da reta que passa pelo centro de
uma circunferéncia trigonométrica e o ponto-extremidade do arco, com o eixo das tangentes

entédo:

flx) =tg(x) = %ﬁg é positiva no 1° e no 3° quadrantes (quociente da ordenada positiva
pela abscissa positiva ou da ordenada negativa pela abscissa negativa).

fx)=tg(x) = % é negativa no 2° e no 4° quadrantes (quociente da ordenada positiva

pela abscissa negativa ou da ordenada negativa pela abscissa positiva).
E uma funcdo periodica de periodo T = .
Figura 2.10 — Grafico da funcéo f(x) = tg (x) para valores reais de Xx.

fgx A

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.4 Influéncia das constantes nas funcdes trigonométricas.

A funcdo f(x) = a.sen(b.x +c)+d tem o mesmo formato da funcdo f(x) =
sen(x). Porém, cada uma das constantes a, b, ¢, d produz algum tipo de alteracdo especifica
na funcao original sen(x).

Como —1 < sen(b.x +c) < 1,entdo —a < a.sen(b.x + ¢) < a. Logo, a modifica
a amplitude da funcdo, alongando ou encolhendo o grafico da funcdo ao longo do eixo y.
Alias, a é denominada a amplitude da funcdo. Somando d, vem —a + d < a.sen(b.x + ¢) +
d < a + d. Note que d apenas traslada a imagem da fungédo ao longo do eixo das ordenadas.
Ja o ¢, por motivo parecido, translada a funcdo na horizontal. Agora, o b modifica o periodo
da funcéo, alongando ou encolhendo o grafico ao longo do eixo x. Dependo de b, a funcéo se

repete mais rapidamente ou ndo. No caso, a funcdo passa a se repetir quando b.T = 2m, logo,

periodo da funcéo é dado por T = 27”.

Essa andlise pode ser estendida para a funcdo f(x) =a.cos(b.x+c)+d na

integra. Para a funcéo f(x) = a.tg(b.x + ¢) + d, o periodo é dado por T = %.

2.5 A Fisica e as func¢des trigonomeétricas.

Apos essa explanagdo tedrica acerca das fungdes trigonométricas basicas, vamos a
um elenco de aplicacdes desse conteldo na Fisica. Sdo muitos os fendbmenos fisicos que
podem ser tratados matematicamente por uma ou varias fungdes trigonométricas. O jornal
Folha de Sdo Paulo popularizou um exemplo desses quando publicou um artigo com o titulo

Trigonometria de olho na sua presséo. Veja a seguir parte dessa reportagem.

Trigonometria de olho na sua pressao*®

(JOSE LUIZ PASTORE MELLO)

Folha de S.Paulo-09/10/2007- Fovest pag.06

A palavra Trigonometria vem do grego e significa medida (metria) em tridngulos
(trigon). De fato, a Trigonometria se ocupa dos métodos de resolugdo de triangulos,
contudo, seu campo de estudo também abrange a investigagdo e uso das fungdes
trigonométricas. Veremos a seguir uma aplicacdo desse nobre uso da Trigonometria.
Muitos fendmenos fisicos e sociais de comportamento ciclico podem ser modelados
com auxilio de funcbes trigonométricas, dai a enorme aplicacdo do estudo desse
conteido em campos da ciéncia como acustica, astronomia, economia, engenharia,
medicina etc.

Um exemplo de relacdo que pode ser modelada por uma funcéo trigonométrica é a
variacdo da pressdo nas paredes dos vasos sanguineos de um certo individuo em
funcdo do instante de coleta dessa medida. O gréafico da figura 2.11 representa uma

18 \/eja a matéria completa em assinantes da folha em:
http://www1.folha.uol.com.br/fsp/fovest/fo0910200706.htm
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investigacao desse tipo onde se analisa a situagdo clinica de um paciente, sendo P a
pressdo nas paredes dos vasos sanguineos (em milimetros de mercdrio: mmHg) e t o
tempo (em segundos).

Figura 2.11 — Pressdo sanguinea em fun¢édo do tempo.
P

120} - = m e m g = mm = ey :

A0 W A0 WY A0
80 : 1 :

-+
I

X : | : :
0,375 0,75 1,125 1,5 1,875 2,25

Fonte: folha de S&o Paulo.
2.6. O ENEM e as funcgdes trigonométricas.

A prova de Matematica do ENEM vem prestigiando as func¢des trigonomeétricas. Eis

alguns exemplos colhidos ao longo dos anos.

1. (Enem PPL 2014) Uma pessoa usa um programa de computador que descreve o desenho
da onda sonora correspondente a um som escolhido. A equacdo da onda é dada, num sistema
de coordenadas cartesianas, por y = a.sen[b(x + c¢)], em que o0s parametros a,b,c sdo
positivos. O programa permite ao usuario provocar mudancas no som, ao fazer alteracdes nos
valores desses parametros. A pessoa deseja tornar o som mais agudo e, para isso, deve
diminuir o periodo da onda.

O(s) Unico(s) parametro(s) que necessita(m) ser alterado(s) é(séo)

a) a.

b) b.

c)C.

d)aeb.

e)bec.

Gabarito: b

Resolucdo comentada

Reescrevendo a equagdo da onda, temos y = a.sen(bx + bc). Logo, o periodo da onda é

dado por 27”, dependendo, portanto, apenas do parametro b
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2. ENEM - 2010 - Um satélite de telecomunicacgdes, t minutos apds ter atingido sua Orbita,
estd a r quildmetros de distancia do centro da Terra. Quando r assume seus valores maximo e
minimo, diz-se que o satélite atingiu 0 apogeu e o0 perigeu, respectivamente. Suponha que,
para esse satélite, o valor de r em funcéo de t seja dado por

5865
1+ 0,15.cos(0,06t)

Um cientista monitora 0 movimento desse satélite para controlar o seu afastamento

r(t) =

do centro da Terra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu e no
perigeu, representada por S.
O cientista deveria concluir que, periodicamente, S atinge o valor de
a) 12 765 km.
b) 12 000 km.
c) 11 730 km.
d) 10 965 km.
e) 5865 km.

Gabarito b.

Resolucdo comentada

Maior valor: cos(0,06t) = —1 — r(t) = %2(5_1) = 6900.
Menor valor: cos(0,06t) = +1 - r(t) = %:z’ﬂ) = 5100.

Somando, temos: 6900 + 5100 = 12000.
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3. ENEM - 2015 - Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), produtos
sazonais sdo aqueles que apresentam ciclos bem definidos de producdo, consumo e preco.
Resumidamente, existem épocas do ano em que a sua disponibilidade nos mercados varejistas
ora é escassa, com precos elevados, ora é abundante, com precos mais baixos, 0 que ocorre no
més de produgdo méxima da safra.

A partir de uma série historica, observou-se que o preco P, em reais, do quilograma

X
6

de um certo produto sazonal pode ser descrito pela funcdo P(x) = 8 + 5cos (—_”) onde x

representa 0 més do ano, sendo x = 1 associado ao més de janeiro, x = 2 a0 més de

fevereiro, e assim sucessivamente, até x = 12 associado ao més de dezembro.

Disponivel em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 2 ago. 2012 (adaptado).
Na safra, 0 més de producdo maxima desse produto é
a) janeiro.
b) abril.
C) junho.
d) julho.

e) outubro.
Gabarito: d.

Resolucdo comentada

A producdo é maxima quando preco é minimo, ou seja, quando cos ("":”) =-1.0

menor valor positivo de x para o qual se tem o0 pre¢co minimo é tal que

T.X—T

=n+2kn—>xT_1=1+2k—>x=12k+7,kEZ.

Portanto, para k = 0, segue que x = 7 e 0 més de producdo maxima desse produto é

julho. Qualquer outro valor de k conduz a um absurdo.
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2.7. As funcdes trigonométricas nos vestibulares de Fisica.

01. UnB

Figura 2.12 - Circuito elétrico.

[ A
LAl

peixe

Fonte: CESPE.
O circuito elétrico ilustrado na Figura 2.12 permite modelar a descarga elétrica

produzida por um peixe elétrico. Esse circuito € formado por uma fem &, um capacitor de
capacitancia C e uma resisténcia interna r. A parte externa é representada pelo capacitor
ligado a um resistor de resisténcia R, o qual representa um objeto que eventualmente sofre
uma descarga do peixe elétrico. Quando a chave A é fechada, o capacitor carrega-se, se estiver

descarregado. Nesse caso, a carga q armazenada no capacitor em funcdo do tempo é dada por
t
q(t) = Ce(1 —e o).
O capacitor, quando esta completamente carregado, com a chave A aberta e a chave
B fechada, descarrega-se. Nesse caso, a carga q armazenada no capacitor, em funcdo do
t
tempo, é expressa por: q(t) = Cee rc.

Figura 2.13 - Forca eletromotriz em func¢éo do tempo.

VA

)]

o

1 2\i/4 5 6\!/8 "t

Fonte: CESPE.

]
[*N)

Considere que a fem do circuito em questdo seja dada pela fungdo V =V (t) =
a.sen(ft) +vy,0 <t <8, cujo grafico é ilustrado na Figura 2.13. Nesse caso, 0 valor de
a.f.y éigual a
a) /2.

b) m.

c) 3m/2.
d) m.
Gabarito: d
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Resolucdo comentada

V=V(t)=asen(ft)+y->V(0) =asen(f.0)+y->1=y -
V(2)=asen(f.2)+1=1-a.sen(2f) =0->sen(2B) =0-2 =1m —>
B = m/2, que é o periodo da funcéo.

V(1) =a.sen(n/2)+1=5-a.1=4->a=4.

Portanto, a resposta é a.f.y = 4.(w/2).1 = 2m.

02. UnB - Volume de ar em um ciclo respiratorio

O volume total de ar, em litros, contido nos dois pulmdes de um adulto em condicdes

fisicas normais e em repouso pode ser descrito como fungdo do tempo t, em segundos, por

3
V(t) = —.[1— cos(0,4.mt)].
21
O fluxo de ar nos pulmdes, em litros por segundo, é dado por
v(t) = 0,6.sen(0,4.mt).

Os graficos dessas funcbes estdo representados na Figura 2.14.

Figura 2.14 - Fluxo de ar nos pulm&es em funcéo do tempo.

afico |
/g = = =

'\ grafico Il

Fonte: CESPE.

Com base nas informagdes do texto, julgue os itens a seguir, com respeito ao fluxo
de ar nos pulmades.
a( ) O grafico | representa v(t) e o grafico I, V(t).

b( ) O volume maximo de ar nos dois pulmdes é menor que um litro.
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c( ) O periodo de um ciclo respiratorio completo (inspiracao e expiracao) é de 5 segundos.

d( ) Afrequénciade V(t) € o dobro da frequéncia de v(t).

e( ) Parat=0,8333... sequndos, o volume de ar contido nos dois pulmdes é superior a
250 mL.

f( ) O fluxo de ar nos pulmdes é igual a zero quando o volume é maximo ou minimo.

g( ) Os valores de t (em segundos), para os quais o fluxo de ar nos pulm(")es é igual a 0,3
L/s, sdo dados pelos termos da sequéncia (ax) em que a;, = (—1)*. i + — k € N.

Gabarito: F, V, V,F, V, V,V

Resolucao comentada

a) F, pois V(t) = 0, para todo valor de t.

b) V, o0 volume maximo ocorre para cos(0,4.wt) = —1, logo
3 3
V(t)méximo = Pyt (1 - (_1)) = <L
c) V, o periodo é 0 mesmo para as duas funcdes e vale T = 02% =5,0s.

d) F, a frequéncia é a mesma paraf = % = % =0,2Hz.
e)t=0,8333....s=25/3s, v(t) = 0,6.sen(0,4. t).

V(t) == (1 — cos(0,4.7t)) - V(25/3) = (1 — cos (0,4.712?5)) -

V(25/3) == (1 — cos (7‘[1?)) > V(25/3) == (1 — cos (7‘[3)) R
V(25/3) == <1 - (—5)) > V(25/3) =—=0,72 L = 720 mL > 250 mL.

f) V, pois na funcdo V(t) = % (1 - cos(0,4.mt)), o volume maximo ocorre para
cos(0,4.mt) = —1. Sendo assim, sen(0,4.mt) = 0. Logo, o fluxo de ar nos pulmdes, em
litros por segundo, que é dado por v(t) = 0,6.sen(0,4.7t) = 0.

g) V, pois v(t) = 0,6.sen(0,4.7t) = 0,3 - sen(0,4.wt) = 1/2. Dai, 0,4.7tt = (—1)"% +

m.k.Dai, 0,4.t = (— 1)k +kot=(- 1)k1 +—k—>t—( 1)ki+ .k, k €N.

03. UnB - Em um modelo para descrever o processo respiratorio, considera-se que o fluxo de
ar F na traqueia, em ambos os sentidos - inspiragdo e expiracao -, e a pressao interpleural P -
pressdo existente na caixa toracica produzida pelo diafragma e por musculos intercostais - sao

funcbes periddicas do tempo t, havendo entre elas uma diferenca de fase. Essas func¢des s@o
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descritas, parat >0, por F(t) = A.sen(wt) e P(t) =C —B.F (t + %) emque k, A, BeC

sdo constantes reais positivas e w € a frequéncia respiratoria.

Com base nessas informacdes, julgue os itens seguintes.

(@) O fluxo maximo de ar na traqueia é igual a A.

(b) P(t) = C — B.A.sen(wt + k).

(c) As funcBes P e F tém 0 mesmo periodo.

(d) Sempre que o fluxo de ar na traqueia for nulo, a presséo interpleural sera maxima.
Gabarito: VVVF

Resolucdo comentada

(a) Verdadeiro, pois a funcéo sen(wt) é no maximo 1.

(b) Verdadeiro, pois

P(t)=C—B.F(t+=)=C—B.Asen [a) (t+£)] = C — B. A.sen(wt + k).

(c) Verdadeiro, os periodos sdo iguaisa T = %’T

(d) Falso, pois se fluxo é nulo, F(t) = A.sen(wt) = 0, logo sen(wt) = 0. Usando a letra
(b), vem P(t) = C — B.A.sen(wt + k). O valor dessa funcéo vai depender de k, que é uma
defasagem que ndo foi dada. Portanto, depende do valor de k. Veja, P(t)=C—
B.A.sen(wt + k) = C — BA[sen(wt).cosk + senkcos(wt)]. P(t) = C — BAsen(k).

04. Vestibular da UnB - Supondo que, em determinada regido, a temperatura média semanal
T(em 'C) e a quantidade de energia solar média semanal Q que atinge a regido (em kcal/cm?)

possam ser expressas em funcdo do tempo t, em semanas, por meio das fungdes T(t) = 10 +

12.sen [Zn (%)] e Q(t) = 400 + 200.sen [Zn (%)] julgue os itens a seguir.

a( ) A maior temperatura média semanal é de 22°C.

b ( ) Na50.% semana, a quantidade de energia solar média semanal ¢ minima.

¢ () Quando a quantidade de energia solar média € méaxima, a temperatura média semanal também
€ maxima.

Gabarito: VVF.

Resolucdo comentada

a) Verdadeiro, pois T(t) = 10 + 12.sen [Zn (?)] e sen [Zn (%)] é no méximo 1. Logo,
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o0 valor méximo é dado por T = 10 + 12.1 = 22°C.

50-11
52

b) Verdadeiro, pois Q(50) = 400 + 200.sen [Zn( )] = 400 + 200.sen [n (%)] -

Q(50) = 400 + 200.sen En] Mas sen Bn] = —1, que é o valor que faz a funcdo assumir

o valor minimo.

c) Falso, pois a quanto a quantidade de energia é méaxima quando sen [27r (%)] =1-

21 (ﬂ) =25 (E) =1 5 t—11=13 >t = 24 semanas. Agora, substituindo, vem:
52 2 26 2

T(24) =10+ 12.sen [271 (245;215)] =10+ 12.sen [n (2’;6)] Este, ndo é o valor minimo,

pois o valor minimo ocorre quando o seno é 1, que ndo é o caso.

05. Considere um gerador de corrente alternada que aplica nas extremidades de uma
resisténcia (R) de 20 Q uma diferenca de potencial (E) do tipo: E = 220sen(1007t), com E

em volts e t em segundos.
-y E N o
Sabendo-se que essa corrente alternada i é tal que I = —e sendo | amperes o valor maximo

dessa corrente, calcule | + F, em que F hertz é a frequéncia dessa corrente.

Resolucdo comentada

I=%=%§OW: 10sen(100mt). Dai, o valor maximo de I é 10 A (ampéres),
1 1

periodo 2”/10()” -

considerando que o seno maximo é 1. E a frequéncia é dada por f =

50 Hz. Entdo, a resposta é dada por: 10 + 50 = 60.

06. (PAS-UnB) Um exemplo da relacdo ecoldgica conhecida como predador-presa é a
populacdo de garcas que se alimenta de peixes. Espera-se que um aumento na populagéo de
garcas provoque uma diminuicdo da populagdo de peixes, enquanto que um aumento no
namero de peixes acarrete um aumento no nimero de gargas. Essa relacdo ecoldgica é objeto
de varios estudos matematicos, e as populacdes de presa e de predador podem ser descritas

pelas funcBes seno e cosseno. Suponha que as populacdes de garcas G(t) e de peixes P(t), no

7 A primeira lei de Ohm da eletrodindmica diz que a corrente elétrica que percorre um condutor é o quociente
~ L . AL L . tensdo
entre a tensdo elétrica e resisténcia elétrica do condutor: i =

resisténcia’
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tempo t medido em anos, sejam dadas por G(t) = 1000cos G—%)+1500 e P(t) =

t

—~2000cos (5 — ) + 30500.
2 4
As curvas do grafico a seguir, Figura 2.15, ilustram a dindmica das populacbes de

garcas e de peixes ao longo do tempo, durante aproximadamente 25 anos.

Figura 2.15 - Populac¢éo de peixes em funcéo do tempo.

A e
5.000 a1
I
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I
I
3000 |-\--- et LOEE R EEREEE
I
I
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I
I
1000 f----- 2 - Lo
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| i | i :
>
0 5 10 15 20 25 t

Fonte: CESPE.

Com base nessas informacdes, julgue os itens a seguir.

1.( ) A populagdo de peixes diminui durante o primeiro ano.

2.( ) Quando a populacdo de peixes é maxima, a de garcas também é maxima.

3.() Transcorridos 4w anos, as duas populacfes sdo iguais as respectivas populaces
iniciais.

5 5 ~ ~
4.() Entre os tempos = e =, ambas as populacdes estdo crescendo.
2 2

Gabarito: CECE

Resolucdo comentada

Item 1. A curva da populagéo de peixes € a de maior amplitude. E ela decresce no inicio, nos
5 primeiros anos, tornando o item correto.

Item 2. Errado, pois 0s maximos ndo sdo coincidentes, conforme os gréficos.

Item 3. As funcgdes sdo periddicas e os periodos séo iguaisa T = 127” = 4. O que torna o item
2

correto.
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Item 4. Se o periodo é 4, e esses valores sao proximos, percebe-se no grafico que em 4w a

curva P(t) é decrescente. ltem errado.

07. UnB - A Figura 2.16 ilustra 0 mecanismo de um pistdo que desliza dentro de um cilindro.
O ponto P do pistdo esta ligado ao ponto Q de uma roda metalica, com raio a e centro O, por
meio de uma haste de comprimento b. A roda gira no sentido anti-horario, em torno de seu

centro.

Figura 2.16 - Mecanismo de um pistéo.

e— r —>

Fonte: CESPE.

Considere r o raio do cilindro, h o deslocamento do pistdo em relacdo a tampa
superior do cilindro e 8 o angulo que o segmento 0Q faz com a vertical OP, medido no
sentido anti-horario.

Supondo que h =0, quando 8= 0, julgue os itens que se seguem.

1. Quando h = 0, o comprimento do segmento OP ¢ igual a 2a + b.
2. O valor maximo de h depende somente do raio a da circunferéncia.
3. O volume maximo dentro do cilindro limitado pelo pistdo é igual a wr?(b — 2a).

4. O valor do deslocamento h, em funcdo do angulo 8, é dado pela expressdo h(6) = a + b —

(acos8 + Vb2 — a2sen?9).

Gabarito: ECEC
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08. (PAS-UnB) Uma porta de vaivém, de um tipico saloon de filmes de faroeste americano, é
composta das partes esquerda (E) e direita (D). A partir do ponto de abertura méxima, 0s
angulos orientados, em radianos, que essas partes da porta fazem com a posicao de repouso
sdo dados pelas funcdes seguintes.

T 117
—e tcos(4t) para0 <t < —
_)2 8
Oparat > 3

s 3n
Ee_tcos(St) para0 <t < >
D(t) =

)

3m
Oparat >7.

Figura 2.17 — As fungdes citadas no texto representadas no gréfico.

Fonte: CESPE.

Em que t representa o tempo, em segundos. Os gréaficos dessas fungdes estao representados na
Figura 2.17.

Com base nessas informacgdes, julgue os itens abaixo.

1. A parte D para de oscilar antes que a parte E.

2. Antes de parar, a porta E passa pela posi¢édo de repouso mais vezes que a parte D.

3. Antes de pararem completamente, as partes D e E estardo por 7 vezes, incluindo o instante

inicial, igualmente afastadas da posi¢éo de repouso e do mesmo lado do saldo, ou seja, de
fora ou de dentro.

Gabarito: EEC
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Resolucdo comentada

3 12 11 ~ .
1. Como = = Tﬂ > T”, entdo D para depois de E. Item errado.

2. Se a D para depois de E, percebe-se do grafico que ele passa mais vezes na posicao
equilibrio (7 vezes) antes de parar, pois a E para apenas 5 vezes. Item errado.

3. Verdade, pois observa-se do grafico que eles se encontram 7 vezes.

09. O ritmo oscilatorio dos bracos.
Um praticante do método de corridas, popularmente conhecido como método de Cooper,

balanca cada um de seus bragos ritmicamente, enquanto corre, segundo a equacdo y = f(t) =
gsen [8?" (t - Z)] em que y é o angulo em radianos compreendido entre a posi¢do do braco e

0 eixo vertical e t € o tempo medido em segundos.

Figura 2.18 — Duas posic¢des do brago de um corredor em seu movimento ciclico.

b L

Fonte: Elaborada pelo autor.

O brago oscila para frente e para tras em torno do ponto O. Sua posicdo € estimada
pelo angulo y, medido em radianos, compreendido entre o brago propriamente dito e o0 eixo
vertical.

Com base no texto e nos seus conhecimentos em trigonometria, julgue os itens que se
seguem.

1. Parat=0,875s, o angulo y é inferior a 17°.
2. O periodo é igual a 1,333... s.
3. O valor maximo de y corresponde a 20°.

4. O gréfico cartesiano de y = f(t) contém a origem (0, 0).

Gabarito: EECC
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Resolucdo comentada

Lo y=f0875) = Fsen[F(0875 — )] = Fsen [T -3)] = Fsen [F(F)] =
Ssens = gg = %g = 17,32°. Item errado.

21T

. ;- 3 , . . .
2.OperiodoeigualaT = 57 = - =075s.Queéo valor inverso do fornecido no enunciado,
3

item errado.

o 180°
3. O valor méximo de y corresponde ag == 20°. Item correto.

4.y=£(0) = gsen [8?“ (O — %)] = gsenZT[ = 0. Item correto.

10. O balango pélvico do andar feminino

E por todos nds conhecido o Figura2.19 -Ciclo oscilatorio da pélvis feminina.

balancar ritmico da pélvis feminina, bem
distinto do andar “rigido” masculino. Isso
acontece, basicamente, devido a certas
diferengas anatdmicas entre os dois sexos. A
rotacdo pélvica do andar feminino é
exagerada quando comparada ao marchar
masculino, em passos de igual amplitude.
Pode-se avaliar tal movimento oscilatorio
supondo uma haste (na verdade uma linha
imaginaria) passando pelas duas cristas
iliacas, perpendicular a uma outra linha,

representada pela coluna vertebral.

Quando a mulher se desloca, a haste

oscila em torno de seu centro para cima e Fonte: Elaborada pelo autor.

para baixo, acompanhando o ritmo da pélvis.

Suponha que o angulo 6, formado pela haste e o eixo vertical, seja dado por 6(t) =
Z cos (4?”) t, em que t é dado em segundos e 6 em radianos.

Com base nessas informacdes, julgue os itens seguintes.
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1. Transcorridos 3 s, a haste estard ha mesma posi¢do que a inicial.

2. Para t compreendido entre 0 eg s, 0 grafico de 6 versus t € dado por:

Figura 2.20 - Variacdo do angulo em funcéo do tempo.

Iy
T e e e

0

—

Fonte: Elaborada pelo autor.

3. O primeiro valordet,t > 0, paraoqual 6 =9°ét =1,0s.
4. Seja ¢ a funcdo definida por ¢(t) = 2%20 [6(t)]? — 1. O grafico da funcdo ¢ se repete de

0,75 em 0,75 segundos.
Gabarito: CCEC

Resolucdo comentada

1. Correto. A fungdo 6(t) = %cos (%’T) t tem periodo T = if: = % s. Portanto, transcorridos
3
3 s, a haste estara na mesma posicdo que a inicial, pois sdo 2T completos nesse intervalo de

tempo.
2. Correto. A funcdo tem periodo % s, tempo suficiente para uma oscilacdo, amplitude 1—’; e
formato de cosseno.

T 41T s o\ __ l _ — _Qo° X A [e]
3. Errado. 6(1) = 75 €0S (?).1 = E.cos(240 ) = 10( 1) = —9°. Note que ndo é 9°,

mesmo assim, esta ocorrendo pela segunda vez.

200 _200[m

2
4. Correto. ¢(t) =?[6(t)]2— 1=—|cos (4?”) t] — 1. O periodo dessa funcdo é

T 3

T=%= i 0,75 s. Portanto, o grafico da funcao ¢ se repete de 0,75 em 0,75 segundos.

3



90

11. A energia elétrica é disponibilizada em nossas residéncias na forma de tenséo alternada.
Isso significa que entre os dois conectores de uma tomada ha uma diferenca de potencial
elétrico que varia com o tempo conforme uma funcéo do tipo U = (200v/2). sen(2.m.60.1t),
onde U é a diferenca de potencial e t é 0 tempo. A constante (200v/2) é valida para Estados
em que o fornecimento de energia elétrica monofésica é de 200V nominal, como na maioria
das residéncias do Ceara. E correto afirmar que essa diferenca de potencial tem um valor
maximo e uma frequéncia, respectivamente, de

a) 200+/2 volts e 60 Hz.

b) 2002 volts e 60 kHz.

) 200 volts e 60 Hz.

d) 200 volts e 60 kHz.

Gabarito: a

Resolucdo comentada

Para uma tensdo alternada senoidal, tem-se a seguinte equacdo que descreve 0 seu
comportamento em  funcdo do tempo:  v(t) =Vp.sen(2.m.f +6,), onde
Vp = valor de pico, f = frquéncia, 8, = fase inicial.

Comparando com a equacdo dada na questdo, pode-se concluir que: Vp = 200.+/2 volts;
f =60 hertze 6, = 0°.

Logo, a alternativa correta é a [A].
2.8 Funcéo da onda periodica unidimensional.
Considere uma corda elastica esticada ao longo do eixo Ox, como na Figura 2.21 a

sequir.

Figura 2.21 - Corda eléstica.

YA
. P(x) L
0o X
F é uma fonte de onda
vibrando em MHS

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O ponto F da corda € a fonte emissora de ondas periddicas transversais; o ponto O é
a origem de um sistema cartesiano xOy e N é um ponto da corda de abcissa x, escolhido
aleatoriamente.

Agora, vamos supor que a fonte F passe a executar, em t =0, um MHS de
amplitude A e fase inicial ¢,, de modo que a ordenada y de F variard como o tempo,
seguindo a equacao:

y = A.cos(w.t + ¢,).

Vamos admitir que ndo ha perda de energia na propagacao da onda. Dessa forma,
passado um intervalo de tempo At, o ponto P da corda, de abscissa x, passara a executar um
MHS de amplitude A, porém, atrasado At em relagio a F. E o movimento de P que vamos
estudar.

Sendo assim, considerando v a velocidade da onda, vem:

x(abscissa de P) x(abscissa de P)
v = - At =

At v
Figura 2.22 - Corda oscilando em MHS.

y A .
A <

Pix,y)

NI )
Voo |

Fonte: Elaborada pelo autor.

O atraso At faz o ponto P(x,y) vibrar como ordenada y(x, t) variando, portanto, em

funcdo da abscissa e do tempo, da seguinte forma: y = A. cos[w(t — At) + ¢,]. Substituindo

At = >, vem:
y=A.cos[w(t—§)+<p0] ay:A.cos[z?n(t—;—C)+<p0] -

y=A.cos[2n(%—%)+q)o] —>y=A.cos[2n(%-§)+§00]-

Portanto, a equagdo da onda € uma funcdo trigonométrica de duas variaveis y =

f(x,t).
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3 - SOMA E DIFERENCA DE ARCOS

3.1 Soma e diferenca de arcos

Observe a Figura 3.1, lembrando que o ciclo trigonométrico, por construgdo e
conveniéncia, possui raio 1 (uma unidade).

Figura 3.1 - Ciclo trigonométrico mostrando os angulos a e b.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sejam o arco AP com determinacdo a e o arco PQ com determinacido b. O arco
AQ tem determinacio (a + b).

Observando as construgdes geométricas no circulo trigonométrico acima, podemos
deduzir que os tridangulos OMP, OVS e QTS sao triangulos retangulos e semelhantes. Entdo,
podem ser construidas as seguintes relagdes: (1) OM = cos(a); (2) 0S = cos(b); (3) MP =
sen(a); (4) SQ = sen(b); (5) ON = cos(a + b); (6) NQ = sen(a + b); (7) OP = 1.

Os triangulos OVS e OMP séo semelhantes, logo: % = %.
Substituindo as relacdes (1), (2), (7) na igualdade acima, obtemos: COT(/a) = °°Sl(b)

(8) OV = cos(a).cos(b). Os triangulos QTS e OMP sdo  semelhantes, Iogo:: =

S
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TS _ sen(b)
sen(a) B

Substituindo as relacdes (3), (4) e (7) na igualdade acima, obtemos:

(9) TS = sen(a).sen(b).

Observando o circulo trigonométrico da figura, notamos que: ON =

— NV.

S

Podemos concluir também que: NV = TS.
Se substituirmos as relagdes (5) e (8) na igualdade acima, obteremos:
(10) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b).
Se quisermos determinar cos(a — b), podemos escrever a relagcdo acima como:
cos(a + (—b)) = cos(a) cos(—b) — sen(a)sen(—b).
Mas, se observarmos o circulo trigonométrico da figura, deduzimos que:
cos(—b) = cosb e sen(—b) = —sen(b).

Entdo: (11) cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a)sen(b).

Sabemos que: (12) cos(0) = Sen(g — 0). Se fizermos 6 = (a + b), teremos:

sen(a + b) = cos E —(a+ b)] e sen(a + b) = cos [(g - a) - b].
Temos aqui um cosseno da diferenca entre dois arcos e é dado pela relacdo (11), logo:
(13) sen(a + b) = cos (g - a) cos(b) + sen (g - a) sen(b).
Mas, observando a relagéo (12), vemos algumas similaridades coma relagdo (13) e
podemos escrevé-la assim: (14) sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b)cos(a).
Se quisermos determinar sen(a — b), podemos escrever a relacdo acima como:
sen(a + (—b)) = sen(a) cos(—b) + sen(—b)cos(a).
No entanto: cos(—b) = cosb e sen(—b) = —sen(b).
Fazemos: (15) sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b)cos(a).
Sabemos que a tangente de um angulo é dada pela diviséo entre 0 seno e o0 cosseno

deste angulo:
tg(0) = %. Entédo, a tangente de (a + b) sera dada por:
sen(a + b)

tgla+b) = cos(a + b)

— sen(a) cos(b) + sen(b)cos(a)/cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b)

Manipulando a igualdade acima, vamos dividir o numerador e o denominador do
segundo membro por: cos(a) .cos(b) # 0.
sen(a) cos(b) + sen(b)cos(a) sen(a) . sen(b)

cos(a) cos(b) cos(a) ' cos(b)

cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b) ~tglath) = _ sen(a)sen(b)
cos(a) cos(b) cos(a) cos(b)

tgla+b) =
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_ ts@+tg(d)
(16) tg(a+b) = 1-tg(a)tg(b)’

Sabemos que a tangente de um angulo é dada pela divisdo entre 0 seno e 0 c0osseno

deste angulo:

tg(0) = %. Entdo, a tangente de (a + b) sera dada por:

sen(a—-b) _ sen(a)cos(b)—sen(b)cos(a)
cos(a-b) - cos(a) cos(b)+sen(a)sen(b)’

tgla—b) = Manipulando a igualdade acima, vamos

dividir o numerador e o denominador do segundo membro por: cos(a).cos(b) # 0.

sen(a) cos(b)—sen(b)cos(a) sen(a) sen(b)
_ cos(a) cos(b) __ cos(a) cos(b)
tg (Cl - b) ~ cos(a) cos(b)+sen(a)sen(b) — .  sen(a)sen(b)
cos(a) cos(b) " cos(a) cos(b)
_ tg(a)—tg(b)
(17) tgla—»b) = T tate(d)

Em resumo:

v' sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b)cos(a);

v' sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b)cos(a);
v' cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b);
v' cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a)sen(b);
v _ tg@+ig(h)

t9(a+b) = e
v tg(a _ b) — tg(a)—tg(b)

1+tg(a)tg(b)’
3.2 Exercicios resolvidos e comentados

01. UnB - Eratéstenes foi um grande matematico grego que viveu no século Il a.C. e conseguiu
calcular a medida da circunferéncia da Terra, medindo comprimentos das sombras de uma estaca.
Um procedimento semelhante pode ser usado para calcular a altura da Torre de Televisdo de
Brasilia, a partir de sua sombra. Suponha que, no dia 23 de setembro, os raios solares, que sao
considerados paralelos, incidem, ao meio-dia, perpendicularmente sobre a superficie da Terra ao
longo da linha do Equador. Nessa data, que marca o equindcio da primavera, a sombra projetada
pela Torre, a0 meio dia, mede 58 m. Sabe-se que a Torre esta situada no paralelo 15 de latitude

- , 26 .
sul, isto €, a 15° ao sul do Equador. Tomando 7 como valor aproximado para /3, calcule, em

decametros, a altura da Torre e desconsidere a parte fracionaria de seu resultado, caso exista.
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Resolucdo comentada

Observe a Figura 3.2.

Figura 3.2 - Planeta em perfil e a torre num corte transversal.

i
|

I

1
Equador Raios solares | :
1

5° — .
|

1

|

1

|

1

Fonte: Elaborada pelo autor.

No triangulo ABC da figura acima, h representa a altura da Torre. Assim,

h Ch o tg(30°) +tg(45)  h
tg(75%) = 55 = tgB0° + 45°) = =5 = T 15 (307 . tg (45" _ 58

26
=5+l h V343 h gt3

J3 . 58 3-v3 58 , 26 58

1-%1 I
_h ST
—_—— = - = .
19 58 19 S

02. A latitude de um ponto P da superficie da Terra € o angulo que a reta OP forma com o
plano do Equador (O é o centro da Terra), Figura 3.3. No dia 21 de margo, os raios solares
séo paralelos ao plano do Equador. Se, ao meio-dia do dia 21 de marco, a sombra projetada
por um edificio localizado sobre um paralelo 15 de latitude norte mede 20 m, calcule,

aproximadamente a altura desse edificio.

Figura 3.3 — Planeta com os polos e o equador.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Resolucdo comentada

Figura 3.4 — Situacéo descrita no texto, com os valores dos &ngulos.

15¢

Equador

S

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 3.4, considerando a Terra praticamente plana, pode-se fazer tg15° = %

aproximadamente. Mas, tg15° = tg(45° — 30°) = % =2—+/3.

- tEe S o JR_20_ ., _ 20 _
Substituindo, vem: tg15° = - 2 —V3 =" > h = ;== =20(2 +3)m.

3.3 Formulas de arco duplo e arco triplo.

Tomando as relacBes sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b)cos(a); cos(a + b) =

tg(a)+tg(b)

cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b) etg(a + b) = e @)te®)’

e fazendo b = a, obtém-se:

v’ sen(2a) = 2.sen(a).cos(a);
v cos(2a) = cos?a — sen?a = 2.cos?a — 1 = 1 — sen?a;
v _ 2.tg(a)
tg(2a) tera
Repetindo as operagdes anteriores para b = 2a, tém-se:
v sen(3a) = 3.sen(a) — 4.sen3a;

v cos(3a) = 4.cos3a — 3.cos(a);
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3.4 Exercicios resolvidos

1. NOVO ENEM (FISICA) - Um garoto foi & loja comprar um estilingue e encontrou dois
modelos: um com borracha mais “dura” e outro com borracha mais “mole”. O garoto concluiu
gue 0 mais adequado seria 0 que proporcionasse maior alcance horizontal, D, para as mesmas
condicBes de arremesso, quando submetidos & mesma forca aplicada. Sabe-se que a constante
elastica K,; (do estilingue mais “duro”) é o dobro da constante elastica K,,, (do estilingue mais

“mole”).

Dgq

A razdo entre os alcances oo referentes aos estilingues com borrachas “dura” e
m

“mole”, respectivamente, ¢ igual a
1

a) "
1

b) >

c) 1.

d) 2.

e) 4.

Resposta: b
Resolucao comentada

Dados: k; = 2k,,; Fg = F,,.
Calculando a razdo entre as deformacdes:
Fy =E, = kgxg = kymxXm = 2kpxg = kjnxXm = xm = 2kg,.
Comparando as energias potenciais elasticas™® armazenadas nos dois estilingues:

2 2 2 2
pot _ Kaxg _ 2KkmXg _ 2. ppot _ kmXm _ 2km(2xqa)° _ 2 pot __ pot
Ed —T—T—kmxd,Em =— = 5 —kaxd—>Em —ZEd

Considerando o sistema conservativo, toda essa energia potencial € transformada em
cinética para o objeto lancado. Assim:

vg

2
. .
Egin = 2EGm > M= 2%,

Supondo langamentos obliquos, sendo 6 o angulo com a direcdo horizontal, o

'8 O principio da conservacdo da Energia Mecanica de um sistema mecanico garante que, desprezando os atritos,
. As . A T mv?
a energia mecanica é constate. E a energia mecanica é dada pela soma entre energia cinética (Ec = —-)eas

2
energias potenciais elastica (Ep = %) e gravitacional (Ep = mgh).
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2 2
alcance horizontal (D) é dado pela expressdo: D = %"Zsenecose = %sen(ze). Logo,

_vd _ Da _1
D; = p sen(20) e D,, = p sen(20) - oo=

m

02", Determine o angulo formado entre a velocidade de lancamento e o eixo x (horizontal)

para que a particula arremessada com velocidade V, atinja o maximo alcance ao longo da
rampa que forma um angulo 6 com a horizontal. Negligencie a resisténcia do ar e considere
constante o campo gravitacional g no local do langamento.

Figura 3.5 — Representacgdo do instante inicial do langamento.

‘V
—
b

0 X

Fonte: Elaborada pelo autor.
12 Resolugéo:
Denominando por x o angulo entre ¥, e a rampa e decompondo a gravidade, tem-se.

Figura 3.6 — Decomposi¢do do movimento em duas dire¢des, sendo uma ao longo da rampa e a outra

perpendicular a rampa.

tv ~gsenb

Fonte: Elaborada pelo autor.

Decompondo o movimento em dois componentes, um ao longo da rampa e outro
perpendicular a ela. Sdo dois movimentos uniformemente variaveis.

Tempo perpendicular a rampa: v = v, + a. t. Na subida, vem:

_ __ Vp.senx __ 2.yg.senx
0= Vp. SENX — g.COSQ. tsubida = tsubida = total —

g.cos@ g.cosf '

Agora o alcance ao longo da rampa:

191919 SRIVASTAVA, p.29
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a.t? g-senb.tyoeq?
As =vy.t +———> A = vy.c08X. trprar — 2 =

2
0 2.v,. senx\?
2.v0.senx_g'sen "\ g.cos6

A = vy.cosx. 7.c050 >
0 2.v,. senx\?
2.v,y.senx _g.sen "\ g.cos6

A =v,. .
Vo.€OSX g.cos6 2

2
%
0 (2.senx.cosx.cosO + senf. (—2sen’x)) -

- g.cos0
2
A= 2x.cos6 + senf. (—2sen?
7.c0s0 (sen2x.cosf + senf.(—2sen“x)) —
2
= 2x.cos0 0. 2x —1
3.c050 (sen2x.cosf + senf. (cos2x — 1)) =
2
= (sen2x.cosf + senf.cos2x — senf) -
g.cosf
Vo2
A= (sen(2x + 0) — senb).
cos6

9.
Agora, basta fazer sen(2x + 6) assumir valor maximo, ou seja, valer 1. Para isso,

basta fazer 2x + 6 = ~.
O angulo que se pede € entre o vetor velocidade e o plano horizontal, ou seja, x + 6.

+

VA

]
N[ D

Com02x+9=§—>2x+29=§+0—>x+0=57—>x+9=
22 Resolucéo.”
Imagine uma pedra langada no vacuo de uma altura inicial h sob influéncia Gnica e

exclusiva da aceleracdo da gravidade local g.
Figura 3.7: Representacdo do instante inicial do langamento de uma altura h.

.
Yo 7 ’
KI
A An

A = alcance
Am = alcance maximo

Fonte: MENDONCA.

2 MENDONCA
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Na horizontal o movimento € uniforme, logo: x = vycosf.t.
. . , . . 1
Na vertical o movimento é uniformemente variado, logo: y = vysenf.t — Egtz.

Isolando o tempo na primeira e substituindo na segunda, vem a equacéo da trajetéria

dada por: y=h+tg6.x—2vg:m 2
Parax =4 ->y = 0.

Substituindo na equacéo da trajetdria e organizando, tem uma equacédo do segundo

2v3h

=0,

2
grau em tg@. tg?6 —%tge +1-—

O gréfico a seguir mostra langamentos para possiveis valores de A.

Figura 3.8 — Representacgdo das possiveis trajetérias.

o°° % @
o
! Z
Y 7
| t o7
7

Fonte: MENDONCA.

Para uma velocidade inicial v, e o alcance A predefinido, sdo trés as possibilidades:
duas raizes complexas (4 > A,,), duas raizes distintas (4 < 4,,), ou duas raizes reais e
idénticas (A = A,,).

2

Fazendo A= 0 —» A = A,,. Dai, A,, = 2\/vZ + 2ghe tg6,, = —— = —2>—
9 9Am ,v§+2gh

Note quese h = 0 - tgf,, = 1 — 6 = 45° (resultado bastante conhecido).

Agora, imagine o langamento sendo feito ao longo de uma rampa conforme a figura.

Figura 3.9: Langamento numa rampa.

Fonte: MENDONCA.
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O ponto P, local onde bate o projétil, tem coordenadas (x, x.tga). R é 0 alcance ao
longo da rampa, que se torna maximo com x maximo. A pergunta é: qual o valor de 8(angulo

formado entre ¥, e a horizontal), que permite que isso ocorra.

9 2
2v3cos26

y=tga

=h+tgl.x —
Lembremos que: {y §9-%

Substituindo, vem:

tg?0+1
g(tg 4 )xz
2v,

tga = h+tgl.x —

x%? > tga =h+tgh.x —

2v2cos26

2 2v3 2v3
tg-o —g—xtgH +g—xtga + 1 =0.Fazendo A= 0 - x = x,,.

2v%
Logo tqf,, = &m — Y
GO g6y, = £ = %
A—(2”5)2—4[ﬁt +1]—0—>x2+2”3ﬂx —(ﬁ)z—o
9%Xm ox 9 m g M g '

Agora, qual o valor de x,,?

witg’a | v

_ _ 4-173' 2 _ 4-173' 2
A= 2 72 —?(tg a+1)—>A—?sec a.
2 2
5 vy (1-sena
X,m, = —(—tga + seca) = —( )
m =~ (—tga +seca) =2~

Agora, um pequeno truque para melhorar essa equagao:

Fazendo 8 = g — a (completar de a)

Substituindo, vem:

_ ﬁ 1-cosp) _ ﬁ Zsenz(ﬁ/z) _ ﬁ p
Xm = g ( senf ) g <zsen(ﬁ/2).cos(ﬁ/2) 7 m = 9 tg( /2) ”

gXm’ m

2 2
cotg <'8/2> = U; Mas, tg6,, = g’;" :
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03. A Figura 3.10 mostra um bloco de massa m que sobe sobre a superficie inclinada aspera
(coeficiente de atrito cinético u), sendo o modulo da forca F igual a F. Qual o valor da

méaxima aceleracdo do bloco e qual a dire¢do que a forca F forma com a horizontal (x) nesse

instante? Considere g a aceleracéo da gravidade local.

Figura 3.10 — Bloco arrastado ao longo da rampa.

A ?

37° X

Fonte: Elaborado pelo autor.

Resolucao comentada

Figura 3.11 — A forc¢a formando um dngulo o com a rampa.

Ay 3

e X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aplicando a segunda lei de Newton, vem:

m.a = Fp > m.a = Fcosa — Psenf — fat - m.a = Fcosa — Psenf — u.N -
m.a = Fcosa — mgsenf — u.(mgcos6 — Fsena) —
m.a = Fcosa — mgsenf — u.mgcos6 + uFsena) —

a= %(cosa + usena) — g(senf + u.coso).

Note gque a segunda parcela é fixa, entdo basta fazer a primeira maxima.

Entdo, basta fazer f (a) = cosa + pusena maximo.

f(a) = cosa + usena.
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f(a) = 1.cosa + usena —

@) = m( 1.cosa N usena )

J1+p2  J14pu2
Agora, imagine um angulo g, tal que

senﬁz; e cosf = £
V1+p? J1+u?

Dai, nossa funcdo fica:

f(a) =+/1+ p?. (senp.cosa + sena.cosB) - f(a) =1+ u?.sen(f + a)

Assume valor maximo para

T
B + a :E.
Logo:
1
sena = cosf = J% e cosa = senff = NpEwrea
Iz Iz

O valor maximo da funcéo é: f(a) = /1 + u?2.

Portanto, o valor maximo da aceleracéo é:

F
a= - (cosa + usena) — g(senf + u.cosf) —

F 1 u
a=—( +u ) — g(senb + u.cosf) -
m J1+u? 1+ p?
F 1+u?
a= ) — g(senf + u.cosf) -

B E /1 + MZ
a= %(\/1 + ,uz) — g(senf + p.cos0).
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4 - PROSTAFERESE

As relacdes de Prostaférese transformam soma de senos e cossenos em produtos de
senos e cossenos. Isso pode ser util em algumas operacdes de simplificacdo, de maximos e

minimos entre outras.

4.1 As formulas de Prostaférese.

v’ senp +senq = Zsen( +q) cos (p q)

v senp — senq = 2cos (%) sen (—q);

v' cosp + cosq = 2cos( *q ( q)

2
v’ cosp — cosq = —2sen —) ( zq)

Sabemos que:

sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b)cos(a) ()
sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b)cos(a) (b)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b) (c)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a)sen(b) (c)

Somando-se (a) e (b) tem-se:
sen(a + b) + sen(a — b) = 2sena.cosb (e)
Subtraindo-se (a) de (b) tem-se:
sen(a + b) — sen(a — b) = 2senb.cosb (f)
Somando-se (c) e (d) teremos
cos(a+ b) + cos(a — b) = 2cosa.cosb (Q)
E por fim, subtraindo-se (c) de (d)
cos(a+ b) — cos(a — b) = —2sena.senb (h)
Fazendo a+b =a e a—b =3, teremos que a = # e b= % cujos valores
substituidos nas relacées (e), (), (g) e (h) fornecerdo as seguintes relagdes:
sena + senfl = 2sen (#) cos (azi) sena — senfl = 2sen (a;ﬁ) cos (a:ﬂ),
cosa + cosf = 2cos ( ;B) cos (a;ﬁ); cosa — cosfp = —2sen (az;ﬁ) sen (“2;3), que séo as

conhecidas Formulas de Transformacao de soma em produto ou Formulas de Prostaférese.
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4.2 Onda estacionaria e Trigonometria

Ha um padrdo de vibracdo ondulatéria, que normalmente ocorre em ambientes
confinados, como uma corda esticada ou a pele de um tambor ou um tubo sonoro, resultado
da superposic¢éo de duas ondas semelhantes, de mesma frequéncia, mesma amplitude, mesma
direcdo de propagacgdo e mesmo comprimento de onda, porém defasadas de meia oscilacéo e
se propagando em sentidos opostos. Esse padrdo é tal que estaciona a energia da onda e
produz pontos fixos de vibra¢do nula denominados nodos e pontos de vibracdo méaxima
denominados ventres ou antinodos, estacionados ao longo do meio de propagacgéo, conforme a
Figura 4.1. Nela, estdo representados os trés primeiros modos de vibragdo. Podem ser gerados

infinitos modos.

Figura 4.1 - Modos de vibragdo de uma onda estacionaria na corda.

Ventre
N6 N6

n=1

Ventre Ventre
N6

n=2

S ——

Trés modos de vibra¢io de uma corda em modo
estaciondrio.

Fonte: Elaborada pelo autor.
Na figura 4,2, tém-se representadas as ondas originarias da onda estacionaria numa corda.

Figura 4.2: Ondas incidente e refletida da onda estacionaria.

vt onda refletida

—

[

onda incidente

Fonte: elaborada pelou autor.

As equacdes que as descrevem as ondas progressivas, incidente e refletida, séo

escritas como y;(x, t) = A.sen(kx + wt) e y,.(x,t) = A.sen(kx — wt).
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A superposicao gera uma onda com equacéo
y(x, t) = y;i(x, t) + y.(x,t) - y(x,t) = A.sen(kx + wt) + A.sen(kx — wt).

Usando a relacdo: sena + senfs = 2sen (#) .COS (az;ﬁ) vem:

y(x,t) = 2A.sen(kx). cos(wt).

E uma onda de amplitude variavel, 24. sen(kx), portanto, que depende da posi¢io x.
Por outro lado, é uma onda que ndo progride no espaco, pois ndo apresenta o termo kx — wt.
Existem pontos que y(x,t) = 0 sdo sempre nulos, onde kx = 0, 2mw, 4m, 6m, ... (N6s). Como

também ha pontos em que y(x,t) = A, onde kx = m, 3w, 57, 7m, ... (ventres).
4.3 Exercitando

01. UnB. O movimento ondulatério manifesta-se em diversos fenébmenos naturais, como, por
exemplo, a propagacdo da luz e do som. D&-se o nome de interferéncia ao fendmeno
resultante da superposi¢@o de duas ou mais ondas, sendo que, se duas delas sdo representadas
pelas equacdes y; = f(t) e y, = g(t), a onda resultante durante a superposicdo é dada pela
equacdo y = f(t) + g(t).

Um movimento ondulatério é chamado amortecido, quando a amplitude da sua onde
decresce com o tempo. Fenémenos ondulatorios que despertam particular interesse sdo
aqueles em que ocorre a interferéncia de duas ondas que estdo vibrando em frequéncias muito
proximas. O fenbmeno de interferéncia destrutiva total de ondas se da quando o encontro de
duas ondas em oposicdo de fase faz que uma aniquile completamente a outra, ndo restando
qualquer movimento ondulatorio posterior.

Com relagdo ao movimento ondulatorio e com o auxilio do texto acima, encontre a
equacdo que representa as ondas da superposicdo das ondas dadas pelas equacdes y,(t) =
3cos(11t) e y,(t) = 3cos(9t).

Resolucdo comentada

p+q

Sabe-se que cosp + cosq = 2cos (T) cos (?). E que a superposicéo é dada por:

y(t) = y1(t) + y,(t) = 3cos(11t) + 3 cos(9t) = 3[cos(11t) + cos(9t)] —

y(t) = 3.2cos (%) cos (11t2_9t) = 6.cos(10t). cost.

Portanto, y(t) = 6cos(10t). cos(t) representa a superposicao.
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5 - MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES (MHS).#

O MHS (Movimento Harmonico Simples) tem sua estrutura tedrica toda derivada das
funcbes trigonomeétrica. Varios resultados sdo obtidos apdés uma analise das funcdes
trigonometricas que o descrevem. Além disso, sdo muitos os exemplos de situagdes fisicas
reveladas pela Natureza que oscilam em MHS. Por conta disso, ser& dedicado um capitulo
para o estudo do MHS.

Antes de tratar matematicamente o MHS, vamos a algumas nominacdes e definicdes.
Todo movimento que se repete em intervalos de tempo iguais é dito um movimento periddico.
O Movimento Circular e Uniforme (MCU) é um bom exemplo de um movimento periddico.
No caso de uma particula movendo-se periodicamente para frente e para trds, numa mesma
trajetdria, tem-se um movimento do tipo oscilatério (vibratorio).

Um movimento periddico do tipo vibratério, que pode ser interpretado por meio de
fungdes horérias (funcGes do tempo) do tipo senos e cossenos, € denominado Movimento
Harménico.

Um pondo numa corda de violdo que ao ser tocado vibra em pequenas oscilacoes;
um péndulo balangando em pequenas oscilagfes; um sistema massa-mola oscilando; as
moléculas do ar quando atingidas por uma onda sonora; 0s campos elétricos e magnéticos
oscilando na propagacdo de uma onda eletromagnética; o0 movimento de uma rolha no interior
de um tanque contendo &gua; onde se provocou uma onda mecanica e muitos outros

movimentos sdo exemplos de movimentos do tipo oscilatorios.

Figura 5.1 - Exemplos classicos de movimentos oscilatérios.

; “‘ * .6\ /‘

- Corda vibrando
Vibragao molecular
{modelo)

E Sentido de
, propagacao y
—— ¢
B ¢
Onda eletromagnética Péndulo de
relogio

2L RAMALHO, P.375-379
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Negligenciando o atrito, ou seja, desprezando todo tipo de perda de energia mecénica
pelos sistemas, 0s movimentos supracitados citados sdo ditos Movimentos Harmonicos
Simples (MHSs). Se existir atrito e, portanto, dissipacdo de parte da energia mecanica do
sistema oscilatorio, 0 movimento serd denominado Harménico Amortecido. Estes ndo séo
abordados pela Fisica estudada no Ensino Médio.

O estudo descritivo (cinematico) do MHS é feito com a montagem das fungdes
trigonométricas da posicéo, da velocidade e da aceleracdo e suas propriedades. Com 0 uso
dessas fungdes trigonomeétricas, serdo encontradas varias outras equacdes que, aparentemente,
ndo tem carater trigonomeétrico, porém sdo oriundas das formulacfes trigonométricas.

Por vezes, quando um exercicio de MHS for resolvido, as relacfes trigonométricas
podem ndo aparecer explicitamente. Isso ndo significa que o MHS tenha abdicado delas. Na
verdade, a Trigonometria foi usada como rito de passagem na demonstracdo dessas outras
relacOes facilitadoras. Veremos esses aspectos na sequéncia.

Vamos ao modelo teérico do MHS, a partir da projecdo do MCU (Movimento
Circular e Uniforme) e na, sequéncia, serdo apresentados varios exemplos, contextualizando

sobremaneira esse modelo tedrico.

5.1. A posigao (x) no MHS

Observe um movel (M) executando um Movimento Circular e Uniforme (MCU),
como mostra a Figura 5.2. Note que o angulo ¢ cresce no sentido anti-horario, com origem no

eixo Ox, conforme a Trigonometria.

Figura 5.2 — Corpo M em MCU e P (projecédo de M) em MHS.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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. variacio do angulo A 2.1
Define-se w = : gr0 P =

intervalo de tempo oA T(periodo=tempo para uma repeticio)’

w é a velocidade angular ou frequéncia angular.

A funcdo horaria angular, ou seja, a funcdo que descreve como o angulo (¢) é
“varrido” pelo mével M em fun¢do do tempo é dada por:

_ variagdo do angulo _ Ap ¢ — @,

W = - = =@ =@+ w.t.
intervalo de tempo At t ¢ =00

Vamos encontrar todas as equacGes do movimento oscilatorio apenas fazendo a
projecdo (a decomposicao) dos vetores associados ao movimento circular, como foi feito com
a funcdo horaria da posicao.

Da figura, a posicdo x da projecdo (sombra) horizontal (P) do mével M pode ser
dada, em qualquer instante, pela relacéo:

x = R.cos(g).

Substituindo ¢, vem:

x = R.cos(w.t + ¢y).

Finalmente, definindo A = R a amplitude do movimento, chegamos a funcdo horéria
da posicdo do movel em MHS.

x = A.cos(w.t + ¢@y).

Esta é a funcdo horaria dos espacos (posicdes) da projecdo P. Como ela é expressa
em funcdo do cosseno, diz-se que 0 movimento é do tipo Harmdnico. Além disso, é periddico,
sendo seu periodo o mesmo do movimento circular uniforme realizado pelo mével M. Como
a amplitude (maior distancia a partir da origem — 0) é constante, dizemos que 0 movimento €

Simples. Portanto, é um MHS (Movimento Harménico Simples).

Figura 5.3 - Posicéo de P em fungéo do tempo.

Acos(at+ go)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Da analise da funcdo trigonomeétrica da posicéo f(t) = cos(w.t + ¢,), concluimos
que sua imagem vai de —1 e +1, portanto, pode-se afirmar que:
—A < x < +A.
O MHS é periodico. Observando a fungédo da posicéo, x(t) = Acos(w.t + ¢,), nota-

se que o periodo, a exemplo de outras funcbes trigonométricas, ndo depende da amplitude, A.
Na verdade, o periodo € dado por T = ZW—" Esse resultado alerta para um aspecto fisico

relevante e surpreendente, que é o periodo ndo depender da amplitude.
5.2. A velocidade (v) no MHS.
Observe a Figura 5.4.

Figura 5.4 - Velocidade de P em funcé&o do tempo.

-
0 VP X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os angulos a e ¢ sdao complementares (a soma € igual a 90°), assim, cosa = seng.
Decompondo a velocidade do movel M no eixo Ox, tem-se:
v=—-v'.cosa > v=—w.A senp.

O vetor v possui sentido oposto ao sentido positivo de x, o que justifica o sinal
negativo nas expressdes acima. Entdo, pode-se escrever a funcdo horéria da velocidade do
MHS:

v =—w.A.sen(w.t + @y).
A velocidade méxima da projecdo P ocorre para seng = —1, ou seja, @ = 37” e, vale:
Vmax = 0. A.

Se senp = +1(p = g), a velocidade da projecdo P é negativa, porém de mddulo
igual a velocidade maxima, diz-se, entdo, que, nesse ponto, a velocidade escalar € minima.

Se seng = 0 (¢ = 0° ou ¢ = m), a velocidade da projecdo P é nula.

Em verdade, —w.A < v < w. A. Isso ocorre porque —1 < sen(w.t + ¢,) < 1.
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Observe a Figura 5.5.

Figura 5.5 - Velocidade de P em momentos importantes.

-—
p=nf2
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3 A aceleracéo (a) no MHS.

Observe a Figura 5.6. Sabe-se, da Fisica, que a aceleracdo desse movimento é do tipo

centripeta®?, voltada para o centro, e dada por:

2
Qcentripeta = 7 = w?. R, pois a velocidade angular w = =.

T

Figura 5.6 - Aceleracéo de P em funcéo do tempo.

e ——>
o a P X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Decompondo a aceleracdo centripeta do mével M no eixo Ox, tem-se:

a = —Acentripeta- COSP —

22 x . ) x . - ) S
A aceleracéo centripeta é uma aceleragao que aparece em todos os movimentos curvilineos. Ela é voltada para o centro da trajetdria, por

- , z ~ 2 - 7 - -

isso centripeta, e tem modulo dado pela expresséo acentripeta = % sendo v a velocidade do mével e R o raio da curva. Como a velocidade

angular w = % substituindo, Vem: @ entripera = w?R.
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a = —w?2R.cose.
O vetor a possui sentido oposto ao sentido positivo do eixo Ox, o que explica o sinal

negativo na expressao acima. Entéo, pode-se escrever:
a = —w?R.cos(w.t + ¢g).

A aceleracdo maxima da projecdo P ocorre para cos@ = —1, ou seja, ¢ = m e, vale:
Amaxima = W2 A. Se cosp = +1 (¢ = 0°), a aceleracdo da projecdo P é negativa, porém de
modulo igual a aceleracdo méxima, diz-se, entdo, que, nesse ponto, a aceleragdo escalar €
minima.

3. ~ -~ .
Para ¢ = gou Q= 7" cosg = 0 e, portanto, a aceleracdo da projecdo P é nula.

Em verdade, —w?.4 < a < w?. A.

Observe a Figura 5.7.

Figura 5.7 - Aceleragdo de P em momentos importantes.
3
o="m2

Q=7 =0

o=3n/2

a=A.®? a=0 a=-A?
- e e

o
a=0 P

Fonte: Elaborada pelo autor

Juntando as equagdes x = A.cos(w.t + @,) € a = —w?. R.cos(w.t + @), obtém-

Se:

Todo movimento cuja aceleracdo pode ser representada por esse tipo de equacdo é
um MHS.
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Agora, usando as equacgdes x = A.cos(w.t + @), v = —w.A.sen(w.t + ¢,) € a
equacdo fundamental da Trigonometria, sen?(w.t + @) + cos?(w.t + ¢,) = 1, obtém-se
imediatamente:

v? = w? (a? — x?).

Que é denominada equacdo de Torricelli para 0 MHS, devido a independéncia da

variavel tempo.

Ao chegar as equagles a = —w?.x e v? = w?(a? — x?), 0 tempo é eliminado e
somem as funcgdes horéarias trigonométricas, dando a impressdo que a Trigonometria esgota
sua contribuicdo para o0 MHS. Néo é verdade! Muitos exercicios da Cinematica do MHS séo
resolvidos com o uso das funcBes trigonométricas. Porém quando usamos apenas as duas
equacOes supracitadas, vem junto toda carga demonstrativa para chegar a elas, que, em
verdade, foi toda de base trigonomeétrica. Para cravar se um movimento é um MHS, é muito

comum procurar verificar se ele se adapta a equacéo a = —w?. x.
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5.4. Exemplificando.

01. Uma particula P percorre, em sentido anti-horario, a circunferéncia de centro na
origem de um sistema cartesiano ortogonal e raio a, partindo, no instante t = 0, do ponto S
(veja Figura 5.8). Sua velocidade angular constante é w, em radianos por segundo, isto
significa que essa particula percorre um arco de w radianos em um segundo. Seja Q a
projecdo ortogonal da particula no eixo das abscissas. O movimento do ponto Q é dito um
movimento harménico simples e o angulo ¢, indicado na Figura 5.8 € chamado fase inicial e

0 angulo ¢ = wt + ¢, é chamado angulo de fase.

Figura 5.8 - Movimento da particula P.

AY
a
P
S
-0
= W,
Q 0 X
—a

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com base no texto, julgue os itens seguintes.

1. A posicgéo do ponto Q, no instante t, € dada por x = acos(wt + @,).
2. O periodo desse movimento é igual a g

3. A amplitude desse movimento vale a.
Gabarito: CEC

Resolucdo comentada

1. Correto, Q realiza um MHS e a posicao dele, no instante t, é dada pela equacdo do MHS,

logo x = acos(wt + @y).
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’ - z o= z -4 2
2. Errado, o periodo desse movimento é igual ao periodo da funcéo, que vale ;”

3. A amplitude desse movimento é a amplitude da funcéo, que vale a.
5.5 Exemplos contextualizados

Na sequéncia, serdo apresentados varios exemplos de MHSs, adotando como critério
verificar se 0 caso concreto recepciona a equagdo a = —w?.x, em que w assume
caracteristicas fisicas particulares, contextualizando esse modelo tedrico. Sdo muitos 0s
exemplos que a natureza revela-se um Movimento Harménico Simples.

Por conta desses muitos exemplos e sabendo que vérios deles sdo bem interessantes,

a proposta é deixar aqui um bom elenco desses casos.
5.5.1. Sistema massa-mola na horizontal

Como demonstrado anteriormente, no estudo cinemaético do MHS percebe-se que a
aceleracdo (a) depende linearmente da posi¢do (x). Um dos exemplos classicos de MHS € o

sistema massa- mola. Observe a Figura 5.9.

Figura 5.9 - Sistema massa-mola.

Comprimento natural
da mola

Lu,t@@@
o
' Q,Q,Q,Q,Q:%-J

1 4

Fonte: Elaborada pelo autor.

O bloco de massa m esta preso a uma mola ideal de constante elastica K, num plano
horizontal. Na posicdo O (x = 0), a mola se encontra na posi¢cdo de equilibrio. Se

deslocarmos o bloco até a posicdo P (x = A) e soltarmos, este passara a oscilar entre as
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posicdes P e P°. Despregando todo tipo de atrito, o bloco jamais diminuira sua amplitude de
oscilacéo.

Seu movimento € mantido por uma forca dita restauradora: forca elastica, conhecida
como Lei de Hooke?®. A forca peso é equilibrada pela forca normal e, desprezando qualquer
tipo de forca de atrito, a forca elastica torna-se a forca resultante, assim:

Fresuitante = Frisstica-

Aplicando a segunda lei de Newton (Fresyitante = M- @) € a lei de Hooke para molas
K
(Fgiastica = —K.x), tem-se: m.a = —K.x » a = ——X.

Isto, aceleracdo ser proporcional a posicdo, com uma constante negativa, é 0 que
precisava acontecer para ser um MHS.
Vamos ao célculo do periodo desse movimento.

Compara-se esse resultado com a equagdo a = —w?.x, a pulsacido (w) para o

. . K K
sistema massa-mola é dada por: w? = —Dw= |-

2.

Do Movimento Circular e Uniforme (MCU), w = assim:

T(periodo de oscilagio)’

2.m K K
— = |—->T=21m|—.
T m m

O periodo ndo depende da amplitude. Mas afinal, esquecendo a Fisica, usando s6
conceitos de funcbes trigonométricas, qual o periodo dessa fungdo x = A.cos(w.t + ¢()?
Bom, basta lembrar que o periodo do cosseno so € afetado pelo termo que multiplica
a variavel da funcdo (t), no caso 0 w, da seguinte maneira:
21
=—
Agora, lembrando-se da Fisica que w = \/% vem: T = 2—’; = 271\/%.
\P
m
Esse resultado mostra que dois caminhos distintos chegam ao mesmo resultado. Um
deles mais afetado pelos conceitos da Fisica e 0 outro mais Matematico. Utilizando-se desse
resultado, os professores de Fisica e de Matematica podem brincar com a contextualizacdo e a

interdisciplinaridade.

28 0 fisico inglés Robert Hooke estudou como a deformagéao (x) varia com a forga (F) que expande ou contrai um corpo elastico. Ele foi o
primeiro a demonstrar que a deformagéo é diretamente proporcional a uma forca elastica, resistente ao alongamento ou a contragdo produzida
no corpo, que pode ser uma mola. Traduzindo matematicamente, F = —k. x. O sinal negativo indica que a forca é oposta a deformagéo.
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5.5.2 Sistema massa-mola na vertical

Figura 5.10 - Sistema massa-mola na vertical. (a) a mola alongada e abaixo da posicdo de

(a) (b)

equilibrio;

£ (b) a mola na posicéo de equilibrio;
=m.g

(c) amola acima da posicéao de equilibrio.

A= amplitude

Fonte: Elaborada pelo autor.

Suponha L o comprimento inicial da bola e x, a deformacdo da mola na posicéo de
equilibrio.

Na posicéo de equilibrio mg = Kx, — x; = %.

Assim sendo, a forca resultante no bloco, fora da posicdo de equilibrio x', é dada
por:

Fr=mg—Kx >ma=mg—K(xg+x') >ma=mg — Kxg —Kx' -

ma =—Kx' -
K 1A
a=——x".
m

Note que a equacdo obedece ao mesmo formato do sistema massa-mola na

horizontal, apenas muda a posicéo de equilibrio. Na horizontal, a posicao de equilibrio ocorre

com a mola ndo deformada. Na vertical, ela ocorre com a mola ja distendida de x; = %. Mas

continua a ser um MHS com 0 mesmo w e, portanto, com o mesmo periodo T = 27 /%
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5.5.3 Sistema massa-mola no Plano inclinado.

Figura 5.11 - Sistema massa-mola no plano inclinado.

ol

Fonte: Elaborada pelo autor.

__mgsenb

Na posicdo de equilibrio mgsenf = Kx, — xg —

Assim sendo, a forca resultante no bloco, fora da posicdo de equilibrio x’, é dada
por:
Fr = mgsenf — Kx —
ma = mgsenf — K(xg +x') =

ma = mgsenf — Kxg — Kx' -

ma =—Kx' -
K 1A
a=——x".
m

Note que a equacdo obedece ao mesmo formato do sistema massa-mola na vertical,

apenas muda a posicéo de equilibrio. Na horizontal, a posicao da equacédo de equilibrio ocorre

29 eno

com a mola ndo deformada, na vertical, ela ocorre coma mola ja distendida de xz = -

mgsenf

plano inclinado na vertical, ela ocorre coma mola ja distendida de x; =

Mesmo assim, continua a sendo um MHS com o0 mesmo w e, portanto, com 0 mesmo

-
—TI.'K.

periodo T.



119

Exercitando

01. (UnB) A funcdo U, definida por U(t) = r.cos(wt — ), descreve o deslocamento, no
tempo t, de um bloco de massa m, preso na extremidade de uma mola, em relagdo a posicao
de equilibrio, conforme a Figura 5.12. A posicdo de equilibrio, nesse caso, é aquela em que
U(t) = 0. A constante w depende apenas da mola e da massa m. As constantes r e 6

dependem da maneira como o sistema é colocado em movimento.

Figura 5.12 - Sistema massa-mola oscilando na vertical.

equilibrio posicéo inicial movimento

EE f

U (0)

Fonte: CESPE.

Com base na situacdo apresentada, julgue os itens abaixo.

1. A funcdo U tem periodo igual a (26 — ).

2. Noinstante t = 2:” 0 bloco estd novamente na posicéo inicial.

3. O maior deslocamento do bloco, em relacéo a posicéo de equilibrio, é igual a r.

4. Em qualquer intervalo de tempo que tenha duracgéo igual a :—Z 0 bloco passa pela posicéo

de equilibrio.
Gabarito: ECCC

Resolucdo comentada

1. Errado, pois o periodo da fungdo U(t) = r.cos(wt — 6) ndo depende de 6. Ele é dado por

21
T =—.
w
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. . . 21T ,
2. Correto, pois conforme o item anterior, T = f é 0 periodo, que corresponde a0 momento

em que a funcdo completa uma oscilacéo pela primeira vez.
3. Correto, pois 0 maximo da funcdo U(t) = r.cos(wt — 0) é r e a posicao se equilibrio
ocorreem U(t) = 0.

4. Correto, pois 0 mével passa pela posi¢do de equilibrio de forma periddica, num intervalo de

. . . T 21T 4T 41 . ;. . h .
meio periodo do movimento. ST T o< 5o Sendo assim, é impossivel o movel ficar

esse intervalo de tempo sem passar pela posicdo de equilibrio.

02. A massa oscilante de um oscilador harmonico realiza um MHS (movimento harmonico
simples), cuja equacdo é x = 5cos(mt + g), com x em cm e t em segundos.
Com base nisso, julgue os itens que se seguem.

1. Parat =0,333...s, 0 valor de x é ? cm.

2. Se t> 0, entdo o primeiro valor de t, para o qual x ¢ maximo , é 0,5s.
3. A velocidade média, no intervalo de 0 a 3s, é igual a 1,0 cm/s.

4. O periodo de oscilacdo desse MHS vale 1,0s.

5. A pulsagéo desse MHS vale 27 rad/s.

Gabarito: EEEEE

Resolucdo comentada

1. Errado, pois para t = 0,333...s = %S, x = 5cos (ng + g) = 5cos (ng) = 5.—cos (%) =

5v3
=

2. Errado, pois x = 5cos(mt +7) é méaximo se cos (nt + g) =lomt+-=2m—>t=
1,5s.
. s Y
3. Errado, pois se t = 0, x = 5cos(5) =0eset=3s, x= 5cos(n3+5) =0, logo a

velocidade é média é nula.

4. Errado, pois o periodo é dado por T = 2?” =2s.

. ~ 7 2 d
5. Errado, pois a pulsacéo é dada por w = ?” = n%.
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5.5.4 Péndulo simples

Outro exemplo classico de MHS é o péndulo simples para pequenas oscilagdes.

Observe a Figura 5.13.

Figura 5.13 - Péndulo simples oscilando.
6>5° 6<5&°

b
(@) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para 6 > 5° Figura 5.13(a), ndo had como relacionar a posicdo x com a forca
resultante de forma a obter uma relacdo que define 0 movimento harmdnico simples, ou seja,
se 0 angulo de oscilacdo do péndulo simples for grande, desprezando-se qualquer perda de
energia, 0 movimento sera periédico, porém ndo sera um MHS.

Para 6 < 5°, Figura 5.13(b), podem ser escritas duas expressdes para a tangente de 6:

a) Para o triangulo formado entre o fio do péndulo, a vertical e a horizontal, tem-se:

tgh = el
go = y - L'
. . _Fr_ma_a
b) Para o diagrama de forcas, tem-se: tgf = P " mg g

Quanto menor for o angulo 8, melhor sera a aproximagdo manifesta na expresséo (a).

Igualando as expressdes (a) e (b), vem que: % = g —a= —%. X.

O sinal é um ajuste necessario, pois a e x sempre estdo em sentidos opostos.

Compara-se esse resultado com a equacdo a = —w?. x, assim, a pulsagdo (w) para o

S w= [+

sistema péndulo simples é dada por: w? = % “Z .

. . . 2. . 2. L
Do Movimento Circular Uniforme, w = ?’T assim: ?’T = \/% ST = Z.n\/;.

Também ndo depende da amplitude e essa € uma propriedade do MHS. Isso torna o

péndulo simples um bom marcador do tempo (reldgio), a exemplo do sistema massa-mola.
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5.5.5 O Péndulo de Foucault

A Terra € uma esfera girando em torno de um eixo? A resposta a € essa pergunta deu
muito que falar. Em certas épocas passadas, sabemos que mostrar que a Terra girava ndo era
uma tarefa muito fécil, até porque sua rotacdo tem uma frequéncia muito baixa, de apenas
0,0007 rotacGes por minuto.

Dando sua contribuicdo, Foucault, astrbnomo francés, realizou, em 1851, um dos
mais importantes experimentos na historia da Fisica. Ele teve uma ideia simples e montou um
experimento supreendentemente belo e simples.

Fixou no teto do Panton de Paris uma corda com 67 m de comprimento e suspendeu
em sua extremidade inferior uma esfera de massa igual a 28 kg. Em seguida botou essa esfera
pra balancar num movimento pendular.

A ideia era mostrar que se a Terra gira em baixo da esfera, o péndulo vai mudando
de direcdo. 12 h depois, desprezando todos os atritos, ele passaria a pendular na mesma
direcdo do inicio do movimento. Foi 0 que aconteceu e o experimento tornou-se conclusivo: a

Terra gira em torno do seu eixo e isso determina o dia de 24h.

Figura 5.14 - Péndulo de Foucault oscilando.

Fonte: Real Observatério Astrondmico de Madrid.

Este experimento ficou mais conhecido como Péndulo de Foucault, tendo sido
considerado, pelos leitores da revista Physics World, um dos dez (10) mais belos experimento
da Fisica.

Vale lembrar que Em 1600, por acreditar que a Terra se movia em torno do seu eixo
e se movia em torno do Sol, Giordano Bruno foi condenado a fogueira pela “Santa
Inquisi¢ao”. Trinta e trés anos depois, se ndo renunciasse as suas convicgdes cientificas,

Galileu Galilei teria o0 mesmo destino. Mesmo tendo renunciado, ainda foi confinado a sua
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casa pelos cinco Ultimos anos de sua vida e teve seus livros queimados e elencados no index
da “Santa Inquisi¢ao”.

a) Aproveitando essa contextualizacdo, pergunta-se: quanto tempo durava uma
oscilacdo do Pendulo de Foucault de pequenas oscilacdes?

Simples, basta aplicar a formula anteriormente apresenta para o periodo do péndulo

simples e substituir os valores?

L 67
T=2n |—=23,14 |[— = 16,42 s.
g 9,8

b) Outra pergunta: se oscilar nos polos terrestres, quantas vezes ele oscila até voltar a
direcdo inicial?

24h 2436005
6,42s 16425

Basta fazer T = 5261,88 vezes.

5.5.6. Gravitacdo e um tunel que atravessa o Planeta

Deixa-se cair um corpo de massa m da boca de um pog¢o que atravessaa  Figura5.15 - Corpo

Terra, passando pelo seu centro. Sendo R o raio da Terra e x a distancia atravessando o

planeta e oscilando em
MHS.

da pedra a boca do poco, desprezando atritos e a rotacdo da Terra, para

|x|] < R, o corpo fica submetido a acdo de uma forca gravitacional dada

_ mg ~ S . -
por F = —==x, em que a aceleracdo gravitacional na superficie da

Terra é g = 10,0 m/s%, o raio da Terra é R = 6,4x10°m e x é a distancia

do corpo ao centro da Terra (origem de x). Nessas condi¢bes, vamos

encontrar o tempo de transito da boca do pogo ao centro da Terra € @ Fonte: Adaptada pelo
velocidade do corpo ao passar pelo centro do planeta. autor.
Note que foi dada a expresséo da forga resultante que atua sobre o corpo e, importante, a forca

depende da posigéo (x) do corpo. Pela 22 Lei de Newton podemos escrever:
m.
FR=F—>m.a=—Tgx—>a=—%x.

Retomando a equacdo fundamental do MHS, a = —w?. x e comparando, vem:

w=2 =15
R R

Mas, do MCU, w = 2'—", assim: 2Z = \/é ->T= Z.n\/g.
T T R g
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Substituindo os dados, finalmente, encontramos:

6,410°
10

T=2.w - T =5026,55 s = 84 min.

O tempo que procuramos € um quarto desse valor, ou seja, 21 min. J4, a velocidade no centro

é amaxima e dada por v = —w. A.sen(w.t + @g).

Mas o valor maximo ocorre se sen(w.t + ¢y) = —1.

5. _ 6 10 103m
ENtE0: Vpngx, = 0.4 = 6,4.10° |—=c =8,0.——.
5.5.7 Um tanel, um trilho e um vagéo.
Essa questdo € uma variagdo da anterior. Figura 5.16 - Um trilho furando o

planeta.

y

Imagine um tunel muito longo e retilineo, que vai do
ponto A até outro ponto B distante centenas de
quilémetros. Nesse tanel é feito um trilho (sem atrito)

e se soltarmos um vagao em A ele desliza até B. Se

ninguém segura-lo em B, ele volta para A. Evidente
que isso se ocorre se todos os atritos sao

negligenciado.

Fonte: Adaptada pelo autor.
Eis um modo legal de mandar carga entre dois pontos distantes sem gastar energia,

usando s6 a for¢a da gravidade, ndo é? A pergunta é: quanto tempo o vagao levaré para ir de
A até B, usando s6 a gravidade? Despreze todos os atritos.

No interior do tunel a for¢a que impulsiona o vagdo é o componente da gravitacdo na
direcdo do trilho. O movimento do vagdo, como o da pedra no problema anterior, € um
movimento harmdnico simples, de ida e volta. S6 que agora a constante k sera menor por um
fator cosseno, pois a forca agora é s6 a componente cosseno. Mas, a distancia entre A e B
também diminuiu exatamente para 0 mesmo fator cosseno, em relacdo ao poco do problema
anterior. Logo, o periodo sera 0 mesmo de antes, 84 minutos e 24 segundos. Para ir de A a B
gasta-se meio periodo. Note que em todo M.H.S. o periodo independe da amplitude do

movimento.
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5.5.8 O Balanco da canoa

Um cubo de madeira, de densidade p e aresta L, flutua em um liquido de densidade
p' (sendo p < p'), com suas faces superior e inferior horizontais. O cubo é empurrado para
baixo, de modo que sua face superior permaneca fora do liquido. Abandonando-se o cubo e
desprezam-se os atritos, vamos mostrar, matematicamente, que o cubo passaré a executar um

MHS e calcule o periodo de oscilagdo do cubo.

Vamos a resolucio: duas forcas agem no bloco, o peso (P) e o empuxo®* (E).

Figura 5.17 - Cubo oscilando na superficie de um liquido.

—
E

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na situacéo de equilibrio, Fr = 0. Logo,

E =P = p'Vsupmersod = pPVg = p'L?hg = pLl’g -
p'h = pL.

Agora, empurrando o bloco para baixo de uma profundidade h + x, a forca resultante
ndo € mais nula, ou seja, o bloco sai do equilibrio, o que ocorreria se ele fosse deslocado para

cima de uma distancia x.

24 Quando um corpo esta total ou parcialmente imerso em um fluido em equilibrio, ficara sob a agédo de uma forca vertical para cima que
dependera da porgéo do corpo que esta imersa, ou seja, da porgéo de liquido deslocado. Ela é denominada de Empuxo do fluido sobre o
corpo. O principio de Arquimedes quantifica o valor desta forga, como o peso do liquido deslocado. Assim,
E = Pl(quido deslocado — Miiquido deslocado-9
E= dll’quido deslocado* Vsubmersa'g'
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Dessa forma, o bloco adquiriu uma aceleragdo (@), ndo nula.

Figura 5.18 -Cubo oscilando na superficie de um liquido, com dados numéricos.

Ke

h+x

-
P

\j

Fonte: Elaborada pelo autor.

Entéo,
Fr=E—-P->ma=—(p"Y(h+x)g—plig) > plia=—(p'L*(h+x)g — pLg) -

I3 1
plla=—(p'(h+x)g - plPg) > pa=—(p'7 (h+x)g —pg) -

B <p’(h +x)g — ng)
pa=— -

L

_(=p'h—p'x+pl)g
L

pa

Mas, p'h = pL, entdo:

!

p'xg
ﬁ
L

a=—(P9)x
pL )™

Que é a forma da equagéo caracteristica de um MHS.

pa=—

2
Como, a = —w?xew = 2—”, vema = — (2—”) x. Igualando, vem
T T
(277)2 0'g
—_— ot —_— -
T pL

L
T =2 pT
pg
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5.5.9. A barra que vibra

Uma barra de massa m repousa simétrica e horizontalmente sobre dois cilindros
idénticos que giram em velocidades angulares w, contrérias, constantes e de mesmo modulo,
conforme a figura. A distancia entre os centros dos cilindros € L e o coeficiente de atrito entre
este e a barra € u. Ache a frequéncia das oscilacdes, sabendo que a barra foi sutilmente

deslocada para a direita de uma distancia x.

Figura 5.19 -Barra horizontal oscilando em cilindros com atrito.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que as forcas que agem na barra sdo 5 (cinco): o peso da barra (P); as duas
normais, N; e N,, sendo uma em cada apoio e as duas forcas de atrito, fat, € fat,, umaem
cada apoio, conforme a Figura 5.20, com a barra ja ligeiramente deslocada, de uma distancia

x, para a direita.

Figura 5.20 - Barra horizontal oscilando em cilindros com atrito, com dados numéricos.

N2

J e
|
A\ z

L2+x | L2-x

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aplicando a condicdo de equilibrio de rotacdo em torno do apoio (1), na qual o

torque? resultante em torno deste apoio é nulo, pois a barra esta sem qualquer rotacéo.

Torque T ou momento de uma forca Féuma grandeza fisica definida pelo produto vetorial entre a forca
aplicada em relagdo a um determinado ponto (polo) pela “distancia vetorial” # que separa o ponto de aplicacdo dessa forca ao ponto (polo),
conforme a figura a seguir. Ou seja, T = Fx7. Se ¢ = 90°, interpretaremos 0 médulo de T pela expressdo matematica T = F.r, na qual T sera
positivo se a rotagéo ocorrer no sentido horario, pois se ocorrer no anti-horéario, seré negativo.
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As forcas N;, fat, e fat, ndo exercem torque em relacdo ao apoio (1). Entéo, o

torque total da-se apenas pela acéo das forcas N, e P. Logo,

L 1 x

2L
Mas,
N1=P—N2=P—P.(1+f>=P.(l—f)
2 L 2 L
Logo,

N, > N; - u.N, > u.N; = fat, > fat,.
Logo a forga resultante na placa é diferente de zero. Aplicando a Segunda Lei de
Newton?®, vem:
Fresuitante = fat; — fat; > ma = p.N; — . Ny > ma = p. N — u. Ny -
X 1 x

1 X
maz,u(Nz—Nl)—>ma=u[P.(§+Z>—P.(§—Z>] —>ma=u2Pz.

Como, a e x possuem sentidos opostos, tem-se:

X X
ma = —,112ng—> a= —,ngz—>

a=—(%9)x
L

Que ¢ exatamente o formato da expressdo da aceleragédo do MHS (a = —w?. x).

Sendo assim, w? = 289, = /2“_9 N /Zﬂ_
L L T L
Finalmente,
T=2 L
= 4Ll |/—.
2ug

26 . ] = 5 x
A Segunda Lei de Newton afirma que a forca resultante (Fgresuicante) €M UM corpo é o produto da massa (m) desse corpo pela aceleragdo
(@) que ele adquire nessa situacio. Ou seja, Fresuitante = M. 4.
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5.5.10. A corda que vibra e soa

(SARAEVA) — Uma corda fixa nos extremos, Figura 5.21, é distendida com uma
forga de tracdo f. No meio da corda é fixada uma esfera de massa m. Determine o periodo
das pequenas oscilagbes do bloco fixo na corda. Desconsidere a massa da corda e a gravidade

local.

Figura 5.21 - Corda vibrando em pequenas oscilages.

Qm
P
- -
- “
» -

I-—-" h‘-""\-\.

- -
P Q m e~
— — — L -—

Fonte: Elaborada pelo autor.

Resolucéo comentada
Observe na Figura 5.22 as forgas que agem na esfera.

Figura 5.22 - Corda vibrando em pequenas oscila¢des, com as forcas atuando na massa.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A forga resultante na esfera é perpendicular & corda, contréria & deformacgéo x e dada

por

_x) 4f
Fresultante = 2fsen(<p) - m.a= ZfT ->aqa=- [m x.

2
Que é exatamente o formato da expressdo da aceleragdo do MHS (a = —w?.x).

Comparando, vem:

2
m.L T m.L 4f
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CONCLUSAO

Esse trabalho revela a importancia de um professor de Fisica do Ensino Médio
dominar bem a Trigonometria, dada sua importancia ostensiva no desenvolvimento teérico e
na resolucdo de grande quantidade de problemas matematicos que se apresentam nos
fendmenos naturais observados em nosso dia-a-dia. Com ela disponivel, um aluno do Ensino
Médio terd mais tranquilidade para aprender grande parte da Fisica e obter bons resultados em
provas de Fisica e Matematica de diversos vestibulares, ou mesmo do ENEM. Mas &,
sobretudo, nos vestibulares militares, a exemplo do ITA e do IME, que o vestibulando e os
seus professores de Fisica podem fazer uso imediato da Trigonometria reescrita de forma
contextualizada nesse material.

Aparentemente, alguns professores de Matematica poderdo encontrar dificuldade
para utilizar varias das questdes aqui propostas, devido ao simples desconhecimento de alguns
conceitos utilizados na Fisica. Porém, sdo conceitos de dominio de grande parte dos
estudantes do Ensino Médio. Sdo, sobretudo, contetudos cobrados pelo ENEM. Portanto, a
professor de Matematica que queira utilizar essa compilacdo, contextualizando sua
Matematica com a Fisica, e que ndo estiver com alguns conceitos fisicos em dia, precisar de
uma pequena atualizagdo, relembrando ou adquirindo esses conteldos. Muitos desses
conteidos estdo aqui apresentados em notas de rodapé, bem como nos anexos 1 e 2. Fora isso,
o professor pode buscar esses conceitos em qualquer manual didatico de Fisica do Ensino
Médio.

Uma forma bem interessante de usar essa compilacdo seria marcar com os alunos
auldes interdisciplinares, juntando turmas e professores, eles funcionam. O dialogo entre a
Fisica e a Matemaética esta pronto nessa compilacdo sistemética, evidenciando esse vinculo
epistemoldgico entre a Trigonometria e a Fisica e disponibilizando bons e variados exemplos.
Num azuldo desses, pode ser usado o contetdo de um capitulo a cada vez ou uma mescla de
fragmentos de todos os capitulos.

O Ministério da Educagdo do Brasil define um perfil, para o curriculo do Ensino
Médio, apoiado em competéncias basicas para a insercdo de nossos jovens na vida adulta.
Além disso, partindo de principios definidos na LDB, os PCNs pregam o abandono do ensino
compartimentalizado e baseado no acumulo de informacdes, substituindo-o por um ensino
que da significado ao conhecimento escolar, mediante a contextualizacdo e mediante a
interdisciplinaridade, incentivando o raciocinio e a capacidade de aprender. Eles propdem

uma reorganizacdo curricular em areas de conhecimento, com o objetivo de facilitar o
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desenvolvimento  dos  conteddos, numa perspectiva de interdisciplinaridade,
transdisciplinaridade e contextualizagdo. Portanto, nesse viés, esse estudo contribui
sobremaneira com a apresentacdo de duas disciplinas de conhecimento, quando entrega aos
professores de Fisica e Matematica do Ensino Médio um material que compila as situacfes
que aproximam de forma contundente a Trigonometria e a Fisica.

Mesmo sendo conteldos ja tratados pelos livros didaticos, porém de forma esparsa,
espalhada, esse trabalho fornece aos professores de Matematica e de Fisica do Ensino Médio,
no minimo, uma fonte de pesquisa focada, especialmente na colheita de exercicios ou
situagdes problemas contextualizadas de forma interdisciplinar e transdisciplinar.

Conforme ja foi observado na introdugdo, um quinto das questdes de Fisica do
Vestibular do ITA pressupde o uso da Trigonometria em suas resolugdes. Também sdo usados
muitos conceitos fisicos na prova de Matematica. Essa estatistica ajuda a entender esse
trabalho de organizag&o desse vinculo entre Trigonometria e Fisica. No vestibular do IME, os
dados séo mais contundentes, as questdes com uso de Trigonometria chegam a 37% da prova
de Matematica.

O NOVO ENEM inverte o processo, usa pouca Trigonometria na prova de Fisica e
muita Fisica nas questdes contextualizadas de Trigonometria da prova de Matematica. Ele
contextualiza a Trigonometria com a Fisica, foram dados exemplos. Entdo, a Trigonometria
serve a Fisica e a Fisica serve a Matematica. E esse trabalho serve aos professores e aos

alunos dessas duas disciplinas.
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ANEXOS



ANEXO A!

MOVIMENTO UNIFORME E MOVIMENTO UNIFORMEMENTE VARIADO

1 INTRODUCAO

A Fisica, a mais essencial das ciéncias, lida com modelos tedricos que explicam uma
grande variedade de fendmenos naturais. Entre eles, os movimentos dos corpos. Denomina-se
MECANICA, a parte da Fisica dedicada ao estudo dos movimentos dos corpos. Por
conveniéncia epistemoldgica e uma boa acomodacéo didatica, a MECANICA ¢ subdividida
em trés flancos tedricos: CINEMATICA, DINAMICA e ESTATICA.

A CINEMATICA é a parte da MECANICA que se empenha no estudo descritivo dos
movimentos dos corpos. E o estudo de como 0s movimentos ocorrem. A preocupacio basica é
a de equacionar 0s movimentos, sem, no entanto, ocupar-se com a descoberta e a justificativa
de suas causas. Conhecidas a posi¢éo (s,) e a velocidade (v,) de um moével num dado instante
(to), devemos ser capazes de encontrar a posi¢do (s) e a velocidade (v) num instante posterior
(t). Portanto, a tarefa primordial da Cinematica é a determinacdo das funcdes horarias dos
espacos (posicoes) e das velocidades [s = f(t) e v = f(t)] do mbvel. Entenda-se por fungdo
horaria aquela que descreve como varia uma determinada grandeza fisica em funcdo do tempo
(t).

Ja a DINAMICA estuda as causas, as justificativas, dos movimentos e a ESTATICA
estuda os corpos em repouso, em equilibrio estatico. Afinal, o repouso € um estado de

movimento.
2. CONCEITOS BASICOS
2.1 Ponto material e corpo extenso
Os corpos, a exemplo do espaco, sdo tridimensionais. Porém, corpos cujas dimensées

sdo despreziveis quando comparadas as outras dimensdes envolvidas no fendmeno estudado sdo

considerados e denominados pontos materiais. Ao contrario, quando suas dimensBes sdo

1 DOCA, Tépicos 1, 2, 3 e 4.



significativas, ele é considerado e denominado corpo extenso. S&o claramente conceitos
relativos.

N&o faz sentido pensar em rotacdo de um ponto. Sendo, entdo, ponto material um
conceito elaborado para descrever e analisar estritamente movimentos de translacdo de um
corpo.

Por exemplo, quando se estuda o movimento de translagdo da Terra em torno do Sol,
a Terra pode ser considerada um ponto material. No entanto, ao se estudar o0 movimento de

rotacdo da Terra em torno do seu eixo, ela deve ser abordada como um corpo extenso.

2.2 REFERENCIAL

Referencial € um sistema de coordenadas ortogonais, fixo numa dada posi¢do, a
partir do qual as observacGes e medidas fisicas serdo efetuadas no estudo de um determinado
movimento.

Para identificar a posicdo de um ponto no espaco, sdo necessarias trés coordenadas
(X, Y, z), indicando que se trata de uma tridimensionalidade.

Além disso, ha trés graus de liberdade para girar um corpo extenso.
E fato pacifico que ndo ha referencial absoluto, ndo ha o referencial dos referenciais.
No momento oportuno, os referenciais seréo classificados em duas categorias: inerciais e nao

inerciais. Essa classificacdo so se fara necessaria no estudo da Dinamica.



2.3 REPOUSO E MOVIMENTO

Um corpo esta em repouso, em relagdo a um determinado referencial, se, e somente
se, todas as suas coordenadas (X, y, z) permanecem as mesmas no decorrer do tempo. Caso
contrario, um corpo estd em movimento, em relacdo a um determinado referencial, se pelo
menos uma de suas coordenadas (X, Yy, z) variar no decorrer do tempo.

Note que os conceitos de movimento e repouso, bem como suas aplicacGes, séo
dependentes da adogdo de um referencial, portanto, séo classificacdes relativas, dependentes
do referencial adotado. Nao ha repouso e movimento absolutos.

Na figura, o observador A fixo na Terra percebe a Terra em repouso e a Lua em
movimento; porém, o observador B fixo na Lua percebe a Lua em repouso e a Terra em

movimento.

2.4 TRAJETORIA

Denomina-se trajetdria 0 conjunto das sucessivas posi¢c@es ocupadas por um movel
no decorrer do tempo em relagdo a um determinado referencial. Da defini¢do, é imediato
inferir que a trajetoria de um determinado movel também do referencial.

Na figura, exemplo classico, um avido voando horizontalmente com velocidade
constante, em relacdo ao solo, solta uma bomba. Desprezando efeitos dissipativos como a
resisténcia do ar e considerando a gravidade terrestre uniforme, a trajetéria da bomba em
relacdo a um observador (O) fixo na Terra € um arco de parabola; porém, em relacéo ao piloto
(P) do avido, a trajetoria da bomba é um segmento de reta.




2.5 POSICAO E DESLOCAMENTO (ESCALAR E VETORIAL)

Posicéo (ou espaco) € uma grandeza fisica intrinsecamente vetorial, porém, é
conveniente fazer uma analise escalar pela grande possibilidade de aplicacao, além de ser uma

analise facilitada em relacéo a vetorial.

Andlise escalar

B g

A i D

Na figura anterior, a posicéo escalar do carro A é igual a 20 km e a posicgao escalar
do carro B é igual a 40 km.

A origem dos espacos é a posi¢do onde o espaco € nulo (S = 0). Espaco inicial (Sp) é
a posicdo que o mével ocupa no instante em que o cronémetro é zerado, ou seja, na origem
dos tempos (t = 0).

Trajetoria
Escala tu= 0 orientada

1,0 m

/ S =?-2,0 m

t '
S=0 S=+2,0 m

(origem)

Quando o movel desloca-se de uma posicdo (S,) para outra (S), define-se o

deslocamento vetorial (AS), que é fornecido pela diferenca entre S e S,, ou seja,

[AS = S — S,].

Anadlise vetorial

A posicdo vetorial 7 de corpo, num determinado instante t, pode ser fornecida por

um vetor com origem no sistema de referéncia (O) e extremidade no ponto (P), local onde



corpo se encontra no instante em questdo. Assim, em cada ponto, o corpo serd localizado pelo

—

vetor posicdo 7 = OP.

Quando o mével desloca-se de uma posicéo (7)) para outra (#), define-se o

deslocamento vetorial (A7), que é fornecido pela diferenca entre os vetores 7 e 7,, ou seja,

ZN

A\ 4

Note que, em qualquer movimento |As| = |A7].



3 VELOCIDADE

Define-se velocidade como a medida da rapidez com que a posi¢do (espago) do
movel varia. Deve-se considerar que foram definidos dois tipos de deslocamento (escalar e
vetorial), assim, far-se-a necessario definir dois “tipos” de velocidade: a escalar e a vetorial.

A exemplo da posicdo (espaco), a velocidade é uma grandeza essencialmente
vetorial. A velocidade escalar é definida como artificio de simplificacdo. Sua extrema
aplicagdo na maioria dos problemas envolvendo contextualizagdo com o dia-a-dia torna-a

fundamental e necessaria.

3.1 VELOCIDADE ESCALAR MEDIA (V,,)

E analiticamente definida como sendo a razdo entre o deslocamento escalar (As) e 0

intervalo de tempo (At) necessario para realizar o deslocamento, ou seja:

[V _As
™At

3.2 VELOCIDADE VETORIAL MEDIA (1,)

A velocidade vetorial média € analiticamente definida pela razdo entre o
deslocamento vetorial Ar e o tempo Atgasto para executar tal deslocamento, ou seja:
— Ar
Ve =3
A direcdo e o sentido da velocidade vetorial média sdo os mesmos do deslocamento

vetorial. Conforme citado anteriormente, |As| = |A7|, assim, conclui-se que |V,,| = |W,{|

sendo que a igualdade da-se em trajetdrias retilineas.



3.3 VELOCIDADE ESCALAR INSTANTANEA (V)

Da definicdo de velocidade escalar média, notamos que podemos calcular a média
das velocidades desenvolvidas por um moével num certo intervalo de tempoAt. Afinal, o que
nos calculariamos se fizéssemos este intervalo de tempo muito pequeno, ou seja, tendendo a
zero? Neste caso, estariamos calculando a velocidade em um determinado instante, ou seja, a
velocidade instantanea. Aqui é utilizada a ideia de limite.

Assim, pode-se escrever:

As

ds .
~ " (derwada)].

[V = limAt_)O

Num grafico Sxt, a declividade da reta tangente a curva em cada ponto fornece a
velocidade escalar do mdvel neste ponto, e, este célculo é feito por meio da aplicacdo da
“derivada” da func¢ao no ponto.

AS(m)

Reta tangente ao
» ~grafico no ponto P.

t(s)

i
tp

A tangente do angulo a ¢ numericamente igual a velocidade escalar do moével no
instante t = tp. Caso haja a funcdo analitica s = s(t), a tangente € calculada por meio da
operagao “derivada”.

Se 0 espaco € crescente, a velocidade escalar € positiva e 0 movimento sera
classificado como movimento progressivo. E, se 0 espaco € decrescente, a velocidade escalar
é negativa, e 0 movimento sera classificado como movimento regressivo ou retrogrado.

Veja 0 esquema a seguir

B - Movimento Regressivo
—r—

A = Movimento Progressivo



3.4 VELOCIDADE VETORIAL INSTANTANEA (V)

Com At - 0, |As| - |A7], de onde se conclui que |V,,| = [V;,], ou seja, em médulo,
as velocidades escalar e vetorial instantdneas sdo coincidentes. O que € um resultado
absolutamente esperado, sobretudo, porque um mdvel ndo poderia mesmo apresentar dois

valores para sua velocidade em um determinado instante.

Mas por ser uma grandeza vetorial, V apresenta direcdo e sentido e a escalar (V)
apresenta um sinal indicando se 0 movimento é progressivo ou retrogrado.

A direcdo do vetor velocidade em cada ponto do movimento € sempre tangente a
trajetoria do movel e o sentido € sempre 0 mesmo do movimento.

Na figura estdo representados em dois pontos os vetores velocidade para um movel

descrevendo um movimento curvilineo no sentido indicado.

reta
tangente reta

tangente

s(+)

trajetoria

4 MOVIMENTO UNIFORME (MU)

Movimento Uniforme (M.U.) é aquele em que o modulo da velocidade permanece

constante. Assim, a velocidade escalar média deve ser igual a velocidade escalar instantanea.

S S-S5

Portanto, podemos escrever: V = % = t_0°, logo:
[S=5,+V.t].

Esta é a funcdo horéria dos espacos (posigcdes) que traduz matematicamente o
movimento uniforme, indicando a posi¢do do mdvel em cada instante. Basta conhecer a
posicao inicial do movel e a sua velocidade, para que se possa determinar sua posicdo em

qualquer instante subsequente.



Como a funcéo horéaria dos espacos é do primeiro grau, o grafico s x t € uma reta.
Isso ndo significa que sua trajetdria deva ser uma reta. Podemos ter MU em uma trajetdria

qualquer. Portanto, ndo ha de se confundir trajetoria com o grafico s x t.

Eis os possiveis gréficos da posicdo e da velocidade escalares para todo
MOVIMENTO UNIFORME.

Espaco crescente Espaco decrescente

(V>0) (V<0)
S 3 S
0 t N0 t
— ﬁ -
:
WV '\Y% ¢
A A
t

Do conceito de derivada, a tangente do anguloa. fornece o valor da velocidade do
movel.

Observe o gréfico da velocidade escalar em fungdo do tempo. Se calcularmos a area
hachurada (A), obteremos o valor do deslocamento escalar (AS) do movel até o instante em
questdo. Assim como o célculo da tangente do angulo de inclinacdo da reta no grafico do
espaco em funcdo do tempo nos da a velocidade escalar (ou seja, a velocidade escalar é a
derivada do espaco em fungdo do tempo), o célculo da area sob o grafico da velocidade
escalar fornece o deslocamento escalar (ou seja, a integral da velocidade escalar em funcéo do
tempo é o deslocamento escalar). Portanto, integrar uma fungdo em funcdo de uma variavel
nada mais é do que o célculo da &rea sob o gréfico desta funcdo versus variavel. Podemos
dizer que a integral € o caminho inverso ao da derivada. Esse conceito pode ser Gtil em algum

momento.
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5 ACELERACAO

A aceleracdo é a medida da rapidez com que a velocidade varia. Como foram
definidos dois tipos de velocidade (escalar e vetorial), também serdo definidos dois tipos de
aceleracdo: a escalar e a vetorial. Aceleracdo é uma grandeza essencialmente vetorial. Porém,
a adocdo do conceito de aceleracdo escalar é muito Gtil na interpretagdo da maioria dos
problemas ligados ao dia-a-dia.

Uma forma de entender o conceito de aceleracdo é aceitar a ideia de que a aceleracdo

¢ a velocidade da velocidade.
5.1 ACELERACAO ESCALAR MEDIA (a,,)

E analiticamente definida como a raz&o entre a variagio da velocidade escalar (AV) e

o intervalo de tempo gasto para ocorrer tal variagdo (At), ou seja:

AV

[am—A—t.

Observe que a variacdo da velocidade escalar é apenas uma subtracdo de dois
nameros, a velocidade escalar final e a inicial, portanto, pode assumir valores positivos e

negativos, sem, no entanto, haver preocupacao com a direcao.
5.2 ACELERACAO VETORIAL MEDIA (d,,)

E analiticamente definida pela razdo entre o médulo da variagdo da velocidade

vetorial AVe o intervalo de tempo (At) em que ocorreu tal variacao.

o -2
m oA

Possui mesma direcéo e sentido do vetor que representa a variagcdo da velocidade. O

vetor variagdo de velocidade deve ser calculado pela subtracdo de dois vetores.

Vo AV
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5.3 ACELERACAO ESCALAR INSTANTANEA (q)

A partir do conceito de aceleracdo escalar média, notamos que podemos calcular a
média das aceleracfes desenvolvidas por um mdével num certo intervalo de tempoAt. O que
nos calculariamos se fizéssemos este intervalo de tempo muito pequeno, ou seja, tendendo a
zero? Neste caso, estariamos calculando a aceleracao escalar em um determinado instante, ou
seja, a aceleracdo escalar instantanea. Assim, podemos escrever:

. AV av .
[a = limp;_,q iuirn (derwada)].

Num gréficoV x t, a declividade da reta tangente em cada ponto fornece a aceleracéo
escalar do movel no instante correspondente, e, este calculo € feito analiticamente por meio da
aplicacdo da “derivada”.

AV (mfs)

Beta tangente ao
grifico no ponto P

- ; ’f'if:_z
tp

A tangente do dngulo a é numericamente igual a aceleragdo escalar do mével no

instante t = tp.

5.4 Classificagcdo dos movimentos com aceleragdo escalar (movimentos variados)

Para acelerar um movel deve-se ter a aceleragdo “a favor” da velocidade, ou seja, ou
ambas para direita (ambas positivas), ou ambas para esquerda (ambas negativas) e, se
quisermos frear, deve-se ter a aceleragdo “contra” a velocidade, ou seja, velocidade e

aceleracdo em sentidos contrarios (sinais contrarios).

V>0 a>0 V>0 a<0

_ﬁ_’ —‘L’/\

V<0 a<0 V<0 a>0
—_— e | Ry
o . o
Movimentos - Movimentos ¥

Acelerados Retardados
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Obs.: Um movimento acelerado ndo é aquele que tem aceleracdo positiva, e sim,

aquele em que velocidade e aceleragcdo possuem 0 mesmo sinal, 0 mesmo sentido.

Movimento acelerado
E aquele cujo modulo da velocidade do mével aumenta, e, neste caso, velocidade e

aceleracdo escalares ttm o mesmo sinal (mesmo sentido).

Movimento retardado

E aquele cujo mddulo da velocidade do mdvel diminui, e, neste caso, velocidade e
aceleracdo tém sinais contrarios (sentidos opostos).

Se 0 mével mantiver o modulo da velocidade constante, ndo apresenta aceleracéo

escalar e seu movimento é denominado uniforme, conforme estudado no modulo anterior.
5.5 ACELERACAO VETORIAL INSTANTANEA (a)

Mais uma vez, aplicando o limite, na situacdo em que At — 0, uma grandeza média

tende a instantanea. Isso, naturalmente, ocorre com a aceleracdo também. Entdo, tem-se:

[(_i = limy,_q AA—‘: = Z—': (derivada)].

Por outro lado, ndo é muito adequado, especialmente num curso de ensino médio, dar
continuidade a esse conceito utilizando-se de derivagdes vetoriais. Ha uma maneira de tratar
esse tema de forma mais contextualizada e mais simples, pensando o vetor aceleracdo a como
tendo dois componentes, cada um cumprindo uma tarefa especifica e de grande
aplicabilidade. Com isso, vamos abandonar a defini¢do acima para efeito de desenvolvimento
do conceito de aceleracdo instantanea e considerar a tatica da decomposicéo de vetores.

O vetor velocidade pode mudar de moédulo ou de direcdo. O componente da
aceleragdo tangencial ao movimento modifica 0 modulo do vetor velocidade e componente
normal ao movimento modifica a dire¢cdo. O componente normal ao movimento € centripeto,

ou seja, voltado para o centro da curva que descreve a trajetoria do movel.
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5.5.1 Componente tangencial (dr) da aceleracdo instantanea

Ele modifica o0 mddulo da velocidade, ou seja, ele cumpre o papel da aceleracdo
escalar, sdo iguais em modulo. A aceleracdo tangencial € apenas 0 modulo da escalar
acrescido da direcdo tangencial e sentido do movimento, se acelerado e sentido oposto ao do

movimento, se retardado. [|dr| = |agscarar!]

5.5.2 Componente centripeto (d.) da aceleracédo instantanea

Ele modifica a direcdo do vetor velocidade. Apesenta direcdo radial e sentido voltado

2
14

para o centro da curva. Seu médulo é dado por: [|d¢| = Tl.

Eis uma ilustracdo de como se comportam o0s vetores no caso de um movel

executando um movimento circular acelerado.

P at -V:'

trajetoria

s(+)

Observe que o angulo entre 0s componentes tangenciais e centripetos da aceleracao,
quando néo nulos, é de 90°. Deve-se utilizar o Teorema de Pitagoras para calcular o modulo

da aceleragéo instantanea de um movel. Assim: [a? = a;? + ac?].

Quadro resumo

dr dc
, Dado pelo médulo da derivada da velocidade escalar &
Modulo « —
em funcéo do tempo. R
Direcédo Tangente a trajetoria do movel. Radial
. - . - — | Aponta para
Sentido Sentido de VV (acelerado?[ 03 sgzntldo contréario ao de V o centro da
(retardado) trajetoria.
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6 MOVIMENTO UNIFORMEMENTE VARIADO (MUV)

O MUV ocorre quando o movel possui aceleracdo escalar constante e ndo nula. Sua
trajetéria pode ser qualquer uma. Considerando que a aceleracdo € a segunda derivada da
funcdo horéria dos espacos, vale supor que a funcdo horéaria dos espacos, para este
movimento, serd do segundo grau, do tipo: § = A+ B.t + C.t?, sendo A, B e C constantes

que precisam ser determinadas.
6.1 FUNCAO HORARIA DA POSICAO

Sabe-se que o espaco inicial (Sp) é a posicdo do moével quando t = 0, logo
concluimos que: S = A+ B.0 + C.0> - A=S,.

Se derivarmos o espaco em funcdo do tempo (dS/dt), encontraremos a equacgdo da

velocidade instantanea do movel, ou seja: V = % =B+ 2.C.t.

A velocidade do movel estd variando com o tempo (0 que ja esperadvamos, pois
estamos supondo que o0 movimento possui aceleracdo escalar) de maneira linear (equacao é do
primeiro grau), logo podemos dizer que a velocidade varia uniformemente, caracteristica que
d& nome ao movimento (movimento uniformemente variado). Ja que a velocidade varia, faz
sentido falar de uma velocidade inicial (V,), que é a velocidade do mével no instante t = 0,
vemos que: Vo =B+ 2.C.0 » B =V,.

Derivando duas vezes a funcéo do espaco, obtém-se a aceleragdo escalar instantanea

. . d ~ ~
do movel, ou seja: a = d—: =2.C->C= % A aceleracdo escalar, como era de se esperar, ndo

possui dependénciacom o tempo, o quemostraqueela € constante e diferente de zero (y = 2C).
Substituindo os resultados encontrados para A, B e C na equagdo, obtém-se, finalmente, a

funcdo horéria dos espagos para 0 M.U.V.

S=SO+V0t+Et2.
| :
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6.2 FUNCAO HORARIA DA VELOCIDADE ESCALAR

A funcdo horéria das velocidades do mével (que vai nos dar a velocidade do movel

em cada instante) é dada por:

V===Vi+at-[V=Vy+atl.

6.3 EQUACAO DE TORRICELLI

Isolando o tempo na equacdo anterior e substituindo na do espaco, obtém-se uma

equacdo independente do tempo, conhecida como a equacdo de Torricelli. A ragdo que

encontrada é: [VZ = V,® + 2.a.AS].
6.4 VELOCIDADE MEDIA NO MUV

Como a funcdo horaria da velocidade é do primeiro grau, a velocidade escalar média

do movel (V,, = AS/At) é igual & média aritmética das velocidades inicial e final neste

AS V+V0]
At 2 I

intervalo de tempo, ou seja: [

A figura a seguir mostra uma motocicleta sendo acelerada uniformemente. Esse

movimento é uniformemente variado?

t=0sls 2s 3s 45 55
pos.=0m 2m 8 m 18 m 32m 50m

Vejamos. Tomando dois instantes separados por uma unidade de tempo como n-1 e n

e fazendo a variagdo do espaco, vem:

Sn=So+Von+:n? =Sy =Sy +Vo(n—1) +=(n—1)?

Fazendo AS,, = S,, — S,_q, tem-se: AS,, = S, + Von + %nz —So—Vo(n—1) —
%(n—1)2—>ASn=SO+VOn+§n2—SO—VOn+VO—§n2+an—§—>ASn=V0+an—
§=V0+§+an—a—>ASn= (V0+§)+a(n—1).

Esse resultado é idéntico ao termo geral [a, =a; + (n—1).r] de uma PA

(progresséo aritmética) de razédo r igual a aceleracéo a.
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Esse resultado responde a pergunta feita anteriormente, em relagdo a0 movimento.

t=0s515 25 35 45 55
pos.=0m 2m & m 18 m 32m 50m
Basta fazer:

50-32=18;32-18=14;18-8=10e 8 -2 =6, para perceber que 18, 14,10 e 6
forma uma PA de razéo -4. Logo, 0 movimento é um MUV de aceleracdo igual — 4 m/s. Note
que o resultado é obtido nas unidades que séo fornecidos os dados tabelados.

6.5 OS DIAGRAMAS HORARIOS DO MUV

Como a aceleracdo escalar é constante e diferente de zero, graficamente ha duas
possibilidades (a > 0 e a < 0). O gréafico do espaco versus tempo sera uma parabola (equacao
do segundo grau) de concavidade para cima (se a > 0) ou de concavidade para baixo (se a < 0)
e o grafico da velocidade versus tempo sera uma reta inclinada (equacdo do primeiro grau)
crescente (se a > 0) ou decrescente (se a <0).

a )(:I

A<

o
= -~ -

Enquanto o espaco é crescente, a velocidade escalar € positiva (movimento
progressivo) e, enquanto o espaco é decrescente a velocidade escalar é negativa (movimento
retrogrado).

Os pontos A e B, em destaque na figura, representam o ponto em que o movel

inverte o0 seu sentido de movimento. Vamos observar o conjunto de graficos para o0 movel que
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possui a > 0, observe que inicialmente ele possui velocidade negativa (espaco esta diminuindo
— movimento retrogrado) e (a > 0 e V < 0) estéd freando (movimento retardado) até parar no
ponto A, onde inverte o sentido de movimento (sua velocidade passa a ser positiva — espaco
comecga a aumentar — movimento progressivo) e, agora, esta acelerando (a >0eV >0 —
movimento acelerado).

Para 0 mdvel que possui a < 0, observe que inicialmente ele possui velocidade
positiva (espaco estd aumentando — movimento progressivo) e (a < 0 e V > 0) esta freando
(movimento retardado) até parar no ponto B, onde inverte o sentido de movimento (sua
velocidade passa a ser negativa — espago comeca a diminuir — movimento retrégrado) e,
agora, esta acelerando (a < 0 e V <0 — movimento acelerado).

Um M.U.V. muito estudado é o movimento de objetos sob acdo exclusiva
(desprezando a resisténcia do ar) da gravidade. Tanto pode ser a queda livre (objetos partem
do repouso — V = 0) quanto o langamento vertical (objetos sdo arremessados com uma certa
velocidade — Vo= 0), mas, nos dois casos podemos utilizar as equacdes do M.U.V. pois a
aceleracdo da gravidade é constante e diferente de zero. Portanto, ndo dedicaremos esfor¢cos
tedricos na andlise desses movimentos, ficando ser tratamento exclusivamente para 0s

exercicios.
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ANEXO B?
MOVIMENTO BALISTICO (LANCAMENTO OBLIQUO)

Uma composicdo de movimentos muito peculiar e de ampla aplicagdo ocorre no
movimento de um projétil, quando langado num campo gravitacional uniforme. Por exemplo,
0 movimento de uma flecha ao abandonar o arco; o0 movimento de uma bala ao abandonar a
arma; o movimento de uma bola de futebol ao se cobrar uma falta na intencdo de cobrir uma
barreira; 0 movimento de uma bola de basquete ao ser arremessada em direcdo a cesta etc. Em
todos esses exemplos, se desprezada a resisténcia do ar, 0 modelo teérico que descreve cada
um deles é denominado balistico ou langamento obliquo no vacuo, nas proximidades da Terra,
onde o campo gravitacional é praticamente uniforme.

A figura a seguir ilustra um atleta cobrando uma falta, comunicando a bola uma

velocidade inicial v, que faz um angulo a com o plano horizontal.

7, -
/
!

Tp@tﬁ
0o
v

v

vl

Observe que, apds a bola sair do pé do atleta, se desprezar a resisténcia do ar, a Gnica
aceleragdo que atua sobre a bola, ap6s o chute, é a da gravidade, ou seja, SO existe aceleracdo
vertical (eixo Oy), o que nos faz concluir que o movimento da bola no eixo horizontal (eixo
0x) é uniforme (aceleracdo escalar nula) e 0 movimento da bola no eixo vertical (eixo 0y) é
uniformemente variado (aceleracdo escalar constante e ndo nula), a = —g, negativa,

considerando para cima o sentido positivo da trajetoria vertical.

Vamos estudar este movimento balistico como uma composi¢do de um movimento
uniforme no eixo 0x com um movimento uniformemente variado no eixo 0y. Para isso,
devemos decompor a velocidade inicial v, nestes eixos. Note que a Trigonometria ja entra na

decomposicéo do vetor velocidade inicial (7).

2 RAMALHO JUNIOR, cap. 9
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Assim:

Observe que o componente vertical (v,,) vai variar devido a acdo da gravidade e,
portanto vamos denomina-lo velocidade inicial no eixo 0y. O componente horizontal (¥,) ndo
varia, pois ndo existe aceleracdo no eixo 0x e, portanto, vamos denomina-lo velocidade no
eixo 0x que sera constante durante todo o movimento. Quais serdo, entdo, as equacdes que

descrevem esse movimento? A resposta esta na tabela seguir.

MU (eixo X) MUV*(eixo y)
Formulacdo matematica | Formulacdo matematica
g.t?
As, = v,.t Asy = vgy.t = >

Vy =Voy —g.t
v,2 =vg,* —2.9.As
As,, _ vy, + Vg,

At 2

A primeira providéncia neste tipo de movimento é encontrar o valor da velocidade
inicial, no nosso caso, devemos encontrart, e v,, observe que sem estes valores nenhuma
das equacOes acima se torna eficiente para encontrarmos outras grandezas, como altura
maxima, tempo de subida, alcance horizontal maximo.

Vamos calcular o tempo de subida da bola. Observe que neste caso, a velocidade

final no ponto de altura maxima é nula, v, = 0. Assim:

0= Voy — G- tsubida

Vy. Sena
g

tsubida -

3Vide anexo MU, onde estdo apresentados os principios fisicos que norteiam esse tipo de movimento e as equagdes que o descrevem
matematicamente.

*Vide anexo MUV, onde estdo apresentados os principios fisicos que norteiam esse tipo de movimento e as equacdes que o descrevem
matematicamente.
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O tempo total de voo é o dobro deste valor, ou seja,
Voy. Sena
7
Vamos calcular o alcance horizontal maximo da bola (D = AS,.). Assim:

Tiotar = 2tsupida =

vy.sena vo2.2.sena.cosa. N vo2.sen2a

) g

- D =

A= Vy. Trotar = Vo-COSQ. 2

Note o uso do arco duplo.

O alcance horizontal de projéteis para langamentos cujos angulos de tiro séo
complementares (&ngulos cuja soma € igual a 90°) € o mesmo, pois para angulos
complementares, o seno de um € igual ao cosseno do outro.

O alcance horizontal maximo ocorre quando sen(2a) for médximo, ou seja:

sen2a =1- a =45°.

Portanto, um atleta no arremesso de peso, ndo basta ser forte para alcangar o melhor

resultado, deve treinar sua técnica de arremesso de forma a arremessar seu “peso” segundo

um angulo de tiro igual a 45°. Tais conclusdes sdo esquematizadas a seguir:

Anguloo- alcance
10°e 80 - 129,9m
20% 70 - 244,1m
30° 60 - 328,8m
40°e50 - 373,9m
45° - 3799m

130 250 380

Um fato curioso € que essas pardbolas formam uma regido, cujo contorno é uma

parabola também, denominada parabola de seguranca.

Equacédo da Trajetoria

P

t? .
Como x = vy.cosa.t >t = ey = vp.sena.t — g, substituindo, vem:

Vg.COSQ

x 2
vg.cosa

t2
y = Vo.sena.t —g— =y = Vo.sena.

Vg.C0SQ 2

y = (tga).x — (L) x2.

2v2cos?a
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Esse resultado garante que a trajetoria tem a expressao algébrica de uma funcdo do

segundo grau de y em x, portanto, o formato de uma parabola.

Parabola de seguranca

Para uma mesma velocidade inicial de modulo v,,fixo, e permitindo todas as
possibilidades para a variagdo do angulo de lancamento «, observamos que para cada «,
podemos construir uma parabola diferente. Todas elas estardo dentro de outra pardbola

envolvente denominada parabola de seguranca.

V2/g

[=]

Evidente que fazendo x negativo, a parabola passa a apresentar o ramo da esquerda.
Agora, tomando um ponto P de coordenadas (xp, yp), vem:

g 1+ tga?
yp = (tga).xp — <W) xp® = yp = (tga).xp — <2—v§> xp? -

(tga)? — (%).tga + (1 + %) = 0.

Como apenas a varia, temos uma equagdo do segundo grau, cuja variavel é
(tga).Sendo assim, ficam trés possibilidades para o discriminante (A) dessa equagéo:

a) A> 0 — duas raizes reais e distintas. Ocorre quando o ponto P estd na regido
parabolar (regifo delimitada pela parabola e o eixo X). E a zona de risco ou zona interna a
pardbola. Pé alcancado por dois lancamentos distintos, por dois «a distintos, para,
naturalmente, um determinado v,.

b) A < 0 — duas raizes imaginarias. Ocorre quando o ponto P estd fora da regido
parabolar. E a zona de seguranca ou zona externa & pardbola. Pndo é alcancado pelos

lancamentos, seja qual for a, para um determinado v,,.
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€) A= 0 — duas raizes reais ¢ iguais. Ocorre quando o ponto P estd no limite da
regido parabolar. E a situacdo em que P é alcancado por um Unico lancamento, ou seja, existe
um a, para um determinado v,, que o lancamento alcanga o ponto P, que esta, portanto, na
linha da parabola de seguranca.

Calculando A = 0, vem:

2 _ 2v0%\" 2.v8.yp\ _ _ v g 2
b 4.a.c—0—>( ) 4.(1+—)—O—>yp— 29 2o %P

Sendo assim, yp = f(xp) € uma funcdo do segundo grau, que é representada por
uma parabola no espaco bidimensional ou a casca de um paraboloide no espaco
tridimensional. E, portanto, a expressio da funcdo da parabola de seguranca.

Eis, portanto, mais uma demonstracdo da convivéncia frutifera entra a Trigonometria

e a Fisica.



