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RESUMO

GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO: DO CONCRETO AO
RACIOCINIO DEDUTIVO COM UMA PASSAGEM PELA
TECNOLOGIA

AUTOR: Rafael Gomes de Oliveira
ORIENTADOR: Edson Sidney Figueiredo

O presente trabalho tem por finalidade apresentar o desenvolvimento e a aplicacao
de uma proposta didatica sobre geometria espacial de posicdo que visou contribuir
com o aprendizado dos alunos do segundo ano do Ensino Médio do Colégio Militar de
Santa Maria, por meio de um estudo mais voltado para os aspectos teoricos da
geometria euclidiana espacial. Antes de desenvolver a proposta, realizou-se uma
pesquisa junto a sete colégios integrantes do Sistema Colégio Militar do Brasil, de
modo a verificar como 0s mesmos estao trabalhando a parte introdutéria de geometria
espacial e quais livros didaticos estdo sendo utilizados para esta finalidade. De posse
destes livros, fez-se um levantamento da forma como cada autor vem tratando desse
tema e procurou-se confrontar as ideias apresentadas com os objetivos da proposta.
Desenvolvida a proposta didatica, a mesma foi aplicada em todo o grupo de alunos
do segundo ano do colégio supracitado, durante o periodo normal de aulas,
destacando-se a apresentacdo de um grupo de axiomas e a demonstracdo de
propriedades decorrentes dos mesmos, a constru¢do geométrica tridimensional e a
utilizacdo da linguagem da teoria dos conjuntos como forma de representagao.
Algumas atividades de construgdes tridimensionais foram realizadas no laboratorio de
informatica utilizando-se o software Geogebra 5.0 3D. Nao obstante, buscou-se em
cada etapa da proposta explorar a visualizagéo e a percepgao dos alunos, utilizando-
se para isso materiais concretos que simbolizassem os entes geométricos primitivos,
suas relacoes e propriedades. Os dados obtidos na aplicacdo foram tabulados e
analisados sob a forma predominantemente qualitativa, entretanto, também foram
analisados os indices alcancados pelos alunos nas avaliagdes pertinentes aos
objetivos pretendidos. Da analise feita junto aos colégios e livros didaticos, concluiu-
se que a énfase em geometria espacial ndo € a posicional e axiomatica, no entanto,
apos trés semanas de trabalho com os alunos e analisando-se os resultados obtidos,
percebe-se que é possivel se trabalhar os aspectos mais formais e abstratos da
geometria espacial, que envolvem deducgao, construgéo e representagao.

Palavras-chave: Geometria Espacial de Posicdo. Deducado. Construcao.
Representacéo.



ABSTRACT

SPATIAL GEOMETRY OF POSITION: FROM CONCRETE TO
DEDUCTIVE REASONING BASED ON TECHNOLOGY

AUTHOR: Rafael Gomes de Oliveira
ADVISOR: Edson Sidney Figueiredo

This study aims to present the development and the usage of a didactic proposal about
spatial geometry of position in order to contribute to the learning of second year of high
school students of the Military School of Santa Maria, through a a study focused on
the theoretical aspects of spatial euclidian geometry. Before carrying out the study, it
was done a research in seven schools which are part of the Military School System of
Brazil, in order to verify how they are teaching the introductory part of Spatial Geometry
and which didactic books are being used for this purpose. With these textbooks in
hand, an analysis was made to verify the way each author has approached this topic
and also to confront the ideas presented with the aims of the proposal. Once the
didactic proposal was made, it was applied to the group of students aforementioned,
during regular classes. It is important to highlight the presentation of a group of axioms
as well as of the properties that derive from them, the tridimensional geometric
construction and the use of group theory language as a way of representation. Some
tridimensional building activities were carried out in the computer laboratory using the
Geogebra 5.0 3D software. In addition, it was attempted to explore students’
visualization and perception in every step of the process, using concrete materials
which represented the primitive geometric entities, their relations and properties. The
data from this application were then put in a table and analyzed predominantly
qualitatively, as well as the indices reached by the students in the evaluations
concerning the objectives proposed. From the analysis made in the schools and
didactic books, it was concluded that the emphasis in spatial geometry is not the
positional and axiomatic one. However, after three weeks’ work with students and the
analysis of the results, it was realized that it is possible to work the more formal and
abstract aspects of spatial geometry, ones involving intuition, construction, deduction
and representation.

Key words: Spatial Geometry of Position. Deduction. Construction. Representation.
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1 INTRODUCAO

Atualmente, acredita-se que o ensino de geometria espacial seja baseado na
realizacdo de problemas envolvendo o célculo de areas e volumes, onde, em muitos
casos, a exigéncia é muito mais algébrica do que geométrica. Cada vez mais ignora-
se 0 que se denomina geometria espacial de posi¢éao, ou seja, a constru¢cdo de uma
base solida que encaminhe a construcdo geométrica tridimensional. Essa construgcéo
nao deve ser tarefa facil, pois, desde os primeiros anos da educacgao basica, pela
primeira vez, os alunos terao que descrever sistematicamente e de forma organizada
representacdes tridimensionais e isso tera que ser feito em um plano, incitando a
imaginagéao e a criatividade, devido a perda de exatidao e distor¢des compativeis com
essa situacao.

Outra razdo pela qual é possivel ter-se deixado de lado essa parte da
matematica, é que a mesma exige um raciocinio l6gico dedutivo, o que ndo é atraente
para os alunos e dificil de ser trabalhado pelos professores, pois 0s primeiros tém uma
preferéncia por receitas prontas, que permitam resolver diretamente os problemas a
eles apresentados e acabam por n&o se interessar por algo que possa ser mais
rigoroso matematicamente. Cabe ressaltar que, nesta modalidade de raciocinio, dada
uma generalizagdo, infere-se particularidades a respeito de determinado
conhecimento, organizando e especificando aquilo que se tem como premissa. Desta
forma, tem-se na geometria espacial de posi¢ao, a oportunidade de ajudar a estruturar
0 pensamento e o raciocinio dedutivo dos alunos, ndo desenvolvendo apenas o
aspecto instrumental da matemaética e, sim, podendo contribuir para a organizacdo do
pensamento, propiciando habitos investigativos e uma visdo mais abrangente da
disciplina.

Nesse contexto, a questdo que surge € a seguinte: € possivel trabalhar os
conceitos mais abstratos da geometria espacial no ambito do Ensino Médio?
Buscando responder esse questionamento, o objetivo principal deste trabalho é
apresentar e avaliar a aplicagdo de uma proposta didatica para o ensino de geometria
espacial de posicdo do 2% Ano do Ensino Médio do Colégio Militar de Santa Maria
(CMSM), colégio que integra o Sistema Colégio Militar do Brasil (SCMB). Esse sistema
€ composto atualmente por treze colégios, distribuidos pelas cinco regides do Brasil,
onde apenas um nao trabalha com o Ensino Médio. Como objetivos especificos, a
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proposta didatica visou desenvolver trés competéncias: a exploragdo de um sistema
basico de axiomas e o desenvolvimento de propriedades consequentes (raciocinio
dedutivo); a representagcdo geomeétrica tridimensional (construcdo) e a utilizacdo da
linguagem da Teoria dos Conjuntos (representagao).

Antes de concretizar a proposta, alguns procedimentos foram realizados.
Primeiramente, fez-se uma revisdao de literatura capaz de fundamentar e dar
embasamento tedrico ao tema da pesquisa, sendo esta etapa descrita no capitulo 2,
relacionando-se ao sistema dedutivo, as construcdes tridimensionais, a utilizacdo da
linguagem da teoria dos conjuntos, as tecnologias no ensino de matematica e aos
aspectos conceituais relativos a geometria de posigao.

O capitulo 3 destina-se a descrever a andlise de alguns documentos que
regem o funcionamento das disciplinas dos Colégios Militares (CM) do SCMB. Entre
esses, esta o Plano de Sequéncia Didatica (PSD), documento elaborado pela Diretoria
de Educacao Preparatéria e Assistencial (DEPA), érgao central que regula e controla
as atividades do SCMB. O PSD visa nortear o processo de constru¢do das sequéncias
didaticas, encontrando-se nele uma lista de competéncias e habilidades relacionadas
com os objetos do conhecimento a serem trabalhados em cada disciplina dos
colégios. A analise do PSD visou justificar a apresentacao da proposta didatica. Outro
documento importante € o Plano de Execucao Didatica (PED). O PED apresenta as
sequéncias didaticas elaboradas pelo grupo de docentes de cada CM, que lecionam
determinada disciplina, num determinado ano escolar. Foram analisados os PED de
matematica de sete CM, utilizados durante o ano de 2015, buscando-se verificar como
os professores estao trabalhando o conteddo de geometria espacial em sua fase
introdutéria. Na sequéncia, levantou-se junto aos CM, quais livros didaticos de
matematica estdo sendo utilizados no 2° Ano do Ensino Médio. Verificou-se que o
trabalho pedagdgico dos professores do SCMB é subsidiado pelo Programa Nacional
do Livro Didéatico (PNLD), onde todos os colégios utilizam livros desse programa. De
posse dos livros de matematica utilizados pelos doze colégios do sistema, procurou-
se verificar como os autores vém tratando do tema em questao, confrontando as ideias
apresentadas com os objetivos descritos na proposta didatica.

Apé6s analise documental e de livros didaticos, foi elaborada a proposta
didatica sobre geometria espacial de posicao, que se encontra descrita no capitulo 4,
destacando-se o seu planejamento (matriz de descritores e PED); as notas de aula

utilizadas (teoria, atividades e exercicios); e as avaliacdes somativas aplicadas.
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O capitulo 5 apresenta os procedimentos metodoldgicos utilizados na
aplicacao da proposta didatica, tais como a caracterizacao das turmas, a metodologia
de ensino utilizada durante a aplica¢ao, os instrumentos de coleta de dados utilizados,
a selecao da amostra e o processo de analise dos resultados.

A proposta didatica foi desenvolvida com todo grupo de alunos do segundo
ano do Ensino Médio do CMSM durante o periodo normal de aulas, por trés semanas.
Duas avaliagées somativas foram aplicadas, uma no laboratério de informatica e em
duplas, e outra individual, no final do desenvolvimento da proposta. As atividades
realizadas pelos alunos, tais como exercicios e avaliagcoes, foram analisadas através
da observacdo e descricdo das resolugdes, conforme o capitulo 6. Os dados
referentes ao indice de acertos nas avaliagbes somativas foram compilados e

analisados no capitulo 7.
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2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 DO INTUITIVO AS PRIMEIRAS DEDUGOES

Segundo Lima (2010), a ideia central da geometria espacial é realizar uma
descricao sistematica e organizada das figuras tridimensionais e as propriedades que
as caracterizam, tendo-se basicamente duas formas de apresentar para os alunos
esse conteudo: pelo método intuitivo, baseando-se na visualizagao ou percep¢ao das
coisas e/ou pelo método dedutivo, onde se admite um certo niumero de propriedades,
considerando-as verdadeiras e, a partir dai, desenvolve-se as propriedades
consequentes, através do raciocinio l6gico. O mesmo autor indica que o ideal para o
Ensino Médio é fazer uma mescla destes métodos, iniciando-se pela parte intuitiva da
geometria e tornando-a paulatinamente dedutiva, dando condicbes aos alunos de
explorar as estruturas espaciais e criar argumentos.

De acordo com Morgado, Wagner e Jorge (1990, p. 3), Euclides, em “Os

Elementos”, introduziu o método axiomatico.

O grande passo dado por Euclides consistiu na introdu¢cdo do meétodo
axiomatico que consiste em estabelecer um conjunto de proposi¢cées que
admitimos serem verdadeiras. Os axiomas, sao, pois, relacdes entre os
conceitos primitivos admitidos como verdadeiros e ndo concluidos, mediante
encadeamento logico de conceitos anteriores.

A escolha do sistema de axiomas, ou seja, 0 numero de propriedades iniciais
a serem trabalhadas, é do professor, tendo este uma certa liberdade de agédo. O
importante € mostrar aquilo que é essencial para um determinado ponto de partida,
sem, € claro, perder em generalidade. Morgado, Wagner e Jorge (1990, p. 5)
ressaltam que “o conjunto de proposigdes que servem de fundamento a uma ciéncia
é seu SISTEMA DE AXIOMAS. Como ele é arbitrario, respeitando certas normas,
podemos inventar geometrias tao esquisitas, mas tao légicas, quanto quisermos. ”

Embora sejam elementos que surjam com a geometria euclidiana plana, vista
pelos alunos durante o Ensino Fundamental, a geometria espacial normalmente é
introduzida pelos entes primitivos ponto, reta e plano. Sendo assim, os alunos estao

familiarizados aos mesmos, que nao tém uma definicao formal.
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Segundo Manfio (2013, p. 108):

a fundamentagao da geometria espacial parte de trés termos primitivos que
sao as nogodes de ponto, reta e plano; o ambiente de trabalho sera chamado
de espacgo. Embora ndo seja necessario enunciar propriedades a respeito de
retas e pontos contidos em um plano, devemos reafirmar, para o espaco, as
propriedades basicas de pontos e retas.

Apbs a escolha das propriedades primitivas € o momento das primeiras
argumentacgdes. Deste modo, € essencial que surja 0 que se denomina teorema ou
proposicoées que venham a ser demonstradas pela utilizacdo dos axiomas escolhidos.

Para Morgado, Wagner e Jorge (1990, p.5):

um teorema é, pois, qualquer proposicdo que seja consequéncia de
proposi¢bes anteriores. Os teoremas constam de duas partes essenciais: a
HIPOTESE, que é o conjunto de proposicoes dadas, e a TESE, que é a
proposigdo deduzida da hipotese mediante encadeamento légico das
proposigbes dadas; é, pois, a conclusdo. Se tomarmos a experiéncia e
intuicdo como Unicas bases das investigagdes matematicas, fatalmente
erraremos em algum ponto, pois, sendo imperfeitos nossos sentidos,
deveremos concluir que ndo necessariamente nossa intuicdo sempre nos
levara a um resultado correto. Realmente, deveremos apoiar nossas
primeiras dedugbes em conceitos ndo definidos e proposicoes
indemonstraveis, que admitiremos verdadeiras, mas, a partir dai, a l6gica
deve ser a responsavel pela elaboracdo de outras proposicdes e
propriedades decorrentes.

Machado (2013, p. 115) apresenta um sistema axiomatico divido em seis

grupos. Vejamos os axiomas do grupo |, denominado axiomas de incidéncia.

Axiomas: grupo |, axiomas de incidéncia

Axioma l.1. Por dois pontos distintos do espago passa uma e somente uma
reta.

Axioma 1.2. Toda reta do espago possui pelo menos dois pontos distintos.
Axioma 1.3. O espacgo contém pelo menos trés pontos distintos que nao
pertencem a uma mesma reta.

Axioma 1.4. Por trés pontos distintos ndo colineares do espaco passa um e
somente um plano.

Axioma 1.5. Todo plano do espago contém pelo menos um ponto.

Axioma 1.6. Se uma reta possui dois pontos distintos em comum com um
plano, entdo esta reta esta inteiramente contida no plano.

Na sequéncia, 0 mesmo autor faz uso do raciocinio légico dedutivo para

demonstrar algumas proposi¢des consequentes, utilizando os axiomas do grupo |.
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Observando a figura 1, percebemos a utilizacdo da base axiomatica para

demonstrar a proposicdo 1.1, que aborda a determinacdao do plano por duas retas

concorrentes.

Figura 1: Proposigédo consequente de axioma

1.3 Algumas consequéncias dos axiomas do grupo I

Figura 1.8
Proposigao 1.1. Por duas refas concorrentes passa um unico plano.

DEMONSTRAGAO. Sejam r & s duas retas concorrentes num ponto P. Para provar este
resultado vamos seguir os seguintes paszos (veja fizura 1.8):

(1) Tome o= pontos A€ r e B e s distintos de P (existem pelo axioma 1.2);
(2) tome o o tnico plano que pasza por 4, B e P (axioma [.4);

(3) a reta r esta contida em v, pols é determinada pelos pontos A & P que pertencem a o
(axdomas L1 e 1.6). Analogamente prova-se que s c a.

Provamos assim que o plano o determinado pelos pontos A, B e P € o tinico plano que
contém simultaneamente as retas r e s.

Figura 1.9

Fonte: MACHADO (2013, p. 16)

Nesse sentido, tem-se nessa parte da geometria a oportunidade de auxiliar na

estruturagdo do pensamento e do raciocinio dedutivo dos alunos, contribuindo para

que haja o desenvolvimento de processos mentais que irdo transcender ao ambito da

prépria matematica e ajudar na resolucao de problemas complexos em muitas outras

areas. E 0 momento de estimular os habitos investigativos dos alunos, que bem

utilizados, irdo trazer confianga e desprendimento, gerando uma visdo ampla da

realidade cientifica.
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2.2 A EXPLORAGAO DA LINGUAGEM DA TEORIA DOS CONJUNTOS

Atualmente, toda matematica € formulada por meio da linguagem da teoria
dos conjuntos, sendo esta, a no¢gdo mais fundamental, onde todo conceito pode ser
expresso por ela. As figuras geométricas sdo conjuntos, ou mais precisamente,
conjunto de pontos. Portanto, tem-se na geometria espacial de posi¢cao a possibilidade
de implantar e/ou reforgar essa linguagem nos alunos, através da caracterizagao das
propriedades por meio da simbologia propria dos conjuntos, que da uma maior
simplicidade e clareza as ideias apresentadas. Segundo Lima (2013, p. 2):

a linguagem dos conjuntos, hoje universalmente adotada na apresentagao da
Matematica, ganhou essa posicdo porque permite dar aos conceitos e as
proposigdes desta ciéncia a precisdo e a generalidade que constituem sua
caracteristica basica. Os conjuntos substituem as “propriedades” e as
“condigbes”. Assim, em vez de dizermos que “o objeto x goza da propriedade
P” ou o “objeto y satisfaz a condigdo C’, podemos escrever x € Ae y € B,
onde A é o conjunto dos objetos que gozam da propriedade Pe B é o conjunto
dos objetos que satisfazem a condicédo C.

Para se iniciar o trabalho de geometria espacial de posi¢cao com os alunos e
utilizar de maneira precisa a linguagem da teoria dos conjuntos, deve-se deixar claro
que qualquer ponto é um elemento, e que retas e planos sao conjuntos com infinitos
pontos. Uma das propriedades iniciais da geometria espacial € o estabelecimento da
condicao para que uma reta esteja contida em um plano, assim descrita: “se uma reta
tiver dois de seus pontos em um plano, a reta esté contida ao plano”. E o que Lima
(2013, p. 4) denomina Relacéao de Incluséo.

Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A for também elemento de B,
diz-se que A é um subconjunto de B, que A esta contido em B ou que A é
parte de B. para indicar este fato, usa-se a notagéo A c B. Exemplo: sejam T
o conjunto dos triangulos e P o conjunto dos poligonos. Todo tridngulo é um
poligono, logo T c P. Arelagdo A c B chama-se relagado de inclusdo. Quando
A nao é um subconjunto de B, escreve-se A ¢ B.

Mas as possibilidades vao além de simplesmente utilizar as relagdes de

pertinéncia e inclusdo, “pois na linguagem e na notacdo de conjuntos existe uma

algebra, montada sobre as operagdes de unido (A U B) e interseccao (A N B), além

da relacdo de inclusédo (A c B)". (LIMA, 2013, p. 5)



22

Vejamos como a linguagem e a simbologia da teoria dos conjuntos pode
colaborar para tornar simples uma demonstracdao. Na sequéncia dos primeiros
postulados e das formas de se determinar um plano, € usual que se trabalhe a posi¢ao
relativa entre os entes primitivos: pontos, retas e planos. Uma das posigdes relativas
entre dois planos é que sejam concorrentes, surgindo a seguinte proposi¢ao: ‘a
intersecgéo de dois planos distintos e concorrentes é uma reta”. Neto (2013, p. 293)
se utiliza da linguagem dos conjuntos, demonstrando a proposi¢ao acima da seguinte

forma:

Sejam y e 6 dois planos distintos e concorrentes, ¢ A, B € y N 6. Entao, de
acordo com nossas discussoes anteriores, tequgs AB c y, 6. Por outro lado,
se existisse um ponto C € y N 6 e tal que C ¢ AB, entdo teriamos y = (C, AB)
= 0, 0 que é uma contradi¢cdo. Logo y N & = AB.

Ainda no tocante as posicoes relativas entre os entes primitivos, Dolce e
Pompeo (2005, p. 22) se utilizam amplamente da linguagem da teoria dos conjuntos
na resolucao de exercicios. Notemos, na figura 2, a utilizacdo dessa linguagem como

forma de resolver o exercicio 37.

Figura 2: Utilizacao da linguagem dos conjuntos

37. Se umareta € paralela a um plano e por um ponto do plano conduzimos uma reta
paralela a reta dada, entdo a reta conduzida esta contida no plano.
Solugio

Hipotese Tese
(afa, PEa, PEDb, bjfa) == bC a

Demonstracao

O plano (e, P) = 3 intercepta o
plano o numa reta x gue passa por
P e ¢ paralela a reta a, pois ¢ // «.

BNa=x,aCB aje) = ajfx

Pelo postulado das paralelas, as retas x e b coincidem, pois passam por P
e sdao paralelas a reta a.

Logo: x = b.
Entdao: (x = b,x=8Na) = b=FNa = bC a

Fonte: DOLCE; POMPEO, 2005, p. 22
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De acordo com Lima (2013, p. 15):

A adocado da linguagem e da notacao de conjuntos em Matematica sé se
tornou uma prética universal a partir da terceira ou quarta década do século
vinte. Esse uso, responsavel pelos elevados graus de precisdo, generalidade
e clareza nos enunciados, raciocinios e definigdes, provocou uma grande
revolugdo nos meétodos, no alcance e na profundidade dos resultados
matematicos. No final do século 19, muitos matematicos ilustres viam com
séria desconfianca as novas ideias langadas nos trabalhos pioneiros de G.
Cantor. Mas, lenta e seguramente, esse ponto de vista se impés e, no dizer
de D. Hilbert, com extraordinaria autoridade, “ninguém nos expulsara desse
paraiso, que Cantor nos doou”. Portanto, se queremos iniciar os jovens em
Matematica, é necessario que os familiarizemos com os rudimentos da
linguagem e na notagéo dos conjuntos.

Fica claro entdo, que a utilizacdo dessa forma de representar a matematica,
inserida no contexto da geometria, pode trazer uma maior simplificacao e clareza as
propriedades. Quanto mais os alunos estiverem familiarizados com essa linguagem e
notacdes, mais facilitado ficara o trabalho, pois tornar preciso e simplificados os

conceitos é imprescindivel para uma construgcédo sélida do conhecimento.
2.3 DO CONCRETO AS CONSTRUCOES TRIDIMENSIONAIS

Acredita-se que um dos objetivos da geometria espacial de posicao seja
desenvolver nos alunos a capacidade de representar objetos tridimensionais no plano.
Isso ndo € uma tarefa simples, devido as distor¢cdes que ocorrem, principalmente, na
perda de propriedades e informagdes a respeito do objeto a ser representado e até
mesmo pela falta de visualizacao e percep¢ao que os alunos tém dessa situacao. Uma
forma de contribuir para o desenvolvimento dessas habilidades é a utilizagdo de
materiais concretos que fagcam a representacdo inicial dos modelos geométricos
apresentados. A visualizagao é muito importante no contexto do ensino de geometria,
pois a partir dela passa-se a ter um maior controle sobre as operagdes mentais
exigidas, sendo primordial que o aluno consiga fazer a diferenciacdo do que € uma
representacao plana e uma tridimensional. Conforme Lorenzato (2006, p. 3):

Muitos foram os educadores famosos que, nos Ultimos séculos, ressaltaram
a importancia do apoio visual ou do visual-tati como facilitador para
aprendizagem. Assim, por exemplo, por volta de 1650, Comenius escreveu
que o ensino deveria dar-se do concreto ao abstrato, justificando que o
conhecimento comeca pelos sentidos e que s6 se aprende fazendo.
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A utilizacdo de materiais concretos favorece a construgdo do conhecimento,
levando o aluno a abstrair e a identificar as propriedades, desenvolvendo o raciocinio
e fazendo com que tenha uma maior assimilacdo das formas. Para Miguel (2003,
p. 385):

O fato é que para a crianga é sempre importante criar situagdes pedagogicas
que Ihes permitam visualizar os fatos fundamentais das operagées, levantar
hipéteses, testa-las, poder voltar atras e refazer a trajetéria, o que nao é
possivel quando se pauta apenas em raciocinios simbdlicos e formais. Do
mesmo modo, cumpre alertar para o fato de que o sujeito ndo retira do
material concreto o fato matematico que se concretiza sempre como
raciocinio logicamente encadeado, abstrato e formalizavel, portanto.

Cabe ressaltar que o material concreto a ser utilizado em sala de aula deve
ser apropriado para o nivel de ensino que se pretenda trabalhar, tendo que ser
pensado e repensado pelo professor a sua utilizacdo e/ou confeccdo. Segundo

Mendes (2009, p. 25), os materiais a serem utilizados:

Devem ser motivadores da aprendizagem matemética dos alunos, bem como
apropriados para serem usados em diferentes niveis de escolaridade e em
diferentes niveis de formacdo de um mesmo conceito matematico,
favorecendo a abstragdo matematica, através de manipulagao individual ou
em grupo.

Filho (2013, p. 5) faz uma verificagdo dos principais postulados e definicdes
da geometria espacial de posicao através da construcao e utilizacdo de um material
concreto, denominado kit de geometria espacial. De acordo com esse autor:

Algumas nocdes ou conceitos, chamados primitivos, sdo aceitos sem
definicdo e devem ser aceitos como verdadeiros. Em Geometria, os conceitos
primitivos sao: ponto, reta e plano. Observe que varios dos elementos que
estdo no nosso cotidiano podem ser usados para tentar representar estes
conceitos. Por exemplo:

* As estrelas podem representar pontos;

* Uma linha bem esticada pode representar uma reta;

* Uma quadra de esportes pode representar um plano.

O mesmo autor chama a atencao para o cuidado a se tomar na utilizagdo de

materiais concretos.

ATENCAO: Como ponto, reta e plano sdo entes abstratos, o material
concreto é simplesmente uma tentativa de representa-los. Portanto, tenha
muita cautela ao relacionar tais conceitos aos seus respectivos modelos. Por
exemplo, ao representar um plano por uma folha de papel, poderia
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transparecer para um aluno desavisado que um plano seria um conjunto
limitado! (FILHO, 2013, p. 5)

Analisando-se a posicao relativa dos entes primitivos em geometria espacial
e, em particular, a posicdo entre planos, existe a possibilidade de trés planos se
intersectarem sob um unico ponto. Filho (2013, p. 5) mostra como representar essa

possibilidade por meio de materiais concretos. Vejamos:

Posicao entre Planos

» Sobreponha uma folha de isopor a outra. A partir de um dos lados faga um
recorte perpendicular em ambas as folhas até o seu centro, de modo que a
espessura deste recorte seja a mesma da folha de isopor (Figuras 10).

* Encaixe uma folha na outra (Figuras 17).

OBSERVACAO 1: Alguns casos de intersegdo entre planos apresentam
dificuldades para o encaixe. Assim, é recomendavel utilizar a cola para fixar
os planos (Figura 12).

OBSERVACAO 2: Usando o mesmo procedimento de construcao acima,

Figuras 10 Figuras 11 Figuras 12

A utilizagdo de materiais concretos, para a criagdo de modelos
representativos, pode ajudar na visualizacdo e até mesmo na compreensdo sobre
determinados aspectos da geometria, entretanto, € preciso ir além. O objetivo principal
€ que os alunos consigam construir e entender as figuras geométricas tridimensionais
em um plano, tirando a partir dai as conclusées necessarias sobre as propriedades
que regem o objeto de estudo. O concreto € apenas um meio e ndo um fim. E qual é
o significado de construcdo geométrica? A resposta nio é tao simples, pois pode-se
pensar que construir geometricamente é apenas representar um objeto. Mas nao é
bem assim. Segundo Almeida, Bellemain e Rodrigues (2012, p. 2), “entende-se que
fazer uma construgdo geometrica consiste em utilizar as premissas iniciais e as
propriedades geradas a partir delas para poder representar um determinado objeto
geomeétrico”.

Muitas vezes, para que se possa chegar a uma conclusao a respeito das
propriedades que regem determinadas figuras, ou mesmo realizar a demonstracao a

de determinado teorema ou proposicao, € preciso que se faca uma construcao
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geomeétrica. Dolce e Pompeo (2005, p. 42) enunciam a seguinte proposicao: “Por um
ponto P pode-se conduzir um unico plano perpendicular a uma reta &”.

Observa-se, na figura 3, a prova da existéncia do plano, mencionado na
proposicao anterior, em que os autores se utilizaram de construgbes geométricas

simultaneamente ao raciocinio dedutivo para realizar a demonstracéo.

Figura 3: Demonstracdo/Construcao Geométrica

a) Construcao:

1?) Tomamos o plano § = (a, P) ¢ um plano v, contendo a reta a, distinto
de 8.

2?) Em §, pelo ponto P tragamos a reta b perpendicular & reta a. Seja O
a intersecdo de b com a.
Em v, construimos a reta ¢, passando por O, perpendicular a reta a.

3?) As retas b e ¢ determinam um plano a = (b, ¢) pedido.

b) Prova:

1?) O plano a = (b, ¢) passa por P, pois a reta b foi conduzida por P,
29(@ L b,atc;bNe=0;bCa,cCa) = adla.

Logo, existe pelo menos um plano («) passando por P, perpendicular a reta a.

No 2? caso (P € a), a construgao € analoga, sendo § e v planos distintos
quaisquer contendo a reta a.

Fonte: DOLCE; POMPEOQ, 2005, p. 43

Percebe-se que uma construgao tridimensional vai além de uma simples
representacdo, sendo realizada por meio de uma sequéncia de pressupostos tedricos

e organizados de maneira légica.
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2.4 OS RECURSOS COMPUTACIONAIS E SUAS POSSIBILIDADES

Como ignorar o fato de que se vive a era digital, onde tecnologia e informacao
fazem parte do cotidiano do homem moderno. Nossos alunos estdo cada vez mais
conectados e inseridos nos recursos tecnolégicos, tais como: computadores,
celulares, entre outros. Criar um ambiente de aprendizagem que favoreca a utilizacao
desses recursos é uma realidade e temos de estar preparados para explora-los em
sua plenitude. Entretanto, tem de se fazer uma reflexdo no objetivo da utilizacdo de
um recurso computacional em uma aula de matematica. O foco continua sendo o
aprendizado, a constru¢ao de determinado conhecimento e ndo o simples manusear
de um software ou aplicativo qualquer. Nao é somente tornando uma aula mais
atraente e participativa por parte dos alunos que se vai consolidar o saber, muitas
vezes formal, da disciplina. E preciso planejamento para a utilizagdo eficaz destes
recursos. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM)

em sua parte 3, Ciéncias da Natureza, matematica e suas Tecnologias,

(...) cabe a Matematica do Ensino Médio apresentar ao aluno o conhecimento
de novas informacgdes e instrumentos necessarios para que seja possivel a
ele continuar aprendendo. Saber aprender é a condicdo basica para
prosseguir aperfeicoando-se ao longo da vida. Sem duvida, cabe a todas as
areas do Ensino Médio auxiliar no desenvolvimento da autonomia e da
capacidade de

pesquisa, para que cada aluno possa confiar em seu proprio conhecimento.
E preciso ainda uma répida reflexdo sobre a relagdo entre Matematica e
tecnologia. Embora seja comum, quando nos referimos as tecnologias ligadas
a Matematica, tomarmos por base a informatica e o uso de calculadoras,
estes instrumentos, ndo obstante sua importancia, de maneira alguma
constituem o centro da questdo. O impacto da tecnologia na vida de cada
individuo vai exigir competéncias que vao além do simples lidar com as
méquinas. A velocidade do surgimento e renovagéo de saberes e de formas
de fazer em todas as atividades humanas tornardo rapidamente
ultrapassadas a maior parte das competéncias adquiridas por uma pessoa ao
inicio de sua vida profissional. (BRASIL, 2002, p. 42)

Assim, acredita-se que cabe ao professor um planejamento visando a
utilizacdo de determinado recurso computacional. Esse planejamento vem ao
encontro do objetivo da proposta de sua aula. Podemos nomear uma série de
situacdes que devem ser analisadas para que o recurso cumpra efetivamente seu
papel, estando entre elas: o objetivo da aula, o recurso a ser utilizado, o custo, a
possibilidade de o aluno interagir ou ndo com o recurso, € mesmo o dominio que o

professor tem sobre sua utilizagao.
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Particularmente, em relacdo ao ensino de geometria, surge 0 que se
denomina geometria dindmica.

De acordo com Alves e Soares (2003, p. 4):

O termo geometria dindmica foi inicialmente usado por Nick Jakiw e Steve
Rasmussen da Key Curriculum Press, Inc. com o objetivo de diferenciar este
tipo de software dos demais softwares geométricos. Comumente ele é
utilizado para designar programas interativos que permitem a criagao e
manipulacao de figuras geométricas a partir de suas propriedades, nao
devendo ser visto como referéncia a uma nova geometria. O desenvolvimento
destes softwares foi proporcionado pelos avancos nos recursos disponiveis
no hardware dos computadores pessoais. Eles apareceram a partir do
crescimento na capacidade de memoria e na velocidade de processamento
das informacdes dos microcomputadores, além do surgimento do mouse
como meio de comunicagdo do usuario com a interface grafica. Além de
serem importantes ferramentas para o ensino da geometria euclidiana, estes
softwares também costumam ser usados em pesquisas e em outras areas da
geometria, como as geometrias nado-euclidianas, geometria analitica e
geometria descritiva, assim como podem ser explorados em outras areas
como a fisica, por exemplo. Por realizarem as constru¢des que podem ser
feitas com régua e compasso, algumas pessoas referem-se aos programas
de geometria dindmica como “régua e compasso eletrénicos”.

Existem muitas vantagens na utilizacao de um software geométrico tanto para

alunos quanto para professores. Segundo Giraldo (2012, p. 39):

A grande vantagem apontada em relacdo as construgcoes geométricas com
papel e lapis esta justamente no aspecto dinAmico do ambiente: uma vez
concluida uma construcdo no computador, é possivel alterar um de seus
elementos (em geral, por meio do arrastar do mouse) e observar as
alteracdes consequentes nos demais elementos. Assim, uma figura
construida em geometria dindmica representa, de forma mais efetiva, uma
classe de objetos geométricos definida por propriedades e relagées comuns
— que se preservam quando esses objetos sdo arrastados na tela. Como
muitos autores tém apontado, esse aspecto permite ao aluno investigar um
grande numero de exemplos e explorar conjecturas, construindo uma
preparacao para o exercicio de argumentacdo matematica.

De acordo com Alves e Soares (2003), a abertura de qualquer programa de
geometria dinamica permite ao usuario deparar-se com uma tela em branco e uma
quantidade razoavel de recursos que vao possibilitar caminhos para a construcao do
conhecimento. Os autores exemplificam algumas possibilidades na utilizacao correta
de um software de geometria dindmica, destacando que

quando o usudrio utiliza corretamente as propriedades geométricas na
construgdo, a dindmica dos movimentos possibilita que ele perceba o que
permanece invariante, alertando-o para determinados padrdes e motivando-
o a fazer conjecturas e a testar suas convicgées. O paralelismo, a
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ortogonalidade, a proporcionalidade, a simetria axial, a simetria pontual
(rotacdo de 1809) e a incidéncia sdo os chamados invariantes geométricos.
(ALVES; SOARES, 2003, p. 5)

N&o obstante ao fato de se ter uma gama de softwares geométricos que
exploram a geometria euclidiana plana, temos ainda possibilidades para a geometria
espacial. O GeoGebra, a partir da versao 5.0 € um exemplo disso, pois além de
possibilitar o trabalho em duas dimensdes, possui uma janela 3D capaz de oferecer
muitas possibilidades para o ensino de geometria espacial.

Nessa concepcao, cabe ao professor conduzir atividades que contemplem as
potencialidades do software a ser utilizado, avaliando as possibilidades e limitagdes
em seu planejamento, fazendo com que a construgdo do conhecimento matematico

seja o foco da atividade.
2.5 GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

A geometria espacial de posicdo € uma subarea da geometria espacial
euclidiana. E responsavel por estudar as posicdes relativas das formas geométricas
espaciais e suas propriedades. Embora os entes primitivos ponto, reta e plano e
algumas propriedades ja tenham sido enunciadas por ocasido da geometria plana, é
necessario que sejam reafirmadas por ocasiao da introducdo da geometria espacial.

2.5.1 Dos entes primitivos aos grupos de axiomas

Conforme a traducédo dos Elementos de Euclides por Commandino (1944),
“Ponto é o que ndo tem partes, ou 0 que ndo tem grandeza alguma”. Da mesma forma,
definiu que “Linha reta é aquela, que esta posta igualmente entre as suas
extremidades” e que "Superficie plana é aquela sobre a qual assenta toda uma linha
reta entre dois pontos quaisquer que estiverem na mesma superficie”.

A geometria espacial de posigcao tem por base os axiomas e se desenvolve a
partir destes, ou seja, os axiomas sdao tomados como verdades absolutas e partir
destas sao construidas as proposi¢des consequentes. Segundo Moreira (2006), David
Hilbert, em 1899, em seu livro Fundamentos da Geometria, buscou dar um tratamento

moderno e tornar mais rigorosa a geometria euclidiana, identificando um conjunto
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completo de axiomas, através dos quais se pudesse deduzir os mais importantes

teoremas geométricos.

O matemético alemao David Hilbert (1862 a 1943) apresentou um sistema de
axiomas completo para a Geometria Euclidiana plana e espacial numa série
de conferéncias na Universidade de Gottingen. Isto significa que todos os
resultados dos Elementos permaneciam validos assumindo seus postulados.
Seu sistema axiomatico € um dos marcos na Histéria da Matemética pois
organiza os fundamentos da Geometria e Analise. A comparagdo mais
proxima que pode ser feita € com a organizagao ocorrida na Algebra ao ser
introduzido o conceito de Grupo. (MOREIRA, 2006, p. 6)

Hilbert (1902) considerou trés sistemas distintos de coisas, o primeiro se
referiu aos pontos, designados por letras latinas maiusculas; o segundo, as linhas
retas, designadas por letras latinas minusculas e o terceiro aos planos, designados
por letras gregas minusculas. Estes sistemas, assim como “pertence”, “esta entre” e
“congruéncia”, foram propostos sem definicdo, Moreira (2006). Hilbert chamou os
pontos de elementos da geometria linear; pontos e linhas, elementos da geometria
plana; e os pontos, linhas e planos, os elementos da geometria espacial. Esses
elementos apresentavam relagdes indicadas por meio de palavras, tais como “estao
situados”, “entre”, “paralelo”, congruentes”, “contiguo” etc. A descricdo completa e
exata dessas relagdes € uma consequéncia dos axiomas da geometria que foram
divididos por Hilbert em cinco grupos:

v Grupo I: Axiomas de Incidéncia ou Conexao: 7 axiomas;

v Grupo Il: Axiomas de Ordem: 5 axiomas;

v" Grupo lll: Axioma das Paralelas (axioma de Euclides);

v Grupo IV: Axiomas da Congruéncia: 6 axiomas;

v" Grupo V: Axioma de Continuidade (axioma de Arquimedes).

De acordo com Manfio (2013, p. ix):

Os axiomas de incidéncia expressam a nocao de estar em, enquanto 0s
axiomas de ordem expressam a nog¢do de estar entre. Os axiomas de
continuidade n&o envolvem uma nova relacdo primitiva mas tratam de
garantir que certas construgdes, que vao nos permitir medir distancias entre
pontos, sdo possiveis. O axioma das paralelas abre porta a Geometria
Euclidiana.
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Ainda sobre os entes primitivos e os axiomas, Manfio (2013, p. ix) destaca
que:

O fundamental dos termos e relagdes primitivas, bem como dos axiomas, é
entender claramente o adjetivo primitivo. Com isso, o que se quer dizer é que
estes termos e relagdes ndo vao ser definidos através de outros, mas cada
pessoa deve fazer a sua prépria representacdo do que sao pontos, retas,
estar em, etc. Nao importa a imagem que cada um faca desses objetos e
relagdes, 0 que é essencial € que as interconexdes entre eles, expressas
pelos axiomas, sejam reconhecidos como verdadeiras.

Nesse sentido, descreveremos os grupos de axiomas | e lll, segundo a teoria
de Hilbert (1902), uma vez que se referem ao objeto de estudo geometria espacial de
posicao, trazendo o aprofundamento suficiente para o nivel a que se propde este
trabalho.

2.5.1.1 Axiomas de Incidéncia ou Conexao

Os axiomas deste grupo visam definir a nogdo de “estar em”, além de
estabelecer relagbes de conexao entre os elementos primitivos ponto, reta e plano.
Sao eles:

Axioma 1: Dois pontos distintos A e B determinam uma Unica reta r que passa por

- -

eles. Escreve-se: r= ABou r = BA.

Axioma 2: Quaisquer dois pontos distintos de uma reta a determinam completamente.
Se74_§= Z_C>= re B#C,<B_C>= r.

Axioma 3: Trés pontos A, B e Cnao colineares, determinam completamente um plano
a. Escreve-se a = p/ (ABC).

Axioma 4: Quaisquer trés pontos de um plano que nao se encontram sobre a mesma
reta determinam completamente este plano.

Axioma 5: Se dois pontos A e B de uma reta r estdo contidos em um plano a, a reta r

esta contida nesse plano. Em simbolos: r = 74_5; {AABlca=rca.
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Axioma 6: Se dois planos a e 8 possuem um ponto A em comum, entao eles possuem
pelo menos um ponto B # A em comum. Assim, como consequéncia do Axioma 1, se

dois planos possuem um ponto em comum, eles possuem uma reta em comum.

Axioma 7: Em cada reta existe pelo menos dois pontos; em cada plano existe pelo
menos trés pontos que nao estdo sobre a mesma reta; e no espaco, existem pelo

menos quatro pontos que nao estdo sobre o mesmo plano.

Os axiomas 1 e 2 trazem informacdes a respeito de pontos e retas, ou seja,
sao os axiomas do plano. Os axiomas de 3 a 7 contém declaracdes de pontos, retas

e planos, portanto, serdo designados por axiomas do espago.

Teorema 1: Por uma reta re um ponto A que nao esta sobre r passa um e somente
plano a.

Demonstracéo:

Considere dois pontos distintos B e C pertencentes a r. Como A, B e C nao estao
situados sobre uma mesma reta, segue do Axioma 3, que existe um unico plano «a

contendo estes pontos. Como B e C pertencem a a, pelo Axioma 5, restd em a.

Teorema 2: Através de duas retas r e s que possuem um Unico ponto A em comum
passa um e somente um plano a.

Demonstracéo:

Seja A o ponto de interseccao entre re s e considere um ponto B pertencente a re
um ponto C pertencente a s, ambos distintos de A. Segue do Axioma 3, que existe um
unico plano a contendo A, B e C. Por outro lado, cada uma das retas possui um par
de pontos distintos em a, logo pelo Axioma 5, re s estdo contidas em a.

2.5.1.2 Axioma das Paralelas (Axioma de Euclides)

O axioma que segue simplifica os principios fundamentais da geometria,
facilitando muito o seu desenvolvimento.
Axioma: Em um plano a pode ser tragada de qualquer ponto A, que esteja fora da reta
r, uma e somente uma reta que nao corta a reta r. Essa reta € chamada de paralela a
reta r através do ponto A dado.
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O axioma das paralelas traz duas informagdes importantes. A primeira diz que
no plano a existe uma reta que passa pelo ponto A, que nao intersecta a reta r. A
segunda afirma que apenas uma reta é possivel nessa construgdo. Resumindo, trata-
se da existéncia e unicidade da reta paralela.

Teorema 3: Se duas retas re s de um plano nao intersectarem uma terceira reta t do
mesmo plano, entdo re s nao se intersectam entre si.

Demonstraco:

Supondo que r e s tenham um ponto A em comum e que nao intersectem f. Entdo
teriamos duas retas passando por A, que nao intersectam t, uma contradicao segundo

0 axioma das paralelas.

O axioma das paralelas é um axioma do plano. Em relagao a posicéo relativa
entre duas retas no espago, existem trés possibilidades: retas concorrentes (que
possuem um Uunico ponto de interseccdo; retas paralelas (coplanares que nao
possuem nenhum ponto de interseccéo); retas reversas (que nao possuem um plano
comum que as contenha).

Apresentados os axiomas, algumas definicoes e teoremas, a geometria de
posicao ganha forma a partir de outras especificidades, tais como: o paralelismo e o
perpendicularismo. Tomaremos como base os trabalhos de Manfio (2013), Morgado,
Wagner e Jorge (1990), Machado (2013), Dolce e Pompeo (2005), para, na sequéncia,
descrever estes conceitos, adaptados segundo o nivel da proposta.

2.5.2 Paralelismo

Como vimos, duas retas coplanares que nao tém nenhum ponto de
interseccao sdo denominadas retas paralelas. A construgdo de duas retas paralelas é
realizada pela aplicacdo do Axioma da Paralelas, também conhecido por Axioma de
Euclides, que define a existéncia de uma Unica reta paralela a outra passando por um

ponto localizado fora desta reta.
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2.5.2.1 Paralelismo entre reta e plano

Em relagdo a posigao relativa entre uma reta re um plano a no espago temos
trés possibilidades: reta paralela ao plano (nao possuem pontos em comum); reta
secante ao plano (possuem um ponto em comum apenas); reta contida no plano

(todos os pontos da reta pertencem ao plano).

Teorema 4: Uma reta r e um plano a sao paralelos se, e somente se, existe uma reta
s contida em a que seja paralela a r.
Demonstracao:

Suponha que r e a sejam paralelos. Dado um ponto A pertencente a a, considere o
plano B determinado por re A. Como os planos a e 8 tém um ponto A em comum, irdo
se intersectar ao longo de uma reta s. As retas re s sdo paralelas, pois s&o coplanares
e ndo possuem pontos em comum. Reciprocamente, suponha que uma reta s contida
em a seja paralela a r. Vamos provar que r é paralela a a. Considere o plano B
determinado por re s. Se rintersectasse o plano a, seria necessariamente um ponto
da interseccdo s de B e a, 0 que € um absurdo, pois re s sdo paralelas. Assim, re a

sao paralelos.
2.5.2.2 Paralelismo entre planos

Em relacdo a posicao relativa entre dois planos a e 8 no espaco, temos duas
possibilidades: planos secantes (qQue possuem uma reta em comum); planos paralelos

(que nao possuem pontos em comum).

Critério de paralelismo entre dois planos: Se dois planos a e B sédo paralelos, entdo a

é paralelo a qualquer reta contida em B. Por outro lado, se a é paralelo a duas retas
concorrentes contidas em B, entdo a e 8 sdo paralelos.
Demonstracéao:

Suponha que a e B sejam paralelos. Tomemos uma reta r contida em S. Esta reta ndo
pode intersectar o plano a, caso contrario, B intersectaria a, uma contradicéo, pois,
por hipétese, a e B sao paralelos, logo, re a sao paralelos. Reciprocamente, tomemos
duas retas re s contidas no plano 3, concorrentes em um ponto A e paralelas ao plano
a. Suponha que a e B se intersectem numa reta t. Como re sséo paralelasa a, re s



35

nao intersectam t. Deste modo, como a reta t esta contida em 3, re s sdo paralelas a
t, contradizendo o Axioma de Euclides, que trata da unicidade de uma paralela

passando por um ponto. Logo, a e 8 sao paralelos.

Proposicéo: Por um ponto P, situado fora de um plano a, passa um unico plano 8
paralelo a a.

Demonstracéo:

Existéncia.

Sejam re s duas retas concorrentes que estao contidas no plano a. Por P, segundo o
Axioma de Euclides, passam duas retas r’ e s’ paralelas, respectivamente a re s. Seja
B um plano determinado por r'e s’. Como r’ e s’sao paralelas a a, 8 € paralelo a a.
Unicidade.

Suponhamos que existam dois planos B’ e B” que passam por P e sejam paralelos a
a. Como B’ e B”tém o ponto P em comum, a intersecgdo dos mesmos é uma reta r,
paralela a a. Tomemos uma reta s contida em a, que nao seja paralela a r e que
determina com P um plano y. A interseccao de y com B’ é uma reta t’, que é paralela
a s, pois s e t’sdo coplanares e estdao contidas em planos paralelos, implicando que t’
e r sdo distintas. Da mesma forma, a intersec¢cao de y com 8”& uma reta t”, que €
paralela a s. Como t’ e t” passam por P, elas s&o coincidentes. Desta forma, 8’ e B”
contém, além de r, uma outra reta comum t’. Logo, 8’ e 8”7 sdo planos coincidentes, o

que prova a unicidade do plano paralelo a a passando pelo ponto P.

2.5.3 Ortogonalidade ou Perpendicularidade

Duas retas concorrentes sdo perpendiculares caso se intersectem segundo
quatro angulos congruentes. Um par de retas reversas re s sdo ortogonais se por um
ponto P, fora de r e s, tomarmos um par de retas concorrentes r’ e s’, paralelas,

respectivamente a re s e r’e s’ formarem quatro angulos congruentes.
2.5.3.1 Perpendicularidade entre reta e plano
Uma reta r é perpendicular a um plano a caso seja ortogonal a qualquer reta

contida nesse plano. O teorema a seguir fornecera a condigdo suficiente para que

uma reta e um plano sejam perpendiculares.
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Proposicao: Se uma reta re um plano a sao perpendiculares, qualquer reta r’, paralela
a r, é perpendicular a a. Reciprocamente, qualquer plano a’, paralelo a a, €
perpendicular a r.

Demonstracéo:

Seja s’ uma reta contida no plano a e concorrente a r. Pelo ponto de interseccao de r
com a, trace a reta s, contida em a e paralela a reta s’. O angulo entre asretas r'e s’
é igual ao angulo entre as retas re s, que nesse caso € igual a 90°. Assim, r'e s’sao

perpendiculares, logo, r’ € perpendicular a a.

Proposicéo: Se duas retas distintas re r’sao perpendiculares a um plano a, entéao elas
sao paralelas. Se dois planos a e 8 sao perpendiculares a uma reta r, entao eles sao
paralelos.

Demonstracéo:

Suponha que re r’' ndo sejam paralelas. Pelo ponto de interseccao de r’ e a, tragca-se
areta s, paralela a r. Como r’ e s sao retas distintas, elas determinam um plano S, que
intersecta a segundo uma reta t. De acordo com a proposi¢do anterior, a reta s é
perpendicular ao plano a. Como r’ e s sdo perpendiculares a a, sdo perpendiculares a
reta t. Deste modo, no plano B existem duas retas perpendiculares a reta t passando
pelo mesmo ponto, ou seja, uma contradicdo. Logo, r e r’ s6 podem ser paralelas. A

segunda afirmacéo se prova de maneira anéloga.

Teorema 5: Se uma reta r é ortogonal a duas retas s e t, concorrentes e contidas em
um plano a, r é perpendicular a a.

Vejamos, segundo Manfio (2013, p. 125), a demonstracdo deste teorema,
conhecido como Teorema do Pé-de-Galinha:

Demonstragéo. Sejam s e f duas retas contidas em 11, concorrentes em um
ponto P, e suponha que sejam ortogonais a reta r. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que rintercepta m no ponto P. Dado uma reta u contida em
m, passando por P, considere uma reta v, também contida em m, que
intercepta as retas s; t; u nos pontos S, T e U, respectivamente, distintos de
P (cf. Figura 14.3). Temos trés possibilidades: Sesta entre Te U, T esta entre
Se U, e Uestaentre Se T. Suponha que Sesteja entre Te U. Em cada semi-
espaco determinado por 17, considere dois pontos Ay, Az € rtais que PA; =
PA.. Pelo caso LAL, os tridangulos A:PT e A:PT sao congruentes.
Analogamente os tridngulos A/PS e A2PS sdo congruentes. Disso decorre
que A,SU = A,5U. Assim, pelo caso LAL, os triangulos A;SU e A:SU séo

congruentes. Em particular, tem-se AU = AzU. Isso implica, pelo caso LLL,
que os triangulos A;PU e A2PU sao congruentes. Disso segue que A,PU =
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A,PU. Como Ay, P; Az sdo colineares, segue que A;PU =90° = A,PU.
Portanto, r € ortogonal a u. Os demais casos podem ser provados de forma
inteiramente anéloga.

Figura 14.3

Teorema 6: Por um ponto P dado, pode-se tracar uma Unica reta r perpendicular a um
plano a dado.
Demonstracéo:

Considere um plano a e um ponto P que nao pertence a a. Tomemos sobre a duas
retas t’ e t”, concorrentes num ponto A. Pelo ponto A, considere um plano B’
perpendicular a t” e um plano B” perpendicular a t. A reta r’, intersecgcédo dos planos
B’ e B” € perpendicular as retas t’e t” e, de acordo com o Teorema do Pé-de-Galinha,
é perpendicular ao plano a. Passando pelo ponto P, considere uma reta r, paralela a
r’e, consequentemente perpendicular a a. Caso existisse outra reta que passasse por
P e fosse perpendicular a a, também seria paralela a r’, um absurdo segundo o Axioma
de Euclides. Dai, conclui-se que a reta r € unica.

2.5.3.2 Perpendicularidade entre planos
Dados dois planos a e B que se intersectam ao longo de uma reta r, considere
duas retas s e f, contidas em a e (3, respectivamente. Se s e t forem perpendiculares

areta r, os planos a e 8 sao perpendiculares.

Proposicdo: Um plano a é perpendicular a um plano B8 se, e somente se, o plano a

contém uma reta perpendicular ao plano .
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Demonstracao:

Suponha que a e B sejam perpendiculares, logo, a reta s, contida em a, é
perpendicular as retas r e t, contidas em S, ou seja, a reta s estd contidaem a e é
perpendicular ao plano B. Reciprocamente, seja s uma reta contida no plano a
perpendicular ao plano B. Os planos a e B se intersectam segundo a reta r,
perpendicular a s. Considere uma reta t contida em B, que intersecta r e s. De acordo
com o Teorema do Pé-de-Galinha, o plano determinado por s e t € perpendicular ar,

logo, s e t s&o perpendiculares a interseccdo r, ou seja, os planos a e B sao

perpendiculares.
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3 ANALISE DE DOCUMENTOS E LIVROS DIDATICOS

3.1 O PLANO DE SEQUENCIA DIDATICA

Segundo Orozco (2014), este documento, elaborado pela DEPA, é fruto de
troca de experiéncias entre os professores integrantes dos Colégios Militares e busca
nortear o trabalho do SCMB na elaboragao de sequéncias didaticas. O objetivo é que
as sequéncias didaticas sejam elaboradas de maneira que se busque, entre outras
coisas, a contextualizacdo e o multiletramento, visando o desenvolvimento de
competéncias e habilidades, fazendo com que os alunos se tornem auténomos na
construgdo de seu conhecimento. O PSD traz uma lista de competéncias e
habilidades, denominada matriz de referéncia, relacionada aos objetos do
conhecimento (conteudos) a serem trabalhados no ambito dos CM, que sdo comuns
a todo SCMB. Cada CM, por sua vez, tem liberdade na elaboragdo dos descritores,
criando suas sequéncias didaticas a partir da matriz de referéncia. Os descritores sdo
elementos que orientam o planejamento das aulas, descrevendo as habilidades em
relacao aos objetos do conhecimento. Os objetos do conhecimento, representados no
PSD, sdo amplos e abrangentes em cada disciplina, devendo os professores detalha-
los, de maneira que se evite aprofundamentos que comprometam por excesso de
conteudos o ensino por competéncias. A ordem de desenvolvimento desses objetos
do conhecimento pode ser diferente da prevista no PSD, desde que se justifique pela
melhora do processo de ensino e aprendizagem e nao prejudique o desencadeamento
l6gico da disciplina. As competéncias e habilidades previstas do PSD compéem um
minimo necessario para o desenvolvimento do trabalho e a elaboracéo de sequéncias
didaticas, podendo os professores proporem outras competéncias e habilidades que
julguem necessarias para a construcao do conhecimento em sua disciplina.

Especificamente, em relacdo ao PSD de matematica do segundo ano do
Ensino Médio, as orientagdes para o desenvolvimento do objeto do conhecimento
geometria espacial comecga por elencar uma série de competéncias e habilidades a
serem desenvolvidas. Vejamos uma competéncia e respectiva habilidade associada
a geometria espacial de posicao:
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C10 - Articular, integrar e sistematizar fenébmenos e teorias dentro de uma
ciéncia, entre as varias ciéncias e areas de conhecimento.

HM26 - Compreender a matematica como ciéncia autbnoma, que investiga
relagbes, formas e eventos e desenvolve maneiras préprias de descrever e
interpretar o mundo. A forma ldgica dedutiva que a geometria utiliza para
interpretar as formas geométricas e deduzir propriedades dessas formas é
um exemplo de como a matemética |é e interpreta 0 mundo a nossa volta.
(OROZCO, 2014, p. 16)

Desta forma, percebe-se que é previsto no PSD o trabalho mais formal dentro
da disciplina de matematica, especificamente, neste caso, quando se refere a
geometria e a utilizagéo do sistema dedutivo como forma de deduzir propriedades.

3.2 OS PLANOS DE EXECUGCAO DIDATICA DOS COLEGIOS MILITARES

Conforme Orozco (2014), o PED é o documento que tem por objetivo
apresentar as sequéncias didaticas elaboradas pelos professores dos CM,
responsaveis por lecionar cada disciplina em determinado ano escolar. As sequéncias
didaticas devem ser planejadas de maneira a orientar o desenvolvimento das
competéncias e habilidades previstas no PSD, selecionar as estratégias de
aprendizagem dos alunos em meio ao desenrolar dos objetos do conhecimento
propostos em cada disciplina. No PED, deve constar os descritores a serem utilizados,
além de alteragdes nas sequéncias didaticas, sempre que for necessario fazé-las.

Tendo em vista verificar como estda sendo desenvolvido o conteludo de
geometria espacial, especificamente a parte posicional, entrou-se em contato com os
doze CM, verificando-se a possibilidade de ser disponibilizado os PED de matemética
especificos de geometria espacial. Sete destes colégios disponibilizaram o respectivo
documento para consulta. Sendo assim, foram coletados os PED e respectivas
matrizes de descritores.

Observemos, no quadro 1, o tempo de aula destinado para o ensino de
geometria espacial de posicdo e os descritores que foram utilizados no
desenvolvimento deste objeto do conhecimento no ano de 2015.
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Quadro 1 — Tempo de aula e matriz de descritores

CM Te4r2,po Descritores
Reconhecer o significado de semi-espaco e as
proposicdes primitivas da geometria espacial de posicao.
Colégio Militar Compreender as posicoes relativas de dois entes
de Brasilia 8T geomeétricos primitivos.

(CMB) Reconhecer as propriedades decorrentes das relagoes
entre os entes geométricos primitivos.

Compreender o significado de projecao ortogonal.
Cg;egﬁvhélgg?r AT Conhecer os postulados que estabelecem as relagbes

(CMS) entre ponto, reta e plano
Apresentar os postulados da geometria espacial;
Apresentar as formas de determinacao do plano;
Determinar a posicéo relativa de duas retas no espaco;
Determinar a posic¢ao relativa de retas e planos no espaco;
Determinar a posicao relativa de planos no espaco;
Determinar o angulo entre duas retas reversas;

Colégio Militar Determinar o angulo entre retas e planos;
de Santa Maria aT Apresentar o Teorema do Pé-de-Galinha;
(CMSM) Determinar 0 angulo entre dois semiplanos;
Determinar a distancia entre dois pontos;
Determinar a distancia de ponto a reta;
Determinar a distancia de ponto a plano;
Determinar a distancia entre retas paralelas;
Determinar a distancia entre planos paralelos;
Determinar a distancia entre retas reversas.
Abstrair os conceitos de ponto, reta e plano, valendo-se
de objetos e também de espaco fisico da sala de aula.
Colégio Militar Ter nog,:ao do que vem a ser método légico-dedutivo em
de Recife 6T matematlca. — .

(CMR) Conceituar distancia entre dois pontos, entre ponto e reta,
entre retas paralelas entre ponto e plano, entre reta e
plano paralelos, entre planos paralelos e entre duas retas
reversas.

Colégio Militar
do Rio de Nao apresenta descritores relativos a geometria espacial

Janeiro i de posicéo.

(CMRJ)

Coleglo Militar Conhecer e analisar os axiomas e teoremas da geometria
de Juiz de Fora 2T espacial de posicao

(CMJF) '

Colégio Militar Identificar a posicao relativa entre: retas; planos; retas e
de Campo 6T planos.

Grande Calcular distancias entre: retas; planos; retas e planos.

(CMCQG) Determinar o angulo entre: retas; planos; retas e planos.

Fonte: do autor
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Analisando os PED confeccionados pelos sete Colégios Militares, percebe-se
que possuem caracteristicas diferentes em relagdo a elaboracao da proposta didatica
geometria espacial de posicao. As diferengas vao desde os tempos de aula previstos
para o desenvolvimento do objeto do conhecimento até a matriz de descritores
utilizada. Nao ha unanimidade para a construcdo desse conhecimento, embora os
sete colégios possuam estruturas semelhantes, tanto organizacional, quanto de
pessoal. Nota-se que existe colégio que nem mesmo prevé tempo de aula para esta
finalidade, bem como ha colégios com cargas horarias relativamente grandes e com
uma lista bem definida de descritores a serem utilizados. Isto é fruto da liberdade dada
pelo PSD, que mesmo sendo Unico para todo o SCMB, respalda os docentes na
elaboracdo de suas sequéncias didaticas, desde que se justifique em prol do
desenvolvimento de competéncias e habilidades.

No PED, dentre outras caracteristicas previstas, também se elenca uma série
de estratégias de aprendizagem que visam organizar o desenvolvimento dos objetos
do conhecimento, podendo-se prever ainda algum tipo de avaliagdo. Dos PED
disponibilizados pelos sete CM, por apresentarem caracteristicas semelhantes, foram
selecionados trés para serem analisados em relacao as estratégias de aprendizagem
e avaliacdes estabelecidas.

Vejamos, nos quadros 2, 3 e 4, o extrato dos PED desses trés CM, analisando-
se prioritariamente as estratégias de aprendizagem e os tipos de avaliagdes que sdo

previstas.

Quadro 2 — Extrato do PED — CMBH

SEQUENCIA DIDATICA N° 14 - GEOMETRIA ESPACIAL: GEOMETRIA DE POSICAO

Aulas 1, Competencias | Habilidades Estratégias de aprendizagem — Tempo
a serem a serem - g
2,3e4 . desenvolvimento previsao
desenvolvidas | trabalhadas
1) Rememodria: posi¢cdes relativas de retas
no plano.
C10 HM26 4T
20a24 2) Aula expositiva: resolugéo de problemas.
JUL 3) Leitura: posic¢oes relativas no espago.
- - Avaliacdo formativa ndo mensurada:
AVALIACAO B _ -
resolugcéo de questdes. D75

Fonte: CMBH




Quadro 3 — Extrato do PED — CMB

Sequéncia didatica: Geometria Espacial.
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Aulas
1a4

Competéncias a
serem
desenvolvidas

Habilidades
a serem
trabalhadas

Desenvolvimento de aprendizagem -
desenvolvimento

Tempo
Previsto

13/julho
a
17/julho

C10

HM26

Retificagao de aprendizagem da 22 VI.
Apresentagdo dos conceitos primitivos,
do conceito de semi-espaco explorando a
figura de um cubo.

Apresentagao das posigoes relativas de
dois planos no espago, das posigoes
relativas de uma reta e um plano no
espacgo, das posicdes relativas de duas
retas no espago, utilizando cadernos,
réguas e o0s materiais dos préprios
alunos.

1T

1T

2T

AVALIAGAO

Através da observagdo das atividades
desenvolvidas em sala de aula com a

resolugao dos exercicios em dupla.

Aulas
5a8

Competéncias a
serem
desenvolvidas

Habilidades
a serem
trabalhadas

Desenvolvimento de aprendizagem -
desenvolvimento

Tempo
Previsto

20/julho
a
24/julho

C10

HM26

Apresentagao das propriedades
referentes a retas e planos no espago
decorrentes da definigdo, utilizando
cadernos, réguas e 0s materiais dos
préprios alunos.

Apresentagdo do conceito de &angulos
entre duas retas no espago.
Apresentacdo do conceito de uma reta
perpendicular a um plano e das
propriedades decorrentes desse
conceito.

Apresentacao do conceito de dois planos
secantes no espago e das propriedades
decorrentes desse conceito.
Apresentacdo do conceito de projecao
ortogonal para definir as distancias entre
ponto, reta e plano.

2T

2T

AVALIACAO

12 Verificagao Imediata

Fonte: CMB



44

Quadro 4 — Extrato do PED — CMCG

SEQUENCIA DIDATICA N° 17 — Geometria de Posicao

HABILIDADES o .
AULAS | COMP a serem Estratégias de aprendizagem - Tempo
a serem
65a 73 | desenvolvidas desenvolvimento previsto
trabalhadas
- Conhecer, por meio do
desenvolvimento historico, a

conceituacdo da geometria.

Semana - Resolucéo de exemplos/problemas em

24e 25 Cc7 HM18 aula com a participacao de todos os

13/07 a Cc8 HM23 alunos. oT
24/07 C12 HM32 - Exercicios de fixagcao para serem feitos

em sala de aula.
- Apresentagcdo e discussdao de

estratégias empregadas para a

resolucdo das atividades propostas.
AVALIACAO Formativa ( Resolugcao de exercicios)

Fonte: CMCG

Em relacdo as estratégias utilizadas para o desenvolvimento do objeto do
conhecimento, estas baseiam-se, sobretudo, em aulas expositivas com a
apresentacdo da teoria e resolucdo de exercicios. Fica claro que ndao ha uma
preocupacao por parte dos CM analisados em apresentar uma forma diferenciada
para o ensino de geometria espacial de posicao. Pelo tempo médio que é dedicado
para este tema, os descritores utilizados e as estratégias de ensino, é evidente que a
énfase em geometria espacial ndo é a posicional. E raro o colégio que faz mengéo ao
sistema dedutivo e nenhum colégio, por exemplo, faz referéncia a utilizagdo de
materiais concretos, o0 uso do laboratério de informatica e as construcées geométricas
tridimensionais. As avaliagbes previstas sdo basicamente formativas, baseando-se na

resolugao de exercicios.
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3.3 ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS

Do levantamento feito junto aos colégios militares, verificou-se que foram

utilizados, no 22 Ano do Ensino Médio, em 2015, fundamentalmente, cinco livros

didaticos de matematica, todos incluidos no PNLD, distribuidos no quadro 5.

Quadro 5 — Distribuicao dos livros de matematica

Colégio Militar de Brasilia (CMB)

Colégio Militar de Manaus (CMM)

Colégio Militar de Juiz de Fora (CMJF)

Colégio Militar de Belo Horizonte (CMBH)

Matemética
Volume Unico
(lezzi et al, 2011)
Livro 1

Colégio Militar de Porto Alegre (CMPA)

Colégio Militar de Fortaleza (CMF)

Colégio Militar de Campo Grande (CMCG)

Conexdes com a Matematica
Volume Unico
(Obra coletiva, 2013)
Livro 2

Colégio Militar de Recife (CMR)

Colégio Militar de Salvador (CMS)

Matematica — Contexto e Aplicacdes
Volume 2
(Dante, 2014)
Livro 3

Colégio Militar de Curitiba (CMC)

Colégio Militar de Santa Maria (CMSM)

Matematica — Ciéncia e Aplicacdes
Volume 2
(lezzi et al, 2013)
Livro 4

Colégio Militar do Rio de Janeiro (CMRJ)

Matemética
Volume 2
(Paiva, 2013)
Livro 5

Fonte: do autor
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Os livros didaticos foram consultados separadamente, de forma a confrontar
0s objetivos da proposta didatica com as ideias apresentadas pelos autores.
Numerou-se os livros de 1 a 5 tendo em vista descrevé-los no quadro 6.

Quadro 6 — Descricao das obras segundo aos objetivos da proposta didatica

Objetivo/Livro Livro 1 Livro 2 Livro 3 Livro 4 Livro 5
Didatico
Apresenta um
equeno
Apresenta um P
b%ﬁsr?ﬂttr?el:o sistema de Apresenta um
propriedades P
de —r pequeno
Apresenta um Apresenta um ropriedades primitivas, sistema de
pequeno bom ndmero de pprimFi)tivas e as mas nao faz propriedades
sistema de propriedades o uso das .
i " utiliza para primitivas,
propriedades primitivas e as mesmas para =
- - fazer mas nao faz
primitivas, utiliza para fazer demonstraces demonstrar uSo das
mas nao faz demonstragoes ¢ propriedades
d de t de teoremas d t mesmas para
Sistema de uso das © leoremas consequentes ecorrentes, demonstrar
axiomas e mesmas para consequentes entretanto issé nem na propriedades
- demonstrar no decorrer do . ’ teoria,
deducodes . . s0 ocorre no decorrentes.
propriedades | desenvolvimento : tampouco nos
decorrentes da teoria. Traz f’mal do exemplos e Traz apenas
nem na ’ alguﬁs capitulo como exercicios um exercicio
. =2 tépico ) resolvido
ri Xercici L Demonstr
SO Apresenta demonstracao
xempl raciocinio 16gi - remas n
el | OO 950 | como cesaoa | 7N | seum
) ) demonstracao capitulo teorema.
de um como tc’)pi’co
teorema. e
adicional.
Traz alguns
exercicios que
trabalham
Construcoes ~ = construgcdes < = < x .
ug Nao sao ue Nao sao Nao séo Né&o sao
geometricas apresentadas geometricas, apresentadas. | apresentadas. | apresentadas
tridimensionais | 2P " | porém, que néo P ' P | @ '
fazem uso das
propriedades
para resolugéo.
Faz N Faz finica Faz Faz
defi?]i go Faz a definigao : tr:zdeouc%io defi?]i 20 defir?i éao e
Calculo de mas (riéo’ € traz exemplos exemplos e mas ﬁéo’ traz exgm los
éngulos e apresenta & exercicios exerc?icios apresenta e exercic?os
distancias P sobre estas P
exemplos e definicoes sobre estas exemplos e sobre estas
exercicios. ) definicdes. exercicios. definicdes.
Linguagem da
teoria dos - . .
. iliz m Praticamen iliz m
conjuntos para Bastante Uta|gﬁﬂ1aa§ néoa:’eCL?tilisaéz Bastante Utal gﬁﬂ]aag
relacionar utilizada. relacées ’ utilizada. relaches
entes Goes. goes.
geométricos

Fonte: do autor
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Da descricao realizada sobre os livros didaticos, principalmente ao confrontar
os objetivos principais da proposta didatica, o que mais se assemelha é a
apresentacao de um sistema bdasico axiomatico, todavia, a maior parte dos livros néo
utiliza esse sistema para deduzir propriedades consequentes, tampouco o utiliza em
construgdes geométricas tridimensionais. Alguns dos livros apresentam teoremas no
final da teoria, como topico adicional. Em relacao as definicdes de angulos e distancias
sobre 0s entes geométricos primitivos, todos os livros o fazem no decorrer da teoria,
mas poucos apresentam exemplos e exercicios. Sobre a linguagem da teoria dos
conjuntos, apenas um livro ndo a utiliza para representar os entes geométricos e suas
caracteristicas. No tocante as atividades propostas, ha uma convergéncia dos livros
didaticos para exercicios do tipo: determinagdo das posicbes relativas dos entes
geométricos e classificacdo em verdadeiro ou falso de certas proposigoes.
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4 A PROPOSTA DIDATICA
4.1 PLANEJAMENTO
O planejamento inclui elaboragdo de uma matriz de descritores juntamente
com um plano de execucao didatica. No quadro 7, encontra-se uma lista de trinta e
um descritores, que nesta sequéncia, irdo embasar o desenvolvimento do objeto do

conhecimento geometria espacial de posicéo.

Quadro 7 — Matriz de descritores

Matriz de Descritores

Sequéncia Descritor
D1 - Explorar intuitivamente o que vem a ser ponto, reta e plano.
D2 - Introduzir 0 que vem a ser raciocinio l6gico dedutivo.
- Apresentar um sistema inicial de axiomas da geometria euclidiana:
D3 A1: Determinagao da reta;
A2: Determinacao do plano;
A3: Inclusdo da reta em um plano;
D4 - Apresentar e demonstrar as outras formas de determinacéo do plano.
D5 - Determinar as posicdes relativas de duas retas no espaco.
D6 - Apresentar o axioma de Euclides — A4 (Paralelismo).
D7 - Realizar a construgao de duas retas em funcao de suas posicoes.
D8 - Determinar as posicdes relativas entre uma reta e um plano.
D9 - Realizar a construgéo de uma reta e um plano em funcao de suas posicoes.
D10 - Apresentar o axioma da interseccéo de dois planos — A5.
D11 - Determinar as posicoes relativas entre dois planos.
D12 - Realizar a construgéo de dois planos em funcdo de suas posicdes.
D13 - Definir projecéo ortogonal.
D14 - Apresentar os possiveis angulos entre duas retas no espaco.
D15 - Definir ortogonalidade entre duas retas.
D16 - Calcular o angulo entre duas retas reversas.
D17 - Apresentar os possiveis dngulos entre uma reta e um plano.
D18 - Calcular o0 angulo entre uma reta e um plano.
D19 - Definir perpendicularismo entre reta e plano.
D20 - Apresentar e demonstrar o Teorema do Pé de Galinha (Perpendicularismo).
D21 - Apresentar os possiveis angulos entre dois semiplanos.
D22 - Calcular o angulo entre dois semiplanos.
D23 - Definir perpendicularismo entre dois planos.
D24 - Determinar a condigdo necessaria e suficiente para que dois planos sejam
perpendiculares.
D25 - Definir, representar e calcular a distncia entre dois pontos.
D26 - Definir, representar e calcular a distancia entre ponto e reta.
D27 - Definir, representar e calcular a distancia entre ponto e plano.
D28 - Definir, representar e calcular a distancia entre duas retas paralelas.
D29 - Definir, representar e calcular a distncia entre reta e plano paralelos.
D30 - Definir, representar e calcular a distancia entre dois planos paralelos.
D31 - Definir, representar e calcular a distancia entre duas retas reversas.

Fonte: do autor



49

No PED, descrito nos quadros 8 e 9, estdo listadas as estratégias para se
desenvolver o assunto, bem como o tempo previsto para cada atividade, as

competéncias e habilidades elencadas no PSD e as avaliacdes a serem realizadas.

Quadro 8 — Plano de execugao didatica

Plano de Execucao Didatica

COLEGIO MILITAR DE SANTA MARIA
2° TRIMESTRE
Sequéncia didatica n® 04: Geometria Espacial de Posicdo
SCMB/DEPA PLANO DE EXECUCAO DIDATICA / ANO LETIVO: 2016
CMSM Area: Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias

g?gsg Disciplina: Matematica Ano Escolar: 2¢/ Ensino Médio

COMP a HAB a
Semana serem serem Desenvolvimento da Estratégia
Data desenvolvidas | trabalhadas

Tempo
previsto

- Num primeiro momento, fazer uma reflexao
sobre a ideia intuitiva dos entes geométricos:
ponto, reta e plano. Serdo representados por:
alfinetes, jogos de varetas e isopor, entretanto,
deixando-se claro que retas e planos se
expandem indefinidamente.
- Em seguida, fazer mencdo ao que vem a ser
raciocinio légico dedutivo, através de uma troca
de ideias. Fazer referéncia a axioma ou
postulado e teorema. Induzir os alunos a tirarem
as primeiras conclusdes a partir de proposigoes
conhecidas.
c10 HM26 - Explprar a construgdo  geométrica 2T
142 Sem. tridimensional, utilizando-se de postulados ou
2a6de teoremas como referéncia para estas
maio construgoes. Utilizar  constantemente  a
linguagem dos conjuntos para relacionar os
entes geométricos e as operagdes decorrentes
das definigoes.
- Serdo objetos de estudo nestes primeiros dois
tempos os descritores de 1 a 12.
- Sera entregue uma lista com 7 exercicios,
visando trabalhar o raciocinio légico dedutivo,
construgcdes geométricas bésicas e visualizagao
tridimensional.
- Realizacéo da lista de exercicios.
- 12 Formativa: acompanhamento da resolugéao
AVALIAQAO da lista de exercicios, levantando as dificuldades
encontradas para realizar a tarefa.

2T

Fonte: do autor



Quadro 9 — Plano de execuc¢ao didatica: continuagcao
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Semana

Data desenvolvidas

COMP a
serem

HAB a
serem

trabalhadas

Desenvolvimento da Estratégia

Tempo
previsto

C10

HM26

- Estes dois tempos de aula serdo no laboratério
de informatica, onde os alunos deverdo realizar
algumas construgdes geométricas baseadas nas
definicdbes e construgdes apresentadas nas
aulas anteriores. O software a ser utilizado é o
geogebra 5.0, de maneira a se usar a janela 3D.
Um exemplo sera realizado pelo professor e as
demais atividades propostas deverdo ser
executadas em duplas pelos alunos.

152 Sem.
9a13de
maio

AVALIACAO

- 22 Formativa: através da observacdo das
construcbes  geométricas  realizadas no
laboratério de informatica.

2T

- Somativa em duplas: realizagdo de atividades
de construgdo geométrica tridimensional no
laboratério de informatica.

1T

C10

HM26

- Neste periodo, serdo apresentados através de
uma aula expositiva 0os conceitos de projecao
ortogonal, onde o objetivo é o entendimento
sobre os angulos entre entes geométricos
primitivos, o perpendicularismo e as condigbes
para que acontega.

- Serdo resolvidos exemplos envolvendo o
calculo do angulo entre os entes geométricos.

- Seréo objetos de estudo os descritores de 12 a
24.

1T

162 Sem.
16a20
de maio

C10

HM26

- Estes trés periodos serdo destinados a uma
aula expositiva com foco no calculo de distancias
entre os entes geométricos primitivos. Sera dada
a énfase para o célculo da distancia entre duas
retas reversas bem como a construgdo do
segmento perpendicular comum.

- Serao resolvidos exemplos envolvendo o
calculo de distancia entre os entes geométricos.
- Serdo objetos de estudo os descritores de 25 a
31.

3T

AVALIACAO

- Somativa individual: realizagdo de uma prova
contendo quatro exercicios, com o objetivo de
avaliar os seguintes pontos: raciocinio logico
dedutivo; visualizacao tridimensional; e calculo
de angulos e distancias.

1T

Fonte: do autor
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4.2 NOTAS DE AULA
Na sequéncia estdo descritas as notas de aula sobre geometria espacial de
posicao. Nessas notas encontram-se a teoria desenvolvida, as atividades propostas,

o trabalho realizado no laboratério e alguns modelos geométricos utilizados e

confeccionados com material concreto.

4.2.1 Geometria Espacial de Posicao — Conceitos Iniciais

4.2.1.1 Introducéao

Pontos, retas e planos sao entes geométricos primitivos, adotados sem definicao.

Serao assim representados:

Figura 4 — Entes primitivos

Fonte: do autor

Pontos serao representados por letras latinas mailsculas.
Retas serao representadas por letras latinas minusculas.
Planos serao representados por letras gregas minusculas

4.2.1.2 Primeiros Axiomas

A1) Dois pontos distintos determinam uma Unica reta que passa por eles.
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Figura 5 — Reta determinada por dois pontos distintos

p- Y
e
<
1l
>
®

Fonte: do autor

A2) Trés pontos distintos e nao colineares determinam um unico plano que passa por

eles.

Figura 6 — Plano determinado por trés pontos nao colineares

a a =pl (ABC)

Fonte: do autor

A3) Se uma reta contém dois de seus pontos distintos em um plano, entao a reta esta

contida no plano.

Figura 7 — Inclus&o da reta no plano

B _-r A Ber
A Bea
=>rca
A
a

Fonte: do autor
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4.2.1.3 Outras formas de determinacdo de um plano
Teorema 1 (T1): Uma reta e um ponto ndo pertencente a ela determinam um Unico
plano que os contém.

Demonstragcéo:
Tomemos uma reta re um ponto P que nao pertence a r.

Figura 8 — Demonstragao: primeira construgéao

P
[ ]
rePé&r
;
Fonte: do autor
Tomemos dois pontos A e B distintos sobre r.
Figura 9 — Demonstracao: segunda construgao
P
[
AeBer
r
A B

Fonte: do autor

Por A2, sabemos que trés pontos distintos e ndo colineares determinam um Unico

plano que passa por eles. Denotamos este plano por a.
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Figura 10 — Demonstracao: construcao final

a =pl (ABP) = pl (r,P)

Fonte: do autor

Por A3, sabemos que uma reta que contém dois de seus pontos em um plano esta
contida no plano. Portanto, a reta r e o ponto P determinam um unico plano que os

contém.

Teorema 2 (T2): duas retas paralelas determinam um unico plano que as contém.
Teorema 3 (T3): duas retas concorrentes determinam um Unico plano que as contém.

A demonstracdo destes teoremas sera objeto de exercicio.
4.2.1.4 Posicées relativas entre duas retas distintas no espago
Em relagdo ao numero de pontos em comum de duas retas distintas no espaco,

podem ocorrer duas situagdes:

a) As retas possuem um ponto de interseccdo - retas concorrentes

Definigdo: retas coplanares que se intersectam em um unico ponto.
Construcéo

1) Tomemos umareta r;

2) Sobre r marquemos um ponto A;

3) Tomemos um ponto B nao pertencente a r;

4) Por A1, temos uma Unica reta que passa por A e B, denotemos por s.
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Figura 11 — Retas concorrentes

rsca

A rn s={A}

re s sao concorrentes

Fonte: do autor

b) As retas ndo possuem nenhum ponto de interseccdo

Neste caso, especificamente em geometria espacial, temos dois casos:

b.1) Retas paralelas

Definicdo: sao retas coplanares que ndao possuem nenhum ponto em comum.
Construgcéo

A4) Axioma de Euclides: por um ponto fora de uma reta dada, passa uma unica outra
reta paralela a reta dada.

1) Tomemos umareta r;

2) Tomemos um ponto A fora de r;

3) Por A4, temos uma Unica reta passando por A e paralela a r, denotada por s.

Figura 12 — Retas paralelas

rsca

rns=¢g

r//'s

Fonte: do autor
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b.2) Retas reversas

Definigdo: retas que ndo possuem nenhum plano que as contenha simultaneamente.
Construgéo

1) Tomemos um plano a e uma reta r contida neste plano;

2) Tomemos uma ponto A pertencente a a e ndo pertencente a r;

3) Tomemos um ponto B nao pertencente a a;

4) Por A e B tracemos uma reta s que intersecta a em A. As retas r e s sdo ditas

reversas.

Figura 13 — Retas reversas

rns=¢g

re s sao nao coplanares

\ re s sao reversas

Fonte: do autor

Figura 14 — Representacdo das retas reversas: material concreto

Fonte: do autor
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Além da construcao, podemos provar o seguinte teorema:

Teorema 4 (T4): nao existe nenhum plano comum que contenha duas retas reversas.
Demonstragéo:

Suponhamos que exista um plano que contenha as retas re s, logo, este plano contém
areta re o ponto A, pois A pertence a s. Entretanto, este plano € exatamente o plano
a que, por sua vez, nao contém o ponto B, construido fora de a. Logo, conclui-se que

nao existe um plano comum que contenha as retas re s.

4.2.1.5 Posicbes relativas entre uma reta e um plano no espaco

Neste caso, existem trés possibilidades:
a) Reta contida no plano

Definigdo: uma reta esta contida em um plano quando todos os pontos da mesma
pertencem ao plano.

Construgéo:

Observagdo: uma condicao suficiente para que uma reta esteja contida em um plano
€ possuir dois de seus pontos neste plano.

1) Tomemos um plano a;

2) Tomemos dois pontos A e B pertencentes a a;

3) Por A e B construimos uma reta r, usando A1;
)

4) E por A3, sabemos que resta contida em a.

Figura 15 — Reta contida no plano

B A Bea
r=AB

A a rca

Fonte: do autor



b) Reta secante ao plano

Definigdo: quando a reta possui apenas um ponto de intersecgdo com o plano.

Construgio:

1) Tomemos um plano a;

2) Tomemos um ponto A pertencente a a;

3) Tomemos um ponto B nao pertencente a a;

4) Por A e B construimos uma reta r, usando A1.

Figura 16 — Reta secante ao plano

Vr

Aea,Bé¢a
r=AB
rNa={A}

a A ré secante a a

/

Fonte: do autor

c) Reta paralela ao plano

Definicdo: quando reta e plano ndo tém pontos de intersecgao.

Construgéo:
1) Tomemos um plano a;

2) Tomemos uma reta r contida em a;
3) Tomemos um ponto A ndo pertencente a a;

4) Por T1, construimos um plano 8 determinado por re A;

58

Observacdo: uma condicao necessaria e suficiente para que uma reta seja paralela

a um plano é que seja paralela a uma reta contida neste plano.

5) Por A4, sabemos que por A passa uma unica reta paralela a r, gque chamaremos

de s. Esta reta s, como é paralela a r, esta contida em 8 e sera paralela ao plano a,

que contém r.



Figura 17 — Reta paralela ao plano

rca
A&a
B =pl(rA)

sCf

s/r=s/a

Fonte: do autor

Figura 18 — Representacao da reta paralela ao plano: material concreto

Fonte: do autor
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4.2.1.6 Posicoes relativas entre dois planos distintos

Neste caso, existem duas possibilidades:
a) Planos secantes

Definigdo: dois planos que se intersectam segundo uma unica reta.
A5) Se dois planos tém um ponto em comum, entao eles tém uma reta em comum.
Construgio:

1) Tomemos um plano a;

2) Tomemos uma reta r contida em a;

3) Tomemos um ponto A ndo pertencente a a;
)

4) Por T1, construimos um plano 8 que sera secante a a.

Figura 19 — Planos secantes

rca
A&a
B =pl (rA)
anfB =r

B é secante a a

Fonte: do autor
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b) Planos paralelos

Definigdo: dois planos sdo paralelos se ndo possuem nenhum ponto em comum.
Construgio:

1) Tomemos um plano a;

2) Tomemos duas retas re s contidas em a e concorrentes em P;

3) Tomemos um ponto Q nado pertencente a a;

4) Pelo ponto Q, tracemos duas retas te u paralelas a r e s, respectivamente;
Observacdo: uma condicdo necessaria e suficiente para que dois planos sejam
paralelos € que um deles contenha duas retas concorrentes, ambas paralelas ao
outro.

5) Por T3, as retas t e u determinam um Unico plano, denotado por S, e este plano é

paralelo ao plano a.

Figura 20 — Planos paralelos

t rsca
>.< rNs={P}
B u Q¢ a
tNu={Q}
r t//reulls
>F< B = pl (tu)
a S B/l a

Fonte: do autor
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4.2.1.7 Exercicios

1. Demonstre o teorema 2 (T2): duas retas paralelas determinam um unico plano que

as contém.

2. Demonstre o teorema 3 (T3): duas retas concorrentes determinam um unico plano

que as contém.
3. Demonstre que num plano existem infinitas retas.

4. Prove que duas retas paralelas distintas e uma concorrente com as duas sao

coplanares.

5. Demonstre o seguinte teorema: se dois planos a e B sdo paralelos, entao toda reta

rcontida em a é paralela a .

6. Prove que trés retas, duas a duas concorrentes e que nao passam por um mesmo

ponto, estao contidas em um mesmo plano.

7. Para cada um dos subitens a seguir, copie em seu caderno o paralelepipedo
retangulo representado abaixo. Em seguida, desenhe no paralelepipedo um triangulo

contido no plano determinado pelos entes primitivos de cada subitem.

Figura 21 — Paralelepipedo ABCDEFGH

/ c

Fonte: do autor

a) Pelos pontos A, Be C;
b

)

) Pelas retas suporte de DBe EG;
c) Pelas retas suporte de BF e CG;

)

d) Pela reta que da suporte a ABeo ponto F.
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4.2.2 Geometria Espacial de Posicao — Construcoes tridimensionais: laboratério

de informatica

Esta etapa do desenvolvimento da proposta didatica tem por finalidade
realizar construgdes geométricas tridimensionais. As mesmas constru¢des foram
realizadas “com lapis e papel” por ocasidao da teoria anteriormente apresentada,
entretanto, a utilizacdo do software permitira a manipulagdo das figuras e uma

visualizagdo 3D mais apropriada.

4.2.2.1 Exemplo resolvido

Construcao de duas retas reversas.

Procedimento 1: na opgao “janela de visualizagao 3D”, desabilite os eixos.

Figura 22 — Desabilitacdo de eixos

_—

Janela de Visualizag&o 3D

l_ Eixos
$ mMalha

Plano

Barra de Navegacio

Exibir Todos os Objetos
Visualizacdo Padrdo Ctrl+M

¢ Janela de Visualizacio ... &

Fonte: do autor



Procedimento 2: na opgao “Preferéncias” desabilite o clipping.

Figura 23 — Desabilitacao do clipping

©F Preferéncias &J
T EH@®CEHY 2
Bésico | Eixox | EixoY | Eixoz | Malna | Projeco
Eixos =
| Exibir Eixos

[ eixo y & vertical

Estilo do Rétulo [0] Senf [C] Negrite [[] Itdlico
Barra de Navegac3o para Passos da Construcio

[ Exibir

Botéo para reproduzir a construcio

m

Botdo para abrir o protocolo de construcéo

Qutros

Cor de Fundo: [:]

[¥] Usar lluminagio

Clipping

@ ng
[ Habilitar clipping

Fonte: do autor

Procedimento 3: tome como plano base o plano que permaneceu na janela 3D.

Figura 24 — Plano base

Fonte: do autor
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Procedimento 4: construa uma reta sobre o plano base.

Figura 25 — Constru¢do de uma reta sobre o plano

Fonte: do autor

Procedimento 5: construa um ponto sobre o plano base ndo pertencente a reta contida

no plano.

Figura 26 — Construgdo de um ponto fora da reta

Fonte: do autor
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Procedimento 6: construa um ponto fora do plano base. Para construir um ponto fora

do plano base, construa-o sobre o plano e arraste para uma posi¢ao que o faga nao

pertencer a este plano.

Figura 27 — Construgéo de um ponto fora do plano

(=}

Fonte: do autor

Procedimento 7: construa uma reta passando pelos dois ultimos pontos construidos.

Figura 28 — Construcao da reta reversa a primeira

Fonte: do autor
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4.2.2.2 Atividades propostas

Em duplas, realize as constru¢ées geométricas tridimensionais abaixo relacionadas,

utilizando o Geogebra 5.0.

1. Construa duas retas paralelas.

2. Construa duas retas concorrentes.

3. Construa uma reta paralela a um plano.
4. Construa uma reta secante a um plano.
5. Construa dois planos secantes.

6. Construa dois planos paralelos.

4.2.3 Geometria Espacial de Posicdo — Angulos e Distancias

4.2.3.1 Proje¢cées Ortogonais

Projecao ortogonal de um ponto P sobre um plano a é a intersec¢éo do plano com a

reta perpendicular a ele, conduzida pelo ponto P.

Figura 29 — Projecao de um ponto sobre um plano

r
P P&a
Per
Pl rLa
' rNa={P}
a P’ = proj« P

Fonte: do autor
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Projecdo Ortogonal de uma figura sobre um plano é o conjunto das projecdes

ortogonais dos pontos da figura sobre o plano.

Figura 30 — Projecao de uma figura sobre um plano

Na figura ao lado, a projecéo
ortogonal do cilindro em relacao ao
plano horizontal é um circulo de

mesma medida que o circulo da

base do cilindro e a projecéo
ortogonal em relacdo ao plano

N vertical € um retangulo de mesma

medida que a secdo meridiana do

cilindro.

Fonte: do autor

Projecao Ortogonal de uma reta sobre um plano: temos que considerar dois casos:

a) A reta ser perpendicular ao plano

7

A projecao € o ponto de interseccdo da reta com o plano, denominado pé da

perpendicular.

Figura 31 — Projecdo de uma reta perpendicular a um plano

ria

¢ rha=pP

P’ = proja r

Fonte: do autor
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b) A reta ndo ser perpendicular ao plano

A projecao da reta sobre o plano é a interseccao deste plano com um outro plano,

perpendicular ao primeiro, conduzido pela reta.

Figura 32 — Projecao de uma reta obliqua a um plano

% rcp
BLa
r S
/ / BN a=s
5 % rNa=P
Y S=projar
/1

Fonte: do autor

Figura 33 — Representacao da projecao ortogonal de uma reta sobre um plano:

material concreto

Fonte: do autor
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4.2.3.2 /\ngu/o entre duas retas no espago

Retas coplanares

Temos dois casos a considerar:

a) Retas paralelas
O angulo formado é nulo, ou seja, tem medida igual a zero.

Figura 34 — Angulo entre duas retas paralelas

ri/l's

— m(&(r,s)) = 0

a S

Fonte: do autor

b) Retas concorrentes

Sao demarcados quatro angulos, dois a dois congruentes, e definimos o angulo entre

elas como sendo o menor dos angulos.

Figura 35 — Angulo entre duas retas concorrentes

rscaerns=P

Xa=xa

sb=xb

Se m(xb) < m(xa)

a > x(r,5) =xb

Fonte: do autor
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Retas reversas
Definicdo: o angulo entre duas retas reversas re s € o angulo formado por duas retas

r'e s’ concorrentes e respectivamente paralelas as retas re s.

Figura 36 — Angulo entre duas retas reversas

A\

re s sao reversas

r/lres’/ls
S P
P rns="~F’
a i(r,S) = A(r’!s’)

A

Fonte: do autor

No caso das retas r’ e s’ formarem um angulo reto (90%), as retas r e s sdo ditas

ortogonais.

Figura 37 — Retas ortogonais

re s sio reversas

r/lres’/ls

= ' p r.es’

re s sao ortogonais

Fonte: do autor
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Uma condicao particular de ortogonalidade ocorre quando duas retas sao
concorrentes e formam quatro angulos retos. Ou seja, retas perpendiculares sdo um

caso especifico de ortogonalidade.

Figura 38 — Retas perpendiculares

r rlLs

re s sao ortogonais ou
ainda, re s sédo
perpendiculares.

Fonte: do autor

Assim, todas as retas perpendiculares sao ortogonais, mas nem todas retas

ortogonais sédo perpendiculares.

4.2.3.3 Angulo entre uma reta e um plano

Definigcdo: € o angulo que a reta forma com sua projecao no plano.

Figura 39 — Angulo entre reta e plano

rna=P~P
S=projar

£(ra) = 6= %(rs)

Seb6=90°%ré
perpendicular ao plano.

Fonte: do autor
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4.2.3.4 Perpendicularismo entre reta e plano

Se uma reta é perpendicular a um plano, ela é ortogonal a todas as retas desse

plano.

Figura 40 — Reta perpendicular a um plano

Fonte: do autor

4.2.3.5 Teorema do Pé-de-Galinha (T5)

Se uma reta é ortogonal a duas retas concorrentes de um plano, ela é perpendicular
a este plano. Antes de fazer a demonstracao do teorema, precisamos do seguinte
resultado.

Lema: se dois pontos A e B equidistam de dois pontos R e R’, respectivamente, entdo
qualquer ponto da reta 74_§equidista de Re R’

Demonstragao

Supondo que dois pontos A e B equidistem de dois pontos R e R’, conforme a figura
41.



Figura 41 — Lema: primeira parte

Fonte: do autor

Figura 42 — Lema: segunda parte

Fonte: do autor
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Logo, os triangulos ABR e ABR’sao
congruentes por LLL e BAR = BAR..

Assim, se tomarmos
arbitrariamente um ponto

-
X pertencente a AB,
teremos XAR = XAR’ e os
triangulos AXR e AXR’
congruentes por LAL.
Desta forma, XR = )7?’, 0
que prova que X equidista
de Re R’
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4.2.3.6 Demonstracdo do Teorema do Pé-de-Galinha

Figura 43 — Demonstrac&o: construgéo inicial

S s,tca
sNt=P
rLs

a t rit

Fonte: do autor

Hipdtese: a reta r é ortogonal a duas retas s e t concorrentes e contidas no plano a.
O que queremos provar € que r € perpendicular a a. Faremos isso, provando que r é
ortogonal a qualquer reta contida em a.

Tomemos uma reta genérica x, passando por P.

Tomemos sobre r, dois pontos R e R’simétricos em relacao a P.

Tomemos uma reta y, contida no plano a, passando pelas retas s, x e f, com
interseccoes em A, X e B, respectivamente.

As retas s e t sdo mediatrizes do segmento RR’, pois passam por P, que € seu ponto
médio e sdo perpendiculares a reta r, suporte de RR’. Como qualquer ponto de uma
mediatriz equidista das extremidades do segmento, tem-se que: RA=RAe RB=RB
Como A e Bequidistam de R e R’, qualquer ponto do segmento AB equidista também
de Re R’ Logo, o ponto X é equidistante de R e R’, assim, x também é mediatriz do
segmento ﬁ?’, ou seja, re x sao perpendiculares.

Como r é perpendicular a uma reta x qualquer contida no plano a, r é perpendicular a

a, conforme queriamos demonstrar.
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Figura 44 — Demonstracao: construcao final

Fonte: do autor

Figura 45 — Representagédo do Teorema do Pé-de-Galinha: material concreto

Fonte: do autor
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4.2.3.7 Angulo entre dois semiplanos

Definicdo: é o angulo formado por duas semirretas, cada uma contida em um dos

semiplanos e ambas perpendiculares a interseccédo dos mesmos.

Figura 46 — Angulo entre dois semiplanos

aNB=t

rcaerlt

scfBeslt

sNr=P

0 =4(aB)=4(s)

Se 6 = 90° entdo os planos a e B séo
"' perpendiculares.

z Observagdo: nao sera objeto de demonstragéo,
mas uma condigao necessaria e suficiente para
que dois planos secantes sejam perpendiculares
€ que toda reta de um deles, perpendicular a
intersecgéao, seja perpendicular ao outro.

Fonte: do autor

Figura 47 — Representag&o do angulo entre dois semiplanos: material concreto

Fonte: do autor



4.2.3.8 Exercicios
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1. Dado o paralelepipedo retangulo da figura abaixo, com as medidas indicadas em

cm, dé o que se pede:

Figura 48 — Paralelepipedo ABCDEFGH
A D

Fonte: do autor

a) A tangente do angulo entreFée 7—'_65

b) O seno do angulo entre <G_D>e GH;

c¢) O cosseno do angulo entre ADe 7—'_5
)

d) A tangente do angulo entre <E_C>e o pl (FGH)

2. A figura abaixo € um prisma hexagonal regular. Determine o &ngulo formado entre

as faces ABHG e BCIH.

Figura 49 — Prisma ABCDEFGHIJKL

J |
K | H
L G
i ¢
E e
F A

Fonte: do autor
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4.2.3.9 Distancia entre dois pontos
Definicdo: comprimento do segmento de reta que une os dois pontos.

Figura 50 — Distancia entre dois pontos

das = AB

Fonte: do autor

4.2.3.10 Distancia de um ponto a uma reta
Definicdo: é o comprimento do segmento perpendicular tragcado do ponto até a reta.

Figura 51 — Distancia de ponto a reta.

a=pl(P,r)
PQLr
dP,r = %

Fonte: do autor



80

4.2.3.11 Distancia de um ponto a um plano

Definicdo: € o comprimento do segmento perpendicular baixado do ponto ao plano.

Figura 52 — Distancia de ponto a plano

Pﬂ

PQLa
dP,u=P_Q

Fonte: do autor

4.2.3.12 Distancia entre retas paralelas

Definicdo: é a distancia de um ponto pertencente a uma das retas a outra.

Figura 53 — Distancia entre retas paralelas

P Per
S ril's

dr,s = dP,s

Fonte: do autor
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4.2.3.13 Distancia entre reta e plano paralelos

Definicdo: é a distancia de um ponto qualquer da reta e o plano.

Figura 54 — Distancia entre reta e plano paralelos

P r
’ Per
L r/l a
Q
dr,a = dP,a

Fonte: do autor

4.2.3.14 Distancia entre planos paralelos

Definicdo: é a distancia de um ponto pertencente a um dos planos ao outro plano.

Figura 55 — Distancia entre planos paralelos

Pea

-----e

dapg =dprp

Fonte: do autor
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4.2.3.15 Distancia entre duas retas reversas

Definicdo: € o comprimento de um segmento de reta perpendicular comum as duas
retas.

Construcdo do segmento perpendicular comum.

1) Tomemos duas retas re s reversas;

Figura 56 — Segmento perpendicular comum: procedimento 1
r
\

2) Construa um plano que contém s e é paralelo a r. Para isso, construa uma reta r’

Fonte: do autor

paralela a r e concorrente a s em um ponto de s, denominado P. Sabe-se por T3, que
s e r’ determinam um Unico plano e ainda que uma reta é paralela a um plano quando

for paralela a uma reta do plano;

Figura 57 — Segmento perpendicular comum: procedimento 2

r
rns={P}

a=pl(r,s)

rilr=rlla

Fonte: do autor
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3) Tomemos um ponto Q pertencente a r e por Q, tracemos uma perpendicular ao
plano a, sendo R a projecao de Q sobre q;

Figura 58 — Segmento perpendicular comum: procedimento 3

Q Qer
QR 1l a
R ’
a
P S

Fonte: do autor

4) Tracemos por R uma reta r”, paralela a r; que sera paralela a r também. A reta r”

intersectara s em um ponto S;

Figura 59 — Segmento perpendicular comum: procedimento 4

rca
r’llr
r’lr

r’n s=1{S}

a

Fonte: do autor
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5) Tracemos por S uma paralela a 67?, obtendo-se em rum ponto T;

Figura 60 — Segmento perpendicular comum: procedimento 5

Ter
TS/ QR

Fonte: do autor

6) Como TS é paralelo a QR e QR é perpendicular ao plano a, entdao 7S também é
perpendicular ao plano a. Se TS é perpendicular ao plano a, TS é perpendicular a
qualquer reta de a, portanto, € perpendicular a s. Por outro lado, o quadrilatero TSRQ
€ um retangulo, portanto, 7S também € perpendicular a reta r. Logo, TS é a
perpendicular comum as retas re s, ou seja, TS € a distancia entre as retas reversas
res.

Figura 61 — Segmento perpendicular comum: procedimento 6

TSLs

TS1r
TS =d,s

Fonte: do autor
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Figura 62 — Representacao do segmento perpendicular comum a duas retas reversas:

material concreto

Fonte: do autor

4.2.3.16 Exercicio

3. A figura abaixo € um cubo de aresta 10 cm. Determine o que se pede:

H, G

A - B
a) A distancia entre os pontos B e H,

b) A distancia entre o ponto G e a reta suporte de HF;

c) A distancia entre o ponto A e o plano determinado por BDH;

d) A distancia entre as retas suporte de ABe @,’

e) A distancia entre a reta suporte de BCeo plano determinado por ADH;
f) A distancia entre os planos determinados por ABF e CDH;

g) A distancia entre as retas suporte de AE e BH.
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4.2.4 Avaliacoes Somativas

Nesta secdo, estdo descritas as avaliacbes aplicadas ao término da
apresentacdo da teoria. A primeira delas se refere a construcdes geométricas
tridimensionais realizadas no laboratorio de informatica e em duplas. A segunda € uma
avaliacdo individual, que buscou verificar o aprendizado obtido ao longo do
desenvolvimento da proposta.

4.2.4.1 Avaliagdo no laboratorio de informatica

Faca o que se pede:

Em cada item abaixo, faca a construcdo geométrica tridimensional solicitada,
utilizando o Geogebra 3D e anotando os passos utilizados para a constru¢ao. Em cada
item sera considerado 1 escore para a representacao, sendo os demais atribuidos aos
passos utilizados.

01. Construa duas retas reversas. (06 escores)
Passo1

Passo2

Passo3

Passo4

Passo5

02. Dadas duas retas reversas, construa por uma delas um plano paralelo a outra.
Serao considerados os passos da construcao anterior. No ultimo passo, conclua por
que o plano é paralelo a reta. (05 escores)
Passo1

Passo2
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Passo3

Passo4

03. Construa por um ponto, uma reta paralela a dois planos secantes. (07 escores)

Passo1

Passo?2

Passo3

Passo4

Passo5

Passo6

4.2.4.1 Avaliagao individual final

Faca o que se pede:

01. Prove a unicidade do plano determinado por duas retas concorrentes. (03 escores)
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02. Prove a existéncia de duas retas reversas. (06 escores)

03. O cubo, representado na figura abaixo, tem aresta medindo 12 cm.

H G
E : F
D] C
A {
a) Determine o angulo entre os semiplanos ABC e BCE. (3 escores)

- >

b) Calcule a distancia entre as retas suporte de EF e AH. (3 escores)
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c) Calcule a distancia do ponto A ao plano BDH. Ap6s encontrar o segmento de reta
que representa a distancia solicitada, justifique, de acordo com a teoria sobre

perpendicularismo, o porqué de sua utilizagao. (06 escores)
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5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

5.1 INTRODUGCAO

O desenvolvimento da proposta didatica deu-se por meio de aulas expositivas
sobre tépicos introdutérios de geometria espacial, a denominada geometria espacial
de posicéo. A proposta didatica esta descrita no capitulo 4, incluindo a confecg¢ao de
uma matriz de descritores, um plano de execucgao didatica, notas de aula, listas de
exercicios, avaliacbes e materiais concretos utilizados.

A partir de um sistema de axiomas previamente escolhido, buscou-se criar
condicbes para que os alunos fossem construindo o conhecimento geométrico
tridimensional. De maneira a introduzir cada conceito, foram utilizados materiais
concretos, tais como: folhas de isopor, jogos de varetas e alfinetes, visando-se
explorar o aspecto visual e tatil, facilitando-se, desta forma, o entendimento sobre os
entes geométricos primitivos e possibilitando o levantamento de hipéteses. Como uma
das dificuldades da geometria espacial sdo as construgbes tridimensionais, 0
laboratério de informatica foi utilizado para esta finalidade. Os alunos, utilizando o
software GeoGebra versdo 5.0, em particular, a janela 3D, puderam realizar estas
construgdes, amparadas nos conceitos apresentados até aquele momento. Cabe
salientar, que a proposta didatica foi apresentada durante o periodo normal de aulas,
para todo o grupo de alunos do 2% Ano do Ensino Médio do CMSM.

5.2 CARACTERIZACAO DAS TURMAS E ETAPAS DA PROPOSTA

O segundo ano do Ensino Médio do CMSM é composto por 156 alunos,
distribuidos equitativamente em cinco turmas. Cada um destes alunos recebeu a nota
de aula sobre geometria espacial de posicdo. Em um primeiro momento, relativo aos
conceitos iniciais, optou-se pelo trabalho individualizado com os alunos, até a
realizacdo da primeira lista de exercicios. A segunda etapa foi destinada a fazer uma
revisdo das construgdes geométricas das primeiras aulas, utilizando o laboratério de
informatica, sendo que os alunos puderam trabalhar em grupo. A primeira avaliagao
foi realizada no laboratério e em duplas, onde os mesmos realizaram constru¢des

geomeétricas utilizando o GeoGebra. Nas Ultimas etapas da aplicacao voltou-se para
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o trabalho individualizado, com aulas expositivas, lista de exercicios, finalizando-se

com uma avaliacao somativa individual.

5.3 DESENVOLVIMENTO DAS ATIVIDADES

A proposta didatica foi desenvolvida durante 3 semanas, com 4 periodos de
45 minutos semanais, onde se buscou acompanhar as atividades criando-se
determinados pontos de controle, divididos em 4 etapas.

Na primeira etapa, foram trabalhados os conceitos introdut6rios de geometria
espacial, elencando-se um grupo de axiomas e, a partir destes, foi se desenvolvendo
0s conceitos subsequentes. Enfatizou-se a determinacao da reta, a determinagao do
plano e a constru¢do destes entes, a inclusdo da reta no plano e o Axioma de Euclides,
fundamental para o paralelismo. Ao término da teoria, uma lista com 7 exercicios foi
passada como tarefa para os alunos, que de forma individual deveriam resolvé-la.
Essa lista foi corrigida e as duvidas foram sanadas. Foram utilizados 4 tempos de aula
para esta etapa.

O segundo momento ocorreu no laboratério de informatica, onde em duplas
os alunos deveriam realizar uma lista contendo 6 exercicios relativos a constru¢des
geomeétricas tridimensionais. Um exemplo foi resolvido visando demonstrar a
utilizacao do software e enumerar 0s passos que os alunos deveriam tomar para obter
sucesso na atividade. Para a realizagcao destes exercicios, foram utilizados 2 tempos
de aula. Encerraram-se as atividades no laboratério com a aplicacao de uma avaliacao
somativa em duplas, durante 1 tempo de aula, na qual os alunos teriam que realizar
construgdes geométricas decorrentes das realizadas na aula anterior, com foco na
construcao de retas reversas e no paralelismo.

O terceiro momento deu-se por meio da apresentacdo da teoria relativa ao
calculo de angulos e distancias, enfatizando-se o teorema fundamental do
perpendicularismo e a construgdo do segmento perpendicular comum entre duas retas
reversas. Foram resolvidos trés exercicios sobre célculo de angulos e distancias. Esta
etapa teve duracao de 3 tempos de aula.

A Ultima etapa foi destinada a realizacdo de uma avaliacdo somativa
individual, englobando os principais assuntos trabalhados, com duracao de 1 tempo
de aula. Cabe ressaltar que as avaliagcbes somativas aplicadas compuseram a média

dos alunos em suas avaliacdes parciais do segundo trimestre letivo.
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5.4 LEVANTAMENTO DE DADOS E SELECAO DA AMOSTRA

Os instrumentos de coleta de dados utilizados foram as atividades
apresentadas em cada etapa da proposta didatica, tais como: exercicios, atividades
realizadas no laboratério de informatica e avaliacbes somativas aplicadas. Nesse
sentido, a abordagem é predominantemente qualitativa, entretanto, serdo descritos e
analisados sob a forma quantitativa os indices alcancados pelos alunos nas
avaliacoes.

Do universo de 156 alunos, a selecdo da amostra para descricao e analise
das atividades foi realizada de forma aleat6ria como segue:

v Exercicios de 1 a 7: escolhidos 7 alunos, denominados A, B,C, D, E, F

e G;

v Avaliacdo somativa no laboratério (3 questdes): escolhidas 6 duplas de

alunos, denominados HI, JK, LM, NO, PQ e RS;

v Exercicios sobre angulos e distadncias (2 questdes): escolhidos 2

alunos, denominados T e U;
v Avaliacao somativa (3 questdes): escolhidos 5 alunos, denominados V,
W, X, YeZ

Esta andlise esta descrita no capitulo 6 deste trabalho, onde foram
destacados os acertos, erros e possibilidades de melhoria em suas resolugdes,
sempre relacionado aos objetivos principais da proposta didatica.

No capitulo 7, estdo descritos os indices de acertos de todo o grupo de 156
alunos nas avaliagbes somativas, por meio de graficos. Cada grafico sera analisado
de maneira a elencar o tipo de questdo apresentada e os motivos pelos quais 0s

alunos obtiveram éxito ou nao em suas resolugoes.
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6 ANALISE DESCRITIVA DAS ATIVIDADES
6.1 DOS CONCEITOS INICIAIS AS PRIMEIRAS ATIVIDADES
Os exercicios propostos nessa primeira parte visaram, sobretudo, fazer com
que os alunos realizassem demonstracdes basicas, utilizando a teoria previamente
apresentada. Analisaremos, na sequéncia, a resolugdo de alguns exercicios

resolvidos pelos alunos.

1. Demonstre o teorema 2 (T2): duas retas paralelas determinam um Unico plano que

as contém.

Figura 63 — Resolugéo do exercicio 1

Fonte: aluno A

Embora a resolucdo deste exercicio passe pela existéncia e unicidade do
plano, o que o aluno ndo mencionou em sua demonstragao, a resolucao esta correta,

uma vez que se baseou, primeiramente, na construcdo do plano e de retas paralelas
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contidas no mesmo, posteriormente usando o fato de trés pontos nao colineares

determinarem um Unico plano para provar o teorema.

2. Demonstre o teorema 3 (T3): duas retas concorrentes determinam um Unico plano

que as contém.

Figura 64 — Resolugéo do exercicio 2

VYL

Fonte: aluno B

A questao 2 da lista € muito similar a primeira e o aluno resolveu de maneira

parcialmente correta, embora ndo usasse o termo existéncia do plano quando define

retas concorrentes e sugerisse a existéncia de mais planos quando se refere a

unicidade. Demonstrou usando o argumento correto ao mencionar 0 axioma da

determinacao do plano uUnico passando por trés pontos ndo colineares. Nota-se a

preocupacao em realizar a construcao do plano, detalhada nos procedimentos de 1 a

5.
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3. Demonstre que num plano existem infinitas retas.

Figura 65 — Resolugéo do exercicio 3

Fonte: aluno C

O aluno explica nesse exercicio que um plano é determinado por trés pontos
nao colineares, quando menciona o axioma 2 e que por dois desses pontos passa
uma unica reta. Quando se refere a se repetir o acontecimento infinitamente, baseia-
se no fato que por uma reta e um ponto fora delas também passa um anico plano e
que sempre poderia ser tomado um ponto fora dessas retas e continuaria se tendo o

mesmo plano.

4. Prove que duas retas paralelas distintas e uma concorrente com as duas sao
coplanares.

Figura 66 — Resolugéo do exercicio 4

Fonte: aluno D



96

O aluno conseguiu realizar a demonstracao exigida no exercicio, definindo o
que sao duas retas paralelas e 0 que seria uma reta concorrente a ambas. Ele deixa
claro que esta reta que esta concorrendo com duas paralelas ndo pode ficar num plano
diferente no momento em que faz uso do axioma 3, ou seja, a condi¢do para que uma
reta esteja contida em um plano. Percebe-se que ha certo desprendimento por parte
do aluno selecionado para escrever matematicamente, porém, o mesmo erra no
momento em que diz que as retas pertencem a um mesmo plano, pelo fato de usar a
relacdo de pertinéncia entre dois conjuntos, onde o correto seria dizer que as retas
estao contidas no plano.

5. Demonstre o sequinte teorema: se dois planos a e 8 sdo paralelos, entdo toda reta
r, contida em a é paralela a 8.

Figura 67 — Resolugéo do exercicio 5

Fonte: aluno E

Embora utilizando uma linguagem bem simples, a resolugdo foi feita
corretamente, pois o0 aluno teve o entendimento da condicdo dada no teorema e a
utilizou como verdade, provando o que isto implicaria. Percebe-se que além de fazer
a demonstracdo, houve a preocupacdo em construir dois planos paralelos e
estabelecer nesta construgéo a condicao de paralelismo entre os planos no momento
em que inclui duas retas concorrentes em um plano e toma duas paralelas a estas

retas para dai construir o segundo plano.
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6. Prove que trés retas, duas a duas concorrentes e que ndo passam por um mesmo

ponto, estdo contidas em um mesmo plano.

Figura 68 — Resolugéo do exercicio 6

Fonte: aluno F

Nessa questéo, a linguagem utilizada pelo aluno também foi simples, mas o

mesmo respondeu corretamente o que foi pedido. Percebe-se que poderia dizer que

as retas se “intersectam” ao invés usar se “encontram”, ou mesmo dizer, no lugar de

‘um plano que passa por eles”, “um plano que os contém”. De qualquer forma, a

utilizag@o correta dos axiomas 2 e 3 torna correta a demonstracao.

7. Para cada um dos subitens a sequir, copie em seu caderno o paralelepipedo

retdnqulo representado abaixo. Em sequida, desenhe no paralelepipedo um tridngulo

contido no plano determinado pelos entes primitivos de cada subitem.

A

B

a) Pelos pontos A, Be C:

b) Pelas retas suporte de DBe E_G,'

c) Pelas retas suporte de BF e (ﬁ;

d) Pela reta que da suporte a AB e o ponto F.
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Figura 69 — Resolugéo do exercicio 7

Fonte: aluno G

O objetivo deste exercicio era fazer uma revisdo das quatro formas de
determinacao do plano, sendo que os alunos deveriam identificar o plano e nele
desenhar um triangulo. Percebe-se que a resolugédo do aluno estd de acordo com o
gue se pede no exercicio.

6.2 DAS ATIVIDADES NO LABORATORIO A PRIMEIRA AVALIAGAO

A utilizagdo do laboratério de informatica permitiu aos alunos realizar
constru¢des geométricas tridimensionais de uma forma mais apropriada do que com
“lapis e papel”. As 6 atividades de construgdes, propostas nas primeiras duas aulas
no laboratério, foram realizadas em 2 tempos de aula e serviram para que os alunos
se familiarizassem com o software e percebessem o quanto eram necessarios 0s
conceitos iniciais para que essas construcoes pudessem realmente ser feitas. Essas
6 atividades foram realizadas em grupos e os resultados nao foram salvos.

As atividades no laboratério foram encerradas por meio de uma avaliacao
somativa, realizada em duplas, onde os alunos deveriam realizar construcbes
geométricas utilizando o software GeoGebra. Sendo assim, foi distribuido para cada
dupla uma prova contendo trés questdes. Em cada questdo, as duplas deveriam
descrever todos os procedimentos utilizados para se chegar ao produto final, ou seja,
a representacgao tridimensional requerida. Assim que cada dupla concluia a questao,
o resultado era salvo em uma pasta de arquivos no computador, sendo que no final

da avaliagéo todos os arquivos foram recolhidos por meio de um pendrive.



99

No que segue, sera realizada agora uma analise de algumas provas,
verificando como a atividade foi desenvolvida pelas duplas de alunos. Analisaremos
duas resolugdes para cada questdo, mostrando uma em que determinada dupla de
alunos optou pela linguagem da teoria dos conjuntos e outra em que outra dupla usou

a linguagem natural.

Questdo 1: Construcao de duas retas reversas

Figura 70 — Resolucdo da questao 1: linguagem dos conjuntos

Faga o que se pede

Em cada item abaixo, faca a construgiio geométrica tridimensional solicitada, utilizando o Geogebra 3D ¢
anotando os passos ufilizados para a construgiio. Em cada item serd considerado 1 escore para a
represeniacio, seirdo os demais atribuidos aos passos utilizados.
01. Consyria duas retas reversas. V (06 escores)
Passdl
y L O I
Pa
G

£

Passe3 A 7

Passo3:

Fonte: alunos HI

A dupla HI acertou completamente a atividade, inclusive descrevendo cada
passo por meio da simbologia da teoria conjuntos. No passo 1 da construgdo, por
exemplo, se referem a utilizacdo do Axioma 2 (determinagao de um plano dados trés

pontos ndo colineares). A construgcdo encerra-se no passo 5, quando utilizam

s N r= & para definirem que as retas construidas sao reversas, uma vez que nao

estdo contidas em um mesmo plano.

Figura 71 — Resolucdo da questao 1: linguagem natural
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)1. Construa duas refas reversas. (06 escores)

Passol: o6 o e 2 CommOrunaan 3w O0me AT P P T e S
N - e _— e
B
w0 5 N A A
!’aﬁ\>"-y/_./3A,£‘-4~<\~\x_s Moven s, WomG® @ OXgom. 4 Dadyercl® Qaden
L S - \ )
s B &0

-~ N
S Q S ~ AT
"~«-\~>-‘/%f§s&.m@ Novoe Laneiley Tooks Dasssetano 08 ( \::ng(\ Y Rogy,
o \

— - - N
ST S (¥ S T o X Qs\‘ & j,‘ﬂ I3 Q_lﬁ‘:& C S IXOCOMDS S
> . 3
AASE SO AW I R o Vg g P8 w:. Fo L. 2 i
. \

Pass05 Lol c OOXAN Sncatys. SR Re 3RO Osrenec S QX \’).\3}0()\3 Sasegoene W _

Fonte: alunos JK

Percebe-se que a dupla JK perdeu um escore da questao, uma vez que néo
concluiram a razdo pela qual as retas construidas eram reversas, apenas citando o

teorema 4 (n&o existe um plano comum que contenha duas retas reversas).

Questao 2: Dadas duas retas reversas, construa por uma delas um plano paralelo a

outra. Serdo considerados os passos da construcdo anterior. No ultimo passo, conclua

por que o plano é paralelo a reta.

Figura 72 — Resolucéo da questao 2: linguagem dos conjuntos

LZ. Dadas duas-retas reversas, construa por uma delas um plano paralelo & outra. Serfio considerados os passos
da construgdo anterior. No dltimo passo, conclua por que o plano ¢ paralelo 4 reta. \Jf (04 escores)

Ptk 4= [ ¥ ¢ b=Feepi)

l_fasso?:_ ) F (’,'V:,j:;,, F S,l % — D
(1,5 PLIE D €)= p ;
pases, SILE L P (1P \ |

Fonte: alunos LM

Na segunda questao, os alunos deveriam aproveitar a construgdo das retas

reversas da questao 1 e construir por uma delas um plano paralelo a outra. Por ultimo,
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deveriam concluir o porqué deste plano ser paralelo a uma das reversas. A dupla LM
obteve éxito na resolucdo, tanto na construcdo, quanto nos passos elencados.
Comecgam citando o Axioma 4 (Axioma de Euclides: por um ponto fora de uma reta
passa uma Unica paralela a esta reta) para construirem pela reta ruma reta t paralela
a s. Se utilizam do Axioma 2 para a construgao do plano e concluem a questao se
utilizando da condi¢cao suficiente para que um plano seja paralelo a uma reta.

Figura 73 — Resolugéo da questéo 2: linguagem natural

2. Dadas duas retas reversas, c
da construcao anterior. No ulti

strua por uma delas um plano paralelo & outra. Serjio considerados os
, conclua por que o plano é paralelo areta. V

\ S

OO ,‘A
Passos:_() A000L. AP Stfoss Jansroys BA. Qa

3 O Toras 1»((&

Passo7, QTSN AT \m\\x_k» Xg Qo QA (U‘\plmo.;‘x(u;“ WA,

l% (‘\\ LMW, O aperade O ERGONMOH
AN PO o S o A a ¥ (O D
j OAEFONNNNR. OOE Qb Qm,./‘; APELRVCISR UG )

ANV IV WIRN TS ST A TN (, 30008 Qouniiie Boliono. ST Xeisoo
X

| ,' ¢
N :
] bag. X‘\ o Osreo D0 DGrodN O AN, Mo m\&g\mm

M,\\ (;{ ad da\f)\;mbs Qoo Goonos e, \“\\uqm ﬂ X HBOO &&;

A\u \U‘»xu:p\ U NS0, S.N’)\S» ‘VSJQ g -J\A(_s\u

Fonte: alunos NO

A dupla NO acetou todos os escores da questao, tanto nos procedimentos,

qguanto na construgéo, utilizando-se da linguagem natural

Questdo 3: Construcdo por um ponto de uma reta paralela a dois planos secantes

Analisaremos a resolucao desta questao por duas duplas de alunos. Vejamos
as figuras 74 e 75 e a abordagem adotada pelas duas duplas.



102

Figura 74 — Resolucao da questao 3: linguagem dos conjuntos

Fonte: alunos PQ

A dupla PQ acertou todos escores da questdo. Citou o Axioma 2
(Determinacao do plano); combinou os Axiomas 1 e 3 para construir uma reta no plano
determinado; tomou pontos D e E fora do plano determinado; usou o Teorema 1 para
determinar um plano passando pela reta construida no plano e pelo ponto D; usou o
Axioma 4 (Axioma de Euclides) para construir uma reta paralela a reta construida no

plano e concluiu a atividade.

Figura 75 — Resolucao da questao 3: linguagem dos natural

Fonte: alunos RS
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A dupla RS determinou primeiramente um plano e uma reta contida neste,
usando os axiomas 1, 2 e 3. Posteriormente ao tomar um ponto fora do plano, usou o
teorema da construgdo de um plano passando por uma reta e um ponto fora dela,
sendo assim, construindo dois planos secantes. Ao tragar uma paralela a reta de
interseccdo dos planos, concluiram que esta reta seria paralela aos planos
construidos, entretanto, perdendo um escore por ndao mencionar o Axioma de

Euclides.

6.3 DA SEGUNDA PARTE DA TEORIA AOS EXERCICIOS RESOLVIDOS

O objetivo desta etapa da proposta didatica foi definir e calcular angulos e
distancias entre os entes primitivos. Embora tenha-se trabalhado todos esses
conceitos, deu-se prioridade as novidades inerentes a geometria espacial, entre elas,
o célculo do angulo entre retas reversas, a construcdo do segmento perpendicular
comum entre duas retas reversas e o teorema fundamental do perpendicularismo. Os
exercicios apresentados foram trabalhados em sala de aula e corrigidos.

A figura 76 mostra a resolucao do exercicio 1 sobre angulos.

Figura 76 — Resolucao do exercicio 1: angulos
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Fonte: aluno T
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Analisando-se a resolucao, percebe-se o quanto de pré-requisitos foram
necessarios para se atingir o objetivo. Além de o aluno T ter os conceitos de geometria
espacial bem definidos, ou seja, saber localizar corretamente os entes no espaco, ter
a definicdo de projecado ortogonal bem clara, saber projetar uma reta reversa em
direcdo a outra, foi necessario o conhecimento sobre razdes trigpnométricas e
Teorema de Pitdgoras, fazendo com que houvesse uma conexdo entre assuntos
dentro da disciplina. O aluno resolveu o exercicio de forma correta.

A figura 77 mostra a resolucao da letra g do exercicio 3 que solicitava o calculo

da distancia entre duas retas reversas.

Figura 77 — Resolugéo do exercicio 3: distancias

Fonte: aluno U

Além de calcular a distancia entre as retas reversas corretamente, o aluno U
buscou justificar a utilizacdo do segmento de reta que a representasse. Utilizando-se
somente de simbolos, mostrou que o segmento escolhido era perpendicular a uma
das retas e utilizou, embora sem mencionar, o Teorema do Pé-de-Galinha, ao concluir
que o segmento era perpendicular ao plano que continha a outra reta, assim sendo,

seria perpendicular as duas reversas.
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6.4 A AVALIACAO FINAL

A avaliagao final teve por objetivo verificar o aprendizado dos alunos em
relacao aos principais tépicos desenvolvidos na proposta didatica, ou seja, a utilizagao
do raciocinio l6gico dedutivo, a construcao tridimensional, o calculo de angulos e
distancias e a utilizagdo do teorema fundamental do perpendicularismo.

Vamos descrever a resolugcédo das questdes da avaliagdo por alguns alunos.
A figura 78 mostra a questdo 1 e respectiva resolugao.

Figura 78 — Resolugéo da questéo 1

01. Demonstre a unicidade do plano determinado porduas retas concorrentes. (03 escores)
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Fonte: aluno V

Embora o aluno V nao tenha suposto a existéncia de mais de um plano que
englobasse duas retas concorrentes e provasse que isso € um absurdo, tomou
corretamente trés pontos ndo colineares e usou o axioma de determinag¢éo do plano

para provar a unicidade do plano.



A figura 79 traz a questao 2 e respectiva resolucao.

Figura 79 — Resolugéo da questao 2
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02. Prove a existéncia de duas retas reversas.

g

-

(06 escores)

5
"

Fonte: aluno W

O aluno W iniciou a resolucao da questao realizando a construcao de duas

retas reversas. Como deveria provar a existéncia das mesmas, levantou a

possibilidade de que nao existisse essas retas, ou seja, que pudesse haver um plano

que englobasse as duas retas, contrariando a definicdo. Usando argumentos da

prépria construcao, provou por absurdo que seria impossivel existir esse plano, ou

seja, demonstrou que existem duas retas reversas.

A terceira questao da prova solicitava o calculo de angulo na letra a e de

distancias nas letras b e c¢. Cabe salientar que na letra c, além de calcular a distancia

solicitada, os alunos deveriam justificar a utilizacdo do segmento escolhido,

embasando-se no Teorema do Pé-de-Galinha.
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A figura 80 mostra a resolucao da questao 3, letra a, que solicita 0 angulo

entre dois semiplanos.

Figura 80 — Resolugéo da questéo 3: letra a

03. O cubo, representado na figura abaixo, tem aresta medindo 12 cm. O
G b LY
A
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Fonte: aluno X

Analisando a resolucéao feita pelo aluno X, percebe-se que primeiramente o

mesmo identificou os semiplanos e, a partir dai, utilizou argumentos de geometria

plana para calcular precisamente o angulo solicitado.

A figura 81 traz a resolucao da questéao 3, letra b, que solicita a distancia entre

duas retas reversas.

Figura 81 — Resolugéo da questéo 3: letra b

b) Calcule a distancia entres as retas suporte-de EF e AH.
AH & diageral drode A
™ r 4 - r /
on ¥ ’i y Af X e 4/ £ \
( f //
i —— = 2 S
o
/ D s S { 10O / "

(03 escores)

Fonte: aluno Y
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Usando argumentos da geometria plana e apo6s encontrar o segmento
perpendicular comum a duas retas reversas, o aluno Y calculou de maneira correta a
distancia entre as retas.

A figura 82 mostra a resolugéo da questao 3, letra c, que solicita a distancia
entre um ponto e um plano. Logo em seguida, pede que se justifique a escolha do

segmento que representa a distancia solicitada.

Figura 82 — Resolugéo da questéo 3: letra ¢

T I T IL

T LA _» 7 A P —
c) Calcule a distancia do ponto A ao plano BDH. Apds encontrar o segmento de reta que-répresenta a distincia
solicitada, justifique, de acordo com a teoria sobre perpendicularismo, o porque de spa'utilizagio. (06 escores)
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Fonte: aluno Z

O aluno Z, antes de calcular a distancia solicitada, justificou o porqué da
escolha do segmento que representa a mesma. Para isso, utilizou o Teorema do Pé-
de-Galinha, encontrando um segmento de reta que fosse ortogonal a duas retas do
plano e consequentemente, perpendicular ao plano. Apds encontrar esse segmento,
tracou um segmento paralelo partindo do ponto ao plano, concluindo o exercicio.



109

7 RESULTADOS OBTIDOS NAS AVALIACOES
7.1 AVALIACAO SOBRE CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Os dados referentes a esta atividade foram obtidos da avaliagao realizada em
duplas no laboratério de informatica. O objetivo foi de realizar construgdes
geomeétricas tridimensionais sempre amparadas nos pressupostos tedricos
apresentados. Analisaremos as trés questées da avaliagao e o percentual de acertos
em relacao a todo grupo de alunos, ou seja, 78 duplas. Os gréficos, abaixo descritos,
fazem a relacao entre o percentual de duplas de alunos e o nimero de escores (ideias

avaliadas) corretos.

Questao 1: Construcdo de duas retas reversas — 06 escores

Grafico 1 — indice de Acertos: questéo 1
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Fonte: do autor

Analisando o gréafico 1, percebe-se que grande parte do grupo de alunos
obteve éxito na construgcdo das duas retas reversas e na descricdo dos passos dessa
construcdo. Apenas 1% das duplas ndo atingiu a média de acertos. O alto indice de
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acertos também é em virtude desta construcao ja ter sido trabalhada durante a aula

de laboratério.

Questdo 2: Dadas duas retas reversas, construa por uma delas um plano paralelo a

outra. Serdo considerados os passos da construcdo anterior. No Ultimo passo, conclua

por que o plano é paralelo a reta — 05 escores.

Grafico 2 — indice de Acertos: questdo 2
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Fonte: do autor

No grafico 2 é possivel verificar que parte dos alunos teve algum grau de
dificuldade, uma vez que 17 % ficou abaixo da média de acertos. A maioria dos erros
cometidos nesta questdo refere-se a nao citacdo do Axioma de Euclides para a
constru¢do de uma reta paralela a uma das reversas e a nao justificativa do por que

do plano construido ser paralelo a uma das retas.
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Questao 3: Construcdo por um ponto, de uma reta paralela a dois planos secantes —

07 escores.

Grafico 3 — indice de Acertos: questdo 3
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Fonte: do autor

A partir do gréafico 3 pode-se perceber que mais uma vez as duplas de alunos
lograram éxito na atividade, onde apenas 10% ficaram abaixo da média de acertos. A
maior parte dos erros cometidos girou em torno da nao citacdo do Axioma de Euclides.

Embora nao fosse avaliada nesta prova a utilizagcdo da linguagem da teoria
dos conjuntos para a descricao dos procedimentos de construc¢do, das 78 duplas que
realizaram a prova em torno de 31% descreveram os passos das atividades utilizando

a linguagem simbdlica dos conjuntos.
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7.2 AVALIACAO FINAL

Os dados descritos a seguir referem-se a avaliagao final somativa e individual
aplicada em todo grupo de alunos do segundo ano do Ensino Médio, ou seja, 156
alunos. Esta avaliacdo teve por objetivo verificar o aprendizado obtido durante o
desenvolvimento da proposta didatica, envolvendo demonstragdes, construcdes
geométricas tridimensionais, calculo de angulos e distancias e aplicacdo do Teorema
do Pé-de-Galinha. Segue abaixo as respectivas questdes da avaliacao e o indice de

acertos por questéo.

Questao 1: Demonstre a unicidade do plano determinado por duas retas concorrentes

— 03 escores.

Grafico 4 — indice de Acertos: questio 1
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Fonte: do autor

Analisando os resultados do grafico 4, percebe-se que 76% ficaram acima da
média nesta questdo. Os 24% que ficaram abaixo da média, tiveram dificuldade,
principalmente em supor a existéncia de mais de um plano e realizar a demonstragédo

por absurdo.
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Questao 2: Prove a existéncia de duas retas reversas — 06 escores.

Grafico 5 — indice de Acertos: questdo 2
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Fonte: do autor

Percebe-se no gréafico 5 que 41% dos alunos acertaram 50% da questao. Este
indice refere-se, principalmente, a construcao de duas retas reversas, que faz parte
da demonstracdo. Os 31% que acertaram toda a questao, construiram, supuseram a
existéncia de um plano que contivesse duas reversas e provaram pela definigdo e por
absurdo que seria impossivel a existéncia desse plano. Dos 17% que néo acertaram
nenhum escore da questado, deixando a questdo em branco.
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Questao 3: O cubo, representado na fiqura abaixo, tem aresta medindo 12 cm.
H G

a) Determine o anqulo entre os semiplanos ABC e BCE — 3 escores.

Grafico 6 — indice de Acertos: questdo 3, letra a
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Fonte: do autor

O gréfico 6 mostra que o numero de alunos que acertou totalmente a questao
é semelhante ao nimero de alunos que errou totalmente. Dos 45% que erraram
totalmente a questao, boa parte ndo identificou de forma correta o plano, sendo assim,
nao conseguiu determinar o angulo solicitado, perdendo todos os escores da
atividade.
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b) Calcule a distancia entre as retas suporte de EF e AH— 3 escores.

Grafico 7 — indice de Acertos: questdo 3, letra b
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Fonte: do autor

O grafico 7 mostra um maior percentual para os erros, onde 56 % dos alunos
acabaram por errar toda a questdo. Analisando as provas destes alunos, percebe-se
que grande parte errou pela falta de alguns pré-requisitos, tais como identificar e
calcular semidiagonal de um quadrado. Houve a identificacdo do segmento
perpendicular comum, mas grande parte da turma calculou a distancia de forma

equivocada.
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c) Calcule a distancia do ponto A ao plano BDH. Apds encontrar o segmento de reta

que representa a distancia solicitada, justifigue, de acordo com a teoria sobre

perpendicularismo, o porqué de sua utilizacdo — 6 escores.

Grafico 8 — indice de Acertos: questdo 3, letra c
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Fonte: do autor

Conforme ilustra o gréfico 8, foi a questdo com maior equilibrio entre 0 nimero
de acertos, com a predominancia daqueles que ndao acertaram nenhum escore. A
questao envolvia a identificacdo e o célculo da distancia e ainda solicitava que se
justificasse a utilizacdo do segmento escolhido. Os 12% que acertaram toda a
questao, conseguiram identificar, calcular e ainda citar o Teorema do Pé-de-Galinha,
ou seja, provando que o segmento de reta escolhido para determinar a distancia entre
o ponto e o plano era ortogonal a duas retas concorrentes desse plano,
consequentemente perpendicular ao plano.
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8 CONCLUSAO

O objetivo principal deste trabalho foi apresentar e avaliar a aplicacao de uma
proposta didatica para o ensino de geometria espacial de posi¢cao, tendo-se como
publico alvo os alunos do segundo ano do Ensino Médio do Colégio Militar de Santa
Maria.

Antes de desenvolver essa proposta, buscou-se verificar como professores do
Sistema Colégio Militar do Brasil estavam trabalhando tais conteudos e como o0s
autores dos livros didaticos utilizados pelo sistema abordavam esta parte inicial da
geometria espacial. De posse da documentacédo que rege o funcionamento de cada
disciplina dos Colégios Militares, verificou-se que praticamente ndo séo trabalhados
esses fundamentos geométricos, até mesmo porque a énfase dos livros adotados
recai muito mais nos aspectos relacionados a calculos de volumes e areas de sélidos
geomeétricos, praticamente abandonando a l6gica dedutiva apoiada nas propriedades
primitivas e decorrentes. Cabe ressaltar que o Plano de Sequéncia Didéatica dos
Colégios Militares prevé que se utilize a forma légica dedutiva da geometria para
interpretar formas e deduzir propriedades, conforme descrito no capitulo 3.1 deste
trabalho.

Ainda na fase de pré-desenvolvimento da proposta didatica, procurou-se
verificar que elementos seriam necessarios para que se obtivesse algum sucesso na
proposta. Explorar o raciocinio intuitivo seria um comeco e isso se fez por meio da
utilizacdo de materiais concretos. Nesta fase, o aluno deveria levantar hipo6teses,
buscando fundamentos necessarios e suficientes para determinado acontecimento
geométrico. A escolha do sistema de axiomas, por exemplo, ndo deveria ser
exaustiva, caso contrario, a maturidade matematica dos alunos, ainda pequena, faria
com que objetivo da proposta nao fosse atingido por excesso. Assim, foram
enunciados alguns axiomas elementares e a partir deles foram elaboradas atividades
nas quais os alunos pudessem dar um passo a frente, ou seja, ir complementando a
teoria com a demonstracdo de alguns teoremas e propriedades decorrentes. Outra
caracteristica pensada no momento de desenvolver a proposta didatica foi a de
realizar as construcées geométricas ao invés de apenas apresentar determinados
conceitos como, por exemplo, a posicao relativa de determinados entes. Nesse
contexto, os alunos poderiam verificar que se nao tivessem o dominio da teoria, como

axiomas e proposi¢cdes consequentes, poderiam até realizar um desenho, porém, nao
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teriam como enunciar os procedimentos adotados em suas representacoes
tridimensionais. Desta forma, a realizacdo das construcdes tridimensionais se fazia
necessaria para o bom andamento da proposta, porém, esbarrava-se num problema:
representar tridimensionalmente no plano. Distorgbes, falta de visibilidade e até
mesmo a falta de criatividade seria um empecilho para o cumprimento destas
atividades. Surgiu ai a ideia de se utilizar um software que pudesse reproduzir de
maneira mais eficiente o trabalho dos alunos. Certamente, a utilizacdo do software
GeoGebra, em particular a janela 3D, tornou viavel as construcdes, além de
oportunizar a utilizacdo das novas tecnologias para o ensino de matematica.

No tocante ao célculo de angulos e distancias, buscou-se nao apenas a
operacionalizagdo matematica e, sim, que o aluno se preocupasse em construir ou
justificar determinada escolha, por exemplo, de determinado segmento de reta.
Construir o segmento perpendicular comum e utilizar o Teorema Fundamental do
Perpendicularismo foi mais dificil para os alunos do que deduzir algumas propriedades
geomeétricas. Sendo assim, a sugestao € que esta parte do trabalho seja desenvolvida
com mais tempo, pois além de se deparar com novos conceitos, o aluno esbarra na
falta de alguns pré-requisitos de geometria plana.

Paralelamente ao objetivo principal da proposta didatica, buscou-se incentivar
ao a utilizacao dos simbolos da teoria dos conjuntos. Foi a oportunidade que o grupo
de alunos teve de verificar o quanto essa linguagem € apropriada para descrever a
matematica, neste caso, utilizando a simbologia para representar os entes
geométricos e suas relacdes. Simplicidade, precisdo e generalidade tornam
imprescindiveis esse conhecimento e devemos sempre que possivel incentivar os
alunos a esta utilizagao.

Desta forma, entende-se que a proposta didatica geometria espacial de
posicao, por si s, ndo é suficiente para desenvolver o raciocinio l6gico dedutivo
completo de um grupo de alunos do Ensino Médio, todavia, € uma forma de se fazer
uma iniciacao a este tipo de conhecimento e, com certeza, € uma oportunidade que
se tem de mostrar uma parte da matematica mais formal, que vai nascendo a partir
de um conjunto de teorias, expandindo-se através da l6gica, mostrando-se a partir de
construcdes e sendo representada pelos conjuntos.
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APENDICE A - SOLUCOES DE EXERCICIOS: CONCEITOS INICIAIS

Exercicios

1. Existéncia: pela definicdo de retas paralelas, existe pelo menos um plano que
contenha duas dessas retas.

Unicidade: suponha que existam dois planos a e a’ que contenham duas retas r e s,
tal que r// s. Tomando-se dois pontos distintos A e B, pertencentes a re C pertencente
a s, teriamos:

a =pl (ABC) = a’, logo ndo existe mais que um plano que contenha re s.

2. Existéncia: pela definicdo de retas concorrentes, existe pelo menos um plano que
contenha duas dessas retas.
Unicidade: suponha que existam dois planos a e a’ que contenham duas retas re s,

tal que r N s = {P}. Tomando-se dois pontos A e B, pertencentes a r e a s,
respectivamente, tem-se que:
a = pl (ABP) = a’, logo nao existe mais que um plano que contenha re s.

3. Tomemos um plano a e sobre este plano dois pontos A e B. Pelo Axioma 1, Ae B
determinam uma unica reta r, que pelo Axioma 3, esta contida em a. Tomando-se um
ponto C nao pertencente a a, tem-se que A e C determinam também uma reta s. Desta
forma, podemos construir em a tantas retas quisermos.

4. Duas retas distintas estdo contidas em um mesmo plano, conforme demonstracao
anterior. Uma reta concorrente a ambas intersectard as mesmas em dois pontos que
pertencem ao plano que contém as paralelas. Logo, pelos axiomas 1 e 3, esta reta
estara contida no mesmo plano que as paralelas.

5. Suponha que dois planos a e 8 sdo paralelos, logo, ndo terdo pontos em comum.
Se uma reta r estad contida em a, todos os seus pontos pertencerdo a a. Como

anNnB=9,rn B=030,ouseja, ré paralela a g.
6. Duas retas r e s concorrentes num ponto P estdo contidas em um unico plano a.

Uma terceira reta t concorrente a re s, ndo em P, estard no mesmo plano, uma vez
que conterd um ponto de cada uma das retas e pelo Axioma 3, estara contida em a.

a)




b)

c)

A B
Pe—1

e e G
E F
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APENDICE B - SOLUCAO DE ATIVIDADES: CONSTRUCOES TRIDIMENSIONAIS

1.

Tomar trés pontos nao colineares

P S e

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

p— B I

kA Slsle]4]0] <N <)

» Janelade Aigebra 9| » Janela de Visualizagao 3D
Ponto
® A=(4.22,0.45,0)
® B=(056,-0.73,0)
® C=(-0.48,7.52,0)

Entrar...

&)

Entrada

Construir um plano pelos trés pontos

€2 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

kAl olefel Ale] <[Nled <)
» Janelade Algebra | » Janela de \{ Plano por trés pontos
Selecione trés pontos

Lo 6
Entrar...

Plano

® a:39.11z=0
Ponto

® A=(422,-0.45,0)
® B=(0.66,-0.73,0)
® C=(-0.48,7.52,0)

L2

Construir uma reta por dois desses pontos (A,B)

R T e B B
Arquivo Editar Exibir Opgbes Feramentas Janela Ajuda Entrar...

2 AR Ple]eld o] <lx]]+]

» Janela de| Reta de Visualizacao 3D 2
Plano | Selecione dois pontos

® 2:39.172=0
Ponto

® A=(-4.22,-0.45,0)
® B=(0.56,-0.73,0)
® C=(-048,7.52,0)

Reta
® f:X=(-4.22,-0450)

Entrada
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Tomar um ponto fora do plano (D)
Gossen I ——— . O O

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

I [ N 1 [

LA lele]4le] <N+ :
» Janelade Aigebra 7| » Janela de Visualizacdo 3D ®

Plano

® a:39.112=0

Ponto

® A=(-4.22,-0.45,0) [

® B=(0.56,-0.73,0) e

® C=(-048,7.52,0)

® D=(-34,597,3)

Reta

® f:X=(422 -0 Ponto D]

Entrada

Construir um plano passando por D e pela reta AB

R B B

]

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
R A DSl 4 @) 4N,
» Janelade Aigebra % |+ Janela de \| Plano por trés pontos
Plano Selecione trés pontos
® a:39.11z=0
® b: 0.84x +14.34y - 30
Ponto

® A=(-4.22 -0450) L]
® B=(0.56,-0.73,0)

® C=(-048,7.52,0)

® D=(-34,597,3)

Reta

® £ X=(-4.22,-0.45,0)

Construir pelo ponto D, uma reta paralela a reta AB

e — B BNt
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
s M all— el 2 2 I ==
Sl s e L2 ]
2 AL Dlel el Al £1N]wu] ] :
» Janela de Algety Reta Paralela [
Plano Selecione primeiro o ponto e, depois, a reta (ou segmento, ou semireta ou vetor)
® a:3911z=
® b:0.84x +14.34y - 30
Ponto

® A=(-422 -045,0)

® B=(0.56,-0.73,0)

® C=(-048,7.52,0)

® D=(-34,597,3)
Reta

® f:X=(-4.22,-045,0)
® g:X=(34,597,3)+ C

Entrada:
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Tomar trés pontos nao colineares

€9 GesGebra

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

A blele]a]0] <]

- b G
Entrar...

N e ) —

. é)lead|
» JaneladeAlgebra % |» Janela de Visualizagao 3D
Ponto
® A=(422,045,0)
® B=(0.66,-0.73,0)
® C=(048,752,0)

®

Construir um plano pelos trés pontos

L N—  _________________HEEEEEEs BT
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

AP D) s

» Janelade Algebra 4 [»

Plano por trés pontos
Plano Selecione trés pontos
® a:39.11z=0

Ponto

® A=(4.22,0.45,0)
® B=(0.56,-0.73,0)
® C=(0.48,752,0)

L2

Entrada:

Construir uma reta por dois desses pontos (A,B)

€3 Geotebra - [E=SIER™ ]
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

s Al MOl Rl 2 @l 2 INe laadliett] =4

DR =REREDENNDRNED :

» Janela de| Reta la de Visualizagdo 3D x
Plano | Selecione dois pontos

® a:39.11z=0

Ponto

® A=(-4.22,-0.45,0)
® B=(0.56,-0.73,0)

® C=(-048,7.52,0)
Reta

@ f:X=(422,-045,0)

Entrada
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Construir uma reta por dois outros desses pontos (A,C)

R B B
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
G| e
i B
» Janela de| Reta la de Visualizagdo 3D x
Plano Selecione dois pontos
® a:39.11z=0

Ponto
® A=(422-0450)
® B=(0.56,-0.73,0)
® C=(-048,7.52,0)
Reta
® f: X =(-4.22,-0.45,0)
® g:X=(4.22,-0.45,0)

Tomar trés pontos n&o colineares

€2 Geclebr S b O il
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
| sl z al [P
2 A A [Dlel el 40 &) x]]<] :
» Janelade Aigebra 3| » Janela de Visualizagéo 3D ®
Ponto

® A=(422,-0450)
® B=(0.66,-0.73,0)
® C=(048,7562,0)

.ﬂ’!

Construir um plano pelos trés pontos

[ESF ]

Entrar...

NREEEED RN ZE

» Janelade Algebra % | » Janela de \| Plano por trés pontos ®
Plano Selecione s pontos
® a:39412=0

Ponto

® A=(-422,-045,0)
® B=(056,-0.73,0)
® C=(-0.48,7.62,0)

.m

Entrada:




Construir uma reta por dois desses pontos (A,B)

Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

RIAES > Sleleldfe) <lx]-]<]

» Janela de| Reta de Visualizacdo 3D

s |
ol
D)

Plano Selecione dois pontos
® 2:39.11z=0
Ponto

® A=(4.22,-045,0)
® B=(056,-0.73,0)
® C=(-048,7.52,0)

Reta
® f:X=(-4.22,-0450)

&
\‘\\ ~
\0\\ & N
—

b O
Entrar...

Tomar um ponto fora do plano (D)

Bomis T ————————— T
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

B = G SE Y o) F N e =)
» Janela de Algebra (| » Janela de Visualizacéo 3D &

Plano

® a:39.11z=0
Ponto

~® A=(-4.22,-045,0) D
® B=(0.56,-0.73,0) [ ]

~® C=(048,7.52,0)
® D=(-34,597,3)
Reta
® f:X=(-4.22, 0. Ponto D]

Construir um plano passando por D e pela reta AB
€ ectairs Iy

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
° | ABC
<) N o] ]

Al >ols]el4] o] 4

» Janela de Algebra B [» Janela de\ Plano por trés pontos ‘

Plano Selecione frés pontos

~® a:39.11z2=0
® b:0.84x +14.34y - 30
Ponto D
® A=(4.22,-0.450) (]
@ B=(0.56,-0.73,0)
-® C=(048,7.52,0)
® D=(-3.4,5.97,3)
Reta

® f: X =(-4.22,-0.45,0)
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Construir pelo ponto D, uma reta paralela a reta AB. A reta sera paralela ao

Blano ﬂue contém a reta AB.
Geoteba 1 = e

;quvu Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

1 =1 "—:ﬁ*—\ﬁ [ il N Coul
AL [olele]Alo] <l x]e] <] =
» Janela de Alget) Reta Paralela

Plano Selecione primeiro o ponto e, depois, a reta (ou segmento, ou semirreta ou vetor)

® a:3911z=
® b:0.84x +14.34y - 3C
Ponto

®

® A=(-422 -045,0)
® B=(0.56,-0.73,0)
® C=(048,752,0)

® D=(-34,597,3)
Reta

® f:X=(-4.22,-0.45,0)
® g:X=(-34,597,3)+

Entrada:

Tomar trés pontos néo colineares

Asquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

A S s 7 2 Nel | [
NREREEDENOENZE
» Janela de Algebra * Janela de Visualizagdo 3D
Ponto
® A=(-422,-0450)
® B=(0.66,-0.73,0)
® C=(-048,7520)

Entrada:

Construir um plano pelos trés pontos

€2 GeoGebra

a TN = O e
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...
ADEC RO CNOANEE 2
> Janclade Algebra 09> Janelade Planoportrés pontos | L
Plano Selecione trés pontos
® 2:39.412=0
Ponto

® A=(-422,-0450)
® B=(056,-0.73,0)
® C=(048,752,0)

Entrada
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Tomar um Eonto (D) fora do plano
AT NN—— o .. =mmamaas  _______ EtilL -

'? GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...

0 & = S e Y[

=

AN

3

<]

P

]
=}

)

) Janelade Algebra  BJ |» Janela de Visualizagdo 3D

X

Plano
® a:3911z=0
Ponto
@ A=(4.22,-0.45,0)
® B=(056,-0.73,0) ]
@ C=(0.48,7520) L]
-® D=(322,5.13,3)

[Porto D]

Entrada

€3 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda

Construir um plano passando por A, Be D |
IO ________=aae 2 Emtil )

Entrar...

A
o
9

—
iy
E)

[ LA dleelAle] <]N]

ABC ‘

c

#

|
» Janela de Algebra » Janela de\| Plano por trés pontos ‘

=]

Plano Selecione trés pontos

+® a:39112=0
® b:-084x-1434y+2
Ponto
1@ A=(4.22,-0.45,0) .D
A
®
B
L ]

Rl P—— v

Entrada

Construir uma reta Eassando por Ae D
Ea—— M A

€3 GeoGiebra
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A o | s =
O ==REEErE 5
» Janela de| Reta la de Visualizagdo 3D X

Plano Selecione dois pontos
+® a:39.11z=0
® b:-0.84x-14.38y +2
Ponto
® A=(-422,-0450)
' 56,

.48, 7.52, 0)
® D=(3.22 513,3)
Reta

©® f:X=(-3.22,5.13,3)4

< i ’

Entrada:
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Tomar trés pontos nao colineares

 — o B B
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

B> olsle]dl0] <INJeq <] =

» Janelade Aigebra > Janela de Visualizagao 3D

€ GeoGebra

x

Ponto
® A=(-422,-045,0)
® B=(0.56,-0.73,0)
® C=(-0.48,7.62,0)

Construir um plano pelos trés pontos
9 Gectetra ~ =

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
&1 [ ) ) (a2 U W anclleps | 2
Gl olele] Alo]<lN)ed <] :
» Janelade Aigebra X | » Janela de \ Plano por trés pontos &
Plano Selecione trés pontos
® a:3911z=0

Ponto

® A=(422,-045,0)
® B=(056,-0.73,0)
® C=(048,7.62,0)

Entrada:

Construir uma reta por dois desses pontos (A,B)

Wesed = = ]
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
N0 N PN N RN &

Y = 2 S Y [0 P RS ) v
» Janela de| Reta de Visualizagéo 3D 5]
Plano Selecione dois pontos
® a:39.17z=0

Ponto

® A=(-4.22,-0450)
® B=(0.56,-0.73,0)

® C=(-048,752,0)
Reta

® f:X=(4.22,-045,0)




Tomar um ponto fora do plano (D)
P N— B Bt

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
[ Il 3 2N el [
A dlele] o) <lx]u]<]
» Janela de Aigebra | » Janela de Visualizacéo 3D ®
Plano
® 2:39.11z=0
Ponto
® A=(422,045,0)
® B=(0.56,-0.73,0) L]

® C=(-048,762,0)
® D=(34,697,3)
Reta

® f:X=(4.22,-0 Ponto D]

Entrada:

7w ) K

Construir um plano passando por D e pela reta AB

Ooceon I 090 9 T e
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

R AL AN Dlefel Ale] £l N <]
» Janelade Aigebra | » Janela de \| Plano por trés pontos L
Plano Selecione trés pontos
® 2:39412=0
® b: 0.84x + 1434y - 30
Ponto
® A=(422,-045,0)
® B=(056,-073,0)
® C=(-048,752,0)
® D=(34,697,3)
Reta
® f:X=(4.22,-045,0)

Entrada

Tomar trés pontos nao colineares

€3 GeoGebra - = [E=Stog <)
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

D5 %

[clsle]dlo] £IN]=]<] =

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo 3D ®

Ponto

® A=(422,045,0)
® B=(0.66,-0.73,0)
® C=(-048,7.62,0)

c
e
4
A
L]
B
L]

Entrada.
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) Gecietra

Construir um plano pelos trés pontos

L= | O

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
T Al A~ A el ATz TN lasdlet] e =
DR EP2ISED o PN C R x
» Janelade Aigebra 2 | » Janela de \ Plano por trés pontos &

Plano Selecione trés pontos

® a:39.11z=0

Ponto

® A=(4.22,-0.45,0)
® B=(0.56,-0.73,0)
® C=(-0.48,752,0)

L2

Construir uma reta por dois desses pontos (A,B)

€2 GeoGebra - e 63 i
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
M~ Al SRl 2 @l 2 TN sl 2 ©
R iAL A >l e 4 @) £ N €

» Janela de| Reta la de Visualizacdo 3D X

Plano Selecione dois pontos

® 5:39.17
Ponto

® A=(-422,-0450)
® B=(0.56,-0.73,0)
® C=(-048,7.52,0)

Reta

@ f:X=(422,-045,0)

z=0

€3 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Construir uma reta por dois outros desses pontos (A,C)

- EETTTTTTm——— s B

Entrar...
LA leleld]e) <N <] i
* Janela def Reta la de Visualizacdo 3D x
Plano | Selecione dois pontos
® a:39.11z=0

Ponto

® A=(422,-0450)
® B=(0.56,-0.73,0)
® C=(-048,7.52,0)

Reta
®f:X=

® g:X=(-4.22,-0.45,0)

Entrada:

(-4.22,-0.45, 0)
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Tomar um ponto (D) fora do plano
N - O e

Entrar...

£ GeaGiebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

— s =
LILAAE> [Pleleld]e] 4] N]r]+] 3
» Janelade Aigebra | » Janela de Visualizagéo 3D
Plano
® a:39.11z=0
Ponto

L@ A=(4.22,-045,0)
® B=(0.56,-0.73,0)
~® C=(-0.48,752,0)
® D=(3.22,5.13,3)

Reta
® f:X=(-422 -0.44?2@

® g:X=(-048,752,0)

[ P——] ’

Entrada

Construir duas paralelas a AC e BC, passando por D

e T -0 =
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
= - : ==
RS Pl e] 4]0 <) N < ‘ J
» Janela de Algeb| Reta Paralela ‘ =

Plano Selecione primeiro o ponto e, depois, a reta (ou segmento, ou semirreta ou vetor) ‘

® a:39.11z=
Ponto
@ A=(-4.22,-0450)
® B =(0.56,-0.73,0)
@ C=(-0.48,7.52,0)
® D=(-3.22,5.13,3)
Reta
® f X=(4.22, 045 0)
@ g:X=(-048,7.52,0)
® h:X=(322,513,3)
L@ i1X=(-322513,3)4

C F—r— v

Entrada:

Construir um plano paralelo as ultimas retas construidas

3 et O |0 i
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
LA o] 4]o]<]N]z] -

e v 9

ISEDES

» Janela de Algebra » Janela de V| Plano por trés pontos

Plano Selecione trés pontos

@ a:39.11z=0
® b:9.14z=27.41
Ponto

® A=(4.22 045,0)
B =(0.56,-0.73,0)
C=(-048,7.52,0)
D=(-3.22,5.13,3)
E=(-45,24,3)
F=(-6.48,5.32,3)

eta
f: X=(4.22,-045,0)
g:X=(0.48,7.52,0)
h: X =(-3.22,5.13,3)
i: X=(-3.22,5.13,3) 4

LN - NN N

E i E—— v

Entrada:|

* 08/09/2016
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APENDICE C - SOLUCOES DE EXERCICIOS: ANGULOS E DISTANCIAS

1.

a) O angulo a, assinalado na figura abaixo, é o angulo solicitado.

A, D

B : C . _ Cat.op. 3
ga= Cat.adj. 4

A, D Cat.op. 3
; sen f = - =—
5 Hip. GD
B : C
| GD? = GH? + AD?
£ 3 GD? = 2% 4 32
S H
’ ﬁ GD? =13 = GD = V13
F 4 G 3 3
sen B E—
g G V13

<>

<> <> . <> ,
¢) Como AD e FC sao retas reversas, tomemos BC que é paralela a AD e concorrente

<>
a FC. O angulo y, assinalado na figura abaixo, € o angulo solicitado.

A D .
i _ Cat.adj. 4
B A cosy = Hip.  FC
FC? = BF? + BC?
El 3 H FC2=32+42=9+16 =25
2 _
FC =v25=5
F 4 G
4 4
cosy—F_—5
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d) Neste caso queremos calcular a tangente do angulo entre uma reta e um plano.
Por definicao, sabemos que o angulo entre uma reta e um plano, € o angulo que a
reta forma com sua projecao no plano. O angulo 6, assinalado na figura abaixo, € o
angulo solicitado.

A D
i Cat.op. 3
B : C Cat.adj. EG
| EG? = EF? + FG?
' 3 —
Bl N H EG:=22+42=4+16 =20
d 2 L
. " A EG =20 = 25

2.

Neste caso, o angulo solicitado € o angulo entre dois semiplanos, que por defini¢éo,
€ o angulo formado por duas semirretas, cada uma contida em um dos semiplanos e
ambas perpendiculares a intersec¢cao dos mesmos. A intersecgcdo dos semiplanos € o
segmento de reta BH e como as faces laterais sdo retangulos, os segmentos GHe IH

sao perpendiculares ao segmento BH. Logo, o angulo solicitado é o angulo GHI.

J GHI= &angulo interno de um hexagono regular.
Calculamos a soma dos angulos internos e dividimos
K H  por 6, obtendo-se GHI, logo:
—~ (n—2)180° (6—2)180°
L G GHI = = =430 = 120°
n 6

3.
Solucao

a) A distancia esta assinalada na figura abaixo

H, G
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Pelo Teorema de Pitagoras, tem-se que:
BH? = BD? + DH?
Por outro lado, o segmento BDéa diagonal do quadrado ABCD, logo, BD = 10+/2.

Ent3o:
N 2
BH? = (10v2)" + 102 = 100.2 + 100 = 200 + 100 = 300

BH =+/300 = 10V3 cm

b) A distancia esta assinalada na figura abaixo.

H G
f Como as diagonais de um quadrado s&o
E P 7 perpendiculares e cortam-se nos respectivos

' pontos meédios, indicado neste caso pelo
ponto P, a distancia é igual a metade da
diagonal do quadrado EFGH.

D ............................. C
g 102
dG’m;’ = T = 5\/2 cm

c¢) O plano e a distancia estao assinalados na figura abaixo.

H G
/ :
) — C
5
A B

O plano determinado por BDH contém o segmento de reta BD, que é diagonal do
quadrado ABCD. Como as diagonais de um quadrado sdo perpendiculares e
intersectam em seus pontos médios, o segmento AP é perpendicular a BD e como €
ortogonal também ao segmento de reta BF, é perpendicular ao plano determinado por
BDH. Logo, a distancia do ponto A ao plano determinado por BDH é a metade da
diagonal do quadrado ABCD, ou seja:

10v2
dA,pl(BDH) = T = 5\/§ cm
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d) A distancia esta assinalada pelo segmento de reta I\Tﬂ onde M e N séo
respectivamente os pontos medios dos segmentos AB e HG. Por outro lado, o
segmento MN é congruente ao segmento BG, diagonal do quadrado BCFG. Assim:

H, N G

E F dﬁ,ﬁﬁ =BG =10V2 cm

e) Neste caso, a disténcia € igual ao comprimento de qualquer segmento de reta que
parta do segmento BC e seja perpendicular ao plano determinado por ADH. Este
segmento pode ser AB, logo:

f) Neste caso, a distancia é dada pelo comprimento de qualquer segmento de reta que
seja perpendicular simultaneamente aos planos determinados por ABF e CDH. Este
pode ser o segmento BC, logo:

dpi(aBF) pl(cDH) = BC =10cm

g) Como as retas suporte de AE e BH sao reversas, ha a necessidade de encontrar
um segmento de reta que seja perpendicular comum a essas duas retas.

Primeiramente, notemos que o0 segmento de reta BH esta contido no plano
determinado por BDH, como mostra a figura abaixo.

H G
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Como vimos do subitem ¢, o segmento de reta AP & perpendicular ao plano
determinado por BDH, logo o segmento AP ¢ ortogonal a qualquer reta deste plano.

Assim, APLBH. Como AP é perpendicular tampém ao segmento AE, tomemos um
segmento de reta A’P’, paralelo e congruente a AP gue,intersecte BF em um ponto P".
Este segmento é perpendicular comum as retas AE e BH.

H G
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APENDICE D — SOLUGCOES DA AVALIACAO NO LABORATORIO

01. Construa duas retas reversas. (06 escores)
Passo 1: axioma 2: construir um plano a;

Passo 2: axiomas 1 e 3: construir uma reta r= AB em a;

Passo 3: tomar um ponto C pertencente a a e ndo pertencente a r;

Passo 4: tomar um ponto D n&o pertencente a a;

>

Passo 5: axioma 1: construir uma reta s = CD.

e

s
’
rs
4
s
;
\N

02. Dadas duas retas reversas, construa por uma delas um plano paralelo a outra.
Serao considerados os passos da constru¢ao anterior. No ultimo passo, conclua por
que o plano é paralelo a reta. (05 escores)
Passo 1: axioma 4: construir uma reta t paralela a s, passando por r,

Passo 2: teorema 3: tomar um ponto de r;

Passo 3: construir um plano B passando pelas retas concorrentes te r;

Passo 4: o plano 8 é paralelo a s pois contém uma a reta t que é paralela a s.

=
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03. Construa por um ponto, uma reta paralela a dois planos secantes. (07 escores)
Passo1: axioma 2: construir um plano a;

Passo 2: axiomas 1 e 3: construir uma reta r=7478>em a;

Passo 3: tomar um ponto C ndo pertencente a a;

Passo 4: teorema 1: construir um plano 8 passando por re C;

Passo 5: tomar um ponto D ndo pertencente a a nem a f3;

Passo 6: axioma 4: construir uma reta s paralela a r, que é intersecg¢éao dos planos a

e .
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APENDICE E — SOLUCOES DA AVALIACAO FINAL

01. Prove a unicidade do plano determinado por duas retas concorrentes. (03 escores)
Tomemos duas retas re s concorrentes em A;

Tomemos dois pontos B e C diferentes de A pertencentes, respectivamente a re s;
Pelo axioma 2, sabe-se que A, B e C determinam um Unico plano que passa por A, B
e C.

02. Prove a existéncia de duas retas reversas. (06 escores)

12 Parte: construcao

s
’
rd
rd
s
;
\N

Por definicdo, duas retas reversas sao retas que nao possuem um plano comum que
as contenha.
-— <>
Suponha que exista um plano comum que contenha as retas AB e CD. Se esse plano
>

existe, entdo contém a reta AB e o ponto C, ou seja, 0 mesmo plano ja construido.
Como o ponto D nao pertence a esse plano, decorre que a suposi¢ao é um absurdo,
ou seja, nao existe um plano comum que contenha duas retas reversas e por definicao

essas retas existem.



03. O cubo, representado na figura abaixo, tem aresta medindo 12 cm.

H G

____________________

a) Determine o angulo entre os semiplanos ABC e BCE.

Identificacdo dos planos e o angulo solicitado.

H G

____________________

Cat.op. 12 1

tg 0 = —— =
4 Cat.adj. 1

0 =acrtgl =452

<>

>
b) Calcule a distancia entre as retas suporte de EF e AH.

Identificar o segmento que representa a distancia solicitada.

H G

____________________

142

(3 escores)

(3 escores)
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O segmento EM é perpendicular ao segmento AH, pois € semidiagonal do quadrado
AEHD. Como EF é perpendicular ao plano AEH, é perpendicular a EM, que esta

contido neste plano.

EM=%ﬁ=6\/§cm

c) Calcule a distancia do ponto A ao plano BDH. Apés encontrar o segmento de reta
que representa a distancia solicitada, justifique, de acordo com a teoria sobre

perpendicularismo, o porqué de sua utilizacao. (06 escores)

ldentificacdo do segmento que representa a distancia solicitada.

H G

.
.
.

Como HD e DB séao perpendiculares a AN, semidiagonal do quadrado ABCD, AN é
perpendicular a este plano, pois segundo o Teorema do Pé-de-Galinha, se uma reta
é ortogonal a duas retas de um plano, sera perpendicular ao plano.

AN=%ﬁ=6\/7cm



