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Resumo

Os péndulos simples possuem movimentos oscilatorios e peridédicos. Assim, se anali-
sarmos alguns deles com movimentos independentes, eles poderao voltar a se encontrar
no mesmo ponto se seus periodos forem comensuravies. Para isso apresentamos os con-
ceitos basicos necessarios para a compreensao desse fenémeno. Finalizando com uma

sugestao de aplicagao do mesmo.

Palavras-chave

Ondas de péndulo, mmec, mmecg, comensurabilidade.



Abstract

The simple pendulums have oscillatory and periodic movements. Thus, if we analyze
some of them with independent movements, they may again return to be in the same
spot, if your periods are comensurdvies. We present the basic concepts needed to

understand this phenomenon. Ending with a hint of implementation.

Keywords

Pendulum waves, lcm, lemw, commensurability.
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Introducao

Nesse trabalho, trataremos da aplicacao do minimo multiplo comum generalizado no
movimento de péndulos independentes. O objetivo inicial é verificar se dois ou mais
péndulos em movimentos independentes, porém analisados simultaneamente, voltariam
a se encontrar na mesma posicao. Além disso, se tais péndulos se encontrassem, qual
seria o padrao para tais encontros?

Os Paramétros curriculares nacionais do ensino médio(PCN+) determina dentre os
contetidos programéticos para o ensino basico, o ensino de minimo miltiplo comum,
mmc e de Movimento Harmonico Simples (M.H.S.).[7] Assim, como ambos sdao con-
tetdos que devem ser trabalhados no ensino basico, temos aqui a sugestao de uma
abordagem interdisciplinar que contemple ambos contetidos de uma forma mais apli-
cavel ao cotidiano do aluno.

Com a finalidade de elucidar os objetivos acima, montamos uma sequéncia em que
no capitulo da fundamentacao teorica, explicamos todos os principais conceitos para o
entendimento. Nesse capitulo, teremos secoes explicando o minimo miltiplo comum,
mmec, entre nimeros inteiros, depois definimos segmentos comensuréveis e incomensu-
raveis para podermos generalizar o conceito do mmec. Em seguida, explicamos todos
os conceitos fisicos que sao necessarios a compreensao do trabalho, deixando na biblio-
grafia algumas referéncias para o leitor mais curioso ampliar seu conhecimento em tal
area. Posteriormente, explicamos de fato alguns casos para o movimento dos péndu-
los. Desse modo, mostramos o caso de varios péndulos em movimentos independentes
porém analisados simultaneamente. Mostrando que para tais péndulos voltarem a se
encontrar na mesma posicao é necessaria a comensurabilidade de seus periodos. Res-
pondendo assim nossa questao fundamental, os péndulos voltam a se encontrarem se
os seus periodos forem comensuraveis. Sendo que se encontrarao no minimo miltiplo
comum, generaliado ou nao, entre seus periodos. Finalmente, deixamos como sugestao

de aplicagao em forma de planos de aula explicativos para que essa abordagem possa



ser aplicada pelos leitores.



Capitulo 1

Fundamentacao teorica

Neste capitulo trataremos dos conceitos fundamentais para a compreensao do res-
tante do trabalho. Portanto, o objetivo inicial é estabelecer os principios matematicos e
fisicos para a elucidacao das ondas de péndulos. Que trata da observacao do movimento

de alguns péndulos em movimentos independentes.

1.1 Segmentos comensuraveis e mmcg

1.1.1 mmec e mdc

Dentro do conjunto dos inteiros temos definidos o minimo miltiplo comum (mme) e
o méximo divisor comum (mdc). O mmc é o menor multiplo comum de dois nimeros
A e B. Diremos que um nimero M é multiplo de z se pudermos achar n € Z tal que
M = n-z. Assim diremos que M é multiplo comum de dois nimeros x e y se existirem
m,n € 7 tais que M = n-x = m-y. Além disso, é importante definirmos o menor

multiplo comum ou o Minimo Multiplo Comum, mmc, entre dois nimeros.

Definicao 1.1. Diremos que M é o minimo mailtiplo comum de x e y, escrevendo que

M = mmc(x,y) ou que M = [z,y], se M satisfizer as condi¢oes a sequir:
o M ser mailtiplo tanto de x como de vy, ou seja, M =n-x e M =m-vy;

o M ser positivo;



o se My também é multiplo comum de x ey, devemos ter que M < M;.

Por semelhante modo, podemos falar que D é um divisor de = se existe u tal que
uw € Zex =D -u, escrevendo que D | x, D divide x. Portanto, podemos usar a

seguinte definicao.

Definicao 1.2. Dizemos que D é o mdximo divisor comum de x e y, escrevendo que

D = mdc(x,y) ou que D = (x,y), se D satisfizer as condigdes a sequir:
e D ser divisor tanto de x como de y, ou seja, vt =D -uey=2D - v;
e se Dy também é divisor comum de x ey, devemos ter que D > Dy

Demonstraremos duas proprosicoes sobre o mmec, que serao importantes para a

compreensao do restante desse trabalho.

Proprosicao 1.1. O mddulo do produto de dois inteiros quaisquer € igual ao produto

entre o mmec e mdc desses numeros.

|-y |=[z,y]- (2, y) (L.1)

Demonstracao. Tal propriedade pode ser verificada facilmente pois tomando d um

EXA

divisor comum de x e y poderemos escrever que: m = Onde m serd um

miltiplo comum de x e y pois m =| x | % em=|y]| ’%ﬂ Dessa forma, teremos

que todo multiplo comum de x e y serd da forma mencionada anteriormente. Sendo
assim, tomando o maior d possivel que seja divisor de x e de y teremos que d = (z,y)
e por consequéncia, m sera o menor miltiplo comum de z e y, sendo assim m = [z, y],

portanto teremos que:

o Lyl
d
m = |yl 2]
d
|z y| = m-d
[6] O



Proprosicao 1.2. O mdc de dois nimeros que possuem um fator comum, € tal fator
comum multiplicado pelo mdc dos nimeros originais dividos por tal fator, escrevemos

entao que:
(a-x,a-y)za-(x,y) (12)

Demonstracao. Pela definicao de mdc temos que D é o mdc entre x e y se D for o
maior inteiro que seja divisor de ambos os nimeros. Sendo a € Z tal que 2 ¢ Z e £ ¢

Z teremos que | a | -D sera o maior divisor de a -z e de a -y dessa forma teremos que:

(a-z,a-y) = |a|-D
(CL'.%’,CL'@/) = ‘a‘(may)

]

Proprosicao 1.3. O mmec de dois niumeros que possuem um fator comum, € tal fator
comum multiplicado pelo mme dos numeros originais dividos por tal fator, escrevemos
entao que:

la-z,a-y]=a- [z, (1.3)

Demonstracao. O que pode ser entendido pois dado um inteiro a tal que (a,z) =

(a,y) = 1 teremos que da Proposigao [1.1] temos que:

la-z-a-y| = la-z,a-yl (a-z,0-Y)

\a-x'a~y| = [a'x,a'y]-a~(a:,y)

Pois como (a,z) = (a,y) = 1 temos que se d divide = e divide y ird também dividir
a-x e a-y entretanto, a - d também dividird a - x e a - y e como por definicao o mdc
entre dois nimeros é o maior divisor comum entre eles temos que (a-z,a-y) = a-(x,y)

e ainda da Proposicao [I.1] chegaremos que:

al eyl = la-za-yl a(z,y)
CL'(l’,y)'[l‘,y] = [a-x,a-y]~(x,y)
CL'[ZL’,y] = [CL'lL‘,(l-y]



1.1.2 Segmentos comensuraveis

Um segmento é uma parte de uma reta, que fora limitado. Dessa forma, o segmento
AB ¢é um segmento de reta que inicia-se em A e termina em B. Podemos associar a
esse segmento um valor para seu comprimento. Para definir a medida do comprimento

do segmento AB temos que analizar quantas vezes o segmento unitario u é menor do
que AB.

Definicao 1.3. Se a quantidade de vezes que o segmento unitdario u for menor do que
0 segmento AB for um nimero inteiro, diremos que tal segmento € comensurdvel em
relacao a unidade de medida estabelecida. Assim, seu comprimento serd o niumero de
vezes que o segmento unitdrio € menor do que o segmento a ser medido e tal segmento
unitdrio € a unidade de medida. FEntretanto, se nao for possivel encontrar um nai-
mero inteiro de vezes que o segmento unitdrio acomoda-se em AB tal segmento serd

classificado como segmento incomensurdvel em relacao a unidade estabelecida.

Figura 1.1: Segmentos

Para um tnico segmento, poderemos trocar nossa unidade de medida, ou segmento
unitario, de forma que o segmento que antes era incomensuravel em relacao ao segmento
unitario u serd comensuravel em relacao ao segmento unitario s. Ou seja, a clasificacao
quanto a comensurabilidade é relativa. Na Figura temos um exemplo disso: o
segmento AB é incomensuravel em relacio ao segmento u entretanto, ele é comensuréavel

em relacao ao segmento s.

Definicao 1.4. Podemos assim generalizar que dois segmentos AB e C'D sao comen-
surdveis se existir um segmento unildrio que possa medir, ao mesmo tempo, ambos
segmentos. Agora, se nao existir um segmento unitdrio que possa medir, ao mesmo

tempo, AB e C'D eles serdao incomensurdvess.

Uma importante consequéncia de dois segmentos serem comensuraveis é que a razao

entre eles serd um nimero racional. Pois ambos os segmentos serao escritos como um



produto de um nimero inteiro por uma unidade de medida. Como exemplo podemos
ter: AB=m-ue CD = n-u portanto 42 = % — ™  (Comoe tanto m quanto n sao
D n-u n
nimeros inteiros e considerando n # 0 teremos que ™ serd um ntimero racional.
Entao, outra maneira de expressar que dois segmentos de dimensoes x e y sao

comensuraveis ¢ discutir a existéncia de dois ntimeros inteiros m e n tais que:
m-y=n-zx (1.4)

Tal consequéncia é implicada pela defini¢cao dos segmentos comensuraveis. Pois se
x e y sao comensurdveis, podemos tomar um segmento unitario v tal que . =m - u e

y = n - u. Portanto, dividindo ambas equacoes teremos que:

x m-u

Y n-u

x m

Y n
r-n = y-m

Em que pela definicao temos que men € Z

Na Antiguidade, os gregos acreditavam que dois segmentos eram sempre comen-
suraveis em relagao a alguma unidade, ou seja, sempre poderiamos trocar o segmento
unitario para que tais segmentos fossem comensuraveis. Entretanto, entre 450 e 400
a.C. provou-se que o lado e a diagonal de um quadrado eram incomensuraveis. [5]

Se fosse possivel encontrar uma unidade em que o lado e a diagonal de um mesmo

quadrado fosse comensuraveis, terfamos que ter:

m?=2.n? (1.5)

O que ¢ um absurdo pois do lado esquerdo da Equagao (L.5) temos que, quando tais

ntmeros forem escritos como fatoracdo em nimeros primos, o primo 2 aparecera uma



quantidade par de vezes na fatoracao do inteiro, m, enquanto que do lado direito ele
aparecera um quantidade impar de vezes. Por isso, o lado e a diagonal de um quadrado

Sa0 Incomensuraveis.

1.1.3 mmcg e mdcg

As nocoes de minimo multiplo comum, mme, e maximo divisor comum, mdec, de dois
nimeros inteiros, podem ser extendidas para pares de nlimeros reais comensuraveis.
Dessa forma, faz-se necessario a compreensao de segmentos comensuraveis, elucidadas
na Segao[1.1.2] para que possamos aplicar a ideia de mmc e mdc de forma generalizada.

Quando dois segmentos AB e C'D de dimensdes z e y, respectivamente, forem
comensuraveis, poderemos escrever que t = m-uey =n-ucom men € Z . Ou
ainda, como na equacao podemos escrever que m -y = n - x tais que m e n € Z.

Como x e y sao medidas de segmentos comensurdveis teremos que a razao entre

eles serd um nimero racional e poderemos escrever que:

3
S

@RS |8
3|33
g

Tomando u de forma que ele seja o maior segmento unitario que faca AB e CD
. . ~ m , ~ . -
serem comensuraveis teremos que (m,n) = 1 e assim a fracio — é a fracdo irredutivel de
n
— . O que nos permite escrever tais grandezas como na definicdo acima. Além disso

|y |

podemos, facilmente, verificar que M = m- | y |= n- | x | € 0 menor miltiplo comum
entre x e y pois (m,n) = 1 porque tomamos a maior unidade de medida que permitia a
comensurabilidade entre os segmentos. Pois se (m,n) # 1 seria possivel encontrar um
u; = (m,n)-u tal que os segmentos AB e CD ainda fossem comensuraveis, entretanto
se (m,n) # 1 teremos que u; > u o que é um absurdo pois escolhemos u o maior
segmento possivel para que AB e C'D fossem comensuraveis. Assim pode-se associar a
tais nimeros um minimo multiplo comum generalizado (mmcg) respeitando a seguinte

definicao:

Defini¢ao 1.5. M =| y | ‘m =| = | ‘n serd o mmcg entre x e y, escrevendo que

M = mmeceg(x,y), se M satisfizer as condigdes a sequir:

8



o M ser maltiplo tanto de x como de y;
o M ser positivo;

o se My também é multiplo comum de x e y devemos ter que M < M;.

mmeg(x,y) =m-y=n-x (1.6)

Definicao 1.6. D serd o mdzimo divisor comum generalizado (mdcg) entre x e y se

D = wu onde u é o maior segmento que conseque dividir em uma quantidade inteira de
2] _ly]
m n

vezes tanto AB como C'D sendo assim u = . Logo D serd o mdcg entre x

ey se ele satisfizer as condigoes:

o D ser divisor tanto de x como de y, ou seja, x =D -uey=D -v;

o se Dy também é divisor comum de x e y devemos ter que D > D,

T Y

mdcg(x,y) = — = = 1.7
9(z,y) = — =~ (1.7)
Proprosicao 1.4. Considerando x e y € Q tais que suas fragoes irredutiveis serao,

respectivamente a/b e ¢/d poderemos calcular o mmcg entre x e y da sequinte maneira:

mmeg(x,y) = (1.8)

. a c
Demonstra¢ao. Como x = 7 ey = 7 teremos que:

_a/b a-d

L
y c¢/d b-c

Dividindo tanto o numerador como o denominador por (a,c¢) - (b, d) teremos que:

a-d a d
T (a,c)-(b,d)  (a,c) (b,d)
y c-b c b
(a,c) - (b,d) (a,c¢) (b,d)



Assim, tanto o numerador como o denominador serao fragoes irredutiveis e por
essa razao, como feito na Equacdo (1.6), podemos dizer que o mmcg entre = e y,

representado por M, sera igual a:

a.c) (b, d)

a d
,d

c b
d

Il
<
—~

~

eI0
c

a,c) (b, d)
c 1

(b, d

—
~—

Sall RS
—~

—~

= =& = £
I

a,c

—~
~
~

Como o modulo do produto de dois ntimeros é sempre igual ao produto do mmec
a-c

(a,¢)

pelo mdc entre eles, que foi demonstrado na Proposicao temos que: [a,c] =

e com isso teremos que:

]

Proprosicao 1.5. Considerando x e y € Q tais que suas fragoes irredutiveis serao,

respectivamente a/b e c/d poderemos calcular o mdcg entre x e y da sequinte maneira:

(a,c

[b ]

~—

mdcg(z,y) = (1.9)

Demonstracao. Pelo que fizemos na demonstracao anterior, podemos dizer que:

L. b a d_
(@,0)(0.d) Y (a0 (bd)

c b

" a0 (,d)

PT a4

(a,c) (b,d)

Disso podemos concluir que: ————— divide tanto = como y, além disso que tal

(a,e)  (b,d)

10



valor é o maior divisor comum de z e y sendo assim, representando o mdcg(x,y) por

D, teremos:

A
D = a_, _d_
(a,c)  (b,d)
a/b
D = a_, _d_
(a,c)  (b,d)
a-(a,c)-(bd)
D p—
a-b-d
(a,c) - (b,d)
D p—
b-d

]

Tais conceitos foram baseados no trabalho de Cydara Ripoll et al[5]. Essas genera-
lizagoes quando aplicadas a niimeros inteiros nao perdem signficado pois voltam para
as defini¢oes usuais do mmec e do mdc dos ntimeros inteiros. Pois, suponha dois inteiros
x e y entao teremos que para escrevé-los como fracoes, basta tomarmos a =z, ¢ = y
e b=d =1, entao tanto o mmcg quanto o mdcg voltam para as defini¢oes iniciais de

mmec e mdc.

mmeg(r,y) = s

g\r,y - de(b, d)

mmeg(z,y) = mmc(a,c)

mmeg(z,y) = mmc(z,y)
e

B de(a7 C)

mdcg(ﬂi, y) - mmC<b7 d)

mdcg(x,y) = mdc(a,c)
mdeg(x,y) = mde(z,y)
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Além disso vale as proposigoes semelhantes as Proposigoes [1.1]e

Proprosicao 1.6. O mddulo do produto dos nimeros € igual ao produto entre o mmcg

e mdcg desses niumeros.

| -y |= mmeg(x, y) - mdeg(x, y) (1.10)

Demonstracao. Considerando z e y como racionais tais que suas fracoes irredutiveis

serdo, respectivamente a/b e ¢/d teremos que:

|z-y| = mmeg(z,y) - mdeg(z,y)
mme(a,c)  mdc(a,c)

lreyl = mdc(b,d)  mme(b, d)
a-c
|z-y| = b-d

[]

Proprosigao 1.7. Se os numeros x ey forem tais que mmcg(x,y) = a teremos que o
z
a

mmcg(x,y) serd o produto de a pelo mmceg(x1,y1) onde xy =2 ey = 2.

mmcg(a-x,a-y) =a-mmeg(z,y) (1.11)

Demonstra¢ao. Porque poderemos escrever que dado um real a tal que mdcg(a, z) =

mdcg(a,y) = 1 teremos, da Proposigao [1.6, que:

la-z-a-y| = mmecg(a-z,a-y) -mdcg(a-x,a-y)

la-z-a-y| = mmegla-z,a-y)-a-mdeg(x,y)

Pois como mdcg(a,z) = mdcg(a,y) = 1 temos que se d divide z e divide y ird
também dividir a - z e a - y entretanto, a - d também dividird a - x e a - y € como por
definicao o mdcg entre dois niimeros ¢ o maior divisor comum entre eles temos que

mdeg(a-x,a-y) = a-mdecg(x,y) e entdo chegaremos que:
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| w-y| = mmegla-,a-y)-a-mdeg(r,y)

a-mdcg(r,y) - mmeg(z,y) = mmeg(a-z,a-y)-mdeg(r,y)

a-mmeg(z,y) = mmeg(a-z,a-y)
[

Como a generalizacao tanto do mmc quanto do mdc nao perde a esséncia de tais
conceitos, podemos justificar tal feito e agora aplicid-los aos casos que outrora nao

podiamos.
Exemplo 1.1. Qual 0 mmcg e 0 mdeg entre os nimeros 2-v/3 e 7-/37

Nesse caso, podemos simplificar nossos calculos apenas colocando o fator comum
em evidéncia e assim calcularmos o mmcg da parte nao comum, desse modo teremos

que:

mmeg(2-V3,7-V3) = V3-mmeg(2,7)
mmeg(2-V3,7-V3) = V3-14
mmeg(2-V3,7-V3) = 14-V3

Para o mdcg basta pegarmos o maior nimero que divide ambos os nimeros, dessa

forma teremos que;
mdeg(2-V3,7-V3) =3

) 9
Exemplo 1.2. Qual 0o mmcg e 0 mdcg entre os nimeros u e 1—0?

Para resolver tal exemplo deve-se usar a proposicao [1.8, como esses nimeros ja

estao na forma de fracoes irredutiveis, teremos que a = 5,b = 14c =9ed = 10 e
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assim:

mmeg(z,y) = ([Z’;])
5 9\  [59
mmeg (ﬁ’?o) ~ (14, 10)

5 9 45
mmc _— = —_—
9\14" 10 9

Para o mdcg teremos que:

Exemplo 1.3. Qual 0 mmcg e 0 mdeg entre os nimeros 2-v/5 e 7-+/37

Nesse caso, como esses niimeros nao sao comensuraveis, nao é possivel encontrar o

mmcg e 0 mdcg entre eles.

1.2 Encontro de corpos e aplicacoes do mmc e do

mmcg

Existem intiimeras aplicacoes para resolucao de problemas com o uso do minimo mul-
tiplo comum, e agora apresentaremos, também, algumas aplicacoes para o minimo
multiplo comum generalizado onde a definicao inicial nao pode ser aplicada direta-

mente.

Exemplo 1.4. Considere que professor de matemdtica A compareca no colégio de 3
em 3 dias enquanto o professor de matemdtica B compareca de 5 em 5 dias, indepen-
dendetemente do dia da semana que cata seu plantao. Se ambos professores estiveram
presentes no colégio no dia 30 de novembro, qual serd o dia do més de dezembro, do

mesmo ano, que teremos o proximo encontro entre os professores?
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Como o professor A comparece no colégio de 3 em trés dias, podemos pensar que
nesse primeiro més de observagao ele ird ao colégio nos dias multiplos de 3. Analo-
gamente, o professor B estard presente nos dias multiplos de 5. Assim para que os
dois professores estejam no colégio, o dia deve ser miiltiplo tanto de 3 como de 5. Por
essa razao, para responder a esse tipo de problema basta pegarmos o minimo miltiplo
comum entre os periodos, que é o tempo que tal situacao gasta para voltar a ocorrer.

Logo no caso desse exemplo basta pegarmos [3, 5] sendo o periodo que eles se encon-
trardao, entao, como [3,5] = 15, temos que de 15 em 15 dias eles se encontram, portanto
o primeiro dia do més de dezembro do referido ano em que ambos professores estarao
presentes serd o dia 15.

Tal exemplo é um modelo classico de varios problemas. Entretanto existe casos
onde tal resolucao fica um pouco limitada por conta de sua definicao. Como exemplo
temos um problema que podemos tirar de uma brincadeira com dois times de futebol

brasileiro.

Exemplo 1.5. Sabendo que o Vasco da Gama foi rebaizado de divisdo 3 vezes nos
dltimos 8 anos e o Botafogo foi rebaizado 2 vezes a cada 12 anos. Se considerarmos
0s eventos acima como regra, ou seja, cada time ser rebairado € algo periodico, e
considerando hipoteticamente que no ano de 2000 ambos clubes foram rebaizados. Qual

serd o ano que ambos os times serao rebaizados juntos?

Nesse caso, temos que o periodo para o rebaixamento do Botafogo é igual a 6
anos, pois o mesmo sofre 2 vezes nos ultimos 12 anos. Entretanto, o periodo para o

. , 3 . . .
rebaixamento do Vasco é de 3 anos e como esse nimero nao pertence ao conjunto dos
ntmeros inteiros, nao poderemos utilizar o mme. Assim, tal exemplo pode ser resolvido
pela generalizacao do mme. Como ambos periodos sao nimeros racionais, podemos
utilizar a equacado (|1.8]) para resolvé-lo. Como ambos periodos ja estdo na forma de
fracoes irredutiveis, basta tomar a = 6, b = 1, ¢ = 8 e d = 3 e dessa forma teremos

que:
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[6, 8]
r = —
(1,3)
24
r = —
1
r = 24

Portanto, ambos os clubes rebaixarao em 2024, considerando que o fenémeno de
rebaixamento seja periodico. Além disso podemos afirmar que ambos clubes rebaixarao
a cada 24 anos.

Outra aplicagdo do minimo miltiplo comum (mmec) é para o caso em que dois
corpos em movimento circular uniforme (M.C.U.) voltem a se encontrarem no mesmo
ponto. Suponha dois corpos, o corpo A que gira no sentido horario e gasta um tempo
T4 para dar uma volta em torno do percurso regressando a origem O. Enquanto um
corpo B, que gira no sentido anti-horario, gasta um tempo Tp para completar uma

volta.

Figura 1.2: Corpos em M.C.U.

Esses corpos se encontrarao algumas vezes em pontos diferentes desse percurso, mas
somente se encontrarao no mesmo ponto em um tempo igual ao mmec entre Ty e T'.
Pois em tal intervalo de tempo, o corpo A terd dado uma quantidade de voltas N4
equanto que o corpo B terd dado Np voltas, voltando os dois a se encontrarem no
ponto O.

Por definicao, poderiamos resolver esse problema somente se 0os corpos possuissem

periodos inteiros de tempos. Entretanto, com a generalizacao do conceito do mmec,
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podemos agora resolver tal problema para qualquer par de reais que sejam comensu-
raveis. De forma que o tempo que os corpos gastarao para se encontrarem na mesma
posicao serd o mmcg entre os tempos gastos para que cada um deles completem uma

volta.

1.3 Péndulo Simples e o M.H.S.

Na natureza, existem intimeros movimentos oscilatorios e periddicos. Como exemplo
desses movimentos temos: o movimento de uma mola, da corda de um violao, de uma
crianca sentada em um balango, de uma escova de dentes elétrica etc. Além desses
movimentos, a audi¢ao, visao e fala sdo resultantes de fenomenos oscilatorios.[3]

Movimento oscilatorio é aquele em que o corpo balanca em relagao a um ponto de
equilibrio. Atingindo assim pontos de amplitudes maximas para o sentido considerado
positivo e para o negativo. Se tal movimento gastar o mesmo tempo em todas idas e
vindas, serd também um movimento periodico. Dentre tais movimentos, o mais simples
¢ o Movimento Harmonico Simples (M.H.S.).

Basicamente, um corpo estard em M.H.S. se 0o mesmo estiver em um movimento
oscilatorio e periddico. Dois fatores sao indispensaveis para tal oscilagdo: a presenca
de uma forca restauradora e a inércia do corpo. A forca restauradora age no intuito de
fazer o corpo voltar a posicao de equilibrio. Por essa razao representaremos tal forca
como:

F=-K-& (1.12)

Em que F representa o vetor forca restauradoura do movimento, ¥ representa o
vetor posicao em relagao a posicao de equilibrio, K é a constante de propor¢ao entre a
forca e a elongacao, ou posicao, e o sinal negativo representa que tal for¢ca sempre tera
o sentido oposto ao da deformacao sofrida pelo corpo, por isso do nome restauradora.

J& a inércia é a propriedade que os corpos possuem de continuar seu estado, ou
em repouso ou em movimento retilineo uniforme. Por essa razao, os corpos nao param
no instante e na posicao onde a forca é nula. Nesse trabalho, trataremos de um caso
particular do M.H.S. o Péndulo Simples. Quando um corpo de massa m, preso a um
fio de comprimento L oscila em torno de uma posicao O, descrevendo o arco BOC
teremos um Péndulo Simples.

Nesse caso, a forca restauradora do M.H.S. serd a componente da forca Peso na
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direcao tangencial, P,. Tal componente, depende da posi¢ao do corpo, ou seja, nao é
constante ao longo do movimento e o Peso é a forca gravitacional que a terra exerce em
um corpo proximo a ela. Tal forca pode ser calculada como o produto entre a massa

do corpo e a aceleracao da gravidade ou campo gravitacional.

Figura 1.3: Péndulo Simples

Da Figura temos que o modulo de P, sera dado por:
P, =P senf (1.13)

Se considerarmos 8 um angulo pequeno, menor do que 10°, podemos utilizar a apro-

ximagao para tais angulos|2], onde:

senf ~ tgf ~ f3 (1.14)

para § em radianos. Pois temos do cédlculo diferencial e integral que:

. senz
lim
x—0 x

=1 (1.15)

Entao para angulos até 10° teremos que g = 0,1745rad e senl0° = 0,1736 e dessa
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forma, para uma aproximacao para trés casas decimais temos que senf =~ (3. Por essa
razao, temos que o comportamento dos Péndulos sera préximo ao esperado teorica-
mente se o angulo de abandono for menor ou igual a 10°.
_ .
Desse modo, como 8 = ¥ temos que:

Xz

P.=P-senf=P-

1

‘x (1.16)

h

Assim a primeira caracteristica para o movimento do Péndulo ser um M.H.S é re-
presentado pela Equacao (1.12)), pois a forca restauradora ¢ proporcional a deformacao
e ainda, como representado na figura, possui sentido oposto a mesma. Da Segunda lei

de Newton, ou Principio Fundamental da Dinamica, temos que:
Fr=m-a (1.17)

Onde Fr é a forca resultante, ou seja, a soma vetorial de todas as forcas que agem
no corpo, @ é o vetor aceleracdo do corpo dado pela segunda derivada da posi¢do em
relacdo ao tempo e m é a massa ou a medida da inércia do corpo. Da defini¢ao de

aceleracao temos que:

L 07
Utilizando tais equacoes temos que:
Fo=m-@ = m- T;C
Fr=P, = —K-Z
P
K7 = ——_.7
X 72

Desse modo, para melhor evidenciarmos a constante de proporcionalidade entre a

forca e a elongacao, podemos escrever que:

2_»/
% i (1.19)

E=m - —
ot?
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_ P
Em que a constante de proporcao entre F'e 7' é K = T A solucao para a equacao

diferencial ordinaria acima é da forma:

x=A- cos(w-t+ ¢p) (1.20)

Em que A representa a amplitude do movimento, distancia em que o corpo oscila
em relacao a posicao de equilibrio O; ¢g representa a fase incial, que esta ligada a
posicao onde o corpo comeca a oscilar e w representa a pulsacao. Onde essa pulsagao

é tal que:

Py 2E

L’ "
P 0?
—Z'(A-cos(wi—i—qzﬁo)) = m~8—tf(A'cos(w-t+¢o))

Como P =m - g, onde g é a aceleracao da gravidade local, temos:

m-g 0%z
_T-(A~cos(w-t+¢0)) = m'ﬁ(

_%-(A-cos(w-t%—(bo)) = m- (=W A cos(w - 1+ o))

A - cos(w -t + ¢p))

Dividindo ambos os lados da equacdo por: m - (—A - cos(w -t + ¢g)) teremos que:

:wz

g
L

Pela definicao de velocidade angular, que é a taxa de variagao temporal da posi-
T R
cao anular, chegamos que w = T onde T é o periodo do péndulo, ou seja, tempo

necessario para que o corpo complete uma oscilagao completa.

2.7\ 2
2
-~ (%)

Portanto, concluimos que o periodo de um péndulo simples é dado pela equacgao e

i

definido da seguinte maneira.

Definicao 1.7. Periodo de um péndulo € o intervalo de tempo gasto para que o mesmo

possa completar uma oscilacao, ou seja, sair de um ponto passar por todas as posi¢oes

20



possiveis e retornar ao mesmo ponto. Tal periodo dependerd, em um caso onde despre-

zarmos as forcas dissipativas, do comprimento do péndulo e da aceleracdo gravitacional
que for submetido.

(1.21)
9]
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Capitulo 2

Aplicacao do mmcg no fenémeno de

batimento

O presente trabalho objetiva-se em explicar o movimento de alguns péndulos sim-
ples em movimentos independentes porém simultaneos. A Motivacao veio apos a vi-
sualizacao de um video na internet denominado Pendulum Waves. Disponivel em:
<https://www.youtube.com/watch?v=yVkdfJ9PkRQ>. Acesso em: 30 mar. 2016.
Onde foi feito uma analogia entre a imagem formada pelas posicoes dos péndulos em
movimento e uma onda. A partir disso, buscamos a interpretacao matematica ou um
padrao para as repeticoes das posicoes de tais péndulos. Pois o video mostra algumas
situagoes que parecem repetir. Entao buscamos a explicacao para tal fendmeno.

A fisica explica que duas ondas sofrem interferéncia quando elas se encontram. A
interferéncia de ondas é a superposicao de duas ou mais ondas de mesma natureza.
Como a onda é uma perturbacao que transporta energia mas nao transporta matéria,
a superposicao de duas ondas seria a soma das pertubacoes individuais. Agora, quando
as ondas possuem periodos ligeiramente distintos, formarao um padrao que depende
da posicao e do tempo. Assim, a interferéncia de duas ondas com periodos proximos
serd denominado batimento [§].

Podemos extender esse conceito a fenémenos periddicos, que sao aqueles que pos-
suem um tempo determinado para comecar e terminar. Como exemplo podemos citar
as setas de dois carros parados em um sinaleiro. Cada seta precisara de um certo

tempo para acender e apagar, periodo, e tais intervalos de tempo nao necessariamente
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serao iguais. Sendo assim, elas irao acender e apagar independentemente porém pode
acontecer de acenderem simultaneamente ou nao. Na maioria das vezes, elas acendem
juntas, depois quase juntas e ainda em tempos diferentes e depois pode voltar a ocorrer
de acenderem juntas e assim por diante. A esses encontros e desencontros de tempos
em tempos chamaremos de batimentos.

Voltando aos péndulos, é mais ou menos isso que acontece. No inicio eles estavam
juntos, depois um antige a posicao inicial e os outros ocupam posicoes distintas. Em
seguida atingem a mesma posicao quase juntos, podendo até mesmo, depois de um
certo intervalo de tempo, atingir tal posicao no mesmo tempo. Um possivel encontro
na posi¢ao inicial pois, como elucidado adiante, nem sempre isso ocorre. Assim, ana-
lisaremos se os péndulos voltam a se encontrarem na mesma posicao e se sim, quando
isso ocorre. Para ilustrar algumas situagoes utilizamos um software de animacgao para
conseguir as sequéncias de posi¢oes dos péndulos.

Como demonstrado na secao [1.3| o periodo do péndulo simples, desconsiderando as

forcas dissipativas, é dado por:

< |t~

Assim, na maioria das vezes, os periodos dos péndulos nao serao niimeros inteiros,
por isso nao faria sentido em dizer que os péndulos voltariam a se encontrar no mmc
dos seus periodos. Por essa razao fizemos a generalizacao do conceito do mmc na
secao [I.1.3] Entretanto ainda temos uma restri¢ao, tais periodos devem ser comensu-
raveis para que seja possivel encontrar o mmecg dos mesmos. Desse modo, teremos que
restringir os comprimentos dos péndulos para que isso seja possivel.

Como fizemos no caso de encontro de corpos em MCU na Secao [1.2] teremos
o encontro de dois péndulos A e B quaisquer na mesma posicao quando passar um
intervalo de tempo At igual ao mmc entre seus periodos. Entretanto para os péndulos
falaremos em minimo miltiplo comum generalizado, mmcg, por esses periodos nao
necessariamente serem nimeros inteiros.

Exemplificando podemos ter que o menor intervalo de tempo para dois péndulos,
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A e B, se encontrarem na mesma posicao serd dado por:

At = mmcg(Ta, Tp)

| L L
At = mmeg |2 -7- A27r =B

o () o )

Em um caso geral, sem restricao para os comprimentos dos péndulos nem sem-
pre sera possivel encontrar o mmcg (\/L_A, \/L_B) porque isso somente serd possivel se
(VLa) e (V/Lg) forem comensuraveis, ou seja, @ € Q . Dessa forma, nem sempre

VLg
se dard o encontro dos moéveis no mesmo ponto. Do senso comum poderiamos achar
que eles voltariam a se encontrar, como também achava-se que um par de niimeros era
sempre comensuravel. Assim, s6 faz sentido a busca por um padrao para o encontro dos
péndulos se a raiz quadrada de seus comprimentos for comensuravel. A figura abaixo
ilustra quatro instantes de tempos do movimento de cinco péndulos que nao satisfazem

a condicao de seus periodos serem comensuraveis.

Tempo =0 Tempo =1 Tempo = 2 Tempo =3 Tempo =4

Figura 2.1: Péndulos associados

Um dos casos onde as raizes dos comprimentos serao comensuraveis serd quando
tais raizes forem numeros inteiros. Assim podemos escolher comprimentos tais que suas
raizes quadradas pertencam ao conjunto dos ntimeros inteiros, para isso escolhemos um
padrao para tais comprimentos. A sequéncia dos menores nimeros inteiros quadrados
perfeitos formam uma progressao aritmética, (PA), de segunda ordem, ou seja, uma P A
cuja razao varia linearmente. Exemplificando isso, temos que a sequéncia 1,4,9, 16, ...

é o conjunto dos ntimeros inteiros que sao quadrados perfeitos. Tal sequéncia pode ser
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obtida através da equacao:
A, =Ay+n-(n+2) (2.1)

Em que Ag é o primeiro termo e n é a variavel para encontrarmos os elementos da série.
Podemos interpretar a equagao acima como uma progressao aritmética de segunda
ordem, pois n + 2 que é a razao da série acima forma uma PA de primeiro termo 2 e
razao 1.

Assim, se tomarmos os comprimentos dos péndulos A, B, C' e D como sendo 1,4,

. N 2.7
9 e 16 respectivamente, teremos que seus periodos serao dados por: Ty =1 - (7),
g
2-m 2-m 2

-
Tg =2- (—), Tc =3 - (—) elp=4- (—) Portanto tais periodos serao
V9 V9 V9

comensuraveis, pois a razao entre eles é sempre um ntmero racional, e assim poderemos

determinar o mmecg entre eles. Ou entao, para simplificar a notacao, podemos adotar

2.7

U= (T) como unidade de medida para o tempo e assim os periodos dos péndulos
g

A, B, C'e D serao dados por lu, 2u, 3u e 4u, respectivamente.

Considerando os periodos acima listados, nem precisamos da generalizagao do mmec,
pois basta fazermos o mmc entre 1, 2, 3 e 4. Assim o péndulo A encontra todos os
péndulos na posicao inicial, porque seu periodo é unitario e para qualquer periodo T
inteiro teremos que o mmc(1,T) = T. Nesse caso, o péndulo A tera dado T oscilagoes e
o outro apenas uma. Analogamente, todas as vezes que o péndulo D retornar a posi¢ao
inicial o péndulo B também estard nessa posicao. Assim teremos a representacao na

figura dessa constatacao. Agora para outros péndulos devemos fazer o mmec entre eles.

Tempo = Ou Tempo = 1u Tempo = 2u Tempo = 3u Tempo = 4u

Figura 2.2: Sequéncia de posicoes dos péndulos

Para os quatros péndulos juntos teremos que o intervalo de tempo necessario para que
eles se encontrem, na posicao inicial, sera dado por: At = mmeg(Ta, Tp,Tc,Tp) = 12u
Portanto, a cada intervalo de tempo de 12u eles terao a mesma disposi¢ao do que no

inicio do movimento.
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Tempo = 0u Tempo = 12u Tempo = 24u

Figura 2.3: Encontro dos péndulos

Porém existem casos onde mais simples do que adotar uma unidade de medida que
possibilite usarmos o mmec serd utilizar o mmcg. Como exemplo disso poderiamos citar
9 16 25

um caso onde os comprimentos dos péndulos fossem 1, 79 e 6 Consequentemente,

2. 3 [2-
tais péndulos terao periodos dados por: Ty =1 - (—W>, Ty = — - (—W), Ter =

Vi 2 \Vo

4 (2 . 7r) 5 (2 . 7T)
— | —= | € TD/ =—|—].
3 \V9 4\ Vo

Logo o menor tempo para que os quatro péndulos A’, B', C' e D’ se encontrem
serd tal que: At = mmcg(Ta, Tp,Tcr, Tpr). Para calcularmos o mmecg entre mais de
dois nimeros basta fazermos o mmcg dos pares, depois o0 mmcg do mmcg de pares de
nimeros e assim por diante. Entao, utilizando a mesma unidade de medida anterior,

para a simplificagdo de notacio, e a equagao (|1.8]) para calcularmos os mmecg’s, teremos

que:

mmeg(Tar, Tp, Ter, Tp) = mmeg(mmeg(Ta, Tr), mmeg(Ter, Tpr))
1,3 4,5
mmcg(TA/, jjB/7 TC’7 TD’) = mmcyqg (u’ u)

3 (20
mmcg(TA/, Y—VB/7 TC’7 TD’) = mmcg (U _])
mng(TA/, TB’7 TC’> TD’) = mmcg ( 37 20)
mng(TA/, 7—13/7 TC’7 TD’) = 60u

Assim os péndulos A, B', C" e D’ se encontrarao a cada intervalo de tempo igual
a 60 u. Todavia, o grande problema é que nem sempre dara para utilizarmos o mmcg
para calcular o intervalo de tempo que os péndulos se encontram. Pois o mmcg so-
mente pode ser utilizado para pares de reais que sejam comensuraveis. Entao se os
comprimentos dos péndulos envolvidos forem tais que os periodos sejam incomensu-

raveis, esses péndulos nao voltarao a se encontrar no mesmo ponto inicial, ou entao,
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dois péndulos que possuem periodos inconmensuraveis nunca voltam a se encontrar em
uma configuragao que eles, simultaneamente, ji ocuparam. No comeco dessa se¢cao, na
figura 2.1} mostramos as posigoes de um conjuto de péndulos que exemplifica esse caso.
Ou seja, nao poderemos pegar duas imagens, das posicoes dos péndulos, de instantes
de tempo diferente que sejam iguais. Entretanto, se os periodos forem comensuraveis,
para encontrarmos o encontro entre varios periodos, devemos calcular o mmcg entre

dois a dois até encontrarmos o mmcg entre eles.
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Capitulo 3

Sugestao de abordagem

No contexto do ensino médio, podemos aplicar tal trabalho com a turma de 22 série.
Pois tal turma ja tera estudado os conceitos fundamentais sobre péndulo e assim usaré
tal abordagem para aprender mais sobre mmc e mmecg. Podemos ter uma aborda-
gem baseada em resolucao de problemas. Utilizando assim uma metodologia de ensino
por pesquisa[l] onde os alunos a partir de uma situagdo problema ird pesquisar so-
bre o assunto e no proximo encontro eles poderao discutir sobre o que estudaram e
consequentemente sobre a solu¢ao do problema.[4]

Para tal, sugerimos a aplicacao em 3 momentos, ou trés aulas. No primeiro mo-
mento o professor terd a oportunidade de falar um pouco sobre o assunto de minimo
multiplo comum com alguns exemplos de encontros de corpos ou de eventos, como
mostrado na Secao [[.2] e depois mostrar o video ou tentar levar o experimento para
a sala de aula, perguntando se aqueles péndulos voltam a se encontrar. Apos essas
explicacoes e endagacoes, o professor ird propor aos alunos que passem para a pesquisa
e elaboracao da resolucao do problema. Instigando nos alunos a curiosidade sobre o
tema e mostrando a importancia em pesquisarem sobre aquilo. Entao nas proéximas
aulas, o professor ird organizar uma discussao sobre as pesquisas. Tentando extrair o
méaximo de informacoes que os alunos pesquisaram e o que eles acham sobre a pergunta
inicial. Mesmo com o minimo de intervengoes possiveis, o professor tera que conduzir
os alunos a correta resposta ao problema.

Assim é proposta a seguinte sugestao para as aulas sobre a aplicacdo do minimo

multiplo comum generalizado.
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Aula 01 - Aplicacoes do mmc e a problematizacao

Objetivos
- Fazer com que o aluno crie competéncias para entender o mmec.
- Identificar as situagoes cotidianas que podem ser solucionadas com o uso do mmec.

- Desenvolver habilidades a resolucao de problemas com a elaboracao de hipoteses

do mesmo como consequéncia da proposta de pesquisa do professor.

Conteudo

- Multiplos e divisores.
- Minimo miltiplo comum, mmec.

- Péndulo Simples.

Metodologia

O professor fard um resumo breve sobre multiplos, divisores,mmc e mdc. Apresentando
alguns exemplos de aplicagoes dos mesmo, como sugerido mais adiante. Depois o
professor mostrard o video intitulado Pendulum Waves, questionando aos alunos se
tais péndulos voltam a se encontrarem na mesma posi¢ao e se sim, quando isso ocorre.
Para isso, o professor deve falar sobre os conceitos fundamentais de péndulo simples,

dando um resumo no contetido da Secao (1.3

Sugestao de Atividades

Questao 3.1. Determinado grupo de amigos se reunem sempre no terceiro sdbado
de cada més de numero impar. Joao faz parte desse grupo e sempre frequenta essas
reunioes. Entretanto, Joao tem que ir também as reunioes da empresa, que ele trabalha,
e tais reunioes ocorrem nos meses de niumeros multiplos de trés sendo que essas também
ocorrem no terceiro sabado dos referidos meses. Quais sao 0S8 meses que as Teunioes

de Jodo acontecerd no mesmo dia?
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https://www.youtube.com/watch?v=yVkdfJ9PkRQ

Questao 3.2. Dois atletas estao correndo em uma praca circular. O Atleta A gasta
5 min para completar uma volta, enquanto que o atleta B gasta 7T min para regressar
ao inicio do percurso. Em quanto tempo tais atletas voltarao a se encontrar no ponto
que ambos comecaram a correr juntos? Em 1h de treino, quantas vezes esses atletas

se encontraram em qualquer ponto da praca?

Questao 3.3. Se os atletas da questao anterior gastarem %h e %h respectivamente para
completarem uma volta, quanto tempo eles gastarao para voltarem a se encontrarem no
mesmo ponto? Quantas vezes eles se encontrarao em pontos quaisquer da prag¢a? E

possivel resolver essa questao sem transforma os periodos de horas para minutos?

Questao 3.4. Se os atletas da questio gastarem 3 - \/2min e 4 - /3min respecti-
vamente para completarem uma volta, quanto tempo eles gastarao para voltarem a se
encontrarem no mesmo ponto? Quantas vezes eles se encontrarao em pontos quaiquer

da praca?

Aula 02 - Verificacao dos resultados das pesquisas

Objetivos

Identificar o que os alunos conseguiram pesquisar e entender.

Avaliar o desempenho que os estudantes obtiveram em tais pesquisas.

Introduzir o conceito de segmentos comensuraveis e incomensuraveis.

Introduzir o conceito do minimo multiplo comum generalizado mostrando suas

aplicacoes.

Conteudo

Segmentos comensuraveis e incomensuraveis.

Minimo miltiplo comum generalizado, mmcg.

Maximo divisor comum generalizado.

Péndulo Simples.
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Metodologia

Da forma que fora sugerido acima, o professor deve conduzir um debate entre os alunos
com o intuito de verificar o que os alunos conseguiram aprender. Questionando-os sobre
as questoes propostas na aula e sobre o video. Espera-se que os alunos nao falem sobre o
mmcg. Assim o professor explicara tais conceitos exemplificando e mostrando diversas
aplicacoes. Entao voltard a questao inicial, os péndulos voltam a se encontrar na
posicao inicial? Caso afirmativo, quando isso ocorre? Para conduzir a essa pergunta,
o professor podera utilizar alguns simuladores, tais como o Geogebra, facilitando a
visualizacao do problema. Finalmente o professor podera pedir aos alunos que facam
as questoes sugeridas abaixo para que no posso encontro eles possam chegar a uma

resposta a questao central.

Sugestao de Atividades

Questao 3.5. Um péndulo simples possui comprimento igual ¢ 0,4m e estd em uma
regido onde a aceleracio da gravidade vale 10m/s*. Sabendo disso, qual o periodo de tal
péndulo? Se nessa mesma regiao, existir um péndulo B cujo comprimento vale 0,9m
qual serd seu comprimento? Supondo que ambos os péndulos comecem a oscilar juntos,
qual serd o intervalo de tempo necessdrio para que ambos voltem a se encontrar na

posicao inicial?

Questao 3.6. Dois péndulos simples A e B possuem comprimentos iguais a Ly =
2m e Ly = 3m e estio em uma regido onde a aceleracio da gravidade vale 10m/s>.
Supondo que ambos os péndulos comecem a oscilar juntos, qual serd o intervalo de

tempo necessdario para que ambos voltem a se encontrar na posi¢cao inicial?

Aula 03 - Finalizacao

Objetivos
- Compreender quando ocorre o encontro de dois moveis.

- Comparar os casos onde os péndulos possuem periodos inteiros ou reais comen-

suraveis.
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- Entender o que acontece quando os periodos dos péndulos sao incomensuraveis.

Contetido

- Segmentos comensuraveis e incomensuraveis.
- Minimo miltiplo comum generalizado, mmcg.

- Péndulo Simples.

Metodologia

Partindo mais uma vez da discussao a cerca da pesquisa dos alunos, conduzir os alunos
para a solucao do problema proposto. Respondendo as questoes propostas inicialmente
e dando mais exemplos inclusive com a visualizacao dos casos com auxilio de um
simulador. Entao falar aos alunos que o encontro do péndulos se da apenas nos casos
onde seus periodos sao comensuraveis mostrando que caso isso nao ocorra, teremos
que os péndulos nao mais encontrarao na mesma posicao, mas estarao juntos em outra
posicao a cada encontro.

Para uma melhor compreensao dos alunos, é importante que sejam feitos muitos
exemplos de encontro abordando muitos casos diferentes, incluindo a situacao onde
usaremos o mmcg para nimeros racionais e para pares de reais comensuraveis. Entao,
se for possivel uma aplicacao em mais aulas, seria interessante que no momento da pro-
blematizacao o professor nao somente conduza os alunos a pensarem em uma maneira
de achar o mmc em um caso mais geral mais também faca exemplos disso com eles.

Apos explicar que os péndulos nem sempre voltam a se encontrarem, cabe ao pro-
fessor montar modelos onde os péndulos possuam periodos comensuraveis e outros
modelos de periodos nao comensuraveis. Para ajudar na visualiazacao das situagoes

acima o professor podera utilizar software de animacao para facilitar o entendimento.
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Capitulo 4

Consideracoes finais

O proposito desse trabalho era de encontrar um padrao no encontro dos péndulos.
Dessa forma, nossa hipotese era estabelecer uma relacao entre os instantes de tempo em
que os péndulos voltassem a se encontrar com os termos de uma sequéncia. Entretanto,
verificou-se que tal encontro era condicionado ao fato dos periodos serem comensuraveis.

Assim, para uma melhor compreensao sobre o objetivo incial, foi necessario o conhe-
cimento dos conceitos de comensurabilidade e minimo miltiplo comum generalizado.
Pois, para que os péndulos voltassem a se encontrar na mesma posicao, cada um deve-
ria dar uma quantidade inteira de oscilacoes para que eles voltassem ao mesmo ponto
a0 mesmo tempo. Assim, ocorrerd tal fendmeno se existir um instante de tempo que
seja multiplo comum dos periodos. Por isso, os péndulos somente voltam a se encontrar
no mesmo ponto, se seus periodos forem comensuraveis. Entao, se essa condicao for
satisfeita, eles se encontram em intervalos de tempos iguais a tal multiplo.

Finalizando o trabalho, foi proposto uma sugestao de aplicacao do mesmo a alunos
da segunda série do ensino médio, porque tais alunos ja adquiriram alguns dos conceitos
bésicos para o entendimento do assunto. Entretanto, tal proposta pode ser aplicada a
outra série, desde que seja feita em mais aulas, enfatizando os conceitos basicos para

que possa existir a compreensao do assunto.
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Capitulo 5

Anexo

Tabela 5.1: Protocolo de construcao - Péndulos de comprimentos comensuraveis

N. | Nome Valor Comando Legenda
1 | Lista t1 t1=0,0,0,0
2 | Namerosl | sl =0 (Elementol[t1, 4] 60 +

Elemento[t1, 3]) 60 +
Elemento[t1, 2] + Ele-
mento[tl, 1] / 1000

3 | Listatd | t0=0,0,0,0
4 | Namero s0 | s0 = 0 (Elemento|t0, 4] 60 +
Elemento[t0, 3]) 60 +
Elemento[t0, 2] + Ele-
mento[t0, 1] / 1000

5 | Ntmero AL =1

AL
6 Numero Lpin = 1
Lmin
7 | Namero A2=1 Lmin
A2
8 | Ponto O O = (0, 0)
9 | Namero 60 | 60 = 0.3
10 | Nimeroa | o =0
11 | Nimerog | g = 9.8
12 | Nimero w | w = 3.13 sqrt(g / Lmin)
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Tabela 5.2: Protocolo de construcao - Péndulos de comprimentos comensuraveis

N. | Nome Valor Comando Legenda
13 | Nimerot |t =0 sl - s +
Se|Elemento[tl, 4] <
Elemento[t0, 4], 3600
(24 + Elemento[t0, 4]
- Elemento|t1, 4|), 0]
14 | Ntmero 0 | 0 = 60 sen(w t + «)
15 | Ponto O O = ( 0) Girar|O, 6, O]
16 | Ponto C C = (-0.2,0) O + (-0.2, 0)
17 |PontoD | D = (0.2, 0) O + (0.2, 0)
18 | Segmento | b =04 Segmento|C, D]
b
19 | Texto Péndulos  sim-
textol ples (vista
frontal)
20 | Texto Al Longitudes
21 | Numero A3 =4 A2 4+ 3AL Defini o
A3
22 | Namero Ad =9 A2 + 8AL comprimentq
A4
23 | Namero A5 =16 A2 + 15AL dos péndu-
Ab los
24 | Numero A6 = 25 A2 + 24AL como uma
A6
25 | Namero A7 =36 A2 + 35AL PA de
A7
26 | Namero A8 =49 A2 4+ 48AL segunda
A8
27 | Ndmero A9 =64 A2 + 63AL ordem
A9
28 | Namero Al10 = 81 A2 + 80AL
A10
29 | Texto C1 | Frecuencias (wn)
30 | Texto D1 | Angulos(6n)
31 | Texto B1 | Puntos(Bn)
32 | Ponto B2 | B2 = (0, -1) 0 - (0, A2)
33 | Texto E1 | Puntos(Mn)
34 | Ponto B3 | B3 = (0, -4) O - (0, A3)
35 | Ponto B4 | B4 = (0, -9) O - (0, Ad)
36 | Ponto B5 | B5 = (0,-16) | O - (0, A5)
37 | Ponto B6 | B6 = (0,-25) | O - (0, A6)
38 | Ponto B7 | B7 = (0, -36) O - (0, A7)
30 | Ponto BS | BS = (0,-49) | O - (0, A8)
40 | Ponto B9 | BY = (0,-64) | O 330, A9)
41 | Ponto B10 | B10 = (0, -81) | O - (0, A10)




Tabela 5.3: Protocolo de construcao - Péndulos de comprimentos comensuraveis

N. | Nome Valor Comando Legenda
42 | Ntmero C2 = 6.261 2sqrt(g / A2)
C2
43 | Namero C3 =313 2sqrt(g / A3)
C3
44 | Ntmero C4 = 2.087 2sqrt(g / A4)
C4
45 | Ndmero C5 = 1.565 2sqrt(g / AD)
Ch
46 | Namero C6 = 1.252 2sqrt(g / A6)
C6
47 | Ntamero C7 =1.043 2sqrt(g / A7)
C7
48 | Ndamero C8 = 0.894 2sqrt(g / A8)
C8
49 | Nuamero C9 = 0.783 2sqrt(g / A9)
C9
50 | Namero C10 = 0.696 2sqrt(g / A10)
C10
51 | Namero D2 = 0.3 00 cos(C2 t + «)
D2
52 | Numero D3 =0.3 60 cos(C3 t + a)
D3
53 | Namero D4 = 0.3 00 cos(C4 t + «)
D4
54 | Namero D5 = 0.3 60 cos(Ch t + «)
D5
55 | Numero D6 = 0.3 60 cos(C6 t + «)
D6
56 | Namero D7 = 0.3 60 cos(CT7 t + «)
D7
57 | Numero D8 =0.3 60 cos(C8 t + a)
D8
58 | Numero D9 = 0.3 00 cos(CI t + «)
D9
59 | Namero D10 = 0.3 00 cos(C10 t + «)
D10
60 | Ponto E2 | E2 — (0.296, - | Girar[B2, D2, O]
0.955)
61 | Ponto E3 | E3 = (1.182, - | Girar[B3, D3, O]
3.821)
62 | Ponto E4 | E4 = (2.66, - | Girar|B4, D4, O]
8.598)
63 | Ponto E5 | E5 = (4.728, - | Gig|B5, D5, O]

15.285)




Tabela 5.4: Protocolo de construcao - Péndulos de comprimentos comensuraveis

N. | Nome Valor Comando Legenda
64 | Ponto E6 | E6 = (7.388, - | Girar|B6, D6, O]
23.883)
65 | Ponto E7 | E7 = (10.639, - | Girar[B7, D7, O]
34.392)
66 | Ponto E§ | E8 = (14.48, - | Girar|B8, D8, O]
46.811)
67 | Ponto B9 | E9 — (18.913, - | Girar[B9, D9, O]
61.142)
68 | Ponto E10 | E10 = (23.937, - | Girar[B10, D10, O]
77.382)
69 | Texto F'1 Hilos
70 | Segmento | F2 =1 Segmento|O, E2]
F2
71 | Segmento | F3 =14 Segmento|O, E3]
F3
72 | Segmento | F4 =9 Segmento|O, E4]
F4
73 | Segmento | F5 = 16 Segmento|O, E5]
5
74 | Segmento | F6 = 25 Segmento|O, E6]
F6
75 | Segmento | F7 = 36 Segmento|O, E7]
F7
76 | Segmento | F8 =49 Segmento|O, E§]
F8
77 | Segmento | F9 = 64 Segmento|O, E9|
F9
78 | Segmento | F10 = 81 Segmento|O, E10]
F10
79 | Texto G1 | Arcos
80 | Arco G2 G2 =0.6 ArcoCircular|O,

Girar[B2, -60, O],
Girar|B2, 60, O|]
81 | Arco G3 G3 =24 ArcoCircular|O,
Girar[B3, -60, O],
Girar|B3, 00, O||
82 | Arco G4 G4 =54 ArcoCircular|O,
Girar[B4, -60, O],
Girar|B4, 60, O|]
83 | Arco G5 Gb =9.6 ArcoCircular|O,
Girar|B5, -60, O],
Girar[B5, 00, O|]
84 | Arco G6 G6 = 15 Ar&iCircular|O,
Girar[B6, -600, O],
Girar|B6, 60, O|]




Tabela 5.5: Protocolo de construcao - Péndulos de comprimentos comensuraveis

N. | Nome Valor Comando Legenda
85 | Arco G7 G7 =216 ArcoCircular|O,
Girar[B7, -600, O],
Girar|B7, 60, O|]
86 | Arco G8 G8 =294 ArcoCircular|O,
Girar[B8, -60, O],
Girar[B8, 00, O|]
87 | Arco G9 G9 — 384 ArcoCircular|O,
Girar[B9, -60, O],
Girar|B9, 60, O|]
88 | Arco G10 | G10 = 48.6 ArcoCircular|O,  Gi-
rar[B10, -00, O],
Girar[B10, 00, O]]
89 | Texto Péndulos  sim-
texto2 ples (vista
lateral y cenital)
90 | Niamero A1l = 100 A2 + 99AL
All
91 | Ponto B11 | B11 = (0, -100) | O - (0, A11)
92 | Namero | C11 = 0.626 2s5qrt(g / All)
C11
93 | Ntmero D11 =0.3 70 cos(C11 t + o)
D11
94 | Ponto E11 | E11 = (29.552, - | Girar[B11, D11, O]
95.534)
95 | Segmento | F11 = 100 Segmento[O, E11]
F11
96 | Arco G11 | G11 = 60 ArcoCircular[O,  Gi-
rar|[B11, -00, O],
Girar|B11, 60, O]]
97 | Nimeron |n =4
98 | Ponto A A =(-2,0)
99 | Ponto B B = (5.5, 0)
100| Segmento |a — 7.5 Segmento|A, B|
a
101 | Texto I1 Puntos suspen-
sion
102| Ponto 12 |12 = (-1.75,0) | A + (0.25, 0)
103| Ponto I3 13 (1, 0) A+ (2(05),0)
104| Ponto I4 ~(025,0) | 23-12
105| Ponto I5 15 = (0.5, 0) 214 - 13
106| Ponto 16 = (1.25, 0) 215 - 14
107| Ponto 17 I7 = (2, ) 216 - 16
108| Ponto I8 | I8 = (.75, 0) | 213816
109| Ponto 19 19 = (3.5, 0) 218 - I7
110| Ponto 110 | 110 = (4.25, 0) 219 - I8
111] Ponto 111 | T11 = (5, 0) 2110 - 19




Tabela 5.6: Protocolo de construcao - Péndulos de comprimentos comensuraveis

N. | Nome Valor Comando Legenda
112] Texto J1 Puntos pendulos
113| Ponto J2 | J2 = (-1.75, - | (x(I2), y(E2))
0.955)
114| Ponto J3 | J3 = (-1, -3.821) | (x(I3), y(E3))
115| Ponto J4 | J4 = (-0.25, (x(I4), y(E4))
8.598)
116| Ponto J5 | Jb = (0.5, - | (x(I5), y(EbB))
15.285)
117| Ponto J6 | J6 = (1.25, - | (x(I6), y(E6))
23.883)
118| Ponto J7 | J7 = (2, -34.392) | (x(I7), y(ET))
119| Ponto J8 | J8 = (275, - | (x(I8), y(E8))
46.811)
120 Ponto J9 | J9 = (3.5, - | (x(19), y(E9))
61.142)
121| Ponto J10 | J10 = (4.25, - | (x(I10), y(E10))
77.382)
122| Ponto J11 | JI1 = (5, | (x(I11), y(E11))
-95.534)
123| Texto K1 | Hilos lateral
124] Segmento | K2 = 0.955 Segmento|l2, J2|
K2
125| Segmento | K3 = 3.821 Segmento|l3, J3|
K3
126| Segmento | K4 = 8.598 Segmento|l4, J4]
K4
127] Segmento | Kb = 15.285 Segmento|I5, J5]
K5
128| Segmento | K6 = 23.883 Segmento|16, J6]
K6
129| Segmento | K7 = 34.392 Segmento|l7, J7|
K7
130| Segmento | K8 = 46.811 Segmentoll8, J§|
K8
131| Segmento | K9 = 61.142 Segmento|l9, J9|
K9
132] Segmento | K10 = 77.382 Segmento|l10, J10]
K10
133] Segmento | K11 = 95.534 Segmento[I11, J11]
K11
134| Texto L1 Puntos vista ce-
nital
135 Nimero k | k = 14 39
136| Ponto L2 | L2 = (-1.75, - | (x(J2), x(E2) - k)

13.704)




Tabela 5.7: Protocolo de construcao - Péndulos de comprimentos comensuraveis

N. | Nome Valor Comando Legenda
137| Ponto A’ A’ = (-2, -14) Transladar[A, (0, -k)]
138| Ponto B’ B’ = (5.5, -14) | Transladar|B, (0, -k)]
139] Segmento | d =7.5 Segmento|A’, B’|
d
140| Ponto L3 |13 = (-1, | (x(J3), x(E3) - k)
112.818)
141| Ponto L4 | L4 — (-0.25, - | (x(J4), x(E4) - k)
11.34)
142| Ponto L5 | L5 = (0.5, - | (x(J5), x(E5) - k)
9.272)
143| Ponto L6 | L6 = (1.25, - | (x(J6), x(E6) - k)
6.612)
144| Ponto L7 | L7 = (2, -3.361) | (x(J7), x(E7) - k)
145| Ponto L8 | L8 = (2.75, 0.48) | (x(J8), x(E8) - k)
146| Ponto L9 | L9 = (3.5, 4.913) | (x(J9), x(E9) - k)
147 Ponto L10 | L10 = (4.25, | (x(J10), x(E10) - k)
9.937)
148| Ponto L11 |L11 = (5, | (x(J11), x(E11) - k)
15.552)
149| Texto M1 | Hilos cenital
150| Segmento | M2 = 0.296 Segmento|(x(I2),
M2 y(12) - k), 1.2]
151| Segmento | M3 = 1.182 Segmento|(x(I3),
M3 v(I3) - k), L3]
152| Segmento | M4 = 2.66 Segmento[(x(I4),
M4 y(I4) - k), L4]
153| Segmento | M5 = 4.728 Segmento|(x(I5),
M5 y(I5) - k), L5]
154| Segmento | M6 = 7.388 Segmento|(x(I6),
M6 y(I6) - k), L6]
155| Segmento | M7 = 10.639 Segmento|(x(I7),
M7 y(I7) - k), L.7]
156| Segmento | M8 = 14.48 Segmento|(x(I8),
M8 v(I8) - k), L8]
157| Segmento | M9 = 18.913 Segmento|(x(19),
M9 y(I9) - k), L9|
158| Segmento | M10 = 23.937 Segmento|(x(I10),
M10 y(110) - k), L10]
159| Segmento | M11 = 29.552 Segmento|(x(I11),
M11 y(111) - k), L11]
160| Lista t2 t2=0,0,0,0
161]| Lista t3 t3=0,0,0,0
162| Namero s2 | s2 =0 (Elfnentolt2, 4] 60 +

Elemento[t2, 3]) 60 +
Elemento[t2, 2] + Ele-
mento|t2, 1] / 1000




Tabela 5.8: Protocolo de construcao - Péndulos de comprimentos comensuréveis
N. | Nome Valor Comando Legenda

163| Namero 83 | s3 =0 (Elemento|t3, 4] 60 +
Elemento[t3, 3]) 60 +
Elementol[t3, 2] + Ele-
mento[t3, 1] / 1000

164| Botao bo- | botonl

tonl
165| Numero deslizador Auxiliax
deslizado- | = 0.37
rAuxiliar
166 | Texto Tempo = 0 "Tempo = "+ t +
texto3
167| Botao bo- | botén2
ton2
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