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Resumo

A finalidade deste trabalho foi estudar de modo detalhado o conceito de geodésica sobre
superficies regulares S C R?, analisando suas principais caracteristicas analiticas. Vimos
que as geodésicas sao intrinsecas, isto é, dependem apenas da 1* Forma Fundamental, ou
de forma equivalente sao preservadas por isometria. Outra propriedade destacével das
geodésicas é que elas sao curvas que minimizam localmente distancias entre dois pontos
de uma superficie.

Palavras-chave:Curvas, superficies, curvatura, curvatura geodésica, menor cami-
nho.
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Abstract

The aim of this work was study in great ditails the concept of geodesics on surfaces
S C R3, analyzing its mainly analytical characteristics. We saw that geodesics are intri-
sics, that’s, depends only on the coefficients of first fundamental form, or the same way,
are preserved by isometry. Another outstuding property of geodesics is that its are curves
which minimize locally distances between two points on a surface.

Keywords:Curves, surfaces, curvatures, curvature geodésic, shortest path.
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Introducao

Matematicamente, a nocao de geodésica modela em um certo sentido a resposta a
uma pergunta natural: qual é a curva que liga dois pontos em um espago por arcos cujo
comprimento ¢ o menor possivel? Essa pergunta ja era formulada pelos gregos antigos
que deduziram a partir de observagoes astrondomicas que a terra devia ser redonda. A
geometria classica, no plano, estuda com grandes detalhes relagoes entre pontos, retas
e circulos. Consequentemente, a nogao de "retidao"(uma nocao global) e o conceito de
circulo (uma curva definida por uma propriedade global) nao faz sentido na teoria local
das superficies.

Euclides definiu uma reta como um objeto sem largura alguma e uma linha reta como
"uma linha a qual encontrava-se uniformemente com os pontos sobre si mesma/'.

Estas definicoes nao nos ajudam a generalizar o conceito de uma linha reta para uma
superficie geral. Contudo, é sabido que dados dois pontos P e ) em R”, um segmento de
reta conectando P a () fornece o caminho de menor distancia entre estes dois pontos.

Sob uma superficie regular S C R™ que nao é plana, mesmo a nocao de distancia em
S entre dois pontos P e () possue uma dificuldade, desde que nao podemos assumir que
uma linha reta conectando P a () estard contida em S. No entanto, como dispomos do
conceito de comprimento de arco é possivel falarmos de comprimento de curvas; podemos
definir a distancia sobre S entre P e () como:

inf {comprimento de a : & é uma curva sobre S conectando P e @ }.

Assim podemos tomar uma primeira formulagao intuitiva do conceito de "retidao"sobre
uma superficie regular S a seguinte: Uma curva « sobre S é "reta'"se para todos os pares

de pontos sobre «, o comprimento de arco entre dois pontos P e () é igual a distancia P(Q)
entre eles.

Neste trabalho desenvolvemos um estudo detalhado sobre geodésicas, que sao curvas
especiais sobre as superficies, e que generalizam no ambiente R® o conceito de retidao,
alem de também estar diretamente relacionada aquelas curvas que minimizam (em um
certo sentido) distancias entre pontos de uma superficie entre quaisquer outras curvas
situadas na superficie em estudo.






Capitulo 1

Curvas no Espaco

Iniciaremos o capitulo com um pensamento primario do que seja uma curva nos dife-
rentes ramos da geometria, para que a partir desse possamos entender melhor a definicao
que se encaixa no que pretendemos trabalhar. No entanto, a medida que o texto se de-
senvolve o leitor poderd notar a predilecao pela geometria diferencial com a utilizagao da
base do calculo diferencial e integral que é o foco para o desenvolvimento do trabalho.
Para tanto, estudaremos as curvas parametrizadas regulares no espaco euclidiano, con-
ceituando elementos como vetor tangente, curvatura e triedro de Frenet-Serret. Caso o
leitor queira aprofundar-se nas defini¢oes utilizadas neste capitulo, poderd consultar as
referéncias [1], |3], [5], [7], [10] e [11].

1.1 Curvas parametrizadas regulares

Intuitivamente, pensar numa curva como um subconjunto de dimensao 1 é o que
gostariamos de fazer, como por exemplo, desenhar figuras com um tnico traco, sem tirar
o lapis do papel (Figura: 1.1).
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Figura 1.1: Curva a mao. Fonte: Google imagens



Podemos dizer de forma mais axioméatica que curva é uma deformacao continua de um
intervalo, ou até mesmo, a trajetéria descrita por uma particula no plano.

/NSO

Figura 1.2: Exemplos de curvas. Fonte: Google imagens

A geometria analitica, traduz em equacoes o lugar geométrico dos pontos que verificam
certas condigoes, ou seja, o conjunto de pontos (z,vy, z) € R3, que satisfazem uma equagio
do tipo F(x,y,z) = 0. Daremos entdo uma definicdo de curva, que nao despreze a
representacao por fungoes, mas também, que a considere um subconjunto do R3(que nos
interessa no momento). No entanto, algumas restri¢oes serdo feitas, em relag¢ao ao conceito
de curvas, quanto a classe de diferenciabilidade e a nao nulidade da derivada primeira por
serem importantes para a definicao de objetos da geometria diferencial.

Definicao 1.1.1. Um subconjunto 0 C R? é uma curva se existir uma aplicacdo o : I C
R — R?, com a(I) = C.

A definicao permite pensar numa curva G como sendo um pedaco de reta deformado
por uma aplicacdo «, conhecida como uma aplicacdo ou uma parametrizacio para C.

Definicao 1.1.2. Uma curva parametrizada diferenciavel do plano € uma aplicacdo «, de
classe C™, de um intervalo aberto I C R — R3.

A variavel t € I é dita parametro da curva e o subconjunto de R? dos pontos a(t),t € I,
¢ chamado trago da curva (Figura: 1.3).

Figura 1.3: Parametrizagdo de uma curva no espago. Fonte: [10]

Devem observar, pela definicao, que uma curva parametrizada no espaco é uma apli-
cacao a(t) = (z(t),y(t), 2(t)),t € I, onde as fungoes x,y, z sao de classe C™.
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Exemplo 1.1.3. A aplicacao
a(t) = (zo +at,yo + bt,zo +ct), t € R, com a®> + 1>+ #0

€ uma curva parametrizada diferencidvel, cujo traco € uma linha reta passando pelo ponto
(%0, Yo, 20) € paralela ao vetor ¥ = (a,b,c) ( Figura: 1.4).

Y

Figura 1.4: reta. Fonte: Google imagens

Exemplo 1.1.4. Seja a > 0 uma constante real, a curva cuja equacao vetorial € repre-
sentada por

a(t) = (rcost,rsint,at) comt € R

€ uma curva parametrizada diferencidvel, cujas formas coordenadas sao x = rcost,y =
rsint e z = at. Segue claramente que o € uma curva parametrizada diferencidvel. Além
disso, tem-se que x> + y* = r%(cos®t +sin*t) = r2, logo o traco da curva estd contido no
cilindro circular x*> +vy? = r%. Como z = at com a > 0, a curva faz uma espiral para cima

ao redor do cilindro a medida que t aumenta. FEssa curva é chamada de hélice circular
(Figura: 1.5).

b

Figura 1.5: hélice circular. Fonte: Google imagens



Exemplo 1.1.5. A curva de Viviani formada pela interseccao do cilindro (x—a)?*+y* = a*

com a esfera x® + y? + 2* = 4a® e que se pode parametrizar por
t
a(t) = a(l 4 cost,sint, 2 sin(§))

Também é um exemplo de curva parametrizada diferencidvel (Figura: 1.6)

Figura 1.6: Curva de Viviani. Fonte: Google imagens

Definicao 1.1.6. Seja o : I C R — R? uma curva parametrizada diferencidvel que, a
cada t € 1, associa a(t) = (x(t),y(t),z(t)), o vetor o/(t) = (2/(t),y'(t),2'(t)) é chamado
vetor tangente a o em t.

Esta definicao nos tras uma nocao intuitiva de um vetor tangente a uma curva que
ocupa a posicao limite quando p — py da reta por eles determinada.

Assim se a € uma curva parametrizada, tomando «(t) = pg e a(t + h) = p para t € [
a(t+h) —alt)
) h
pelo escalar 7 assim chegamos exatamente a definicao da derivada da funcdo o em t.

é o vetor diferenca Aa multiplicado

fixado, tal que t + h € I, temos que

lim alt +h) —at)
h—0 h

Quando se pensa numa parametrizacao como a descricao da trajetoria C, podemos
considerar a velocidade média entre os pontos a(ty) e a(At + ty) como sendo o
a(ty + At) — afto) As

AT A dma W)

Assim quando o tempo tende a zero, pode-se pensar na velocidade no instante ty, dado
pelo limite



lim a(t +tg) — alty)
t—0

= a/(ty) = v(to)

Ou seja, o/(tg) é a velocidade do movimento descrito por « no instante ¢,. Neste caso,
designaremos | o/(tp) | como a velocidade escalar no instante to; fisicamente podemos
pensar em o como a aceleracdo do movimento de uma particula descrevendo «(t), pois
mede a variacao de o'.

Definicao 1.1.7. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I CC R — R3 € dita
regular se para todo t € I, tem-se o/(t) # 0

Podemos obter varias curvas regulares que tem o mesmo trago que uma dada curva a.
Matematicamente isto é feito usando o conceito de uma fun¢ao de reparametrizacao h.

Sejam I e J intervalos abertos de R , o : I — R?® uma curva regular e h : J — I
uma funcao diferenciavel C*°(I), cuja derivada de primeira ordem é nao nula em todos os
pontos tal que h(J) = I. Entdo a fun¢ado composta

B=aoh:J—R3
¢ uma curva regular, que tem o mesmo trago que «. De fato,

p(t) = a(h(t)) , logo

B'(t) =o' (h(t)) (K () #0,Vt € J

A(J) = a(h(J)) = a(I)

A aplicacao [ é chamada reparametrizacio de o por h. A funcad h é a mudanca de
parametro.

Exemplo 1.1.8. A curva

€ a reparametrizacao da hélice
B(t) = (cost,sint,t)
pela mudanca de parametro

h(s) = ,seR

V2

Dada uma curva «(t), saber determinar o comprimento de arco entre os pontos a(ty)
e a(t) é de extrema importancia para nossos futuros calculos. Seguindo o pensamento
de que «a descreve um movimento, temos que o vetor velocidade é dado por «/(t). Logo,
se | /(t) |= 1, a questao do comprimento é facilmente resolvida, pois, como o modulo
do vetor velocidade (velocidade instantanea) é unitéario, quer dizer que em cada unidade
de tempo percorremos uma unidade de comprimento, sendo assim, o comprimento da
trajetoria entre os instantes ¢y e ¢ serd | t — o |.

Entao o que temos a fazer é encontrar uma reparametrizagao de « onde | /() |= 1.
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Definicao 1.1.9. Uma curva reqular o : I — R3, € dita parametrizada pelo comprimento
de arco se, para todo tg,t € I,tg < t, o comprimento de arco da curva o de ty at € igual
at— to.

Pela definicao podemos dizer que

ds

= =v=|d(t)|=ds=|d(t)]|dt

Por integragao se obtém:
s(t) = [o [ o'(t) | dt =t —tq

Proposicao 1.1.10. Uma curva reqular o : I C R — R3, esta parametrizada pelo
comprimento de arco, se e somente se, para todo t € I, tem-se | o/(t) |= 1.

Demonstracao. Suponhamos « parametrizada pelo comprimento de arco e fixemos ty € 1.
Consideremos a funcao s : I — R, que para cada t € I, associa

t
s(t) = [, [ /(t) | dt
Se ty < t, entao, por hipotese,
Jola/(t) | dt =t —tqg

ds

— = 1.
dt

logo,

do mesmo modo, se t < 1y, entao

STty [dit = to —t = —(t — to) = —s(t)

sendo assim,

—s(t) =ty — t (derivando)
Jds_
dt
entao @ = 1.
dt

Portanto, para todo t € I, s(t) =t —ty, e §'(t) = 1. Como §'(t) =| /() |, concluimos
que | /(t) |=1, para todo t € I.
Reciprocamente, se | o/(t) |= 1, entao V¢ € I com ty < t temos:

s(t):ftz !a’(t)]dthttodt:t—to

logo, pela definicao: 1.1.9, a esta parametrizada pelo comprimento de arco. O

Exemplo 1.1.11. A aplicacao

t .t
aft) = (V/5cos N V5 sin 7 V5), t€R

é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, ji que | o/(t) |=1

Veremos agora que toda curva regular o admite uma reparametrizagao  pelo com-
primento de arco.

10



Proposig¢do 1.1.12. Seja a : I C R — R? uma curva reqular e s : [ — s(I) CR a
funcdo comprimento de arco de o a partir de ty. Entdo existe a funcdo inversa h de s,
definida no intervalo aberto J = s(I), e § = ao h é uma reparamerizacio de o, onde (3
estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Demonstracao. « € uma curva regular, portanto
s'(t) =|d/(t) |> 0

isto é, s é uma funcao estritamente crescente,tendo em vista que toda funcao com derivada
estritamente positiva em um certo intervalo I, ¢ estritamente crescente. Logo, existe a

fungao inversa de s,h : J — I. Como para todo t € I , h(s(t)) = t , temos que

dhds
—— = rtan
ds qr o poramo

dh 1 1

ds — s(t)  |a(t)]

> 0.

Concluimos que, 5(s) = ao h(s), s € J, é uma reparametrizagao de « e

dg| |dadh| | o'(t) _q
ds| |dtds| ||a/(t)]]
Portanto, pela proposi¢ao: 1.1.10, 8 esta parametrizada pelo comprimento de arco. [

Exemplo 1.1.13. Seja a(t) = (acoswt,asinnt). Parametrize o pelo comprimento de
arco.
Solugao:

t
s = / V< al(t), ol (t) >dt (1.1.1)
to
Derivando a(t) temos:

o/ (t) = (—masinnt, wa cost), logo
< a/(t),d (t) >= 72a®sin®(nt) + 72a? cos?(nt) = w2a®.

Substituindo em (1.1.1), temos:

s = f;; vr2a?dt = ma(t — to)

s
Fazendo ty = 0, sem perda de generalidade, temos que s = wat entao t = —

Ta
Tomando

B(s) = a(t(s)) = <acos7r <%) ,asin (%)), logo
B(s) = (a cos (2) ,asin (2))

Como toda parametrizacao pelo comprimento de arco € tangente unitdria, temos que:
1 1
p'(s) = (a <—> — sin i,a (—) cos i)
a a a a
p'(s) = (— sin <§> , COS <E>), ou seja | f'(s) |= 1.
a a

11



1.2 Curvatura e Formulas de Frenet-Serret

Nesta se¢ao vamos considerar curvas o : I C R — R? parametrizadas pelo comprimento
de arco. Logo, para cada s € I, &/(s) é um vetor unitario, ou seja, a velocidade nao varia
em valor absoluto, variando apenas na dire¢ao. Como a aceleragao o(s) indica a variac¢ao
da velocidade, que no caso ndo varia, entao ’’(s) ndo tem nenhuma componente paralela
a o/(s), o que é verdade pois,se | @/(s) |= 1, temos

<d,a >=|d(t)|=1
Dai
<o, >'=0
usando a regra da derivagao do produto escalar temos
2<d,d" >=0.

Isto é, < o/, a” >= 0 mostrando com isso, que o’ e o” sao perpendiculares.
Assim para todo s € I, tal que o(s) # 0, é possivel definir um vetor unitario na
direcao de o'(s).

Definicao 1.2.1. Seja o : I C R — R?, wma curva parametrizada pelo comprimento de
arco . Denotando o vetor tangente unitdrio & curva no ponto «(s) por

t(s) = o'(s),

definimos curvatura de o no ponto a(s) por

k(s) =|#(s) |
Em outras palavras,

k(s) =| a”(s) |

Definicao 1.2.2. Seja o : I C R — R? uma curva regular parametrizada pelo compri-
mento de arco com curvatura positiva, dizemos que o vetora

O{//<S) B O{//(S)

o

()] k(s)

n(s) = |

¢ denominado vetor normal a o em s.

Denotando por t(s) o vetor unitario o'(s) segue que:

A curvatura de uma curva em um ponto mede a taxa de variacao da direcao da
tangente a curva no ponto; ¢ uma medida de quanto a curva se curva, isto ¢, o quanto ela
difere de uma reta. Para medir a taxa de variacao na direcao tangente atraves do vetor
tangente a curva , é necessario que o comprimento do vetor tangente seja sempre 0 mesmo
(ou estariamos medindo também a variacdo do comprimento do vetor),isto é, a curvatura
mede a aceleragao de uma particula que percorre a trajetéria da curva com velocidade
unitéaria.(Figura: 1.7)
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Figura 1.7: § curva-se mais que «. Fonte: |7]

Definicao 1.2.3. Seja o : I — R?® uma curva regqular parametrizada pelo comprimento
de arco. O vetor b(s) = t(s) x n(s) é chamado vetor binormal a a em s.

Sendo assim t(s),n(s),b(s) é uma base ortonormal para o R3. A esse referencial
ortonormal chamamos de triedro de Frenet-Serret.

Cada par do triedro de Frenet determina um plano. O plano de R? que contém af(s)
e ¢ normal ao vetor t(s) é o plano normal a curva « em s. O plano que contém a(s) e é

normal a b(s) é o plano osculador, e o plano que contém «(s) e é normal a n(s) é o plano
retificante da curva « em s,(Figura: 1.8)

i ; Plano
! psculador
|
v ) I
i
|
R e Bt
s g \j
v i & . " - Lo
/ . rectificante

Figura 1.8: planos:osculador, normal e retificante. Fonte: Google imagens

Analisando a figura podemos observar que b'(s) é paralelo a n(s). De fato, se derivamos
b(s) =t(s) x n(s) , vamos chegar a seguinte relagao

V(s) =1t(s) x n(s) +t(s) x n(s) =t(s) x n'(s),
uma vez que t(s) é paralelo a n(s) Sendo assim, 0'(s) é ortogonal a t(s). Como | b/(s) |=

1
, temos que b'(s) é ortogonal a b(s). Concluindo que b'(s) é pararlelo a n(s), isto ¢, b/(s)
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¢ igual a n(s) multiplicado por um numero real 7(s), denominado tor¢ao da curva em
s, definido por

como n = b X t, temos que:

n'(s) = U xt+bxt
= ™ xXt+bxkn
= —7b—kt

Assim podemos chegar a conclusao que o Triedro de Frenet-Serret e uma curva para-
metrizada pelo comprimento de arco e com curvatura positiva sao os vetores t(s) , n(s) e
b(s) que satisfazem as seguintes equagoes:

t'(s) 0  k(s) 0 t(s)
n'(s)| = | —k(s) 0 —7(s) n(s)
b(s) 0 7(s) O b(s)

t'(s) = 0t(s) + k(s)n(s) + 0b(s)
n'(s) = —k(s)t(s)+0n(s) —7(s)b(s)
V(s) = 0t(s)+7(s)n(s)+ 0b(s)

Figura 1.9: Triedro de Frenet-Serret. Fonte: Google imagens

Exemplo 1.2.4. Obter o triedro de Frenet-Serret, a curvatura e a tor¢ao da hélice para-
metrizada pelo comprimento de arco

(s) ( s ) s bs > cR
a(s) = | acos ————, asin , , S ,
Va2 + b2 Va2 + b2 a? + b2

14




onde , a > 0 é uma constante.
1

s
b o
04(&3)——@2_'_1)2 ( asm—a2+b2,

goN o —a s _
a’(s) = pER (COS \/m,sm \/m,O
a

k(s) =[ a"(s) [=

a?+ b
Portanto,
(s) a’(s) ( s , s
n(s) = = | — oS —, — sih ——,
k(s) a? + b2 Va2 +b?
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Capitulo 2

Superficies regulares

Seguiremos o mesmo pensamento adotado, quando falamos de curva, para falar de
superficies. Neste capitulo, vamos explorar as propriedades geometricas locais de super-
ficies no espaco euclidiano R3. Conceitos como parametrizacdo, plano tangente, formas
fundamentais e isometrias serao tratados, restringindo ao estudo de superficies que em
cada ponto admitem um plano tangente, para isso as referéncias [1], [3], [5], [8], [10] e
[12] dara ao leitor um maoir aprofundamento. Assumiremos um sistema de coordenadas
cartesianas x,v, z em R? e vamos considerar a aplicaciao

X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)),

de duas variaveis u, v que variam em um aberto U C R?, onde cada par(u,v) € U, X (u,v)
determina um ponto de R3.

2.1 Parametrizacao, curvas coordenadas e vetor tan-
gente

De forma intuitiva como no caso das curvas, ¢ possivel a partir de um segmento de
reta obtermos uma curva nao reta, isto é, defromando-a. No caso de subconjuntos do R3,
podemos imaginar algumas delas como deformacoes do plano, por exemplo um cilindro, a
faixa de Mobius, entre outros, nos darao a nocao intuitiva do que chamaremos superficies.

Definicao 2.1.1. Um subconjunto S C R® é uma superficie reqular,se para cada p € S,
eziste um aberto V.C R? e uma aplicacio X : U C R? — V N S definida num aberto U
de R?, tal que:

1) X ¢é diferencidvel. Isto significa que se escrevermos X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),
(u,v) € U as fungoes de x(u,v), y(u,v) e z(u,v) tem derivadas parciais continuas de todas
as ordens;

12) X é um homomorfismo. Como X ¢é continua (por i), isto significa que tem inversa
X1 R? — R? que também é continua;

112)(Condicao de regularidade) Para todo q € U, a diferencial dXq : R? — R3 ¢
mjetiva.

Considerando-se a aplicagao X (u, v) definida acima, as variaveis u, v sdo os parametros
da superficie. O traco da superficie & o subconjunto S de R? obtido pela imagem da
aplicacao X. A essa apliacacao X, damos o nome de parametrizagio local ou sistema
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de coordenadas locais em p (Figura: 2.1). A vizinhanga V NS é chamada de vizinhanca
coordenada de S em p.

Figura 2.1: Superficie.Fonte: [5]

Obsrvacgoes:

1. A condicao i) nos permite definir o conceito de plano tangente

2. A continuidade da inversa na condicdo ii) serve para provar que certos conceitos
dependem apenas do ponto P € S, isto é. independem da parametrizacao X : U C
R2—=VNScomPeVnNS.

3. A condigao iii) garante a existéncia do plano tangente em todos os pontos de S.

Em iii), temos que 0 e m sao derivadas parciais das componentes de X calculadas
U v

no ponto ¢ = (ug,vg) , que correspomdem as colunas da matriz Jacobiana JX (u,v), ou
seja, a matriz de aplicacdo linear nas bases canonicas de R? e R3,

o or
gu gv ou Ov
z z

ou v

0X 0X
Por comodidade vamos denotar u por X, e — por X,,.
U

ov

Sendo assim a condicao iii) (defini¢ao: 2.1.1) se equivale as seguintes afirmagoes:
1. Osvetores da coluna , X, e X, , da matriz Jacobiana sao linearmente independentes;
2. X, x X, #0;

3. A matriz JX (u,v) tem posto 2, ou seja um dos menores determinantes Jacobianos
de ordem 2
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gu
" (u,v) 2

or Ox 5y, 2) dy
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e b

o ou
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[SIIRSESH IR )

u

deve ser diferente de zero em ¢ = (ug, vp)-
Entao a condigao #ii) exclui a possibilidade de existir "bicos"em uma superficie regular
e assim garante a existéncia de um plano tangete em todos os pontos de S.(Figura: 2.2)

Figura 2.2: O cone S nao possui parametrizacao diferencidvel numa vizinhanca do vértice
p. Fonte: [5]

Exemplo 2.1.2. A esfera unitdria S* = (x,y,2) € R : 22 + ¢ + 2% = 1 € uma superficie
reqular.

Mostraremos que X1 : U C R? — R3, dada por Xi(u,v) = (u,v,/1 — (u? + v?)),
com U = (u,v) € R? : u? +v? < 1 € uma parametriza¢io de S*. Podemos observar que
a imagem da parametrizacio X, € a parte aberta de S* acima do plano zy. As funcoes
componentes de X sdo diferencidveis , jd que temos que u*>+v? < 1, logo a condigaio (i)
da definicao de superficie reqular é verificada.

Seja um ponto qualquer (x,y,z) € X1(U) C S?, com X;(U) C S* = (z,y,2) C S?: 2?2 +¢y* < 1
ez >0 e fizermos X, (z,y,2) — (z,y) temos u e v bem definidos de maneira unica
poru==xev=1y, logo X; € bijetiva . E X' € a projecio de X(U) C Sem U , que é
continua e verifica a condi¢do ii) da definicao de superficie regular.

Para verificar a condi¢aotit) basta observar que a matriz Jacobiana

1 0
0 1
JX1(u,v) = —u v ,

V1I— (w402 /1 — (u?+0?

tem posto 2.
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Para cobrir toda esfera devemos utilizar as possiveis parametrizacoes similares a X, e

todas essas devem verificar as condi¢oes acima,por exemplo Xo(u,v) = (u, v, /1 — (u? + v?))
variando as imagens. (Figura: 2.3)

Figura 2.3: Parametrizacoes locais da Esfera. Fonte: |7]

Assim verificamos que a esfera € uma superficie regular.

Proposicao 2.1.3. Se f(u,v) € uma funcao real diferencidvel, onde (u,v) € U , aberto
de R?, entdo o grifico da aplicagao X (u,v) = (u,v, f(u,v)) € uma superficie regular.

Demonstracao. A diferenciabilidade de X decorre do fato de que as funcoes coordenadas
de X sao diferencidveis. A matriz Jacobiana de X é igual a

1 0
J=10 1
fu fo

Exemplo 2.1.4. Sejam Py € R? e a,b € R3 vetores L1. Entdo o plano
T = {po + Aa + pb|\, p € R}

que passa pelo ponto py e € paralelo aos vetores a e b, é uma superficie reqular.
De fato, seja N = a x b o vetor normal ao plano w. Entao

T={peR3 <p—py, N >=0}
Sendo N = (A, B,(C), temos que
m={(x,y,2) € R} Az + By + Cz = D},onde D =< py, N >
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Como N # (0,0,0), temos que A # 0 ou B # 0 ou C # 0.
Se C' # 0, por exemplo, T € o grdfico da fungdo diferencidvel f : R? — R dada por:

D — Ax — By

Z=f(z,y) = C

Sendo assim, © € uma superficie reqular. (Figura: 2.4)

Figura 2.4: O plano 7 visto como grafico de f(z,y). Fonte: [5]

Exemplo 2.1.5. O Paraboloide eliptico

$2 y2
P = {(.T,y,Z) € IR?)|Z = E + b_z};

onde a e b sao constantes positivas , € uma superficie reqular. (Figura: 2.5)
De fato, P = Graf(f), onde f:R* — R € a funcdo diferencidvel dada por

.'1?2 ,y2
f(x,y) =2ty
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Figura 2.5: Paraboléide Eliptico P grafico de f(x,y). Fonte: [5]

Exemplo 2.1.6. O Paraboloide Hiperbélico

T

y2 2
H = {(x,y,z) € R3|Z = b_2 - F}f

onde a e b sao constantes positivas ,também € uma superficie reqular.(Figura: 2.6)
Com efeito, H é o grdfico da funcao diferencidvel f : R> — R dada por

Figura 2.6: Paraboloide Hiperbolico P grafico de f(x,y). Fonte: [5]

2.1.1 Curvas Coordenadas

As curvas na superficie que se obtem fazendo um dos parametros u ou v constante, sdo
chamadas de Curvas Coordenadas em uma superficie X (u, v).
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Se X : U C R? — R3 é uma parametrizacao local da superficie, entdo fixando um
ponto (ug,vp) € U, as curvas

u — X (u,vg)
v — X(ugp,v)

sao as curvas coordenadas de X em (ug, vg). Os vetores X, (ug,vo) e X, (ug, vo) sdo os
vetores tangentes as curvas coordenadas (Fig.2.7).

L& l',*z'[mnl"n] \____,([t,
U :

i) u

Figura 2.7: Vetores tangentes as curvas coordenadas. Fonte: [5]

Exemplo 2.1.7. Na esfera S? as curvas coordenadas com uma certa parametrizacdio
X (u,v) sao dadas pelos paralelos e pelos meridianos da esfera.(Figura: 2.8)

Figura 2.8: curvas coordenadas na esfera. Fonte: [?]

Exemplo 2.1.8. No caso de um cilindro circular reto as curvas coordenadas sequindo uma
certa parametrizacao, sao segmentos de retas paralelas ao eixo dos z e circulos paralelos
ao plano xy.(Figura: 2.9)
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Figura 2.9: curvas coordenadas no cilindro. Fonte: |?]

Exemplo 2.1.9. No caso da superficie ser o grafico de uma funcao f, as curvas coor-
denadas sao obtidas pela intersecao dos planos paralelos aos planos coordenados yz e xz
com G(f); observe que essas curvas nao sao necessariamente ortogonais;(Figura: 2.11)

Figura 2.10: superficie sendo o grafico da funcao. Fonte: |?]

2.1.2 Plano Tangente

Como ja havia mencionado anteriormente a condi¢ao i7i) da defini¢do de superficie regular
nos garante a existéncia de um plano tangente a S em p. Para cada ponto p € S, o conjunto
de vetores tangentes as curvas parametrizadas de S que passam por p, constituem um
plano, que denotaremos por 7,,5.

Definicao 2.1.10. Sejam S C R?® uma superficie reqular e p € S. Dizemos que um vetor
v de R® é um vetor tangente a S em p se v = &/(0), onde o : (—g,6) — S é uma
curva parametrizada diferencidvel de S em 0 e a(0) = p.
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Entendemos pela definicao que um vetor tangente a .S em um ponto p € S como sendo
o vetor /(0) de uma curva parametrizada «a : (—¢,e) — S, com a(0) = p.
Sejam:

1. X :U CR? — S, uma parametrizacio de S;
2. B:(—e,e) — U, curva em U;
3. a:(—e,e) — S, curva em S passando por p, onde a« = X o 3.

Se X é uma parametrizacao de S e $ é uma curva de U tal que a = X o 3, entao esse
vetor o/ (0) é dado por:

a/(0) = dX40)a(0)/(0) = E(X o 3(0)).

Portanto, a derivada dX ¢ mapeia os vetores velocidade de curvas passando por §(0) =
q em vetores velocidade das suas respectivas imagens em p = X (¢).(Figura: 2.11)

P

=1

Figura 2.11: Representagao da curva diferenciavel o = X o 4. Fonte: [5]

Os vetores X, (ug,vo) e X,(ug,vg) sdo vetores tangentes a X em (ug,vp), ja que sdo
tangentes as curvas coordenadas de X.

Definicao 2.1.11. O plano tangente a uma superficie reqular S em p € o conjunto de
vetores tangente das curvas em S passando por p, com p € S , denotado por T,S.

Proposicao 2.1.12. Seja X : U — R? uma parametrizacao de uma superficie S,contendo
um ponto p, e seja (u,v) coordenadas de U. O espago tangente a S em p € o espaco vetorial
de R3 gerados pelos vetores X, e X, tal que X (ug,vy) = p.

Demonstra¢ao. Seja o uma curva suave em S com
a(t) = X(u(t), v(t)).
Derivando «, pela regra da cadeia, temos:

o/ (t) = X' (t) + X,/ (t)
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Assim, o/(t) é uma combinacao linear dos vetores X, e X,.
Por outro lado, qualquer vetor do R? gerado por X, e X, ¢ da forma aX, + bX, para
alguns escalares a e b. Especificando uma curva « por:

a(t) = X(ug + at, vy + bt)

temos que « é uma curva suave em p € S, sendo assim,
o (t) = aX, + bX,

Isso mostra que cada vetor no espaco de S gerado por X, e X, é o vetor tangente em p
de uma curva de S.

Pela definicao de superficie regular , X, e X, sao vetores linearmente independentes.
Portanto, segue-se da proposigdao anterior que 7,,S é um plano de R?, gerado por X, e
X,.(Figura: 2.12) O

Figura 2.12: O plano tangente 7,5.Fonte: [10]

Definigao 2.1.13. Dada uma superficie X (u,v) em um ponto p € U C R3, dizemos que
um vetor de R é normal a X (u,v) em p se ele é ortogonal ao plano tangente em p, ou
seja, se € ortogonal a todos os vetores tangentes a X (u,v) no ponto p, podemos definir o
vetor normal unitdrio N no ponto p por:

X, X X,

N=———
| Xy x X, |

2.2  Primeira forma fundamental

Medir a distancia entre dois pontos de uma superficie, é uma curiosidade geométrica
que qualquer habitante dessa superficie desejaria saber. Evidentemente essa distancia
nao sera a mesma da medida por um habitante do espago tridimensional, pois o segmento
de reta que d4 o caminho mais curto entre dois pontos, geralmente nao esta contido na
superficie. (Figura: 2.13)
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Figura 2.13: distancia entre dois pontos na superficie. Fonte: Google imagens

Logo iremos apresentar a primeira forma fundamental, que vai permitir efetuar alguns
calculos geométricos, tais como o comprimento de arcos, angulos entre curvas e areas de
regioes, sem fazer mencao ao espaco ambiente R? onde a superficie esta.

Definicao 2.2.1. Seja S uma superficie reqular e T,S o plano tangente a S no ponto p.
A forma quadrdtica I, definida por:

I,: 17,5 — R
w— IL(w) =< w,w >,=|| w ||*> 0,

¢ chamada de primeira forma fundamental.

Seja X (u,v) uma parametrizagaolocal de S em P. Assim podemos construir uma
curva a(t) = X (u(t),v(t)), com, p = a(0) e w = &'(0). Aplicando a definicao temos,

Ip(w) = I,(a'(0)) =< /(0), &/ (0) >,

como o (t) = X (u(t),v(t)), temos o/ (t) = w = ' X, + V' X,,.

L(w) = <uX,+vX,,uX, +0X, >
= <Xy, Xy> W) +2< Xy, X, >uv+ < X, X, > (V)2
= E)*+2Fuv +G@')?,
onde £ =< X,, X, >, F =< X,, X, > e G =< X,, X, > sao denominados coeficientes
da primeira forma fundamental na base X,, X, de T,,S.

Observacao 2.2.2. As funcées E, F,G : U — R sao de classe C*, onde E(u,v) > 0,
G(u,v) >0 e (EG — F?)(u,v) > 0 para todo (u,v) € U, pois
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0 <|] Xu x X, |I?7=]] Xu 1Pl Xo |? — < X, X, >*= EG — F?,
ja que X, e X, sao LI

Exemplo 2.2.3. O plano © que passa por um dado ponto p e tem a diregao dos vetores
wy = (a,b,c) e we = (d,e, f) unitdrios e ortogonais € parametrizado por X(u,v) =
P+ uwy + vws. Logo, X, = wy e X, = wy. Assim

E=<X,, X, >=<w,w >=1
F=<X,, X, >=<w,wy; >=0
G =< X,, X, >=< wy,wy >=1

Exemplo 2.2.4. Seja um cilindro vertical, parametrizado por X (u,v) = (cosu,sinu,v),
com U = {(u,v) ER?: 0 < u < 2w, —00 < v < 00}

Logo, X,, = (—sinu,cosu,0) e X, = (0,0,1). Assim

E=<X,, X, >=sinu+cos’u=1
F=<X, X,>=0
G=<X,,X,>=1

Exemplo 2.2.5. A esfera S parametrizada em coordenadas esféricas € dada por
X (0, ¢) = (rcosf cos p,rcossinp,rsinb),

com (<O <mel<p<2m.
Logo, Xg = (—rsinf cos ¢, —rsinfsin p,rcosf) e X, = (—rcosfsin p, rcosf cos ¢, 0).
Assim,

E =< X97X6 >=17?
F =< X4 X, >=0
G =< X,, X, >=r?cos*0

A importancia da primeira forma fundamental, vem do fato de que conhecendo
seus coeficientes, podemos resolver problemas métricos de uma superficie regular sem fazer
referéncia ao ambiente no qual S estd mergulhada, como ja foi mencionada anteriormente.
Conhecendo os coeficientes da primeira forma fundamental de uma curva parametrizada,
podemos resolver questoes métricas sobre a superficie na vizinhanca de um ponto p em
S.

Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Se a(t) = X(u(t),v(t)), t €
I C R, é uma curva diferenciavel da superficie, entao, para todo tg, t; € I, tg < t1, 0
comprimento da curva o de tg a t; é dado por

s = ttol|a ) | dt = \/ (a/(t))dt,

logo, se a curva «a(t) = X(u(t),v(t)) esta contida em alguma vizinhanga coordenada
de S determinada pela parametrizacao local X de S em p, entdo o comprimento dessa
curva de ty a t; é dado por:

s = ft | /() | dt = \/(u’)QE + 20V F + (v')2Gdt.

Utilizando a primeira forma fundamental podemos ainda calcular o angulo 6 entre
duas curvas parametrizadas regulares o, 5 : I — S, que se intersectam em «(ty) = B(to),
que sera dado por:
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g SO), ) > Lo/ (to) + B(t) = B/ () = L,(8 (1))
| o'(to) || B'(to) | 2/, (e (t0) /T, 5 (to)
Em particular, se a e § sao curvas coordenadas

<Xy, Xy > F
| Xl Xo | VEG
visto que VE =| X, | e VG =| X, |.

cosf =

Exemplo 2.2.6. Seja S a esfera de raio v dada no exemplo 2.2.5.Temos os sequintes
coeficientes da primeira forma fundamental E = > , F = 0 e G = r?cos?0. FEntdo o
comprimento de arco de uma curva contida na esfera é:(Figura: 2.14)

L(a(t)) = [ VEO(£))> + 2F0'(t)¢ (t) + G(¢/ (1)) dt
= L \/rRO(8)2 + r2sin® 0/ (£))2dt.

Fizando 0 = m e variando p =1t , com t € (0,27), entdo 0'(t) =0 e ¢'(t) = 1.
Logo,

Lat)) = [7 Vi ot wdt = ¢ [ dt = vt [2°= 27r

P(raeam) o P

Figura 2.14: Comprimento equador de S. Fonte: [5]

Exemplo 2.2.7. Seja o cilindro vertical, parametrizado por X (u,v) = (r cosu,rsinu,v)
que vimos no exemplo 2.2.4. Temos os sequintes coeficientes da primeira forma funda-
mental: E=1?> , F=0e¢G = 1.

Vamos considerar a curva y(t) contida no cilindro, com u(t) = ¢, 0 < t < 27 e

v(t) = vy fixo, dessa forma teremos uma circunferéncia contida no cilindro. (Figura: 2.15)
Seja vg = 0, entdo o comprimento de arco é

L(y(t)) = o% VW ())2E + 20/ () (1) F + (v'(t))2Gdt

como u/'(t) =1 e v'(t) =0 entdo
L(y(t)) = [Z"Vr2dt = rt [77= 277
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No entanto podemos tomar u(t) = ug fivo e v(t) =t , coma <t < bea,beR.
Assim, u/'(t) =0 ed'(t) =1, entdo

L(y(t) = [, VGdt = [} dt =t ;= (b—a)

que € o comprimento de um segmento vertical contido no cilindro.

Figura 2.15: cilindro. Fonte: [5]

Nos exemplos 2.2.3 e 2.2.4, podemos perceber que os coeficientes da primeira
formula fundamental sao os mesmos no plano e no cilindro de raio unitario. Isso nao é
mera coincidéncia, por enquanto vamos dar apenas uma justificativa geométrica para isso.

Seja uma folha de papel plana, por exemplo, se enrolarmos a folha, obviamente
teremos um cilindro, sem deformacoes. Se tracarmos uma curva na folha plana, depois de
enrolada, torna-se uma curva no cilindro e como nao houve deformacoes, o comprimento
de ambas as curvas sao iguais.(Figura: 2.16)

Figura 2.16: Curva no plano transformada numa curva no cilindro. Fonte: [7]

Neste caso a folha foi simplesmente arqueada, tendo modificado apenas sua relacao
como ambiente em que esté inserido, o R? , ou seja, sua caracteristica intrinseca é preser-
vada. Funcoes que tém a propriedade de conservar elementos geométricos de superficies
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sao chamadas de isometrias. No exemplo inicial, dizemos que o plano e o cilindro sao
isométricos. Passamos agora a definir matematicamente o que sejam as isometrias e al-
gumas de suas propriedades que serao importantes para compararmos duas superficies.
Generalizando o argumento dado acima obtemos um critério para isometrias locais em
termos de coordenadas locais.

Definicao 2.2.8. Uma aplicacio ¢ : S; — Sy € uma isometria se ¢ é um dife-
omorfismo e para todo p € S e todos o0s pares wi,ws € 1,5 temos < wi,wy >p=<
dop(w), dpp(wa) >4 ). Diz-se que as superficies Sy e Sy sdo isométricas.

Em outras palavras, ¢ é uma isometria se a diferencial dy preserva o produto interno:
I(w) =< dpy(w), dpp(w) >= I, (dp,(w)), Yw € T,S.

Definicao 2.2.9. Uma aplicacao ¢ : Vi C 57 — Sy definida em uma vizinhanga Vi de p,
com p € Si, é uma isometria local em p se existe Vy vizinhanca de p(p) € Sy tal que
p: Vi = V5 seja uma isometria.

Proposicdo 2.2.10. Se existirem parametrizagoes X : U CR* — S e X : U C R? —
S tais que E=FE, F=F ¢ G =G em U entio a aplicacio ¢ = X o X1 : X(u) — X
¢ uma tsometria local.

Demonstragao. Sejap e X(U) e v,w € T,S , logo

v =X, + X,
w = w1 X, + wa X,

Temos que do, = dX y-1(,)d X, logo

do(p)(v) = dX (X~ (p))(v1,v2) = 1 Xy + 12Xy
do(p)(w) = dX (X7 (w))(wy, w2) = wi Xy + w2 X,

Entao

L,(v,w) =< 11Xy, + 12X, w1 Xy, + W X, >
= nw; < Xu,Xu > +vwe < XuaXv > Fvow < XvaXu > Fvwo < XU7XU >
= vw B + (vjwg + vowq) F 4 vaws G

Ii%?) (igb(p))(v)? dgb(p&(w)_) =< Ulyu + UQ_YUiﬂlyu + w27v_ o
=nw < XuaXu > +viwy <_XuaXv > +v2w1_< vaXi> +VoWy < vaXv >
= vy B + (vjws + vowy) F + vawsG.

Como E = E, F =F e G = G, entdo I,(v,w) = I (do(p))(v),dp(p))(w)). Logo é

isometria local.

Exemplo 2.2.11. Consideremos as sequintes parametrizacoeslocais do catendide e do
helicoide dados, respectivamente por

X(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsinu, av),

com U = (u,v) ER?: 0 <u <21, —00 < v <00 e
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X (7,v) = (cosu,vsin, at)

com U = (u,7) € R?: 0 < W < 2T, —00 < T < 00, respectivamente.

Vamos fazer a sequinte mudanca de pardmetros, © = u, v = asinhv com 0 < u < 27
e —o0 < v < 00. Que é possivel, visto que X € bijetiva e o Jacobiano é

5(a.7) ou Ou

u,v B _u _U . 1 0 o

o(u,v) |9V % a {O a cosh v — acoshv,
ou Ov

que nunca se anula. Logo, uma nova parametrizacao do helicdide €'Y (u,v) = (asinh v cos u, asinh v, au).
Temos que

X, = (—acoshvsinhu, acosh v coshu, 0)
X, = (asinhvcosu,asinhvsinu, a)
Y. = (—asinhvsinhu, asinh v cosh u, a)

Y, = (acoshvcosu,acoshvsinu,0).

Entao os coeficientes da primeira forma fundamental do catendide com as respeito a base
X, X, e do helicéide com respeito & base Y,,Y, sio E = a*cosh’v=FE , F=0=TF e
G = a®cosh? v = G, logo pela proposicio 2.2.10 temos que o catendide e o helicdide sio
localmente isométricos. (Figura: 2.17)
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Figura 2.17: Transformacao do helicoide no catendide. Fonte: [7]

2.3 Segunda forma fundamental

Nesta secao definiremos algebricamente a segunda forma fundamental. Como ja foi
dito anteriormente, as propriedades geométricas locais de uma superficie regular depende
de duas formas quadraticas, das quais a primeira ja foi definida na secao anterior. A
segunda esta relacionada ao estudo das curvaturas de curvas da superficie, esta sim, sera
a sua representagao geométrica, que veremos no proximo capitulo.

Definicao 2.3.1. Seja S uma superficie parametrizada reqular em R3 e p € S, a segunda
forma quadrdticade S em p é uma aplicagao 11, : T,,S — R, dada por

II,(w) = — < dNy(w),w >

Vamos calcular a segunda forma fundamental em um vetor o/(t) € 7,5 em uma
parametrizacao local de S em p.
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Sejam X (u,v) uma parametrizagdo de S em p € S e a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva
parametrizada em S, com «(0) = p. Com visto & simplicagdo das notagdes, vamos
convencionar que todas as fungoes que aparecem abaixo indicam seus valores no ponto p

como a(t) = X (u(t),v(t)), entdao o/(t) = v' X, + v'X, e

(Noa)(t) = N(alt)) = N(u(t), v(t)), logo
dN(a') = N'(u/(t),v'(t)) = Not/ + N

Como | N |=1, entdo N,, L Ne N, L N. Portanto, N,,, N,, € T,S. Desta forma,

Nu = CLIIAXVu + a?le
Nv = 6L12)(u + a22Xv

onde a;; € R.
Portanto
AN (') = (anXy+ anX,)u' + (a12Xy + ag X, )V’
= Xu(anul + alg’U,) + Xv(aglu’ + CLQQU/)
isto &,

e[ 2]l
Q21 Q22| |V
Com isso, podemos perceber que, na base {X,,X,}, dN é dada pela matriz (a;;),

1,7 = 1,2, chamada de matriz de Weingarten. Por outro lado, a expressao da segunda
forma fundamental na base {X,, X} é dada por

IL(a) = — <dNy(d),d >
— < N + N X, +0v X, >
—(u? < Ny, Xy > +u'v' < Ny, X, > +0'u' < Ny, Xy > +0? < Ny, X,y >).

Como < N,, N, >=< N,, N, > entao

IL(a) = —(u? < N, X\, > +2u/v < N,,, X, > +v? < N,, X, >).

Denotando
—e =< N,, X, >,
_f =< NuaXv >,
_f =< NvaXu >,
—g =< Nva >,

aos quais chamaremos de coeficientes da segunda forma fundamental.
Assim chegamos a seguinte expressao:

I (a)) = eu 4+ 2fu'v' + guv”

Agora vamos encontrar os coeficientes e, f, g (omitindo-se o ponto por simplicidade):
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e=<N, Xy, >,
f=<N,X,,>¢
g=<N, Xy >

| X x X, |
|| X x X ]

Como visto anteriormente,

com N =

| X, x X, |*= EG — F?,

segue que

< Xu X Xvaqu > . [Xua X’LHXU/U,]
e = , 0u seja, e = ————

VEG — F? VEG — F?
< Xu X XwXuv > . [XqumXuv]

VEG — F? VEG — F?

< Xu X X’LMX'U’L) > . [XU7XU7X’UU]
,ou seja, f = ————

9= "B - VEG — 2

onde [.,.,.] representa o produto misto de vetores, que podem ser obtidos pelos deter-
minantes das matrizes formadas pelos componentes dos vetores X, X,, Xy, XuwweXy, na
base canonica do R3.

Exemplo 2.3.2. Seja um cilindro C' dado por X(u,v) = (cosu,sinu,v) , com U =
{(u,v) ER?: 0 < u < 2w, —00 < v < 00}. Vamos calcular os coeficientes da sequnda forma
fundamental.

Primeiramente temos que X, = (—sinu, cosu,0) e X, = (0,0,1), entao

Xyu = (—cosu, —sinwu, 0)
X = (0,0,0)
X, = (0,0,0)

Logo,

—sinu  cosu O
det( Xy, Xy, Xuu) = 0 O 1| = —cos?u —sin®u = —1

Se os coeficientes da primeira forma fundamental sco E =1, F =0 e G =1 entao

VEG - F? =1

Portanto os coeficientes da sequnda forma fundamental sao:

|
|
I
|
—_




2.4 Curvaturas na superficie

Para definirmos curvatura para superficies, vamos utilizar definicoes ja vistas anterior-
mente de curvatura de uma curva. Conceitos como o de curva regular, parametrizacao por
comprimento de arco e curvatura de uma curva serao utilizados nas proximas definicoes.
Para referenciar esse capitulo foi baseado em [1], [2], [3], |5], [7], [9], [10] e [12].

2.4.1 Curvatura normal

Considerando uma curva « parametrizada pelo comprimento de arco e contida em uma
superficie regular S, tal que a(s) = p, o/(s) o vetor tangente a « em p e k(s) =| a”(s) |
a curvatura de o em s. Seja 6 o angulo entre o vetor normal N a S em p , e a(s).

Definicao 2.4.1. A curvatura normal definida por o em p € S € dada por:

kn =kcosf =k <n,N >=<d"(s), N >(Figura: 2.18)

AN

kh

Figura 2.18: Curvatura normal. Fonte: [10]

Observamos assim, que k, é o comprimento da proje¢ao do vetor /’(s) sobre o vetor
normal unitario N a superficie em p. Como k,, da a componente do vetor curvatura o’ (s)
de a de acordo com a normal a superficie, para esses vetores colineares, ou seja, se a
normal principal & curva a no instante s tiver a dire¢do normal a superficie em «(s)
entao o valor absoluto de k,, é igual a curvatura de a nese ponto.

Proposicao 2.4.2. (significado geométrico da sequnda forma fundamental). Seja w €
17,8 com | w |= 1. Entao II,(w) € igual a curvatura normal de uma curva regular
parametrizada pelo comprimento de arco passando em p e tangente a w.

Prova: Seja o : [ — S uma curva regular em S parametrizada pelo comprimento
de arco satisfazendo a(0) = p e &/(0) = w. Denotando N(s) = N(«a(s)) a restricao do
campo normal unitario a superficie S ao longo da curva «, temos

36



< N(s),d/(s) >= 0,
para todo s; derivando em relacao a s e usando as relacoes de Frenet-Serret,

< N'(s),d/(s) >= — < N(s),a"(s) >

Segue que
I,(w) = — < dN,(w),w >
= — < N'(0),a/(0) >
= k(0) < N(0),n(0) >

Por este resultado geométrico é que utilizamos o sinal negativo na definicao da segunda
forma fundamental.

Corolario 2.4.3. Todas as curvas em uma superficie S passando por um ponto p € S,
que possuem a mesma reta tangente em p, tem a mesma curvalura normal em p.

Dizendo a mesma coisa, podemos citar o seguinte teorema de Meusnier:

Teorema 2.4.4. Todas as curvas que possuem o mesmo vetor velocidade em p € S,
possuem a mesma curvatura normal em p.

Demonstracao. Ja foi feita na aplicacao acima. Note que a curvatura normal k£, em p € S
s6 depende da direcao tangente a curva passando por p. O

Este resultado permite falar em curvatura normal ao longo de uma dada dire¢ao em
p. Para tanto precisamos encontrar curvas que satisfazem as definicoes acima. Vejamos
a seguinte definicao:

-

Definicao 2.4.5. Uma se¢ao normal C, a uma superficie S determinada por v € T,S é
a curva de intersecao de S com o plano P, gerado por v e N(p).(Figura: 2.19)

Hip)

Figura 2.19: Se¢ao normal C, a uma superficie S. Fonte: |7]
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Em uma vizinhanca de p, uma secao normal de S em p é uma curva regular plana,
e seu vetor normal em p é =N (p) ou zero, sendo assim, sua curvatura é igual ao valor
absoluto da curvatura normal de v em p. O sinal de k, muda conforme a concavidade da
superficie no ponto, ou seja, se a concavidade aponta no sentido de N(p) entao é positiva,
se aponta no sentido oposto é negativa. Sendo assim o teorema de Meusnier afirma que
o valor absoluto da curvatura normal em p de uma curva a(s) é igual a curvatura da
segdo normal de S em p, segundo o/(0). Portanto, basta analisar as curvaturas das se¢oes
normais para estudar as curvaturas normais em p € S.

Exemplo 2.4.6. Se X(u,v) € uma superficie parametrizada reqular que descreve um
plano 11 de R3, temos que dN, = 0 para qualquer curva passando por p em I, entdo a
curvatura normal e a sequnda forma quadrdtica sao identicamente nulas. De fato, todas
as se¢oes normais sao retas que tém curvatura nula. (Figura: 2.20)

i
b/ )
b4

¥

Figura 2.20: Se¢oes normais no plano II. Fonte: [7]

Exemplo 2.4.7. No cilindro reto, dado por {(z,y,z) € R3 : 2% + y? = 1}, as se¢des nor-
mais em um ponto p variam de uma reta paralela ao eizo do cilindro, de uma familia de
elipses até a um circulo perpendicular ao eixo do cilindro. Assim as curvaturas normais
variam de 0,na reta, a 1, no circulo. (Figura: 2.21)

Q Nep)
: i Py
s =< e

Figura 2.21: Se¢bes normais no cilindro. Fonte: |7|
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Capitulo 3

(zeodésicas

O termo geodésicas vem de "ciéncia geodésica", que se preocupa com as medicoes da
superficie da terra. Friedrich W. Bessel (1784-1846), determinou que a forma da terra era
um elipsoide de rotagao, ja Carl Gustav Jacobi (1804-1851) estudou as curvas mais curtas
de um elipsdide de rotacao e se referiu a elas como curvas geodésicas, mas esse termo
curvas mais curtas ja teria sido mencionado anteriormente por Johannes Bernoulli (1667-
1784) e por Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Para este capitulo foram utilizadas as refe-
réncias 2], [4], [6], [7], [8], [12]. Nos capitulos anteriores, nos desenvolvemos algumas das
propriedades analiticas e geométricas de curvas e superficies no R?® que sao consequéncias
das Primeira e Segunda Formas fundamentais.

As propriedades geométricas mais importantes sao intrinsecas, isto é, sao preservadas por
isometria na superficie.

Uma reta sobre uma superficie teria algumas propriedades das retas no plano, por exem-
plo, as retas sao:

1. as curvas de menor comprimento ligando dois pontos (Arquimedes);
2. as curvas planas de curvatura identicamente nula;
3. as curvas cujas tangentes e sua derivada sao linearmente dependentes.

Definicao 3.0.1. Sejam w um campo diferencidvel de vetores em um aberto U contido na
superficie e um ponto p desee aberto. Seja v € T,S. Considere a curva o : (—¢,e) = U,
com a(0) = p e &/ (0) = v e seja w(t), t € (—e,¢), a restricio do campo de vetores a

w .
curva o. O vetor obtido pela projecao de E(()) no plano tangente é chamado derivada

covariante em p do campo de vetores w em relacao ao vetor v. Ela serd denotada

Dw
—(0) (3.1
por —, (0) (
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Figura 3.1: Representa¢ao geométrica da derivada covariante. Fonte: [10]

Definicao 3.0.2. Um campo de vetores w ao longo de uma curva parametrizada o : I C

D
R — S € chamado paralelo se d—;ﬂ(t) =0, para todo t € 1

Definicao 3.0.3. Uma curva regular, nao constante, o : I — S é chamada geodésica
em t € I se seu campo de vetores tangentes o/(t) € paralelo ao longo de o em t, isto é,
Dda/(t)

dt
da curva. Dizemos que o € uma geodésica parametrizada se é geodésica para todo t € I.

= 0, ou seja, se a componente tangencial da aceleragao da curva é nula ao longo

Assim, quando vista do ponto de vista da superficie, sem se referir ao espaco ambiente,
uma particula percorrendo uma trajetoria geodésica nao sofre efeitos de aceleragao ( nao
tem aceleragdo na superficie). Segundo a defini¢do, o vetor aceleragdo o”(t) é paralelo
ao vetor normal a superficie em p. De fato, se o”(t) # 0, para todo t € I , sendo

al/(t)
n(t) =

| (2 |
a N(u(t),v(t)).

o vetor normal & curva em ¢ , se @ é uma geodésica, entao n(t) é paralelo

Exemplo 3.0.4. Uma reta o(t) = at + b € uma geodésica pois o' (t) = 0. No entanto, a
reparametrizacao da reta definida por

f(u) = atanu + b, com u € (—g, g)

s0 serd geodésica se u =0, jd que

2sinu

p'(u) = —( Ja

O fato € que toda curva pode ser parametrizada de modo a ser uma geodésica. Podemos
concluir que se em uma superficie S existe uma reta, esta serd geodésica sobre S.

cos u

Evidentemente uma geodésica ¢ o que mais se aproxima de uma "reta'sobre uma
superficie. Imagine uma esfera na qual tragamos um grande circulo e facamos com que
ela role sobre um plano sem escorregar, estariamos descrevendo essa curva no plano.
Perceberemos facilmente que essa curva ¢ uma reta, isso ¢ uma idéia intuitiva de geodésica
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sobre uma superficie. Supondo uma particula em movimento numa superficie, sob a acao
de uma forga perpendicular a superficie apenas para manter o contato, sua trajetoria
seria uma geodésica, pois a segunda lei de Newton afirma que a aceleracao da particula é
sempre paralela a forca, neste caso, perpendicular a superficie, sendo assim com velocidade
constante. Essa ¢ uma interpretacao interessante de geodésicas na mecanica.

Proposicao 3.0.5. Seja S uma superficie reqular localmente parametrizada por X : U C
R? — R3. Se a é uma geodésica da superficie S , entio < '(t),d/(t) >= 0. Em
particular, | o/(t) | € constante.

Demonstra¢ao. Seja N o vetor normal a S em «(t). Como « é uma geodésica, entao o é
paralelo a N. Segue que o” é ortogonal ao vetor tangente /. Consequentemente, temos

% | o/ 2= % <d,a >=2<d" o >=0
sendo assim | o/(t) | é constante. O

Proposicao 3.0.6. A reparametrizacao de uma geodésica o(t), pelo comprimento de arco
s = s(t), continua sendo geodésica.

Demonstragao. Seja s(t) = fot | &/(t) | dt = f(f vdt a fun¢ao comprimento de arco. Como
v é constante real positiva, s(t) = vt.
Seja a(t) = [(s(t)). Derivando duas vezes,

d d 1
o (t) = Bls) 7 = o(t) = B'(s)(5) = B"(s)v? = B"(s) = —a(t).
Assim, o vetor aceleragao de [(s) apos a reparametrizacio da geodésica a(t), é um multi-
plo escalar de o/'(t). Como o’ (t) é paralelo a N entdo ”(s) também é paralelo a N, isto
é ((s) é uma geodésica. O

Exemplo 3.0.7. Verificar que a reta com parametrizacao o(t) = (t2,5t%,0) ndo é uma
geodésica no plano xy. Podemos constatar isso de duas maneiras. Na primeira, o/(t) =
(2t,10t,0). Dai v =| &/(t) |= 2t\/26 ndo ¢ constante, e pela proposicio (3.0.5), a(t)
nao € uma geodésica. A outra maneira é que o' (t) = (2,10,0) pertence ao plano xy.
Isto ¢, '(t) € ortogonal a N e o"(t) # (0,0,0), sendo assim &"(t) néao é paralelo a N,
portanto a(t) nao é uma geodésica. Porém, se reparatrizarmos a(t) com t = /s vemos
que [(s(t))€ uma geodésica, pois B(s) = (s,5s,0). Logo '(s) = (1,5,0) e 8”(s) = 0. Pela
defini¢ao,(s) é uma geodésica.

Se y(s) = X (u(s),v(s)) define uma curva parametrizada por comprimento de arco num
mapa de uma superficie S entdo 7/(s) ¢ um vetor unitario em 7)) S e dai <+/,7" >=0.
Assim 7/(s) é perpendicular a N(v(s)) e entao v'(s),N(y(s)) e N(v(s)) x~'(s) formam uma,
base ortonormal em R3. Como 7 esta parametrizada pelo comprimento de arco s, 7"(s) é
perpendicular a +/(s), portanto pertence ao plano gerado por N(y(s)) e N(v(s)) x v/(s)
sendo assim, podemos escrever:

7"(8) = a(s)N(v(s)) + B(s)(N(v(s)) x ¥'(s))-

Os escalares k, = —a(s) e k, = (s) sdo chamados respectivamente curvatura normal
e curvatura geodésica de v em s .(Figura: 3.2)
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Figura 3.2: curvaturas normal e geodésica em (. Fonte: 6]

Proposigao 3.0.8. Se k € a curvatura da curva v sobre S entdio k* = k‘g + k2.

Demonstracao. Pela relacao

v'(8) = knN + ky(N x +'), fazendo a substituicao do 7”(s), temos
|| k7 ||*=|| knN + ky(N x +') || aplicando a defini¢do de produto interno,
< kpy kp >=< kN + kg(N xv'), kN + kg(N x 7') > resolvendo os produtos
k2 <n,n >=<k,N,k,N >+ < k(N xv'),ky(N x~') >
k> =k2 < N,N>+k2 <N xv,Nx~ >

e finalmente
k2 = k,% + k:g
O]

Proposicao 3.0.9. Uma curva reqular tangente unitdria v : I — S é uma geodésica se
e somente se, sua curvatura geodésica kg = 0 , para todo t € I.

Demonstracao. Se a curva v é uma geodésica e N um vetor normal & S. A curvatura
geodésica é
kg =<7",N xv >.

Se 4" é zero, entao k, = 0. Por outro lado, se 7" # 0 por definicao " é paralelo a NV,
portanto é perpendicular a (N x «), assim k, = 0.

Reciprocamente, se k, = 0, entdo v L N x 7' com 7" # 0. Enquanto isso, a partir de
<.~ >=1 temos que v L 4. Portanto, 7" & paralelo a N. O

Teorema 3.0.10. A curvatura geodésica é um valor(isometricamente )intrinseco, isto é,
depende apenas dos coeficientes da primeira forma quadrdtica.
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Demonstra¢ao. Temos que v = X,u' + X, (omitindo s na notacao, por simplificagao),
e

d
vy = o [Tqu’ + X,0']
s
dX, , dX,, _dd . d
= u 4+ —v"+ X, — + X, —
ds + ds + ds + ds
=< X' + Xt > '+ < Xput! + Xt >0 + X u” + X,0"
= Xutt? + X'V + Xput'v' + X,v? + X u" + X 0"

Como X & de classe C?, entdo
7// — quu/2 + XUUU/2 + QU/’U/XUU + qul/ + va//
Temos que:

ky =< a" N x o >, entdo

ky =< Xyut? + Xy + 200" Xy + X" + X0, N x o/ > (3.0.1)

qu == OélXu + OéQXU + OégN
Fazendo: Xow = b1 Xy + 02X, + B3N onde, o, 5;,7; sdo os simbolos de Chistoffel [1]
Xuv - fVlXu + /72Xv + /73N

Substituindo em (3.0.1) temos:

ky =< (1 Xy + 2 Xy + asN)u? + (51X, + B2 Xy + B3N )0 + 200 (11 Xy, + 72X, +
13N) + Xu”" + X" N x o >.
kg =< (a1 Xu+ X, ) u?+ (81 X+ B X, )02 + 20"V (11 X +72. X, ) + Xt + X0, N x o' >,

jaque N L N x . dai,
(au? + B1v? + 290V + u") Xy + (ot + Bov™ + 2vu'v' +0") X, N x o)
Tomando A = (a1 X, + ax X, +u") e B = (aou’ + Bov? + 279u/v’ + ") , temos que,
ky =< AX, + BX,,N x o >

=< AX,,N xo >+ <BX,,N xd >
=A< X, Nxd >+B< X,,Nxd >

aplicando propriedades do produto misto,

kg=A<ad xX,,N>+B<ad xX,, N>
=A< WX, +0VX,) x Xy, N >4+B < (WX, +0X,) x Xy, N >
=A< X, XX, +V Xy x Xy, N >+B <X, x X, +vX, x X,, N >
=A< vX,xX,,N>+B<uX, xX,, N>
=< (—AV + Bu') (X, x X,),N >

como vimos anteriormente,

X, x X
N:#iXuva:HXuxXUHN
|| Xu x X ]

e que || Xy, x X, ||=VEG— F2.

sendo assim, podemos escrever,
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K, =< (Bu' — Av)VEG — FZN,N >
= (Bu' — AV )VEG — F2. (3.0.2)

A igualdade (3.0.2), com A e B definidas acima, é conhecida por férmula de Beltrami
(2% formula de cdlculo da curvatura geodésica). A formula nos mostra que a curvatura
geodésica k, depende essencialmente da 1* forma fundamental, logo ¢ um valor intrinseco
a superficie. n

3.1 Equacoes Geodésicas

As proposigoes anteriores nao sao suficientes para determinarmos todas as geodésicas
sobre uma superficie. Um teorema mais geral que nos possibilita pelo menos teoricamente
calcularmos as geodésicas é:

Teorema 3.1.1. Uma curva v de uma superficie S € uma geodésica se e somente se, para
qualquer parte y(t) = X(u(t),v(t)) , as duas equacdes sequintes sao satisfeitas:

d 1
E(Eu’ + Fv') = §(Euu’2 + 2F,u'v + G,'"?)
(3.1.1)

d 1
a(Fu’ + Gv') = §(Evu’2 + 2F,uv' + Gv"?)

onde Edu® + 2Fdudv + Gdv? é a primeira forma fundamental de X.

Demonstra¢ao. Como ja foi dito anteriormente, sabemos que o plano tangente a S é
gerado por X, e X,.

Pela definigao, se a curva v é uma geodésica, entao < 7", X, >=< ", X, >= 0.
Desenvolvendo < 7", X, >= 0, com v = X (u(t),v(t)) entdo v = X,u' + X, 0" e

7' = Xpt? + X' + 0" X, + Xpu/'v' + Xpv? + X 0"
= u? Xy + 200 Xy + 02X U X, + 0" X,

substituindo e resolvendo o produto interno , temos:

<" Xy >=< u? Xy + 200 Xy + 0% Xy + "X, +0"X,, X, >
=< X, Xy > U2 + 200 < X, Xoy > 402 < Xy, Xy > + < Xy, Xy > U+ <
X, X, > 0" = 0.
Logo, < X, X, > u"+ < Xy, Xy > 0" = —[< Xy, X > u? + 200 < Xy, Xy > +072 <
Xopwy Xu >].

Podemos observar na tltima igualdade que aparecem os coeficientes da primeira forma
fundamental, podemos reescrever a igualdade na seguinte forma:

Eu" + Fv" = —[< Xy, Xy > 0% + 200 < Xy, Xy > 407 < Xopyy Xy > (3.1.2)

Por outro lado,

d dE dF
—(Fu + Fv') = —u + Eu" + —v' + Fv”.

dt ar " dt
Assim,
d dE dF
Eu" + Fu" = E(EUI + Fv') — %u’ — %v’ (3.1.3)
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Igualando as equagoes (3.1.2) e (3.1.3) temos que:

d dFE dF
E(Eu’—i—Fv’) = Eu’—i— Ev’ —[< X, X > 0+ 200 < Xy, Xy > +07 < Xy, Xy >]
(3.1.4)

Resolvendo as derivadas parciais:

0
< Xy Xy >= — < Xy, Xy >=< Xy, X > + < Xy, Xou >

ou
ou seja,% = 2(Xuu, )fu) entao,
< Xyuy Xy >= §Eu
< X, Xy >= % < X, X, >=2 < X,,, X, >entao,
< Xy, Xy >= %Ev
< Xy, Xy >= % < Xy, Xy >=< Xy, Xy > + < Xy, X >

assim,, Em =< Xy, Xy > + < X, Xyp > entao,
F, =< Xy, Xy >+ < X,, X4y >, mas
< Xy, Xy >= 8% < Xy, Xy >=< Xy, Xy >+ < Xy, Xpu >
Gy =2 < Xy, Xy > X

enfim, < X,,, X, >= F, — §Gu.

E agora as derivadas dos coeficientes:

%u’ = (B + B = B + Eu'v e

dF

EU’ = (B + Fu' v = Fu'v' + Fo'v™?
Substituindo os valores encontrados na equacao (3.1.4) temos que:

d 1 1
—(Eu' + FV') = BE,u”? + BEu/v + Fu'v' + B — QEuu’2 — Buv — Fo? + §Guv’2

dt
1 1
= _Bu?+ Fuv + -G "?
2 2
logo,
d / / 1 2 1,/ 12
%(Eu + Fv') = Q(Euu + 2F,u'v 4+ G,0"7)
A outra equacao é obtida de forma analoga. O

As duas equacoes do teorema (3.1.1) sdo chamadas de equagdes geodésicas. As
equacoes geodésicas sao nao lineares e sao usualmente dificeis ou mesmo impossiveis de se
resolver explicitamente. Mas em alguns casos obtemos éxito nas suas solugoes. Vejamos
alguns destes casos:

Exemplo 3.1.2. Como caso mais simples nos temos aquele de encontrar todas as geodé-
sicas no plano. Para isto tomemos uma parametrizacao para o plano X (u,v), da sequinte
forma:

Sejam p e ¢ € R3 |, vetores unitdrios e ortogonais, assim:
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X(’LL, U) = X(u07 UO) +up + vq,
Assim, calculando sua 1* Forma Fundamental temos:

E =< X1L7Xu >= (pap) H p H2: 1
G=<X,X,>=(¢.9) =l ¢|]>=1
F=<X,X,>=(p,q) =0.

Assim,

I = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
= [ = du® + dv?

Substituindo-se em uma das equagoes:

d 1
E(EU, + Fv') = §(EUUI2 + 2F,u'v" + G,v'"?)
d

E(u’ +v") =0, logo

u + v = c¢(constante)

nossa curva tem equagao y(t) = X (u(t),v(t)) , entao vy(t) = X (u(t), c—u(t)), substituindo-
se na equacao do plano, temos:

X(u(t),c—u(t)) = Xo+u(t)p+ (c—u(t))yq
= Xo+cqg+ut)(p—q)
X(u(t),c—u(t)) = Yo+u(t)
’V(t) = Yo+ u(t)tv
mas u(t) = u,entdo
~v(t) = Yy + ut, que é uma reta.

Isto significa que toda reta no plano é uma geodésica.

Exemplo 3.1.3. Calculemos as geodésicas no cilindro circular reto. Como sabemos uma
parametrizacao do cilindro é dada por:

X(u,v) = (acosv,asinv,u), entio:
X, = (—sinwv,cosv,0) e X, = (0,0,1)

Temos:
E X, X, >=1
G=<X,,X,>=1
F=<X,X,>=0
Assim,

I = Edu® + 2Fdudv + Gdv?, ou seja,
I = du?® + dv?

Andlogo ao exemplo anterior, tem.:
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v(t) = ¢ — u(t)
Substituindo na equacao do cilindro, temos:
V() = (cos(c — u(t)), sin(c — u(t)), u(t)).

Se u(t) =t —c € R entdo y(t) = (cos(—t),sin(—t),t — ¢)
sendo assim,

~(t) = (cost,—sint,t — c), que é uma hélice.
Se ¢ — u(t) = tg, entao

~(t) = (costy, sinty, tg + ¢),um vetor constante.
= (a,b,c —ty), uma reta.(Figura 3.3)

Com isso, concluimos que:

7(t) = (cos(c — u(t)),sin(c — u(t)),u(t)).Se ¢ — u(t) = K, entdo:
v(t) = (cosk,sink,c+ k), sao retas.

E para ¢ — u(t) = A(t), entao:

v(t) = (cos A(t),sin A(t), A(t) — ¢) temos a hélice.

B

Meridiano

Circulos
5

e
\; ~ ™~ Hélice

Figura 3.3: geodésicas do cilindro. Fonte: |10]

Exemplo 3.1.4. Determinemos as geodésicas sobre a esfera S*. Tomemos uma parame-
trizacao nas coordenadas latitude 0 e longitude p,sendo

X (0, ) = (cosfcos p, cosfsin p, sin b)),
jd foram calculadas anteriormente as derivadas Xg, X, assim
E=(Xp,Xg)=1;F=(Xy,X,)=0; G=(X,,X,) = cos?0.

Buscamos uma curva y(t) = X (0(t), o(t)).
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d 1
dt(Eu + Fv') = §(E,9u/2 + 2Fpu/v' + Gov'?)
d 1
a(u’) = 5(0 + 0+ 2cos@sin6v'?), ndo ajudou, partiremos para a seqgunda equagao
d 1
%(Fu’—i—Gv) §(E u? 4+ 2F,u'v + G,v'?)
d 1
%(cosg(%) 5(0—1—0—1—0)—0 v=¢
d
%(gp cos?0) =0, ou seja, @ cos? ) = A.
Supondo que nossa curva seja unitdria,isto €, se y(t) = X(0(t), p(t)), entdo
V(t) = Xo0'(t) + XW’( ), €
"(t) ||= (0'(t))% + (cos 0/ (t))? = 1, ou seja
[1'(8) 1= ( @ ja,
= 0'(t)* + cos® 0 (t) = 1.

1°) Se A =0 entio pcos*l =0 dai ¢’ = 0 concluimos que ¢ = constante, logo, vy € a
parte de um meridiano.

2°) Assumindo A # 0. Da condi¢do de v ser Tangente Unitdria vem:

A
07 =1 — ¢ cos® entao, ¢’ cos®0 = A, dai ¢ = ——.
cos? 6
07(t) =1 - A 2cosW:l—i
cos? 6 cos? 6’
ao longo de uma geodésica teremos:
A? A2
(d_90>2_§0_/2_ cos*f _  costH A? _
a ) 02 A2 cos?h— A% cos’f — A%
1— 29222 7 — 4
cos? 6 10052 0 cos? A2 )

cos?0(A=2cos?20 — 1)

Tomando A=2 = Ay, temos que:

d_gp B 1
do ) — cos?2f(Agcos?f — 1)
dy 1
) -+
- (d@) \/COS2 0(Apcos?0 —1)
1

= +dp =
7 cos O/ Agcos?t — 1

0 0
1 sec 6df
+(p — o) = / ———df = —.
0, cos b/ Agcos? — 1 0, VAgcos?2f —1
Fazendo a mudanca de varidvel: u = tan = du = sec? 0df assim,

1 du du
df = = = 0 =1+ tan® = /1 2,
sec? 0 Y 1+tan?0 14 u? ¢ sec V14 tan Vitu

S . 1
Simplicando o denominador \/Agcos?f —1 = \/Ao(m) -1 =
(Ao - ].) —u?
V14 u?

df, integrando temos:

AO—(1+U2 .
14+ u? N

. Logo,
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L )_/6 du V14 u? B O du 1+ u? B
T T R A=) =2 o TH R (A=) =2
V1+u?

/9 du
60 /(Ao — 1) —u?

Tomando Ay — 1 = B2, temos:

+

., u . .~
= arcsm(E) = arcsin( ), usando a func¢ao inversado

0 d
(o= = | s
6 - /B2 _ 2
seno em ambos o0s lados:

. tan
Esin(e — o) =~

c.tanf = £Bsin(¢ — ¢o),

Aplicando a formula do seno da diferenca:

tan @ = £ B(sin ¢ cos ¢y — sin g cos @)
sin @ = +B(sin ¢ cos 0 cos py — sin ¢q cos O cos )
sin f = «; sin @ cos € + a cos 6 cos

Considerando as coordenadas esféricas:

z =sinf
x = cosf cos
y = sin p cos 6

chegamos a expressao:
Z =01y + Q.

Como sabemos, esta € a equacao de um plano que passa pela origem, assim nossa curva
¢ a intersecao do plano passando pela origem com S?, que representa um grande circulo,
1sto €, os meridianos da esfera.

Vemos desta forma, caso A = 0 e A # 0, que as lnicas geodésicas na esfera sao os
meridianos ou circulos méximos.

Proposicao 3.1.5. Seja S uma superficie regular orientada. dado um pontop € S e um
vetor w € T,S nao nulo, existe e > 0 e uma tnica geodésica parametrizada o : (—e,) = S
tal que a(0) =p e o/(0) = w.

Demonstragao. Se p = (ug, vp), consideremos w = aX,,(ug, vo)+bX,(ug, vo). Pelo teorema
de existéncia e unicidade de solucoes de equagoes diferenciais [2], existem e > 0 e fungoes
ug, v definidas em (—e, €) satisfazendo as equagoes (3.1.1), com as condigoes iniciais fixadas
u(0) = ug, v(0) = vy, v'(0) = a e v'(0) = b. Além disso, tais func¢oes sao tinicas. Segue-se
da proposicao anterior que a curva a(t) = X(u(t),v(t)) é uma geodésica de X tal que
(u(0),0(0)) = p e o/(0) = w.

O
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- 'Ii].l\'.
s I p=P \
D" 7 > N
-._I\L . -
\ -

Figura 3.4: Existéncia da geodésica. Fonte: [10]

3.2 Preservacao da Geodésica por Isometria

Vimos anteriormente que diferentes superficies podem ter a mesma primeira forma
fundamental. Um exemplo para isso é o fato de que podemos enrolar uma folha de papel
plana num cilindro, de modo 6bvio, sem deformacao , se tracarmos uma curva na folha
plana, depois de enrolada torna-se uma curva no cilindro, e como nao houve deformacao,
o comprimento de ambas as curvas coincidem. O que nao aconteceria com a esfera e
o plano. Este tipo de questao geométrica pode ser abordada com o auxilio do célculo
diferencial sobre uma superficie. Com efeito, a transformacao geométrica do plano no
cilindro que referimos acima é um difeomorfismo especial, como veremos a seguir.

Definicao 3.2.1. Um difeomorfismo f : Sy — Sy € uma isometria se, para cada curva
v em Si, a curva f o~y em Sy tem comprimento igual ao de . Se existir uma isometria
f:51 — Sy, dizemos que S1 e Sy sao superficies isométricas.

Teorema 3.2.2. Um difeomorfismo f : S — Sy € uma isometria se e so se, para cada
v € S1, as primeiras formas fundamentais de v e f o~y sao idénticas.

Demonstracao. Sejam X; : U — S; uma parametrizacao de Sy, Xo = fo X; : U —
S a correspondente parametrizacao de Sy e Ey, Fy, G e Es, Fy, G5 as primeiras formas
fundamentais de X; e X5, respectivamente.

Inicialmente suponhamos que se Fy = Ey, [1 = Fy e G; = G e que y(t) = Xy (u(t),v(t))
define uma curva arbitraria em S;, o comprimento de v de y(ty) a v(t), é dado pela
integral

/ (Bl (0 + 2R (00 () + Gl (1)) bt

¢ evidentemente igual ao comprimento da curva Xo(u(t),v(t)) = f o Xy(u(t),v(t)) =

fon(t), de f(v(to) a f(y(2)),

Reciprocamente, se f ¢ uma isometria entdo qualquer que seja a curva y(t) = X (u(t), v(t))
em Sy de dominio [ = («, 5),e a curva f o Xy(t) = Xa(u(t),v(t)) tem o mesmo compri-
mento. Portanto , para quaisquer tg,t € I,

/ t(Elu’(t)z 2R () (8) + G (£)?) 2dt = / t(Ezu'(t)Q + 2Fyu/ ()0 (1) + Gav' (1)) 2dt
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Isto implica que,

(Bl (£)? + 2F (0 () + Gio' (£)2) = (Batd (1) + 2F (D)0' (1) + G/ (H)?) (3.2.1)

para qualquer t € I. Fixemos tg € I e sejam ug = u(tg) e vo = v(ty). Entao:
Evidentemente existe um sub-intervalo J de I contendo %, tal que , para cada t € J,

(ug+t—to,v9) € U. Logo 71(t) = X1 (ug+1t—1tg,vy) define uma curva v, : J — S;. Para

esta curva particular, a igualdade (3.2.1)diz-nos que E; = Es, pois neste caso u/(t) =1 e

V'(t) = 0.

Analogamente , podemos considerar a curva v, definida por 75(t) = X (ug,vo +t — to)-

Neste caso u/(t) = 0 e v'(t) = 1 pelo que, por (3.2.1), G; = Ga.

Finalmente, considerando 73 dada por v3(t) = X (ug+t—to, vo+t—to), podemos concluir

que Ey + 2F, + Gy = Ey + 2F5 + Go, donde F} = Fy O

Corolario 3.2.3. Uma isometria entre duas superficies S1 e Sy leva as geodésicas de Sy
em geodésicas de So

Demonstracao. Sendo «y € S7 uma geodésica e f uma isometria, queremos mostrar que
ay = foa; & também uma geodésica. Se aq(t) = X (u(t),v(t)) é uma geodésica, entao u(t)
e v(t) satisfazem as equagoes geodésicas, ou seja, os coeficientes da 1* Forma Fundamental
(E, F,G) satisfazem o sistema de equagoes geodésicas. Como ay = f(X (u(t),v(t)) é uma
isometria, preserva os componentes da 1* Forma Fundamental, ou seja, Fs, F5, G5 de as
sao iguais aos F, F,G de «aq respectivamente. Logo, Es, F5, G5 também satisfazem as
equacoes geodésicas, sendo assim oy = f o X (u(t),v(t)) é geodésica de de S O

3.3 Geodésicas e as equacoes de Euler-Lagrange

Teorema 3.3.1. Uma curva reqular v é uma geodésica em uma superficie reqular S se,
e somente se, verifica o sistema de equacoes diferenciais de sequnda ordem

d oyl _olv®]* _

dt( ou’ ) ou =0

(3.3.1)
1(3 | 7/(t) |2) RO 0
dt o’ ov

Demonstragao. Seja v(t) € X(U), onde X é uma parametrizacao de S. Entao v =
X, u' + X, 0. Logo,

oy o

A

Recordemos que, se F' é um campo de vetores diferenciavel, depende de t e x, entao,

d (. OF , OF d OF
at (R%) = (F’%) * (F’M)

, OF OF" oF OF'
_<F,% +(r 2 _(%,F " F%>

“a (7)o (M),
a5
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dF 1
onde usamos o fato que (F, E) = (5)(d/dt)(| F |?).Portanto fazendo F =~ , x = u/,

d,, oy _d(, 00\ _1[d (0]y]
E(V’XJ_E(V’%)_ﬁ{E( B, - (3.3.2)

d, , o\ _1[d (9|7
EWJQ—ﬂa<aw ~

Por outro lado, podemos escrever:

Analogamente

dt

ey (0 (XY (07} 101 F
V’dt wo 7’8u dt N 7’(9u 2 Ou

d
visto que ¥/ (t) = a(X(u(t), v(t))), tendo em conta (3.3.2) e esta ultima igualdade, con-

dy' ' o d
Clx):awxn4«—x» (33.3)

Como

cluimos que (3.3.3) se escreve

Yoy N H[d (2P a1 P
dt’" " 2 |dt \ o ou |

Da mesma maneira chegamos a,

Yoy Y L[ (oYY a1 P
dt’ " 2 [dt \ o o |

Consequentemente: v ¢ uma geodésica se, e somente se, 7’ é ortogonal ao plano tangente
) ?
em todo ponto de v, o que é equivalente a,

v v
L X, )=0(+,Xx,]=0.
(5x) =0 (5x)

Logo, v é uma geodésica se, e somente se, verifica o sistema de equcoes diferenciais de
segunda ordem (3.3.1).
O

3.4 O menor caminho

Nesta secao mostraremos que se uma curva regular, que liga dois pontos em uma
superficie for a de menor comprimento, entao ela ¢ uma geodésica e esta referenciada em

121, [4] e [9]

Teorema 3.4.1. Seja v : (—e€,€) — S uma curva tangente unitdria e a,b € (—¢,€) onde
~v(a) = p, v(b) = q, se v € a curva de menor distincia entre p e ¢ em S, entdo v € uma
geodésica de S.

Demonstragao. O objetivo é mostrar que ky(s) =0, Vs € (a,b).

Supondo que k,(s) # 0 para algum s = sy € (a,b). Pela continuidade existem valores
g,k € (a,b) com a < j < s9 <k <b, com ky(s) # 0 sobre [j, k], e v([j, k]) C X(U) para
alguma parametrizacao X (U). Seja A : [, k] — R uma funcao suave satisfazendo
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(2) A(s)kg(s) > 0 para algum s € (4, k).

Seja n,(s) = N x 7"(s) a normal a . Definamos ainda @, v : [j, k] = R por A(s)n,(s) =
u(s) Xy + v(s)X,. Extendemos u e v para [a,b] por u(s) =0 =0(s) paraa < s < je k <
s < b. Escreva vy(s) = X (u(s),v(s)) e defina C(r, s) = X (u(s)+ru(s),v(s)+rov(s)) com |
r | suficientemente pequeno para esta expressao fazer sentido. Pelas propriedades exigidas
por A, segue que C(r,a) = p, C(r,b) = g e C(0,s) = y(s); r parametriza uma familia de
curvas entre p e q. Para um valor fixo de r, calculemos o comprimento de um elemento da

dry, dv,
familia 7,(s) quando ele varia nesta familia, isto é, L(~y / ( Rl )ds. Supondo

que L(7) tenha um minimo em r = 0, temos:

d d dryy d’yr d% d%
2y = &
dr () dr/a (
(820 oC
b\ 9sor’ ds
= ———— L ds;parar =0, C(0,s) = y(u(s),v(s)),
/a s (0,5) = y(u(s), v(s))

9s’ Os
) =1, pois v é Tangente Unitaria; aplicando integragao por

0C(0,s) 9C(0,s)
:>( ds 7 0Os

partes obtemos

, b O*C aC
0:”0)—/&(@ a_)
[ (e ey (e e
~J. lds \ or’ os * 052
_[(oc oc ”_/ @62_0 .
|\ or’ os » o \Or’ 0s? » >

Pela defini¢do de C(r, s) nos temos, sobre [j, k] que:

ds

% = ()X, + 0(5)X, = A(s)n, (s).
; . 80(075) o 4 oc oC =
Como n,(s) é perpendicular a 5 =) (s) nds temos que (87“’ 83) . = 0.

Portanto,

, braC 92C
O—L“’)——/ (a_a_)
a r=0

— /k(/\(s)kg(s)ds <0,

ds = [ (s ls).7(5))ds =

isto & uma contradicao, pois L'(0) = 0. Isto aconteceu pois supomos inicialmente k,(s,) #
0.
Desta forma ky(s) = 0, para todo s € (a,b). Ou seja, v(s) é uma geodésica. O

93



P

Figura 3.5: familias de curvas C(r,s). Fonte: 9]

3.4.1 Exercicos propostos

1. Encontre as equagoes diferenciais que determinam as geodésicas sobre o grafico da
fungao Z = f(z,y).

Solugao:Seja Z = f(x,y)uma fungao diferenciavel.
Assim uma parametrizacao da superficie regular é:

X (u,v) = (u,v, f(u,v)) com (u,v) € Df.

Calculando a primeira forma fundamental: X, = (1,0, f,); X, = (0,1, f,)
Com E =< X,, X, >= (1 + f3), F =< X, X, >= (fufy) e G =< X,, X, >=
(1+£2)

Usando as equagoes geodésicas (3.1.1)temos que:

d 1
£<EUI + Fv') = §(Euu’2 + 2F,u'v + Gyu'?)
) 1 (3.4.1)
%(Fu’ +GV) = §(Evu’2 + 2F,u'v + G,0"?)

aplicando os valores na formula

d
g (U L0+ (fufo)v) = (fufuutt® + (Fuuo + fafun)u'0 + fofrut)-
A segunda é obtida de modo completamente analogo.

2. Se X : U — R? ¢ uma parametrizagiao de uma superficie regular S, tal que, F(u,v) =
E(u), F(u,v) =0 e G(u,v) = G(u), mostre que:
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a) As curvas paramétricas, isto é, v = vp(constante) sdo geodésicas;

d 1
Solucgao:Utilizando uma das equagoes temos: (Eu + Fv') = §(Euu’2 +

dt
2F,u'v' + G ')
neste caso como v = constante entdo v/ = 0 , assim f(u,v) = 0 implica
fm fv =0
resolvendo a equagio: %(Eu’) = % (B u?)

d 1
Analizando a outra equagao: %(Fu’ + GV = E(EUUIQ + 2F,uv' + G,v"?)

%(Ou’ +0v') = %(Ou’2 + 20u'v’ 4 0v"?), logo ¢ satisfeita.

Assim nos resta a equagdo — (Eu') = % (B u'?).

Suponha sem perda de generalidade que ¢ = s e que nossa geodésica seja
tangente unitaria, isto é, v = vy(s).| 7(s) |[= 1, entdo < +/(s),7'(s) >=1,
sendo v(s) = X (u(s),v(s)) logo, 7/(s) = X,u'(s) + X,v'(s)

Assim, < 7/(s),7/(s) >=< v/ (s) Xy, + V'(5) Xy, ' (5) Xy +0'(5) X, >

Como v =0e F' =< X,, X, >= 0, resta apenas dizer que:

como < 7v'(s),7/(s) >= 1, entao u'(s)(Xy, X,) =/ (s)E = 1.

Assim: p
1
Bl N _— — 2
dS(Eu) 2Euu (s) (3.4.2)
du' FE
entao, EUI(S) + Ed—z = TUU’Q(S)
dE !/ / / :
mas, T Eu + Eo' = B, pois E = E(u).
s

Substituindo o resultado acima na equacdo (3.4.2) temos:

du’  E,
Eu?(s) + Ed_z = 7u’Q(s).

Mas, u/*(s)E = 1 derivando em s, obtemos:

dE
2u'(s)u" (s)E + u?*(s)— = 0, +u/(s) temos:

aE “

2u"(s)E "(s)— = 0.
W (5)E ()
Entao, voltando as equacoes:
du' FE
2 _ w2
Eu*(s) —i—EdS - u (s).
dE 1dE
" _ ’ S ol _ _ = /

Como 2u”(s) = U (s), entao u”(s) 575 Y (s)

logo,
1 1
Eu?(s) — éEuu’ = éEuu’(s) (identidade)

,ou seja, a solucao u(s), v(sg) sobre v(s) = X (u(s), vg) satisfaz as equagoes das
geodésicas.
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b) As curvas paramétricas, isto é, u = up(constante) sdo geodésicas se, e somente
se Gyu(up) = 0;
Solugao:y(s) = X (ug, v(s), entdo < 7/(s),7'(s) >=< X,, X, > v?(s) =1

mas, < X, X, >= G(u,v) = G(ug,v(s)) = G(ug) = constante.
Entao: G(ug)v(S) = 1.
Aplicando as equacoes geodésicas:

d 1
—(Eu' + Fv') = §(E““/2 + 2F,u'v" + G,v'?) temos

ds

d 1

d—(EuO.O +0.0) = E(EU.O2 + 2.0.u'v" + G,v"?), logo
s

0= %(Guv’Q). (3.4.3)

d 1
Usando a outra equagao: d—(Fu’ +Gv') = §(Evu/2 + 2F,u'v' + G,v'?), temos
s

d 1
d—(Gv’) = 5(0.02 +2.0.0.0" + G,v'?), logo
s
G = G(u) = G(up) = constante, assim G, = 0,
como i(G’v’(s)) = 0 entdao: Gv'(s) = constante,
)

s
mas G(u) = G(up), logo v/(s) = constante.

Voltando a (3.4.3),
1
§Guv’(s) =0, mas v = Cy, entdo G,.Cy = 0 logo G,, = 0

E assim as equagoes geodésicas sdo compativeis, ou seja, v(s) = X (ug, v(s)) é
geodésica.

Cv/ E(u)
u)y/G(u) — C?

du,

¢) A curva X (u,v(u)) é uma geodésica se, e somente se v = + / Ve

C = constante

Solucao:Sendo v(u) = X (u,v(u)) uma geodésica, entao:

v (u) = Xu' + X, v'(u), assim sabendo que 7 é tangente unitaria entao:
<'(u), 7 (u) >=< X' + X0 (u, Xu' + X0 (u) >

logo, < X,, X, > u?+2 < X,, X, > u'v+ < X,, X, >= 1 resolvendo temos
que:

Eu” + %G = 1. (3.4.4)

Aplicando nas equacdes geodésicas:

d 1

E<EUI + F') = §(Euu’2 + 2F,u'v" 4+ G,u'?)
d 1

entdo —FE = é(Eu + G,v"?) e também:

d 1

E(FU/ +Gv') = §(EUU/2 + 2F,uv' + G, v"?)
d

entdo —(Gv') = 0 logo, Gv' = C
du
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Voltando a equacdo (3.4.4):

1— 2
Eu? +1"%G =1, temos que u? = %
G @) (@)
dv g . (dv\® \dt) =\t
Logo, u @ entao (@) =N T 71N
. (o) e
Mas, como Gv' = C, entdao v' = C'/G logo:
dv” c?
dt o2 EC?

1 — =1 G.CZ/GQ = GG —C chegamos a igualdade:
E E
du CVE
— = Ff—————,logo
dv /GG = C?
CVE
dv=4t————
VGG —C?
S Cv/ E(u)du
VG (u)y/Gu) = C*
3. A distancia entre dois pontos P e () sobre o globo terrestre com latitude e longitude

01,01 € ¢9,05 & pip, onde ¢ é o0 angulo em radianos subentendido entre os dois pontos
P e @, sendo p o raio da terra, é dado pela formula:

du, integrando obtemos:

COS 1) = €Os ¢ COS Py cos(0y — O3) + sin ¢ sin ¢

(ver:|4]) Com isso, calcule a menor distancia entre Praga (Republica Checa)de co-
ordenadas N | 14°25'FE e Winnipeg (Canada)com coordenadas 49°55'N , 97°06' V.

Solucgao: Como sabemos a curva que da o menor comprimento sobre uma superficie,
é a geodésica, e como aprendemos, na esfera as geodésicas sao os grandes circulos;
logo tomamos um grande circulo que passa entre as coordenadas esféricas dadas, de
Praga e Winnipeg, e aplicamos a formula:

cos 1) = cos(50°05") cos(49°55") cos(14°25'—(—97°06") ) +sin(50°05') sin(49°55") = 0, 43528

onde v é angulo subentendido na origem, o centro da terra. Porque Winnipeg esti
a oeste de Greenwich sua longitude é negativa.

l
Assim, ¢ = 64,196795° = 1, 1204954 radianos. Mas 1) = I logo | = Ru.

A distancia é obtida multiplicando o raio da terra pelo anguloem radianos, assim:

[ = 6.337,5km.1,1204954 = 7.145, 64km
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-Uma geodésica ¢ uma curva que une dois pontos tal que, para pequenas variagoes da
forma da curva, o seu comprimento é estacionario. Do ponto de vista pratico, na maioria
dos casos, a geodésica é a curva de menor comprimento que une dois pontos. Em uma
geometria plana (euclidiano), essa curva é um segmento de reta, mas em geometrias curvas
(riemaniana), muito utilizadas por exemplo na Teoria da Relatividade Geral, a curva de
menor distancia entre dois pontos pode nao ser uma reta.

3.4.2 Aplicagoes

Uma empresa aérea que oferece voos por todo o mundo em uma de suas estratégias
de tornar as viagens mais ladicas, trazia uma proposta em uma de suas revistas que o
passageiro com a utilizagdo de uma régua (anexa a revista) marcasse a rota feita pelo aviao,
durante a sua viagem. Logo ap6s a pagina da atividade, teria um mapa comparativo da
rota real com a possivel tracada pelo passageiro, resultando em algo do tipo exposto na
Figura: 3.6, em um voo de Nova lorque & Madrid por exemplo.

4.

Figura 3.6: Rota Nova lorque & Madrid. Fonte: google imagens

A geometria esférica oferece alguns recursos muito utilizado na navegacao tanto por
pilotos de aviao como também por capitaes de navios, durante a navegacao ao redor do
planeta. Sabemos por definicoes vistas em capitulos anteriores que considerando o globo
terrestre uma esfera a menor distancia entre dois pontos quaisquer da esfera deve ser
o menor arco de circunferéncia méxima que passa pelos dois pontos, ou seja, podemos
dizer que o que acontece o menor caminho entre Nova lorque e Madrid é aquele formado
pelo menor arco pertencente ao grande circulo do globo que tem as duas cidades como
extremidades.A linha do equador é o caso perfeito de uma curva que tem como centro
o centro da terra. As demais linhas, como tropico de Cancer e Capricérnio terdao como
centro um ponto acima e abaixo do eixo central de rotacao da terra, mas nao coincidira
com o centro da terra. Entao, conforme mostra a figura abaixo, a distdncia mais curta
entre Nova York e Madri é a curva que tem como centro de curvatura o centro da terra,
ou seja o viajante deve ir na trajetoéria que passa mais ao norte, veja a Figura: 3.7
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Figura 3.7: Distancia Nova lorque a Madrid. Fonte: google imagens

Como visto anteriormente, a esses grandes arcos chamamos de geodésicas, ou seja,
o menor caminho de Nova lorque a Madrid ser4 o menor arco de extremidaes nas duas
cidades que pertence a geodésica do globo.

Outra situacao parecida é voar de Porto Principe, no Haiti para Manila, nas Ilhas
Filipinas onde o menor caminho é através do Alasca, pois passa pelo menor arco de
circunféncia maxima comum as trés localidades Figura: 3.8.

Manila - Filipinas

2 _ Porto Principe - Haiti
"

Figura 3.8: Fonte:professores.uff.br
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

Conforme podemos comprovar deste estudo sobre as geodésicas, muito ainda teriamos
que realizar para uma completa analise de seus resultados.
O que fizemos foi tentar focar nas principais propriedades de geodésicas, tanto no aspecto
fisico( como as curvas de aceleracdo tangencial nula) quanto nos aspectos geométricos de
representar a qualidade de "retidao"nas superficies, quando no seu carater de curvas que
minimizam distancias entre pontos de uma dada superficie regular.
Mostramos que as tnicas geodésicas sobre a esfera sao seus meridianos,entre outros exem-
plos. Mostramos também que a geodésica é uma propriedade intrinseca de superficie, isto
é, depende exclusivamente dos coeficientes da primeira forma fundamental.
Sempre podemos dar énfase sob diferentes angulos de um determinado tépico, mas devido
a extensao nao tratamos de assuntos importantes relacionados as geodésicas, tais como o
teorema de Hopf-Rinow (sobre completeza das geodésicas), a aplicagdo exponencial, entre
outros.
Mas espero ter contribuido para uma melhor visao de curvas sobre superficies, assim como
das proprias geodésicas.
Esperamos em trabalhos futuros que tais conexoes sejam feitas para buscarmos melhor
compreensao de assunto tao interessante e de vérias aplicacoes no mundo moderno que
defina novas coordenadas locais a uma superficie.
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