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RESUMO

Tendo em vista as mudancgas ocorridas ao longo do tempo, provenientes dos avan-
cos tecnolégicos e contidas em todos os setores, a vida humana tem sido atingida
significativamente. Particularmente, procura-se fazer uso dessas novas tecnologias,
objetivando motivar a aprendizagem do individuo e nos métodos utilizados na educa-
cao. E no que diz respeito a consolidacao no processo pedagdgico, os softwares de
matematica dinamica tém como objetivo auxiliar os modelos tradicionais de ensino e
contribuir para a evolucao do cenario educacional. No Ensino Basico, espera-se que 0s
alunos saibam utilizar essas ferramentas tecnolégicas para uma melhor compreensao
ou visualizacao de problemas geométricos. Dessa forma, o principal objetivo desta
dissertacao é apresentar algumas técnicas que contribuam como facilitadoras do en-
tendimento de problemas geométricos relacionados a geometria plana com abordagem
em situagdes variaveis, utilizando fungdes reais, o conceito de lugar geométrico e o
software GeoGebra. Por fim, apresenta-se um acervo de dez problemas geométricos
relacionados mais intimamente com os conceitos de lugar geométrico, de maximo e de
minimo, nos quais servirdo como referencial para os professores e alunos que desejam
explorar essa poderosa ferramenta chamada GeoGebra.

Palavras-chave: Geometria euclidiana plana. Geometria analitica plana. GeoGebra.



ABSTRACT

In view of the changes over time, from the technological advances and contained in all
sectors, human life has been affected significantly. In particular, one seeks to make use
of these new technologies, aiming to motivate learning of the individual and the methods
used in education. And, with regard to consolidation in the educational process, the
dynamic software are designed to help traditional models of education and contribute
to the development of the educational setting. In basic education, it is expected that
students know how to use these technological tools for better understanding and visual-
ization of geometric problems. Thus, the main objective of this dissertation is to present
some techniques that contribute to facilitating the understanding of geometric problems
related to the flat geometry approach to changing situations using real functions, the
concept of locus and GeoGebra software. Finally, we present a collection of ten related
geometric problems more closely with the concepts of locus, maximum and minimum,
in which will serve as a reference for teachers and students who wish to explore this
powerful tool called GeoGebra.

Key-words: Euclidean plane geometry. Analytic plane geometry. GeoGebra.
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INTRODUCAO

Desde os tempos antigos, a Matematica vem se desenvolvendo como uma
importante ferramenta utilizada pela humanidade. A partir dos primeiros problemas de
contagem simples de objetos até o desenvolvimento de teorias refinadas e de grande
avanco tecnoldgico, a Matematica se tornou indispensavel para o nosso desenvolvi-
mento (OLIVEIRA, 2015).

Ao longo do tempo, temos observado muitas mudangas ocasionadas pelos
avancos tecnoldgicos que estao presentes em todos os setores e dos quais tém
atingido de forma significativa a vida humana. E com relacdo a educagéo, procura-
se fazer uso dessas novas tecnologias para motivar a aprendizagem dos alunos.
E quando nos referimos a consolidagdao no processo pedagdégico, os softwares de
geometria dindmica tém como objetivo auxiliar os modelos tradicionais para a evolugao
do cenario educacional. Isso nos mostra a importancia da necessidade na formacao
de professores para o ensino das novas ferramentas tecnolégicas e que permitam ao
aluno um ambiente mais divertido e interativo, visando o estimulo do raciocinio e da
criatividade, facilitando a compreenséo dos conteudos a serem estudados.

Com o objetivo de acrescentar a habitual metodologia de ensino, simplificando
e incentivando a evolugado de competéncias e visando a melhoria da aprendizagem dos
alunos, o software dinamico GeoGebra pode contribuir para um processo de ensino e
aprendizagem, mais rico, motivador e, ainda, estimular a exploragao e a descoberta,
onde os alunos possam trabalhar o seu préprio ritmo.

Segundo GUEDES (2013), as atividades mediadas pelo uso de softwares per-
mitirdo ao professor explorar as distintas formas de representar um mesmo problema
(gréfica, algébrica e tabular).

Nesse sentido, ALLEVATO (2005) nos assegura que:

A imagem é um recurso fundamental das tecnologias a disposi¢édo da
Matematica ou de qualquer outra area do conhecimento, considerando-
a como um dos elementos que caracterizam novos estilos de construgao
do conhecimento. (ALLEVATO, 2005, p. 81)

Em OLIVEIRA (2013) encontra-se uma pesquisa que trata de metodologia de
ensino utilizando o ambiente de geometria dinamica, conforme o seguinte resumo:

Este trabalho apresenta uma proposta de abordagem que permite ao
professor do ensino médio tratar do conceito de funcao quadratica.
Propde a construcdo do conhecimento através de atividades desenvol-
vidas em ambiente de geometria dinamica (GeoGebra), explorando as
ideias intuitivas de variacdo e dependéncia construidas entre objetos
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geométricos sem a mediacao das representagdes algébricas e gréficas,
comumente empregadas na sala de aula do ensino médio.

Sobre o software de geometria dindmica Cabri-Géométre Il e com o titulo
"Contribuicoes de um Software de Geometria Dindmica na Exploragdo de Problemas
de Maximos e Minimos", MENK (2005), em suas conclusdes, nos diz que:

Autores como Gorini (1997), Araudjo (2002), Rezende (2003), Stewart
(2003) entre outros, citam que uma das maiores dificuldades em re-
lagédo a resolugéo de um Problema de Maximo e Minimo é traduzir o
enunciado na forma de uma funcao. Nesse sentido, creio que o Cabri
tenha proporcionado situagdes por meio das quais os alunos puderam
interpretar com mais facilidade o enunciado, testar hip6teses, além de
levantar outras o que parece ter ajudado a encontrar a funcao. (MENK,
2005, p. 226)

Assim, entendemos que uma das alternativas para auxiliar o aluno na resolugao
de problemas geométricos, similares aos presentes em MENK (2005) e OLIVEIRA
(2013), e de lugares geométricos, é que se faca primeiro uma reflexao do problema
utilizando os softwares de geometria dinamica e, s6 depois, usando as observagoes
obtidas, partir para o0 ambiente papel e lapis.

Dessa forma, propomos estudar algumas técnicas, utilizando o GeoGebra, soft-
ware de matematica dindmica, gratuito e disponivel para laptops, celulares, tablets e
similares, focadas na visualizacao dinamica de problemas geométricos, com aborda-
gem em situagbes variaveis, no contexto do ensino basico.

A seguir faremos uma descricdo de como pretendemos escrever a dissertagao.
No capitulo um, faremos uma revisao de algumas definicées, axiomas, proposicoes e
teoremas importantes de alguns conteudos de geometria plana euclidiana, geometria
analitica plana e funcdes reais para o apoio e desenvolvimento voltados para os
objetivos deste trabalho. Na maioria das vezes iremos apenas enunciar os teoremas
e proposicées sem demonstra-los, pois ndo é o objetivo deste trabalho. A maioria
desses enunciados e observagbdes podem ser encontrados em NETO (2013), LIMA et
al. (2006a), LIMA et al. (2006b) e OLIVEIRA (2015).

Para o segundo capitulo, faremos uma abordagem de algumas ferramentas
basicas do software GeoGebra voltadas a este trabalho, dos quais serao utilizadas no
processo de compreensao de resolugédo de problemas geométricos.

No terceiro e ultimo capitulo, apresentaremos dez problemas geométricos: Cinco
sobre maximos e minimos, que recaem, em sua maioria, em fungcdes quadraticas,
técnica encontrada em MENK (2005), e cinco sobre lugares geométricos, que recaem
em cobnicas, retas e segmentos de retas, onde ampliaremos a aplicagdo para esta
classe de problemas. E, com o auxilio do software GeoGebra aplicaremos as técnicas
para contribuir no entendimento desses tipos de problemas geométricos. Além disso,



18

espera-se que essas técnicas possibilitem ao aluno criar algumas conjecturas sobre o0
que Ihe é pedido no problema, e também criar possibilidades de obter novas conjecturas
do que néao lhe é pedido no mesmo, durante a construcao das figuras.

No Apéndice A, apresentamos as solug¢des dos dez problemas propostos no
terceiro capitulo.

Para o Apéndice B, apresentamos uma proposta de atividades a serem de-
senvolvidas em sala de aula em problemas similares aos apresentados no capitulo
trés.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresenta-se alguns teoremas, proposicoes, definicdes e axio-
mas que servirdo de base para o entendimento dos capitulos posteriores e apéndices.

1.1 MOTIVAGAO |

O ensino da Geometria € de fundamental importancia para o desenvolvimento
intelectual dos alunos do Ensino Médio e do Ensino Fundamental. O estudo da Ma-
tematica desprovido do conhecimento basico da Geometria é como se alguma coisa
estivesse faltando na formacao intelectual dos estudantes. A Geometria nos rodeia,
esta presente no cotidiano e é praticamente impossivel ndo nota-la. Seria uma incoe-
réncia total, um aluno sair do Ensino Médio sem o minimo de conhecimento sobre as
formas geométricas e sem nocdes basicas de algumas propriedades desta disciplina
(DELATORRE, 2013).

1.2 CONCEITOS GEOMETRICOS BASICOS DA GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA

Nesta secao, sdo apresentadas algumas definicées e resultados importantes
oriundos da geometria euclidiana plana.

Definicao 1.2.1 (Regiao Convexa e Regiao Nao Convexa). Uma regido R do plano
é convexa quando, para todos pontos A, B € R, tivermos o segmento AB C R. Caso
contrario, diremos que R € uma regido ndao convexa (Figura 1).

Figura 1 — regido convexa (esq.) e nao convexa (dir.).

Fonte: Autor

Observacao 1.2.1. Tomando-se pontos diferentes A e B sobre uma reta r, 0 segmento
AB é a por¢ao da reta r situada de A a B.
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Definicdo 1.2.2 (Angulo). Dadas, no plano, duas semirretas O_fl e @ um angulo
(ou regiao angular) de vértice O e lados O_fl e O? € uma das duas regides do plano
limitadas pelas semirretas (ﬁl e O? (Figura 2).

Figura 2 — regides angulares no plano

Fonte: Autor

Observacao 1.2.2. O 4ngulo da esquerda é convexo e o angulo da direita € nao
convexo. Escrevemos £/ AOB para denotar um angulo de lados (7}4 e O@ e o que
determinara se o dngulo é convexo ou ndo convexo € o contexto a que estamos nos
referindo.

Observacao 1.2.3. Objetivando associar a todo d4ngulo uma medida da regido do plano
que ele ocupa, divide-se um circulo C' de centro O em 360 arcos iguais e toma-se
pontos A e B, extremos de um desses 360 arcos iguais. Dizemos que a medida do
angulo AOB é de um grau e escreve-se AOB = 1°. A partir disso, é possivel determinar
a medida de qualquer dngulo Z AOB.

Definicdo 1.2.3 (Angulos agudo, reto e obtuso). Um 4ngulo (Figura 3) ZAOB é
agudo quando 0° < AOB < 90°, reto quando AOB = 90° e obtuso quando 90° <
AOB < 180°. Dizemos ainda que, dois 4ngulos sdo complementares se a soma de
suas medidas é igual a 90°, e suplementares se a soma de suas medidas € igual a
180°.

Definicao 1.2.4 (Retas paralelas e concorrentes). Dadas duas retas r e s no plano,
temos somente duas possibilidades para as mesmas: ou r € s tém um ponto em
comum ou ndo tém nenhum ponto em comum; no primeiro caso, as retas sao ditas
concorrentes; no segundo, as retas sado paralelas (Figura 4).
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Figura 3 — Angulos agudo (esq.), reto (centro) e obtuso (dir.).
B B B
90° < 6 < 180°

6 = 90°
—I A A

Fonte: Autor

Figura 4 — Retas concorrentes (esq.) e paralelas (dir.)

S

Fonte: Autor

Definicao 1.2.5 (Distancia entre dois Pontos). Dados os pontos A e B no plano,
definimos a distancia d( A, B) entre os mesmos como o comprimento AB do segmento
AB:

d(A, B) = AB.

Definicao 1.2.6 (Retas Perpendiculares e Projecao Ortogonal). Dadas as retas r e
s no plano, dizemos que r é perpendicular a s, que s € perpendicular a r ou, ainda,
que r e s sdo perpendiculares quando r e s tiverem um ponto em comum e formarem
angulos de 90° nesse ponto. Escrevemos r_1 s para denotar que duas retas r e s SGo
perpendiculares. A projecao ortogonal de um ponto A sobre uma retar € o ponto A’
de r tal que A’ é o ponto de intersecdo entre a retar e a reta s que passa por A e é
perpendicular ar. O ponto A’ também é denominado o pé da perpendicular baixada
de A ar (Figura 5).

A distancia do ponto A a reta r é definida como o comprimento do segmento
AA’ da Figura 5. Denotando por d a distancia de A a r, temos entdo d = AA’. Prova-se
em NETO (2013, p. 56-57), que o comprimento do segmento AA’ € menor que qualquer
outro segmento unindo A a um ponto P € r,com P # A'.
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Figura 5 — Retas perpendiculares e pé da perpendicular

S

Fonte: Autor

Definicao 1.2.7. Considere trés pontos A, B e C no plano. Se C estiver sobre a reta
/Tﬁ, diz-se que A, B e C sdo colineares, caso contrario, afirma-se que A, B e C sdo
nao colineares (Figura 6).

Figura 6 — Trés pontos colineares (A, B e C) e trés nao colineares (D, E e F)

Fonte: Autor

Definicao 1.2.8 (Poligono (convexo)). Sejam n > 3 um natural e Ay, As, Az, ..., A,
pontos distintos do plano. Dizemos que A A>As ... A, é um poligono (convexo) se,
paral < i <n, areta m ndo contém nenhum outro ponto A;, mas deixa todos
eles em um mesmo semiplano, dentre os que ela determina (aqui, Ay = A,,, Ans1 = Ay
e A2 = As). Em geral, dizemos que um poligono A1 A;As ... A, é um n-dgono, em
referéncia a seu numero n de lados (e de vértices). Contudo, sdo consagrados pelo
uso os nomes triangulo paran = 3, quadrilatero para n = 4, pentagono paran = 5,
hexagono paran = 6, heptagono paran = 7, octogono paran = 8, eneagono para
n =9 e decagono paran = 10.

Observacao 1.2.4. Na Figura 7, temos um poligono convexo A, A;As... Ay de vértices
A1, Ag, Az, ..., Ag, Onde 0s segmentos A, A,, AsAs, ..., AgAg, Ag Ay (OU, por vezes, seus
comprimentos) sdo os lados desse poligono. A soma dos comprimentos dos lados de
um poligono é o perimetro do mesmo.
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Figura 7 — um poligono convexo de nove vértices (e lados).

Fonte: Autor

Defini¢ao 1.2.9 (Triangulo). Sejam A, B e C trés pontos distintos e ndo colineares do
plano. Triangulo é a figura plana formada pelos trés segmentos determinados por A, B
e C. Neste caso, dizemos que A, B e C sdo os vértices do triangulo ABC (Figura 8).

Figura 8 — Triangulo ABC de vértices A, Be C

A

a

Fonte: Autor

Diz-se também que os segmentos AB, AC' e BC (ou seus comprimentos) sdo
os lados do tridngulo. Usualmente escreve-se AB = ¢, AC = b e BC = a para denotar

os comprimentos dos lados de um triangulo ABC (Figura 8). Da definicao (1.2.8), se 2p

, ] A . b , .,
é o perimetro do tridngulo ABC, entdo p = a+2+c é 0 seu semiperimetro.

Defini¢ao 1.2.10. Um tridngulo ABC' é denominado:

(a) Equilatero, se AB = AC = BC.
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(b) Isdsceles, se ao menos dois dentre AB, ACe BC forem iguais.

(c) Escaleno, se AB # AC # BC # AB.

Figura 9 — Tridngulos equilatero (esq.), isdsceles (centro), escaleno (dir.).

A A

B C B C B C

Fonte: NETO (2013)

Definicao 1.2.11 (Triangulos Acutangulo, Retangulo e Obtusangulo). Um tridngulo
é acutangulo se todos os seus dngulos internos forem agudos, retangulo se tiver um
angulo reto e obtusangulo se tiver um angulo obtuso.

No tridngulo retdngulo ABC, reto em A, da Figura 10, o lado maior BC é
chamado de hipotenusa e os lados menores AB e AC sdao chamados de catetos.

Figura 10 — Tridngulo Retangulo ABC, reto em A

C

)
B - A

Fonte: Autor

Definicao 1.2.12 (Bissetriz de um angulo). Dado um angulo Z/AOB, a bissetriz
(Figura 11) de ZAOB é a semirreta (ﬁ que o divide em dois angulos iguais. Neste
caso, dizemos ainda que O? bissecta Z/AOB. Assim,

OC bissecta ZAOB « AOC = BOC.
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Figura 11 — Bissetriz de um angulo

bissetriz
O ___________________________________________________________

Fonte: Autor

Segundo NETO (2013), em um triangulo ABC, a bissetriz interna relativa a
BC (ou ao vértice A) é a porcdo AP da bissetriz do angulo interno £ A do tridngulo,
desde A até o lado BC; o ponto P € BC' é o pé da bissetriz interna relativa a BC.
De modo analogo, temos em ABC' as bissetrizes internas aos lados AC' e AB (ou aos

vértices B e C, respectivamente), de modo que todo tridngulo possui exatamente trés
bissetrizes internas (Figura 12).

Figura 12 — Bissetriz interna relativa a BC

A

P

Fonte: Autor

Definicao 1.2.13 (Ponto médio de um segmento). O ponto médio de um segmento
AB é o ponto que o divide em duas partes iguais (Figura 13).
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Figura 13 — Ponto médio M do segmento AB

B

Fonte: Autor

Definicao 1.2.14 (Mediatriz do segmento AB). Dados os pontos A e B do plano,
definimos a mediatriz do segmento AB como sendo a reta perpendicular a AB e que
passa por seu ponto méedio (Figura 14).

Figura 14 — Mediatriz » de AB

r

Fonte: Autor

Definicao 1.2.15 (Mediana de um triangulo). A mediana de um tridngulo é um seg-
mento que une um vértice do mesmo ao ponto médio do lado oposto a esse vértice
(Figura 15).

Figura 15 — Mediana AM referente ao vértice A

A

M

Fonte: Autor
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Definicao 1.2.16 (Altura de um tridngulo). Em um tridngulo ABC, a altura relativa
ao lado BC (ou ao vértice A) € o segmento que une o vértice A ao pé da perpendicular
baixada de A a reta % . Nesse caso, denominamos o pé da perpendicular em questao
de pé da altura relativa a BC'. De forma analoga, temos em ABC' alturas relativas aos
lados AC' e AB (ou aos vértices B e C, respectivamente), de modo que todo tridngulo
possui exatamente trés alturas.

Figura 16 — Altura AH referente ao vértice A

A

H

Fonte: Autor

Definicao 1.2.17 (Circulo). Dados um ponto O e um real r > 0 (que deve ser pensado
como o comprimento de um segmento), o circulo T de centro O e raior, T (O;r), € 0
conjunto dos pontos P do plano que estdo a distdnciar de O, i.e., tais que OP = r;

Figura 17 — Circulo de centro O e raio r

Fonte: Autor

De NETO (2013, p. 229 a 238), podemos concluir que o comprimento do circulo
da Figura 17 é dado por 27r.

Defini¢ao 1.2.18 (Setor Circular). Dados um circulo T, de centro O e raio R, e um
arco AB de T, definimos o setor circular AOB como a porcdo de T formada pela
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unido dos raios OC, tais que C € AB. Se AOB = a, dizemos que AOB é um setor de
angulo «.

Figura 18 — Setor circular de centro O e raio r

T T

Fonte: Autor

Observacédo 1.2.5. O arco AB a que fazemos referéncia é a porcdo, em vermelho,
do circulo T delimitada pelos pontos A e B. Também podemos escrever AC B para
denotar o arco AB (em vermelho), ja que existe um outro arco AB (em azul) também
delimitado pelos pontos A e B.

1.3 LUGARES GEOMETRICOS

Definicao 1.3.1 (Lugar Geométrico). Dada uma propriedade P relativa a pontos do
plano, o lugar geométrico (abreviamos LG) dos pontos que possuem a propriedade
P é o subconjunto L do plano que satisfaz as duas condi¢cbes a sequir:

a) Todo ponto de L possui a propriedade P.

b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.

Também podemos caracterizar a mediatriz de um segmento e a bissetriz de
um angulo como LG. Veja as proposicoes a seguir, cujas demonstracdoes podem ser
encontradas em NETO (2013, p. 85-87 e 84-85).

1.3.1 Mediatriz

Proposicao 1.3.1 (Mediatriz como LG). Dados os pontos A e B no plano, a mediatriz
do segmento AB é o LG dos pontos do plano que equidistam de A e de B (Figura 19).
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Figura 19 — Mediatriz como LG
Mediatriz

Fonte: Autor

1.3.2 Bissetriz

Proposicao 1.3.2 (Bissetriz de um angulo como LG). Seja ZAOB um angulo dado.
Se P é um ponto do mesmo, entéo d(P, 1@) = d(P, @) < P € (bissetriz de ZAOB).

Figura 20 — Bissetriz como LG

Fonte: Autor

1.3.3 Circulo

Proposicao 1.3.3 (Circulo como LG). Dados um real positivo r € um ponto O do
plano, Figura 17, o LG dos pontos do plano que estao a mesma distancia r do ponto O
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é o circulo de centro O eraior:

PO=r< PeT(O;r).

1.3.4 Pontos Notaveis de um Triangulo

Nesta subsecao, aplica-se o conceito de lugar geométrico no estudo de alguns
pontos notaveis de um tridngulo, que sdo o baricentro, o circuncentro, o ortocentro e
o incentro. A demonstragdo da proposicao relacionada ao baricentro de um tridngulo
pode ser encontrada em NETO (2013, p. 71-72). Para as demais proposicoes dos
outros trés pontos notaveis, as demonstracées podem ser encontradas em NETO
(2013, p. 92-96).

1.3.4.1 Baricentro

Proposicao 1.3.4 (Baricentro de um triangulo). Em todo tridngulo, as trés medianas
passam por um unico ponto, o baricentro do triangulo. Ademais, o baricentro divide
cada mediana, a partir do vértice correspondente, na razdo 2 : 1 (Figura 21).

Figura 21 — Baricentro G do triangulo ABC

A

M,

Fonte: Autor

1.3.4.2 Circuncentro

Proposicao 1.3.5 (Circuncentro de um triangulo). Em todo triangulo, as mediatrizes
dos lados passam todas por um mesmo ponto, o circuncentro do mesmo (Figura 22).
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Figura 22 — Circuncentro O do triangulo ABC

Fonte: Autor

1.3.4.3 Ortocentro

Proposicao 1.3.6 (Ortocentro de um triangulo). Em todo tridngulo, as trés alturas
se intersectam em um so ponto H, o ortocentro do tridngulo (Figura 23).

Figura 23 — Triangulo ABC': retangulo (esq.), acutangulo (centro), obtusangulo (dir.).

d
1
i
«

4
4
.
.

H

Fonte: Autor

1.3.4.4 Incentro

Proposicao 1.3.7 (Incentro de um tridngulo). As bissetrizes de um tridngulo concor-
rem em um unico ponto, o incentro do tridngulo (Figura 24).
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Figura 24 — Incentro I do triangulo ABC

Fonte: Autor

1.4 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Nesta secao, apresenta-se quatro casos de congruéncias, no qual sera denotado
da seguinte forma: LAL (lado, angulo, lado), ALA (angulo, lado, angulo), LLL (lado,
lado, lado) e LAAo (lado, &ngulo, angulo oposto).

Definicao 1.4.1 (Congruéncia de Segmentos). Dizemos que dois segmentos AB
e CD sdo congruentes quando AB = CD; dizemos que dois dngulos A e B sédo
congruentes se eles tém a mesma medida.

Definicao 1.4.2 (Congruéncia de Triangulos). Dois tridngulos sdo congruentes se
for possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo
que lados e angulos correspondentes sejam congruentes.

Figura 25 — Dois triangulos congruentes

A C’

B/

Fonte: OLIVEIRA (2015 apud NETO, 2013)
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Axioma 1.4.1 (Caso de congruéncia LAL). Se dois lados de um tridngulo e o 4ngulo
formado por esses dois lados forem respectivamente congruentes a dois lados de

outro tridngulo e ao dngulo formado por esses dois lados, entdo os dois tridngulos s&o
congruentes.

Figura 26 — O caso de congruéncia LAL

A C’

B/

Fonte: OLIVEIRA (2015 apud NETO, 2013)

Axioma 1.4.2 (Caso de congruéncia ALA). Se dois dangulos de um tridngulo e o lado
compreendido entre esses dois angulos forem respectivamente iguais a dois angulos

de outro tridngulo e ao lado compreendido entre esses dois dngulos, entao os dois
tridngulos sdo congruentes.

Figura 27 — O caso de congruéncia ALA

A C’

B* " C A

Fonte: OLIVEIRA (2015 apud NETO, 2013)

Axioma 1.4.3 (Caso de congruéncia LLL). Se os trés lados de um tridngulo s&o, em

alguma ordem, respectivamente congruentes aos trés lados de outro tridngulo, entao
0s dois tridngulos sdo congruentes.
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Figura 28 — O caso de congruéncia LLL

A C’

B C A
B/

Fonte: OLIVEIRA (2015 apud NETO, 2013)

O 4° e ultimo caso de congruéncia é conhecido como o caso de congruéncia
LAAoO e sera apresentado como Teorema.

Teorema 1.4.1 (Caso de congruéncia LAAo). Se dois dngulos de um triangulo e o
lado oposto a um desses angulos forem respectivamente congruentes a dois angulos de
outro tridngulo e ao lado oposto ao angulo correspondente nesse outro triangulo, entao
0s dois tridngulos sdo congruentes. Em simbolos, dados tridngulos ABC e A'B'C",
temos:

BC=BC, A=A eB=B — ABC = A'B'C'

com a correspondéncia de vértices A +» A', B «<» B', C «+» C'. Em particular, também
temos C = C', AC = AC" e AB=A'B.

Figura 29 — O caso de congruéncia LAAo

A A

B : c B ’ C'

Fonte: OLIVEIRA (2015)

Uma demonstracao simples e elegante deste Teorema pode ser encontrada em
OLIVEIRA (2015)
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Definicao 1.4.3 (Trapézio). Trapézio é um quadrilatero tal que dois lados opostos sao
paralelos, podendo ou ndo terem a mesma medida. E isésceles se os lados ndo-
paralelos tiverem o mesmo comprimento; Escaleno, se os lados ndo-paralelos ndo
tém a mesma medida; Retangulo, se possui dois angulos retos (Figura 30).

Figura 30 — Trapézio ABC'D is6sceles (esq.), escaleno (centro), retangulo (dir.).

D C D ¢ D c

A B A B A B

Fonte: Autor

1.4.1 Trapézio: Base Média e Mediana de Euler

Convenciona-se que 0 segmento que une os pontos médios dos lados nao
paralelos de um trapézio é a base média do mesmo, ao passo que o segmento que
une os pontos médios das diagonais de um trapézio é sua mediana de Euler'. Uma
demonstracao da proposicao a seguir utiliza congruéncia de triangulos e pode ser
encontrada em NETO (2013, p. 75), na qual nos mostra como calcular os comprimentos
de tais segmentos em fungéo dos comprimentos das bases do trapézio.

Proposicao 1.4.1 (Base média e mediana de Euler de um trapézio). Seja ABCD
um trapézio de bases AB e C'D e lados ndo paralelos AD e BC. Sejam, ainda, M eN
0s pontos médios dos lados nao paralelos AD e BC, respectivamente, e P e ) 0S
pontos médios das diagonais AC' e BD, também respectivamente (Figura 31). Entdo:

a) M, N, P e sdo colineares e m [ }Tﬁ? %

1 1, -
b) MN = _(AB+CD)ePQ = | AB-CD|.
' Apos Leonhard Euler, matematico suigo do século XVIII.
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Figura 31 — base média e mediana de Euler de um trapézio

Db ¢

Fonte: Autor

1.5 SEMELHANGCA DE TRIANGULOS

Nesta secao, estuda-se o conceito de semelhanca de triangulos. Antes disso,
enunciamos o Teorema de Thales? e uma aplicagao dele no teorema da bissetriz, cujas
demonstrag¢des encontram-se em NETO (2013, p. 138-146).

Teorema 1.5.1 (Teorema de Thales). Sejam r, s e t retas paralelas. Escolhemos
pontos A, A’ er, B, B e seC,(C" €t,de modo que A, B, C e A", B', C' sejam dois
ternos de pontos colineares. Entao

o
SE
oy
S

Figura 32 — Teorema de Thales

A/ \A' r
o/ \o
\

Fonte: OLIVEIRA (2015)

Teorema 1.5.2 (Teorema da bissetriz). Seja ABC um tridngulo tal que AB # AC.

2

Thales de Mileto: filésofo, matematico, engenheiro, homem de negdcios e astronomo da Grécia
Antiga, o primeiro fil6sofo ocidental de que se tem noticia.
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a) Se P é o pé da bissetriz interna e () € o pé da bissetriz externa relativas ao lado
BC (Figura 33), entao

BP BQ BA
PC  QC AC’
b) Sendo AB = ¢, AC = b e BC = a, temos

BP =

PC =

Figura 33 — O teorema da bissetriz

Fonte: Autor

Definicao 1.5.1. Dizemos que dois tridngulos sdo semelhantes quando existir uma
correspondéncia biunivoca entre os vértices de um e outro tridngulo, de modo que os
angulos em vértices correspondentes sejam iguais e a razao entre os comprimentos
de lados correspondentes seja sempre a mesma.

Observacao 1.5.1. Escrevemos ABC ~ A'B'C’ para denotar que os triangulos ABC
e A'B'C’' sdo semelhantes, com a correspondéncia de vértices A <+ A, B < B' e
C < C'. Na Figura 34, o numero real positivo k é denominado razao de semelhanca
entre os tridngulos ABC e A’B'C’, nessa ordem.

Com base na definicao (1.5.1), temos que, se os triangulos ABC e A'B'C’ sao
semelhantes, entao, valem, simultaneamente as seguintes relagoes:

~

A=A B=D,C=C¢e
AB BC AC

AB  BC  AC
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Figura 34 — Dois triangulos semelhantes

A

- kb’

B ka' cC B a’ C'

Fonte: OLIVEIRA (2015)

1.5.1 Critérios de Semelhanca de Triangulos

Os trés critérios de semelhanca de tridngulos a seguir serao dados por meio
de teoremas e serdo denotados da seguinte forma: AA (angulo, angulo), LAL (lado,
angulo, lado) e LLL (lado, lado, lado) e suas demonstragdes podem ser encontrados
em OLIVEIRA (2015 apud BARBOSA, 2012, p. 128-131).

Teorema 1.5.3 (Critério AA). Dados dois tridngulos ABC e A/'B'C', se A = A e
B = B, entdo, os tridngulos sdo semelhantes.

Teorema 1.5.4 (Critério LAL). Dados dois tridngulos ABC e A'B'C’, se A=A e

AB AC _ Anaul _ "
T5 = Ao entdo, os tridngulos sdo semelhantes.

Teorema 1.5.5 (Critério LLL). Dados dois triangulos ABC e A’B'C’, se

AB BC AC

AB  BC  AC

entao, os tridngulos sao semelhantes.

A seguir, anuncia-se o Teorema de Pitagoras. Um resultado importantissimo da
geometria plana que pode ser demonstrado por semelhanca de tridngulos.

1.5.2 Teorema de Pitagoras

Teorema 1.5.6. Em qualquer tridngulo retdngulo, o quadrado do comprimento da
hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Demonstragcgo. Por um tridngulo ABC' (Figura 35), retangulo em A, traca-se a altura
AH, de medida h, e verifica-se que os triangulos AHB e AHC sao semelhantes ao
triangulo ABC.
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Como os tridangulos AHC e ABC sao semelhantes, entao, pelo Teorema (1.5.3),

CH AC m b )
=L === —a-m. 11
a0 BC b o U Taem (1.1)

Da semelhanga dos triangulos ABC e AH B, temos
BH_AB _n_c_
AB BC ¢ a
Somando as equacdes (1.1) e (1.2), membro a membro, obtemos

V+cd=a-m+a-n=a- (m+n)=a-a=d.

Figura 35 — Teorema de Pitagoras no triangulo ABC

A a? = b2 + ¢

Fonte: Autor

1.6 AREAS DE FIGURAS PLANAS

Intuitivamente, a area de uma regido no plano € um numero positivo que associ-
amos a mesma e que serve para quantificar o espaco por ela ocupado (NETO, 2013, p.
206).

As demonstracdes das seis proposi¢cées a seguir podem ser encontradas em
NETO (2013, p. 208-210 e 229-238).

1.6.1 Quadrado

Proposicdo 1.6.1 (Area de um quadrado). Um quadrado de lado | tem drea I2.
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Figura 36 — Quadrado ABC'D de lado [

A B

[ | L]
[

|| []

D ) c

Fonte: Autor

1.6.2 Retéangulo

Proposicdo 1.6.2 (Area de um retangulo). Um retangulo de lados a e b tem drea a - b.

Figura 37 — Retangulo ABCD de lados a e b

A B
[ | L]
a
|| [ ]
D b ¢

Fonte: Autor

1.6.3 Paralelogramo

Proposicdo 1.6.3 (Area de um paralelogramo). A drea de um paralelogramo de base
a ealturah éigual aa - h.
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Figura 38 — Paralelogramo ABC D de base a e altura h
a

S5

Fonte: Autor

1.6.4 Triangulo

Proposicdo 1.6.4 (Area de um triangulo). Seja ABC um tridngulo de lados AB = c,
AC =b e BC = a, e alturas h., hy e h., respectivamente relativas aos lados a, b e c.
Entao,

2 2 2

(ABC):a'ha b-hy c'hc'

Em particulara - h, = b - hy = ¢ - h,.

Figura 39 — Tridngulo ABC

Fonte: Autor

1.6.5 Foérmula de Herao

A formula de Herédo® determina a area de um triangulo qualquer em funcgéo
de seus lados. Dado um triangulo qualquer de lados a, b € ¢, sua area S é dada da

3 Herao de Alexandria foi um s&bio matematico e mecanico grego, do comeco da era cristéd (século |).



42

seguinte forma:

S=yp-p—a)-(p—b)-(p—c)
a+b+

Cc , . , N ~
€ 0 semiperimetro do tridngulo. Uma demonstracao dessa bela
férmula pode ser encontrada na revista Eureka®.

onde p =

1.6.6 Circulo

Proposicdo 1.6.5 (Area de um Circulo). A drea de um circulo de centro O e raio R é
TR?.

Figura 40 — Area de um circulo de centro O e raio R

A

Fonte: Autor

1.6.7 Setor circular

Proposicdo 1.6.6 (Area de um Setor Circular). A drea de um setor circular, como 0s
exibidos na definicdo (1.2.18), Figura 18, é dada por

N «Q
A(AOB) = — - 1 R?
( ) 360°
Demonstracao disponivel em: http://www.obm.org.br/export/sites/default/revista_eureka/docs/Eureka_25.pdf,
pg. 22 a 25. Acesso em 20/02/2016.

4
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Figura 41 — Area de um setor circular de centro O e raio R

T T

Fonte: Autor

1.7 MOTIVAGCAO i

Indubitavelmente, o conceito de funcdo € um dos mais importantes da Mate-
maética. Os Parametros Curriculares Nacionais (MINISTERIO DA EDUCAGCAO E DO
DESPORTO, 2000b) destacam a importancia desse conceito para a Matematica e para
outras areas do conhecimento: “O estudo das fungbes permite ao aluno adquirir a lin-
guagem algébrica como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacao
entre grandezas e modelar situagdes-problema, construindo modelos descritivos de
fenémenos e permitindo varias conexées dentro e fora da propria matematica” (MINIS-
TERIO DA EDUCACAO E DO DESPORTO, 2000a, p. 121). Os modelos matematicos
descrevem, em termos matematicos, um fenébmeno ou uma situagéo que se pretenda
representar. Quando se modela algebricamente um fendbmeno, através de relacdes
generalizadas, da-se um passo importante em diregdo a abstragdo e a construgao
de modelos matematicos. No entanto, para ser possivel modelar algebricamente um
fendbmeno é importante que se conhegcam as caracteristicas de cada tipo de fungéo.
Ainda que pese o fato de que o estudo das fungdes no Ensino Médio seja tratado
sem o uso do calculo infinitesimal, sdo praticamente inesgotaveis as possibilidades de
enriquecer as aulas com uma variedade de situagdes que efetivamente possam ocorrer
e que requerem, para serem analisadas eficazmente, o emprego das caracteristicas e
propriedades das funcdes (OLIVEIRA, 2013).
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1.8 ALGUMAS FUNCOES REAIS

Nesta secédo, apresenta-se algumas definicdes e resultados importantes oriun-
dos de funcdes reais, mais especificamente as funcdes afim e quadratica. Na secao
posterior sdo apresentados os graficos das mesmas.

1.8.1 Funcao

Definicao 1.8.1 (Funcao). Dados os conjuntos X, Y, ndo vazios, uma fungdo f : X —
Y (lé-se "uma fungdo de X emY") é uma regra (ou conjunto de instrugdes) que diz
como associar a cada elemento x € X um elemento unicoy = f(x) € Y. O conjunto X
chama-se o dominio e Y é o contradominio da funcéo f. Para cada x € X, o elemento
f(z) € Y chama-se a imagem de x pela fungéo f, ou o valor assumido pela fungdo
f no ponto x € X. Escreve-se x — f(x) para indicar que f transforma (ou leva) x em

f(z).
1.8.2 Funcao Afim

Definicao 1.8.2 (A Funcao Afim). Uma fungédo f : R — R chama-se afim quando
existem constantes a,b € R tais que f(x) = ax + b para todo = € R.

1.8.3 Funcao Polinomial

Definicao 1.8.3 (Funcoes Polinomiais). Diz-se que p : R — R é uma fungao polino-
mial quando existem numeros aq, a4, ..., a, tais que, para todo x € R, tem-se

p(g;) = anxn + an_lx"_l + ...+t a1x + ag.

Se a,, # 0, dizemos que p tem grau n.

Observe que uma fungéo afim tal que a # 0 é uma func&o polinomial do 1°
grau.

1.8.4 Funcao Quadratica

Definicao 1.8.4 (Funcoes Quadraticas). Uma fungdo f : R — R chama-se quadra-
tica (ou polinomial do 2° grau) quando existem numeros reais a, b, ¢, com a # 0, tais
que f(z) = az® + bx + ¢ para todo x € R.
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1.8.5 Transformacao da forma geral para canonica

Dada a fungdo quadratica f definida por f(z) = ax? + bx + ¢ (a # 0) podemos
transforma-la na forma canénica utilizando completamento de quadrados, como abaixo:

BB
f(iv)zax2+bx+c=a<x2+bx+c> :a<x2+bx+42—42+c). (1.3)
a a a a a a

A equacéo (1.3) nos sugere que:

<:c " b) = 4“] . (1.4)

flw)=a 2a 4a?

4a?
€ constante. Se a > 0, entdo o menor valor que f pode assumir ocorre quando

. b\’ b? — 4ac
Observe que, na equacgao (1.4), | x + % >0paratodozr e Re | —

b\ b
(m + ) =0, isto é, quando = = ~5 Assim, o menor valor de f(z) = az? +bx + ¢
a

2a
] b b —4 A - . ,
éef (—) = — @ _ 12 Se a < 0, entdo o maior valor que f pode assumir

4a a

, b\’ , L b A
também ocorre quando |z + — | = 0. Dai, seu valor maximoé f | —— | = ——, para
2a 2a 4a

qualquer z € R.

1.8.6 Zeros da funcao quadratica

Chama-se zeros da fungao quadratica f dada por f(z) = ax?+bx+c, 0s NUMeros
reais z tais que f(z) = 0, caso existam. Isso significa que, para determinarmos o zeros
de uma funcao quadratica, basta igualarmos a zero a equacao em (1.4). Apds algumas
simplificag6es chegamos a famosa formula resolutiva da equagéo do 2° grau

( b)z_b2—4ac]_():>< b>2_b2—4ac$ _ —bE V% —4dac

a x4+ — 102 x—i—% x

2a 42 2a

(1.5)

Para usarmos a formula (1.5), € preciso conhecer os coeficientes a, b € c. Quando
A =0, a funcado f tem dois zeros reais iguais. Quando A > 0, f tem dois zeros reais
distintos. Quando A < 0, f ndo tem zeros.

1.9 MOTIVACAO Il

A importancia do estudo da Geometria Analitica nos dias atuais se da pela sua
principal caracteristica, o fato de transformar problemas envolvendo figuras geométricas
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em problemas com equacodes. Essa caracteristica, além de facilitar o entendimento
humano, tornou muito mais facil a sua aplicacao em sistemas de informatica, afinal,

para um computador ndo é problema fazer calculos, basta lhe programar com os
algoritmos corretos (OLIVEIRA, 2014).

1.10 ALGUNS RESULTADOS IMPORTANTES DA GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Nesta secdo, sao apresentadas algumas defini¢cdes, proposi¢des e resultados
importantes oriundos da geometria analitica plana tais como distancia entre dois pontos,
distdncia de um ponto a uma reta, parabola, elipse e hipérbole, por exemplo.

1.10.1 Distancia Entre Dois Pontos

Figura 42 — Distancia entre os pontos A e B

OX//t//u
OY//r//s

d(A,B) = /(xp—x4)2 + (yg — ya)?

Fonte: Autor

Consideremos num sistema de coordenadas cartesianas OXY (Figura 42) os
pontos A = (z4,y4) € B = (zp,yp). Por B tragamos as retas s e t, paralelasa OY e O X,
respectivamente. Por A tracamos a retas u e r, paralelas a OX e OY, respectivamente.
As retas s e u se interceptam no ponto C' = (zp,y4) €, dessa maneira, forma-se o
triangulo ABC, retangulo em C.

Como os pontos A e C' tém a mesma ordenada y4 entdo a distancia d(A, C)
entre eles é igual a |zp — z4|. Os pontos B e C' tém a mesma abscissa = entéo a
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distancia d(B, C) entre eles é igual a |yg — ya-

Pelo Teorema de Pitdgoras, podemos escrever

d(A,B)* = d(A,O)* +d(B,C)>.

Portanto,

d(A, B)? = (x5 — x)* + (yp — ya)® = d(A, B) = /(x5 — 22)2 + (y5 — ya)*.

1.10.2 O Grafico da Funcao Afim

Sejam A = (za,ax4+0b), B = (zp,arp+b) e C = (z¢, axc+b) pontos do gréfico
da fungéo afim dada por y = f(z) = ax + b tais que z4 < zp < xc. Em particular, se
a = 0 entdo y = b € uma reta horizontal, ou seja, € uma reta paralela a OX. Provemos
que o gréfico de y = ax + b, para a # 0, € uma reta. Em outras palavras, provemos que
d(A,C) =d(A,B)+d(B,C).

Figura 43 — Pontos A, Be C

-

alxe — zp|
B |— D
alrp — x4
A » »

/ |zp — 24| F |z — | E

Fonte: Autor

Demonstracdo. Suponha, sem perda de generalidade, que x4 < xp < z¢. Calculando
as trés distancias, temos:
d(A, C)? = (ze—z4)*+[a(zc—z4)]? = (®+1)(zc—24)> = d(A,C) = Va? + L(zc—4)
d(A, B)? = (zp—z4)*+[a(rp—24)]* = (a*+1)(xp—24)? = d(A, B) = Va2 + 1(zp—x4)
d(B,0)? = (z¢—zp)*+[a(zc—zp))* = (a*+1)(zc—25)? = d(B,C) = Va? + 1(zc—zp).
Dai,
d(A,C) =Va2 + 1(xc —x4) = Va2 + 1(xp — x4 + xc — 2) = d(A, B) + d(B, C).
[
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Uma outra maneira de provar que os pontos A, B e C estao sobre uma mesma
reta € observar que os tridngulos AFB e BDC sao semelhantes ao triangulo AEC.
Dai, pelo Teorema (1.5.3),

alrp —wal  alreg —xp|  alxe —xa| FB DC  EC
lzp — x4l  |ze—2B|  |lve—24| FA DB  EA

a.

Isso significa que a tangente trigonométrica do angulo que areta y = ax + b
forma com o eixo dos = € o niumero a, chamado de coeficiente angular ou declividade
da reta dada. Quando a reta € vertical ndo existe coeficiente angular da reta.

Também podemos deduzir que o grafico de uma equagao do tipo az + by +c¢ =0

€ uma reta. De fato, essa equacao equivale a
4. _c
TR

quandob#0eax = _c quando b = 0. Quando b = 0 obtemos uma reta vertical, isto
a
€, uma reta paralela ao eixo dos y.

A demonstracao da proposi¢ao a seguir que trata sobre condigao de perpendi-
cularidade de duas retas e a demonstracdo da formula de distancia de ponto a uma
reta podem ser encontradas em LIMA et al. (2006a).

Proposicao 1.10.1 (Perpendicularidade entre duas retas). Duas retasr : ax+by = ¢
es:dx+ by =c sado perpendiculares se, e somente se, aa’ + b’ = 0.

Da proposicao (1.10.1) concluimos que, se m, € m, Sdo 0s coeficientes angu-
lares das retas r e s, respectivamente, entdo m, - m, = —1. Observe que isso sb é
possivel quando as retas r e s ndo sao verticais (ndo sao paralelas a OY).

Figura 44 — Perpendicularidade entre duas retas

r:ar+by=c

Fonte: Autor
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1.10.3 Distancia de um ponto a uma reta

Dada umaretar : ax+by = c e um ponto P = (o, yo) (Figura 45) em um mesmo
plano, a distancia do ponto P a reta r € expressa pela seguinte formula:

_amo + byo — |

W= p

Figura 45 — Férmula de distancia de ponto a reta

rraxr+by=c

P = (x0,yo)

Fonte: Autor

1.10.4 Parabola

Definicao 1.10.1 (Parabola). Dados um ponto F e uma reta d que nao o contém, a
parabola de foco F' e diretriz d é o conjunto dos pontos do plano que distam igualmente
de F e ded.

A reta perpendicular a diretriz, baixada a partir do foco, chama-se o eixo da
parabola. O ponto da parabola mais préximo da diretriz chama-se o vértice dessa para-
bola. Ele é o ponto médio do segmento cujas extremidades sdo o foco e a intersegao
do eixo com a diretriz.

Figura 46 — Parabola

|
16220

Fonte: Autor
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Consideremos num sistema de coordenadas OXY asretasr:y=kes:xz = h,
com h, k € R (fixos). Seja p € R* (fixo). Vamos exibir a equacéo da parabola de vértice
V = (h,k), foco F' = (h,k+p) ediretrizd : y = k — p.

Se P = (z,y) € um ponto qualquer da parabola, entdo d(P, F') = d(P,d). Como
d é uma reta paralela a OX, entéao

d(P,F) = /(e = h)?2 + (y — (k+p))? = d(P,d) = |y — (k - p)|. (1.6)

Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade (1.6), temos

(x—=h?+(@y—(k+p)*=@y—(k—p) (1.7)
Desenvolvendo os quadrados em (1.7) e ap6s algumas simplificagdes chegamos a
(x —h)* =4p(y — k). (1.8)

Note que na equacgao da parabola em (1.8), se tivermos p > 0 entdo a parabola tem
concavidade voltada para cima e se p < 0 entdo a pardbola tem concavidade voltada
para baixo.

De forma andloga, se V = (h, k), F = (h+p,k) ed : x = h — p, entdo a equagao
da parébola é da forma (y — k) = 4p(z — h). Dai, se p > 0 entdo a concavidade da
pardbola é voltada para a direita e se p < 0 entdo a concavidade é voltada para a
esquerda.

Se em (1.8) isolarmos o valor de y, teremos

1 , 2h  h%+44dpk

(x—h)2:4p(y—k:):>y:@x —@x—kTéy:axz—l—bx—l—c(a%O). (1.9)

De maneira anéloga, se em (1.8) isolarmos o valor de z, teremos

1 2h h? + 4pk
(x—h)? =4p(y—Fk) =y = 4px2—4px+1—pp = =dy* +by+c (d #0). (1.10)

As equacodes (1.9) e (1.10) representam as equacoes explicitas das parabolas
com concavidade para cima ou para baixo e com concavidade para a direita ou para a
esquerda, respectivamente.

1.10.5 O Grafico da Funcao Quadratica

O gréfico de uma funcao quadratica é uma parabola.

. b\ A
Demonstragdo. Escrevendo f(z) =y =az’+bx+c=a (x + 2a> I chegamos a

R S I
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Comparando (1.8) e (1.11) constatamos que o gréafico de f é uma parabola de

- b A b A 1 . A 1
vertice V = (—261,—4@>, foco F' = <_2a’_4a + 4a> ediretrizd : y = 1 1o

. b\ A
De fato, seja P = (z¢ , az? +bxog+c) = (29, a|2z90+— | —— | um ponto
0 2a 4a

arbitrario do gréafico A da funcéo quadratica f, definida por f(z) = az* + bx + c. Sejam
também, o ponto F' = b4 + 1 earetad:y= a1 Note que:
0P \ 2d 4a  4da VT T T 4a que:

, b A A 1
a) Fgé/\,p0|sf<—2a>:_4a7é_4a+4a;

A 1A 1
b)F¢d,pOIS—£+@7&—E—Za,

b\° A A 1
2a )

C) ANd = &, pois ndo existe =, € R tal que a (:1:0 + —

Dessa forma, \ sera uma parabola se d(P, F') = d(P,d) Vz, € R.

Como d é uma reta horizontal, entdo a distancia d(P, d) € igual a
b A A 1| b 2+ 1
T\ 4a 40 4a)| [T\ da|

A distancia entre os pontos P e F' € dada por

d(P,F)J(xOJrQbCL) + a<x0+2ba> A+A_1] . (1.12)

Cda ' 4da da
A equacao (1.12) pode ser escrita da forma
2
b\’ b\ 1
P F)= — — ] - 1.
d( s ) \I (SEQ -+ 2@) + |a (.To + 2CL> 4(1]
2
Como +£2 L . +£ 4—1 +£2+Lentéo
N T2) Taa| T\ T 2e) T2\ 20) T 16a

d(P,F) = +£2+2 +£4—1 +£2+1 (1.13)
I T 2e) T ) T2\ 2a) T T6e '

Unindo os termos semelhantes em (1.13), temos
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Como +b 2+1 2 +b 4+1 +b 2+ L entdo
alxy+ — =a‘ | — |20+ — —
0 0T 9q 2\70 " 9 16a2’

2a 4a

b\ 1] b\> 1
Portanto, de (1.14), o grafico de f é uma parabola. O
1.10.6 Elipse

Definicao 1.10.2 (Elipse). Elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma
das distancias a dois pontos fixos desse plano é constante. Se considerarmos no plano
dois pontos distintos, I, e F», tal que a distancia d(Fi, F») = 2¢, e um numero real a
de modo que 2a > 2c e 2a seja a constante da definicdo, entdo um ponto P do plano
pertencera a elipse (Figura 47) se, e somente se, d(P, Fy) + d(P, F») = 2a.

Figura 47 — Elipse
P

Fonte: Autor

1.10.6.1 Elementos da Elipse

Com base na Figura 48, temos:

1. Focos: sdo os pontos F} e F.

2. Distancia focal: é a distancia 2c entre F; e Fs.

3. Centro: € o ponto médio C' do segmento F} F.

4. Eixo maior: é o segmento A; A, (que contém F e F,) de comprimento 2a.

5. Eixo menor: é o segmento B; B, (de comprimento 2b), perpendicular a A; A; no
seu ponto médio C.
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6. Vértices: sdo os pontos A, Ay, B; € Bs.

7. Excentricidade da elipse: é o numero real e = ¢ (0<e<1).
a

Da Figura 48 e da definicdo de elipse temos que By Fy, = BoFy = B1Fy = B1F, =

a. Além disso, aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo B,C'F;, temos
que

a® =b*+ A (1.15)

Da equacao (1.15) tiramos que a > b e a > c.

Figura 48 — Elementos da Elipse

B,
__________________________ ?
a{f O T 2 a
A E 1
Lo By b
e e Q¢ =========------ -
:< —————————————————— 20 ----mmmmm e >:

Fonte: Autor

Consideremos em um sistema de coordenadas OXY asretasr : y = k e
s:x = h,com h, k € R (fixos). Vamos exibir a equacao da elipse de centro C = (h,k) e
focos Fy = (h—c, k) e F, = (h+ ¢, k), isto é, vamos determinar a equagéo da elipse
cujo eixo maior € paralelo ao eixo dos .

Se P = (z,y) € um ponto qualquer dessa elipse, entdo

d(P, Fy) + d(P, Fy) = 2a = \/(x_h+0)2+(y—/€)2+\/(x—h—c)Q—i—(y—k)? — 2.
(1.16)

Desenvolvendo a equagao (1.16), lembrando que a? — ¢ = b? e, apds algumas
simplificacdes, chegamos a

@ ;QW LU ;2]‘7)2 — 1. (1.17)
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De maneira analoga, a equagéo da elipse de centro C' = (h, k) e focos F; =
(h,k+c) e Fy = (h,k — c) (eixo maior paralelo ao eixo dos y) €

(@ ;hy L ;2]‘7)2 — 1 (1.18)

1.10.7 Hipérbole

Definicao 1.10.3 (Hipérbole). Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano
cuja diferenca das distancias, em modulo, a dois pontos fixos desse plano é constante.
Se considerarmos no plano dois pontos distintos, F, e F», tal que a distédncia d(F,, F,) =
2¢, @ um numero real a de modo que 2a < 2c e 2a Seja a constante da definicao,
entdo um ponto P do plano pertencera a hipérbole (Figura 49) se, e somente se,
| d(P, Fy) — d(P, F3) |= 2a.

Figura 49 — Hipérbole
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Fonte: Autor

Como | d(P, Fy) — d(P, F») |= 2a < d(P, Fy) — d(P, F3) = +2a, enté@o a hipérbole
€ uma curva com dois ramos, como mostrado na Figura 49.

Considere no plano dois pontos quaisquer F; e F;, de tal modo que d(F}, F») = 2c.
Sendo C' o ponto médio do segmento F; Fy, tracemos uma circunferéncia de centro C' e
raio c.

Tomemos um valor arbitrario a, a < ¢, € marqguemos sobre o0 segmento F| F;, a
partir de C, os pontos A; e A, tais que d(C, A;) = d(C, A3) = a. Por estes pontos iremos
tracar cordas perpendiculares ao diametro F F,. Observe que as quatro extremidades
destas cordas séo os vértices de um retangulo M N P(Q) inscrito nesta circunferéncia.
Agora, tracemos as retas r e s que contém as diagonais do retangulo M N PQ e, para
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finalizar, a hipérbole conforme a Figura 50. Com base nesta figura temos os elementos
da hipérbole.

Figura 50 — Elementos da hipérbole

Fy

Fonte: Autor

1.10.7.1 Elementos da Hipérbole

1. Focos: sdo os pontos F} e F.

2. Distancia focal: é a distancia 2c entre F; e Fs.
3. Centro: € o ponto médio C' do segmento F} F,.
4. Vértices: sdo os pontos A; e As.

5. Eixo real ou transverso: € o segmento A; A, de comprimento 2a. Observemos
que os pontos A; e A, sdo pontos da hipérbole porque satisfazem a definicao.
Para Al, tem-se d(Al, Fl) =C—a, d(Al,FQ) =a+ce | d(Al, Fl) — d(Al,Fg) |:|
—2a |= 2a.

6. Eixo imaginario ou nao-transverso: é o segmento B, B, de comprimento 2b,
com BBy 1. A;A; em C. Observe que o retangulo M N P@Q tem dimensdes 2a
e 2b, onde a a medida do semi-eixo real e b a medida do semi-eixo imaginario.
Observe ainda que, do triangulo retangulo C' A, M, obtemos a relagao

A =a®+

de grande aplicacao nos problemas de hipérbole.
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7. Assintotas: sdo as retas r e s. Sao retas das quais a hipérbole se aproxima cada
vez mais a medida que os pontos se afastam dos vértices.

Chamamos de excentricidade da hipérbole o nimero

€ por ser c > a, tem-se e > 1.

Consideremos em um sistema de coordenadas OXY asretasr : y = k e
s :x = h, com h k € R (fixos). Vamos exibir a equacao da hipérbole de centro
C = (h,k) efocos I} = (h—c, k) e F» = (h+ ¢, k), isto €, vamos determinar a equagao
da hipérbole cujo eixo real é paralelo ao eixo dos .

Se P = (z,y) € um ponto qualquer dessa hipérbole, entdo

| d(P, 1) —d(P,Fy) |=2a =| \/(x — h+ )2+ (y — k)2 —/(x — h — ¢)? + (y — k)? |= 2a.
(1.19)

Desenvolvendo a equacgéo (1.19), lembrando que a? + b = ¢ e, apds algumas
simplificacdes, chegamos a equacao

(x=h)® w—k"_ (1.20)

a? b2

De maneira anéloga, a equacao da hipérbole de centro C' = (h, k) e focos
Fy = (h,k+c)e F, = (h,k — ¢) (eixo real paralelo ao eixo dos y) é

(y—k)?  (x—h)

a? b2

=1. (1.21)
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2 SOFTWARE GEOGEBRA: BREVE APRESENTACAO E RECURSOS

No ano de 2001, Markus Hohenwarter criou o GeoGebra e tem liderado o
desenvolvimento deste software desde entao.

Uma descricdo dada pelo proprio autor’ € que o GeoGebra é um software
gratuito e multiplataforma de matematica dindmica para todos os niveis de educacao
que reune geometria, algebra, planilhas, graficos, estatisticas e calculo em um unico
ambiente facil de usar.

O GeoGebra tem o objetivo de tornar o estudo e a utilizagcdo da matematica
mais dinamico e facilitado, de modo que desperte o interesse em buscar conhecimento
relacionado a matematica.

Assim, entendemos que a escolha desse software para a realizacdo desse
trabalho esta mais intimamente relacionada com a facilidade de sua interface, onde os
comandos basicos sao distribuidos ou apresentados em linguagem bastante simples e
de facil entendimento, que pode ser utilizado em diversos niveis de ensino, e também
por ser um software de distribuicao livre. Além disso, esse software também esta
disponivel para dispositivos moveis, celulares, tablets e similares que sejam sistemas
baseados em Android, Ipod, Ipad, Iphone, etc. Ele pode ser encontrado utilizando
mecanismos de busca ou diretamente pelo enderego: http://www.geogebra.org.

2.1 FERRAMENTAS BASICAS A SEREM UTILIZADAS NESTE TRABALHO

Nesta secao, exibiremos algumas ferramentas basicas do GeoGebra 5.0.181.0-
3D para Windows que serao utilizadas neste trabalho. Algumas ferramentas nao conti-
das nesta secao aparecem no capitulo trés deste trabalho.

Essas ferramentas permitem que criemos novos objetos usando seus respec-
tivos atributos. Cada uma delas possui seus comandos para construgcdes de objetos
mais complexos.

A area de trabalho do Geogebra € composta basicamente por: Barra de Menus,
Barra de Ferramentas, Janela de Algebra, Janela de Visualizacdo e Entrada (Figura
51).

' Disponivel em: https://www.geogebra.org/about. Acesso em 03/06/16.




211

21141

Figura 51 — Area de trabalho do GeoGebra
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Ajuda

Fonte: Autor

Barra de Menus
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Na Barra de Menus sao disponibilizadas opcdes de salvar projeto em arquivo
(.ggb) e para controlar configuracdes gerais.

Menu Arquivo

Figura 52 — Menu Arquivo
Editar Exibir Opcles Ferramer

|:| Mova Janela Ctrl+M
Mava
& sorir... Ctrl+0
I-;; Abrir do GeoGebraTube ...
Abrir Arquivo Recente 4
@ Gravar Ctrl+3
Gravar Como ...
a} Comparilhar...
Exportar 4
& Visualizar Impress3o Ctrl+P
[ Fechar Alt+F4

Fonte: Autor
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No menu Arquivo, podemos, por exemplo, abrir nova janela, criar novo arquivo,
abrir um arquivo existente, gravar o arquivo atual, exportar arquivo para diversos
formatos, visualizar impressao, ver alguns arquivos recentemente abertos.

2.1.1.2 Menu Editar

Figura 53 — Menu

Editar

|Editar]| Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

.

Desfazer

Refazer

Copiar
Colar

Copiar para Area de Transferéncia
Inserir Imagem de
Propriedades ...

Selecionar Tudo
Selecionar Camada Atual
Selecionar Descendentes
Selecionar Ascendentes
Inverter Selecdo

Exibir / Esconder Objetos
Exibir / Esconder Rétulos

Apagar

Fonte: Autor

Ctrl+Z

Ctrl+Y

Ctrl+C
Ctrl+V

Ctrl+3hift+C

Ctrl+E

Ctrl+A
Ctrl+L
Ctrl+Shift+]
Cirl+J

Cirl+l

Ctrl+G
Ctrl+3hift+G

Deletar

No menu Editar, podemos desfazer ou refazer acdes, copiar, colar ou apagar
objetos, inserir imagem de arquivo ou area de transferéncia, exibir ou esconder objetos,

exibir ou esconder roétulos.

2.1.1.3 Menu Exibir

|

Figura 54 — Menu

Opcbes Ferramentas Janela
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° Planilha
Janela CAS
Janela de Visualizacdo

X
h
Janela de Visualizacdo 2
Janela de Visualizagio 3D
Protocolo de Construcdo
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Teclado
Campo de Entrada

Layout ...

Atualizar Janelas
Recalcular Todos os Objetos

Exibir
Ajuda
Cirl+Shift+A |
Ctrl+Shift+5 |
Ctri+ShiftrK |
Ctrl+Shift+1
Ctrl+Shift+2
Ctrl+Shift+3
Ctrl+Shift+L
Ctrl+Shift+P

Ciri+F
Ctr+R

Fonte: Autor
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No menu Exibir, podemos exibir ou esconder a janela de algebra (quando
ativamos e desativamos essa janela, sdo exibidos, na Janela de Visualizagao, as
opcoes [ ¥, que podem exibir ou esconder eixos ou malhas, por exemplo.);
criar uma planilha para realizar diversas construcoes; exibir a janela CAS (que pode
realizar calculos numéricos e simbdlicos, raizes de fungdes e solugdes de equacdes e
sistemas, por exemplo); exibir ou esconder a Janela de Visualizagéo; exibir ou esconder
a Janela de Visualizagao 2; exibir ou esconder a Janela de Visualizac&do 3D; detalhar
0s objetos construidos sequencialmente através do protocolo de construcao; calcular
probabilidades e estatistica com Calculadora de Probabilidades; teclado; exibir ou
esconder Campo de Entrada; Layout para alterar exibicoes de Campo de Entrada,
Barra de Ferramentas, por exemplo.

2.1.1.4 Menu Opcoes

Figura 55 — Menu Opgodes

OpcBes| Ferramentas Janela Ajuda

Descriches Algébricas *

Arredondamento L4

A Rotular L4
4/ Tamanho da Fonte L4
[ 1dioma ’

¢ Avancado ..

@ Gravar Configuracies

Restaurar Configuracdo Padrio

Fonte: Autor

No menu Opc¢oes, podemos fazer descrigcdes algébricas por valor, definicao ou
comando; arredondamento até 15 casas decimais; rotular objetos; alterar o tamanho
da fonte; alterar as preferéncias de grau para radianos ou estilo do angulo reto, por
exemplo.
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2.1.1.5 Menu Ferramentas

Figura 56 — Menu Ferramentas

Ferramentas| Janela Ajuda

Configurar Barra de Ferramentas .

¢  Criaruma Mova Ferramenta ..

@ Gerenciar Ferramentas ..

Fonte: Autor

No menu Ferramentas, podemos configurar a Barra de Ferramentas para alterar
as posicdes das ferramentas, inserir ou remover os botdes na Barra de Ferramentas,
por exemplo; criar uma nova ferramenta através de objetos finais e iniciais e dar
nome e icone a eles; gerenciar ferramentas apagar, alterar nome ou texto de ajuda da
ferramenta e, na opgao "salvar como", permite salvar o arquivo com as ferramentas
criadas de forma definitiva, por exemplo.

2.1.1.6 Menu Janela

Figura 57 — Menu Janela

(arei) Ajuca

E. Mova Janela Cirl+n

Fonte: Autor

No menu Janela, podemos abrir uma nova janela de trabalho.

2.1.1.7 Menu Ajuda

Figura 58 — Menu Ajuda
Ajuda
Tutoriais

L Manual F1

Farum do GeoGebra
Fepaortar Erro
i Sobre/Licenca

Fonte: Autor
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No menu Ajuda, podemos, por exemplo, obter tutoriais, manual, participar do
forum do GeoGebra e reportar erro.

2.1.2 Barra de Ferramentas

Por padrao, a Barra de Ferramentas esta organizada em doze icones (Figura
59). Nela estao concentradas varias ferramentas que nos permitem construir pontos,
retas, segmentos de retas, vetores, figuras geométricas, entre outros.
Figura 59 — 12 icones da Barra de Ferramentas
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Fonte: Autor

2.1.2.1 Ferramentas de Movimentos

As Ferramentas de Movimentos estdo agrupadas no icone \M (o primeiro da
esquerda para a direita na barra de ferramentas).

Atualmente, existem duas Ferramentas de Movimentos (Figura 60):

Figura 60 — Ferramentas de Movimentos

% Mover

[% Rotacdo em Torno de um Ponto
po

Fonte: Autor

e Mover: "Arraste ou selecione objetos". Permite selecionar, movimentar ou
manipular os objetos;

e Rotacao em Torno de um Ponto: "Selecione primeiro o centro da rotagéo
e, depois, arraste o objeto". Permite rotacionar os objetos em torno de um
ponto selecionado.

2.1.2.2 Ferramentas de Pontos

A
As Ferramentas de Pontos estdo agrupadas no icone \Q (o segundo da es-
querda para a direita na barra de ferramentas).
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Atualmente, existem seis Ferramentas de Pontos (Figura 61):
Figura 61 — Ferramentas de Pontos

.A Paonto

"..‘ff:\ Ponto em Objeto

/ Wincular / Desvincular Panto

X Intersecio de Dois Objetos

e Ponto Médio ou Centro

° Mumera Complexo

Fonte: Autor

e Ponto: "Clique na Janela de Visualizagao ou sobre um objeto". Aqui podemos
criar um ponto em um espaco livre, objeto ou intersec¢ao;

e Ponto em Objeto: "Clique no interior de um objeto ou em sua fronteira para
criar um ponto". Permite criar um ponto no objeto ou em sua fronteira;

¢ Vincular/Desvincular Ponto: "Clique em um Ponto (e um objeto para vin-
cular)". Permite anexar um ponto a um determinado objeto, clicando em um
ponto livre e, depois, sobre o qual desejamos anexar esse ponto. Nesse
caso, 0 ponto se tornara dependente e sé movera dentro do objeto ou em
sua fronteira;

¢ Intersecao de Dois Objetos: "Selecione dois objetos ou clique diretamente
na interse¢ao". Permite localizar os pontos de interseccao entre dois objetos;

e Ponto Médio ou Centro: "Selecione dois pontos, um segmento, um circulo
ou uma conica". Permite criar o ponto médio ou centro entre dois objetos;

e Numero Complexo: "Clique na Janela de Visualizagao para criar um numero
complexo". Permite criar um niumero complexo, na forma algébrica, na zona
grafica;

2.1.2.3 Ferramentas de Linhas Retas

As Ferramentas de Linhas Retas estdo agrupadas no icone \ﬂ (o terceiro da
esquerda para a direita na barra de ferramentas).

Atualmente, existem sete Ferramentas de Linhas Retas (Figura 62):
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Figura 62 — Ferramentas de Linhas Retas

/ Reta
./’ Segmento

,‘-ff" Segmento com Comprimento Fixo

N
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Ny N
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Fonte: Autor

¢ Reta: "Selecione dois pontos". Permite criar uma reta que passa por dois
pontos;

e Segmento: "Selecione dois pontos". Permite criar o segmento de reta que
liga dois pontos;

e Segmento com Comprimento Fixo: "Selecione primeiro um ponto e, de-
pois, digite o comprimento do segmento". Permite criar um segmento de reta
definido o0 seu comprimento;

e Semirreta: "Selecione primeiro a origem e, depois, um outro ponto". Permite
criar uma semirreta dados dois pontos;

e Caminho Poligonal: "Selecione todos os vértices e, entao, cligue novamente
no vértice inicial". Permite criar um conjunto de segmentos consecutivos;

e Vetor: "Selecione primeiro a origem e, depois, a outra extremidade". Permite
criar um vetor dados dois pontos;

e Vetor a Partir de um Ponto: "Selecione primeiro o ponto de origem e, depois,
o vetor". Permite criar um vetor paralelo a outro vetor. Para isso, basta clicar
em um vetor e, em seguida, em um ponto.

2.1.2.4 Ferramentas de Posicoes Relativas

As Ferramentas de Posi¢oes Relativas estdo agrupadas no icone H (o quarto
da esquerda para a direita na barra de ferramentas).

Atualmente, existem oito Ferramentas de Posi¢coes Relativas (Figura 63):
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Figura 63 — Ferramentas de Posigoes Relativas

. i
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Fonte: Autor

Reta Perpendicular: "Selecione primeiro o ponto e, depois, uma reta (ou
segmento, ou semirreta, ou vetor)". Constr6i uma reta perpendicular a uma
reta, semirreta, segmento de reta, vetor, eixo ou lado de um poligono;

Reta Paralela: "Selecione primeiro o ponto e, depois, uma reta (ou segmento,
ou semirreta, ou vetor)". Constréi uma reta paralela a uma reta, semirreta,
segmento de reta, vetor, eixo ou lado de um poligono;

Mediatriz: "Selecione dois pontos ou segmento”. Permite construir a reta
perpendicular que passa pelo ponto médio de um segmento;

Bissetriz: "Selecione trés pontos ou duas retas". Permite construir a bissetriz
de um angulo;

Reta Tangente: "Selecione primeiro um ponto e, depois, um circulo, uma c6-
nica ou uma fungao". Permite construir retas tangentes a uma circunferéncia,
cbnica ou fungéo, dado um ponto;

Reta Polar ou Diametral: "Selecione primeiro um ponto ou uma reta e,
depois, um circulo ou uma reta". Constroi a reta diametral relativa a uma
circunferéncia ou curvas cénicas;

Reta de Regressao Linear: "Selecione pontos usando o retadngulo de sele-
¢ao ou selecione uma lista de pontos". Permite achar a reta que melhor se
ajusta a um conjunto de pontos;

Lugar Geométrico: "Selecione o ponto do lugar geométrico e, depois, 0
ponto sobre o objeto ou o controle deslizante". Constréi automaticamente
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o lugar geométrico descrito pelo movimento de um objeto ao longo de uma
trajetoria.

2.1.2.5 Ferramentas de Poligonos

As Ferramentas de Poligonos estao agrupadas no icone u‘ (o quinto da es-
querda para a direita na barra de ferramentas).

Atualmente, existem quatro Ferramentas de Poligonos (Figura 64):

Figura 64 — Ferramentas de Poligonos

™= Poligono
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+ @ Poligono Regular
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L\ Poligono Rigido
£:‘,h Poligono Semideformavel

Fonte: Autor

e Poligonos: "Selecione todos os vértices e, entao, clique novamente no
vértice inicial". Permite construir um poligono de N lados;

e Poligono Regular: "Selecione primeiro dois pontos e, depois, digite o nu-
mero de vértices". Permite construir um poligono regular dado um lado € a
quantidade de vértices ou lados;

e Poligono Rigido: "Selecione todos os vértices, entao clique no primeiro
vértice novamente (ou apenas clique sobre um Poligono para fazer uma
copia rigida)". Permite construir poligonos nao deformaveis, isto &, aqueles
cuja forma nao é afetada ao movimentar um vértice ou um lado;

e Poligono Semideformavel: "Selecione todos os vértices e, entao, clique
novamente no vértice inicial". Permite construir um poligono e, para deforma-
lo, basta mover qualquer um de seus vértices, exceto o vértice inicial.

2.1.2.6 Ferramentas de Formas Circulares

T~
As Ferramentas de Formas Circulares estao agrupadas no icone ‘ ~- (0 sexto da
esquerda para a direita na barra de ferramentas).

Atualmente, existem nove Formas Circulares (Figura 65):
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Figura 65 — Ferramentas de Formas Circulares

» .
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Fonte: Autor

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos: "Selecione o centro e, depois,
um ponto do circulo". Cria um circulo a partir de dois pontos;

Circulo dados Centro e Raio: "Selecione o centro e, depois, digite a medida
do raio". Cria um circulo dado o centro e raio com comprimento definido;

Compasso: "Selecione um segmento ou dois pontos para definir o raio e,
depois, o centro". Permite transportar medidas;

Circulo definido por Trés Pontos: "Selecione trés pontos do circulo”. Cria
um circulo dado trés pontos;

Semicirculo Definido por Dois Pontos: "Selecione dois pontos". Cria um
semicirculo dado dois pontos;

Arco Circular: "Selecione o centro e, depois, dois pontos". Cria um arco
circular dado o centro e dois pontos;

Arco Circuncircular: "Selecione trés pontos". Cria um arco a partir de trés
pontos;

Setor Circular: "Selecione o centro e, depois, dois pontos". Cria um setor
circular dado o centro e dois pontos;

Setor Circuncircular: "Selecione trés pontos". Cria um setor dado trés
pontos da circunferéncia.
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2.1.2.7 Ferramentas de Conicas

')
As Ferramentas de Cdnicas estdo agrupadas no icone H&‘ (o sétimo da esquerda
para a direita na barra de ferramentas).

Atualmente, existem quatro Ferramentas de Conicas (Figura 66):

Figura 66 — Ferramentas de Cénicas

@ Elipse

| Hipérbole

“® | Paribola
O Cdnica por Cinco Pontos

Fonte: Autor

e Elipse: "Selecione dois focos e, depois, um ponto da elipse". Cria uma elipse
dado trés pontos, sendo dois focos e um ponto na curva;

e Hipérbole: "Selecione dois focos e, depois, um ponto da hipérbole". Cria
uma hipérbole dado trés pontos, sendo dois focos e um ponto na curva;

e Parabola: "Selecione primeiro o foco e, depois, a diretriz". Cria uma parabola
dado um ponto e uma reta diretriz;

e Conica Por Cinco Pontos: "Selecione cinco pontos da conica". Cria uma
cbnica (parabola, elipse ou hipérbole) dado cinco pontos.

2.1.2.8 Ferramentas de Angulos e Medidas

As Ferramentas de Angulos e Medidas estao agrupadas no icone \ﬂ (o oitavo
da esquerda para a direita na barra de ferramentas).

Atualmente, existem seis Ferramentas de Angulos e Medidas (Figura 67):
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Figura 67 — Ferramentas de Angulos e Medidas

é‘ Angulo

.‘ =
./:__c; Angulo com Amplitude Fixa

cm
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro

emd .
Area

A Inclinacao

{1,2} Lista

Fonte: Autor

e Angulo: "Selecione trés pontos ou duas retas". Permite marcar e medir um
angulo definido por trés pontos, sendo que o segundo ponto marcado € o
vertice;

o Angulo com Amplitude Fixa: "Selecione um ponto, um vértice e uma am-
plitude para o angulo". Constr6i um angulo com amplitude fixa dado dois
pontos;

e Distancia, Comprimento ou Perimetro: "Selecione dois pontos, um seg-
mento, um poligono ou um circulo". Fornece o comprimento de um segmento
ou a distancia entre dois pontos;

e Area: "Selecione um poligono, um circulo ou uma elipse". Fornece a area de
uma figura;

¢ Inclinacao: "Selecione uma reta (ou semirreta ou segmento)". Fornece a
inclinacdo de uma reta;

¢ Lista: "Selecione células e, entao, clique no botdo da ferramenta". Cria uma
lista ao selecionar células. Elas sdo mostradas na Janela de Algebra.

2.1.2.9 Ferramentas de Transformacgdes

As Ferramentas de Transformacdes estdo agrupadas no icone N (o nono da
esquerda para a direita na barra de ferramentas).

Atualmente, existem seis Ferramentas de Transformacdes (Figura 68):
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Figura 68 — Ferramentas de Transformagodes

x Reflexdo em Relagio a uma Reta

*  Reflexdo em Relacio a um Ponto

\® nverss
- Mversao

« FRotacdo em Torno de um Ponto
v Translacdo por um Vetor

Homaotetia

Fonte: Autor

¢ Reflexao em Relacao a uma Reta: "Selecione primeiro o objeto e, depois,
a reta de reflexdo". Cria a simetria axial de um objeto dada uma reta;

¢ Reflexao em Relacao a um Ponto: "Selecione primeiro o objeto e, depois,
o centro da reflexao". Cria a simetria central de um objeto dado um ponto;

¢ Inversao: "Selecione primeiro 0 objeto e, depois, o circulo". Cria o reflexo de
um ponto sobre uma circunferéncia;

e Rotacao em Torno de um Ponto: "Selecione primeiro o objeto, depois o
centro e, entdo, o angulo de rotagédo". Cria a simetria rotacional de um objeto
ao redor de um ponto, dado um angulo determinado;

e Translacao por um Vetor: "Selecione primeiro o objeto a ser transladado e,
depois, um vetor". Cria a simetria translacional de um objeto dado um vetor;

e Homotetia: "Selecione o objeto, depois o centro e, entédo, a razdo da ho-
motetia". Cria o homotético de um objeto dado um ponto e a razdo de
semelhancga.

2.1.2.10 Ferramentas Especiais

- ~ , ABC , .
As Ferramentas Especiais estdo agrupadas no icone \—-‘ (o décimo da esquerda
para a direita na barra de ferramentas).

Atualmente, existem seis Ferramentas Especiais (Figura 69):
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Figura 69 — Ferramentas Especiais

ABC Texto

Inserir Imagem

{ / Caneta

i1

\ Fungdo a Mao Livre

ai p Relacio

— -
\_/ Inspetor de Funcoes

Fonte: Autor

Texto: "Clique na area de trabalho ou em um ponto para criar um texto".
Permite inserir um texto na janela de visualizagao;

Inserir Imagem: "Clique na Janela de Visualizagdo ou em um ponto para
ajustar o canto esquerdo inferior da imagem". Permite inserir figuras na
janela de visualizacao;

Caneta: "Escreva na Janela de Visualizagdo. Mude a cor usando a Barra de
Estilo". Permite escrever na Janela de Visualizag¢ao;

Funcao a Mao Livre: "Desenha uma funcdo ou um objeto geométrico
arrastando-se o mouse". Cria uma fun¢do ou um objeto geométrico;

Relacao: "Selecione dois objetos". Fornece algumas relacées dado dois
objetos.

Inspetor de Funcoes: "Selecione uma funcao". Dada uma funcao, permite
analisar o maximo, minimo, integral, raizes, média, comprimento, area, etc,
dado um intervalo.

2.1.2.11 Ferramentas de Controles

a=2
As Ferramentas de Controles estdo agrupadas no icone \ﬂ (o décimo primeiro
da esquerda para a direita na barra de ferramentas).

Atualmente, existem quatro Ferramentas de Controles Dinadmicos (Figura 70):
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Figura 70 — Ferramentas de Interface Gréfica

a=2
—

Controle Deslizante

v Caixa para Exibir / Esconder Objetos

0K Botio

a=1 Campo de Enfrada

Fonte: Autor

e Controle Deslizante: "Clique na Janela de Visualizacao para especificar a
posicdo do controle deslizante". E um segmento pequeno que possui um
ponto deslizando sobre ele;

e Caixa para Exibir/Esconder Objetos: "Clique na area de trabalho para criar
uma caixa". Permite escolher quais objetos quer mostrar. Para esconder o
objeto, basta desmarcar esta opcéo;

e Botao: "Clique na Janela de Visualizagao para inserir um botao". Permite
criar botdo na Janela de visualizagao utilizando o Codigo do Geogebra;

e Campo de Entrada: "Clique na Janela de Visualizagdo para inserir um
campo de texto". Permite inserir um campo de texto, criando-se uma Legenda
e vinculando-se a um objeto.

2.1.2.12 Ferramentas de Exibicbes

As Ferramentas de Exibigcdes estdo agrupadas no icone \ﬂ (o décimo segundo
da esquerda para a direita na barra de ferramentas).

Atualmente, existem sete Ferramentas de Exibi¢des (Figura 71):
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Figura 71 — Ferramentas Gerais

4%» Mover Janela de Visualizacio

G‘)‘ Ampliar
E)‘ Reduzir

® Exibir f Esconder Objeto

Exibir / Esconder Ratulo

A
é Copiar Estilo Visual

Apagar

Fonte: Autor

e Mover Janela de Visualizacao: "Arraste a janela de visualizacao ou um
eixo (Shift+Arrastar)". Permite mover os eixos e 0s objetos nele contidos;

e Ampliar: "Clique na area de trabalho para amplia-la (Roda do Mouse)".
Permite ampliar as figuras que estao na janela de visualizacao;

e Reduzir: "Clique na area de trabalho para reduzi-la (Roda do Mouse)".
Permite reduzir as figuras que estdo na janela de visualizagao;

e Exibir/Esconder Objeto: "Selecione os objetos e, em seguida, ative uma
outra ferramenta". Permite esconder objetos da janela de visualizagao;

o Exibir/Esconder Rétulo: "Selecione o objeto para exibir/esconder o seu
rotulo”. Permite esconder os rétulos dos objetos;

e Copiar Estilo Visual: "Clique no objeto modelo e, em seguida, naquele(s)
cujo estilo pretende alterar". Permite copiar um estilo visual de um objeto
para outro: pontilhado, cor, tamanho, etc.;

e Apagar: "Selecione o objeto para apaga-lo". Permite apagar objetos da
janela algébrica ou da janela de visualizagao.

2.1.3 Entrada

Esse campo de entrada é destinado a digitacdo de comandos. Muitas ferramen-
tas da Barra de Ferramentas podem ser obtidas digitando-se um comando no campo
de entrada. E muitas vezes é melhor obter uma construcao através de Entrada do
que através de ferramentas da Barra de Ferramentas. Por exemplo, podemos obter
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um circulo centrado no ponto (v/2,1) e raio 2 digitando o comando da Figura 51 e
pressionando "Enter".

Figura 72 — Entrada: circulo centrado no ponto (v/2, 1) e raio 2

Circulo[ =Ponto=, =Raio= ]
Circulo[ =Ponto=, =Segmentos |
Circulo[ =Ponto=, =Ponto= ]
Circulo[ =Reta=, =Ponto= ] —
Circulo[ =Ponto=, =Ponto=, <Ponto= ]

Circulo[ <Ponto=, =Raio=, <Diregio= ] -
Entrada: circulo[{sqrt(2),1), 2]

Fonte: Autor

2.1.4 Janela de Algebra e Janela de Visualizacio

Figura 73 — Janela de Algebra e Janela de Visualizagao

b Janela de Algebra (<) | » Janela de Visualizagdo
Ponto

@ C=(1,0.7)

“ ) D={(-3.6,0.38)

- Quadrilatero

@ poll=15.86

- Reta

- e 3.48x+0.88y =12.86
Segmento

----- ® a-=3.89

..... @ a,=359

----- ® b=3.59
..... @ b, =389

----- & c=4561
..... ® c, =4.3

----- ® d=43

- Angulo
@ a=T7183"

Fonte: Autor

A Janela de Visualizacao é a area de visualizagéao gréafica daqueles objetos que
possuem representacao geométrica obtidos por construgdes a partir das ferramentas
da Barra de Ferramentas ou em Entrada, por exemplo. E a Janela de Algebra é a area
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de representacao aritmética e algébrica dos objetos da Janela de Visualizagao. Fala-se
muito que o nome GeoGebra é devido a essa associacao de geometria e algebra.

2.1.5 Outros Recursos

O GeoGebra também contém alguns recursos que permitem alterar a cor de
objetos que sao exibidos na Janela de Visualizacao, espessura da linha, transparén-
cia/opacidade predefinidos pelo software.

Tomando-se a Figura 73 como exemplo, podemos clicar com o bot&o direito do
mouse sobre o0 poligono na Janela de Visualizagao (ou sobre seu nome poll na Janela
de Algebra) e serdo exibidas as seguintes opgdes (Figura 74):

Figura 74 — Outros Recursos

b Janela de Algebra (<] | » Janela de Visualizagio

- Ponto

- A=(-2.72, 3.86)

® B=(1,5

@ C=(1,07)

~@ D={(-3.6,038)

-~ Quadrilatero

‘@ poll=15.86

- Reta

“o ) e 3.48x + 0.88y =12.86
Segmento

a=3289

a1=3.59

b=3.59
b, =3.88
1
c=4.61
c, =4.3

d=4.3
d, =4.61

Quadrilatero pol1: Poligono A, D, C, B
Exibir Objeto
A Exibir Rotulo
# Habilitar Rastro

Renomear
f  Apagar

¢ Propriedades ...
_I2

-1 0 1 2 3

- Angulo T2 4
@ a=71.83°

Fonte: Autor

Através das opgbes dadas na Figura 74, podemos exibir ou esconder o poligono,
exibir ou esconder rétulo do poligono, habilitar rastro do poligono, renomea-lo ou
apaga-lo.

Clicando em Propriedades, somos direcionados as seguintes opgdes de prefe-
réncia:
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Figura 75 — Propriedades: Preferéncias

€77 Preferéncias ﬁ
MU= =R =

Basico | Corl Estilo | Avancado | Programacio

MNome: poll
Definicio: |PoligonolA, D, C, B]

Legenda:

Exibir Objeto

[] Exibir Rétulo: :Nome v:
Exibir Rastro

[] Fixar Objeto

[7] Definir como Objeto Auxiliar

Fonte: Autor

Nas cinco abas exibidas na Figura 75, podemos alterar o nome do poligono,
exibi-lo ou nao, fixa-lo ou nao, defini-lo como objeto auxiliar ou néo, alterar sua cor,
alterar sua transparéncia, espessura da linha, opacidade do trago, estilo, preenchimento,
definir uma condic&o de exibi¢do, por exemplo.

Selecionando-se a ferramenta X "' ¢ ativando-se a Janela de Visualizagéo,
pode-se, ao clicar com o botéo direito do mouse, exibir ou ocultar eixos, exibir ou ocultar
malha, verificar 0 passo a passo da construgcédo, da zoom, alterar as escalas dos eixos x
ey, exibir todos os objetos na Janela de Visualizagcao, obter visualizacédo padrao e, além
disso, pode-se alterar preferéncias através de == Janeladevisusizacio . {gis como dimensaoes,
exibicdo, cor de eixos, cor de fundo, graduagdes nos eixos, tipo de malha, estilo de
malha, cor, por exemplo (Figuras 76 e 77).
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Figura 76 — Bot&o Direito do Mouse: Janela de Visualizagao

Janela de Visualizagdo

l_ Eixos

FH Malha
Barra de Mavegacao

&, Zoom ,
EixoX : EixoY 4

Exibir Todos os Objetos
Visualizacdo Padrio Ctrl+M

2 Janela de Visualizacdo ...

Fonte: Autor

Figura 77 — Janela de Visualizagéo: Preferéncias

7 Preferéncias Iﬁ
TAIBEHS =

Basico | EixoX | EixoY | Malha|
Dimensfes -

% Min: | -4.3 % Max: | 18.6

y Min: | -5.54 ¥y Max: 6.3
EioX : EixoY

Eixos

Exibir Eixos [7] Megrito

Cor:E Estilo; —= -

Estilo do Rétule [] Megrito [C] talico

m

Barra de Navegacdo para Passos da Construcdo

Exibir
Botdo para reproduzir a construcio

Botdo para abrir o protocole de construcdo

CQutros

Cor de Fundo:[:]

Fonte: Autor

Também contamos com as opcdes Ajuda (Figura 78) e Desfazer/Refazer na
area de trabalho do GeoGebra. A opcao de Ajuda nos mostra varios tipos de comandos
e como devemos escrevé-los no Campo Entrada. As opcdes Desfazer [~ | e Refazer
L= | desfaz a ultima a ultima operagao realizada e refaz algo que desfazemos utilizando
a opcao Desfazer, respectivamente.



Figura 78 — Ajuda

' [Ajuda
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Fonte: Autor
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3 TECNICAS UTILIZANDO O GEOGEBRA PARA UMA MELHOR COMPREEN-

SAO DE PROBLEMAS GEOMETRICOS DA GEOMETRIA PLANA DO ENSINO
BASICO: SITUACOES DE MAXIMOS E MINIMOS E LUGARES GEOMETRICOS

Tendo em vista as dificuldades encontradas com a aprendizagem de muitos
alunos do ensino médio no Brasil, OLIVEIRA (2013) nos sugere o seguinte:

O ensino de matematica praticado atualmente sob a perspectiva da
formalizagao matematica tem-se constituido obstaculo de dificil transpo-
sicao para assimilagao de contetidos. Essa pratica pedagogica constitui-
se em uma falha grave no ensino, pois atrapalha o amadurecimento do
aluno ja que inibe o desenvolvimento do principal alicerce do raciocinio
matematico: as ideias.

Ensinar matematica nao é tarefa facil. Em particular no Ensino Médio (LIMA,
2003). Percebe-se também que ao final de uma aula ou do ensino de um algum con-
tetido, também n&o é facil saber o que realmente um aluno aprendeu. E certo que
nao existe uma receita para um ensino eficaz, porém, podemos aperfeicoar nosso
desempenho docente estendendo nosso repertério de estratégias de ensino, apren-
dendo com as experiéncias e reflexdes de colegas e, sobretudo, refletindo sobre nossa
propria pratica, desenvolvendo estratégias de registro e avaliacao das aprendizagens
dos alunos.

Segundo BORGES (2014), acredita-se que as dificuldades relacionadas com
a aprendizagem de alguns conteudos dados por professores de matematica estejam
interligados com a forma de planejamento de suas aulas sem levar em considera-
cao os recursos tecnologicos existentes atualmente. Parecem indiferentes quanto as
possibilidades que os ambientes informatizados podem oferecer.

Sabe-se que ja existem diversas pesquisas relacionadas ao uso do computador
no Ensino de Matematica e tem-se verificado que alunos que utilizam essa ferramenta
tecnoldgica tendem a compreender melhor os conceitos matematicos e, consequen-
temente, podem adquirir um nivel maior de aprendizagem. E notavel que alunos que
utilizam essas tecnologias passam a vivenciar experiéncias mais significativas do que
aqueles alunos que utilizam apenas as ferramentas tradicionais. Segundo BORROES
(1998 apud ALLEVATO, 2005, p.100), o computador "é o instrumento mais poderoso
de que actualmente dispdem os educadores matematicos para proporcionar esse
tipo de experiéncias aos seus alunos"(p.1). Nesse sentido, ALLEVATO (2005, p.100)
acrescenta que "guardada as devidas proporcdes, parece inegavel que se deva aliar as
vantagens decorrentes de suas potencialidades para criar novas alternativas na busca
de uma aprendizagem mais efetiva e significativa da Matematica".
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Muitos problemas geométricos podem ser modelados com o auxilio de funcdes
reais. Esses problemas ficam mais acessiveis a alunos quando utilizamos a tecnologia
a nosso favor. Nesse caso, o software GeoGebra apresenta grandes atrativos que nos
ajudam a compreender melhor problemas geométricos.

Neste capitulo apresentaremos dez problemas geométricos: Cinco sobre ma-
ximos € minimos, que recaem, em sua maioria, em fungdes quadraticas, técnica
encontrada MENK (2005) e OLIVEIRA (2013), e cinco sobre lugares geométricos, que
recaem em coénicas, retas e segmentos de retas, onde ampliaremos o software para
esta classe de problemas.

3.1 PROBLEMAS GEOMETRICOS DA GEOMETRIA PLANA

Nesta se¢ao, sdo apresentados dez problemas geométricos da geometria plana
voltados para lugares geométricos e maximos € minimos direcionados para o ensino
bésico, cujas solu¢des encontram-se no Apéndice A deste trabalho.

Muitos alunos apresentam dificuldades na resolucao de problemas geométricos,
porque tém como obstaculo a construgao de figuras que os possibilitem uma melhor
compreensao dos mesmos. Essas dificuldades s&o encontradas em construgdes estati-
cas, mas podem ser facilmente eliminadas com meros instrumentos de desenho como
transferidor, compasso, reta, etc. A dificuldade maior é mais centrada em construc¢des
que exijam movimento de algum objeto.

A seguir faremos algumas constru¢des utilizando ferramentas do software Geo-
Gebra no intuito de visualizar ou explorar dinamicamente todos os problemas propostos
e, assim, fazer com que alunos possam se sentir motivados a solucionar problemas
geométricos com as mesmas caracteristicas. Além disso, essas construgdes poderao
possibilitar a eles uma melhor compreensao de cada problema e dardo possibilidades
de fazerem algumas estimativas de resultados e conjecturas. Podemos ressaltar que
tais construcbes podem ser realizadas de varias maneiras por qualquer aluno que
tenha habilidades em matematica e no GeoGebra e, também, que os roteiros de desen-
volvimento aqui citados ndo sdo tomados como unicas possibilidades de realizagdo dos
mesmos. Cada pessoa podera realizar seus passos de construcao a fim de visualizar
e compreender o problema da melhor forma possivel e, através dessas construgoes,
podera criar novas conjecturas relacionadas a mesma figura do referido problema. Em
linhas gerais, significa dizer que, além do aluno tentar solucionar o problema com a
ajuda do software GeoGebra, podera fazer novas investigacoes sobre a mesma figura
do problema em busca de mais conjecturas ali contidas e que, a principio, ndo foram
dados os devidos créditos a elas.
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3.2 TECNICA EMPREGADA NO PROCESSO DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS
DE MAXIMOS E MiNIMOS

Para cada um dos cinco problemas a seguir, a técnica que sera empregada no
processo de resolucéo de problemas de maximos e minimos sera:

e Construcao da figura com auxilio do GeoGebra;
e Visualizagdo dinamica do problema;
e Conjecturas;

e Apresentacdo de uma solugdo do problema, encontrada no Apéndice A deste
trabalho.

3.2.1 Problema 1

No primeiro problema, apresentamos um roteiro de desenvolvimento com o
objetivo de construir retangulos inscritos num triangulo (fixo) com base sobre um
dos seus lados e observar o comportamento de um ponto do plano cujas abscissa
e ordenada sdo medidas da altura e area do mesmo, respectivamente, e também
observar o comportamento de outro ponto do mesmo plano cujas abscissa e ordenada
sao medidas da base e area do mesmo, respectivamente (Figura 79).

Problema 1: Dentre todos o0s retangulos inscritos no triangulo ABC' com base
sobre o lado AB (Figura 79), determine a altura daquele que tem area maxima. Qual é
a area maxima desse retangulo?

Figura 79 — Retangulo DEF'G inscrito no triangulo ABC

C

7

Fonte: Autor

Roteiro de desenvolvimento:
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Usando a Barra de Menus, Barra de Ferramentas, Janela de Algebra e Entrada
do GeoGebra, seguiremos as etapas abaixo:

Ponto

A
1) Clique em *® e marque dois pontos sobre o eixo dos x, de preferéncia
A(0,0) e B(7,0). Clique em Rk woer o om seguida, clique com o botdo esquerdo
do mouse sobre a Janela de Visualizacao e, depois, com o botao direito para

ocultar ou ativar "Eixos" ou "Malhas";

Circulo dados Centro e Raio

2) Clique em ‘% , clique sobre o ponto A, digite 5 e clique em
"ok". Clique sobre o ponto B, digite 6 e clique em "ok".

Ponto

. A . . - , A , .
3) Clique em * e clique na intersecao das circunferéncias obtidas no item
anterior, de preferéncia no 1° quadrante.

4) Clique em " segmeto o clique nos pontos A, B e C (dois a dois) para formar os
segmentos AB, AC e BC.

A Figura 80 mostra o que ja construimos.

Figura 80 — Construcao do triangulo ABC

7 GeoGebra = )

Arquive Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda Enfrar..

[N
-
» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio

[

Cénica

® dix-TF+y=36
® exiry=25
Ponto

® A=(0,0)

L ] )

® C-(271,42)
Segmento
® a-6
® b-5
® c-7

Entrada: =

Fonte: Autor

5) Na Janela de Algebra, clique em ® para ocultar as duas circunferéncias.
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Fonto

Clique em o

. )
_/‘-.Ilf Reta Perpendicular

e clique sobre o segmento AC' (gera o ponto D). Clique em

Ponto

A
, clique no ponto D e no eixo dos y. Clique em ® e marque a
intersecao da reta obtida com o segmento BC' (gera o ponto F).

Reta Perpendicular

Cligue em — , clique no ponto D e em seguida no eixo dos x. Clique
no ponto £ e em seguida no eixo dos x.

Fonto

A .
Cliqgue em °® e marque os dois pontos do eixo dos x obtidos com as
intersecdes das retas do item 7) (gera os pontos F e G).

e Paligono

Cliqgue em + e clique nos pontos D, E, F, G € D, nessa ordem, gerando
assim o retangulo DEFG.

A Figura 81 mostra o que ja construimos.

Figura 81 — Construcao do retangulo DEFG

| S

Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Al A sl e g o=zl o2, | (e

D Janela de Algebra b Janela dEVISuﬂl\lﬂgﬂD

Conica

4 (x-TF +y*=36

e x®
Ponto
- A=
-@ B
@ C=
~@ D
@ E=

-~ @ F=(543,0)

@ G=
Quadril

~@ pol1=6.83

Reta

Entrada:

=

+y =25
(0,0)
(271,4.2) 4
:5“4‘3.'1.‘54)

(1,0)
atero b

0)

Fonte: Autor

Observe que, na Janela de Algebra, pol1 é o valor da &rea do retangulo DEFG.

Mover

Cligue em K e mova o ponto D para notar a variagao de pol1.

1) Cliqgue em " seomente g clique nos pontos D e G formando, assim, o segmento

DG. Clique nos pontos F' e G formando, assim, o segmento F'G. Observe que, na
Janela de Algebra, apareceram os niimeros i e j que representam as medidas



12)

13)

14)

€7 GeoGebra
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da altura e da base do retdngulo DEFG. Mova o ponto D e observe o que
acontece.

Selecione a opgéo ewr e clique em @ Jameiacevisuaizacio2 o gperte seguidamente as
teclas "Ctrl+Shift+2". Abrira uma nova Janela de Visualizacao.

Mover

Clique em R e depois na area da Janela de Visualizacao 2.

Em Entrada (parte inferior da tela) digite (i, pol1) e aperte "Enter" no seu teclado.
Digite (j,poll) e pressione "Enter" novamente. Esses pontos aparecerdo na
Janela de Visualizagao 2. Ao mover o ponto D, os pontos (i,poll) e (j, poll)
descreverao curvas. Ao utilizar o software Cabri-Géométre Il, MENK (2005, p.
23) diz que "Se a ferramenta “Rastro” for acionada, o movimento do ponto B
na figura permite que se observe, concomitantemente, a trajetéria descrita pelo
ponto P, no plano cartesiano.". No GeoGebra, para obter um rastro dessas curvas,
clique com o botéo direito sobre o ponto (i, pol1) da Janela de Visualizacao 2 e
clique em "Habilitar Rastro". Repita o procedimento para o ponto (j, poll). Exiba a
"Malha" na Janela de Visualizacao 2 e, em seguida, mova o ponto D na Janela
de Visualizacao.

A Figura 82 mostra o que ja construimos.

Figura 82 — Comportamento dos pontos (i, pol1) e (j, pol1)

ol oD S|

Arguive Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda Enfrar..

b Janela de Algebra b Janela ﬂaVlsual\lagan

Conica

d:(x -7 +y*=36 s

e x®
Ponta
. A

.C

. E-
® F=
® G-
® H-=
® 1=
Quadril

@ pol1=7.34 3

Entrada:

=

» Janela de Visualizagio 2 [

+y=25
(u [IJ 4

(2 11 4.2)
2.16) 3
:479 2.16) s
(4.79,0) [ E3
(1.4,0) T 2 5
(2.16,7.34) 4
3.4,7.34)
tero

Fonte: Autor
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Podemos ocultar alguns objetos, alterar a fonte e colori-los utilizando a opcao

.2 Propriedades ...

e outras ferramentas do GeoGebra para melhorar ou tornar mais divertida

a animacao obtida . A Figura 83 mostra uma nova forma de visualizacéo.

Figura 83 — Comportamento dos pontos (i, pol1) e (7, pol1) com novos efeitos

% GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra
Cénica

d{x-TF+y =36

erx*+y*=25

1t

o
E]
@

(0,
(7, 0)
(2.71,4.2)
(1.69, 2.62)
(4.33, 2.62)
(4.33,0)
G={1.69,0)
--@ H=(262,6.9)
® 1=(263,6.9)

0)

A=
B=
C=
D=
E=
F=

eo0BOROT

Quadrilatero
-4 poll=6.9
Reta

} Janela de\.ﬂsuallzagao

(%] | b Janela de Visualizagdo 2

7 H |

Fonte: Autor

Além de uma visualizagdo mais dindmica e atrativa, podemos observar que, ao
mover o ponto D sobre o segmento AC, algumas conjecturas podem ser criadas:

a) Quando a altura DG do retdngulo DEFG aumenta, sua base F'G diminui e
vice-versa;

b) Através dos rastros exibidos na Janela de Visualizacao 2 temos uma forte
impressao de que o retdngulo DEFG tem uma area maxima;

c) A medida da altura do retangulo DEF'G pertence ao intervalo [0, k], onde h = 4,2
€ a medida da altura do triangulo ABC em relagéo a base AB;

d) A medida da base do retangulo DEFG pertence ao intervalo [0,¢],onde c =7 €
a medida da base AB do triangulo ABC;

e) A medida da area do retangulo DEFG pertence ao intervalo [0, 8];

f) A medida da altura do retdngulo DEFG de area maxima pertence ao intervalo

[1,3];
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g) A medida da area maxima do retdngulo DEF'G pertence ao intervalo [7, 8];

h) A altura DG do retangulo de area maxima € a igual a metade da altura do triangulo
ABC em relagao ao vértice C;

i) A base FG do retangulo de area maxima € igual a metade da base AB do
triangulo ABC

j) Dos itens h) e i) conclui-se que a area maxima do retangulo ABCD é a metade

l\\
| >» Poligono

da area do tridngulo ABC'. Pode-se também selecionar a ferramenta « e,
depois, clicar nos pontos A, B e C e concluir o mesmo resultado;

k) O rastro da curva gerada pelo ponto H ao se mover o ponto D lembra o lugar
geométrico dos pontos (i, pol1) do plano conhecido como parabola, com concavi-
dade voltada para baixo e, portanto, podendo ser representada por uma funcao
quadratica F do tipo F(i) = ayi>+byi+c1, onde i € a medida da altura do retangulo
DEFG e F(i) € a medida de sua area;

[) O rastro da curva gerada pelo ponto I ao se mover o ponto D lembra o lugar
geométrico dos pontos (j,poll) do plano conhecido como parabola, com con-
cavidade voltada para baixo e, portanto, podendo ser representada por uma
fungdo quadratica G do tipo G(j) = asj? + bsj + co, ONde j é a medida da base do
retdngulo DEFG e G(j) € a medida de sua area;

m) Se F' € uma fungdo quadratica, entdo a; < 0 cujas raizes sdo 0 e 4,2. Se G € uma
funcdo quadratica, entdo a; < 0 cujas raizes sdo 0 e 7;

n) O dominio de F € o intervalo [0; 4,2]. O dominio de G é o intervalo [0; 7];

0) F é crescente no intervalo [0;2,1] e decrescente no intervalo [2,1;4,2]. G é cres-
cente no intervalo [0; 3,5] e decrescente no intervalo [3,5; 7];

p) O ponto de intersecdo dos dois "Rastros" (azul e vermelho) indica que o retangulo
obtido naquele ponto é um quadrado de lado aproximadamente 2,62.

As conjecturas citadas acima nos possibilitam uma forte indicacdo de como
podemos proceder para solucionar o problema. Observe que cada passo de construcao
do roteiro de desenvolvimento do Problema 1 enriquece cada vez mais nossa maneira
de entender o problema e de criar novas conjecturas sobre 0 mesmo.

Pode-se usar muitas ferramentas do GeoGebra no intuito de se aproximar cada
vez mais de "verdades" sobre esse problema. Por exemplo, o software permite tracar o
lugar geométrico dos pontos H a medida que o ponto D varie sobre o segmento AC. No
GeoGebra, basta digitar, em Entrada, o comando LugarGeométrico[H, D] e pressi-
onar "Enter". Feito isso, podemos marcar trés pontos, de modo estratégico, sobre o lugar
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geométrico obtido (Por exemplo: P, @ e R), digitar o comando Regress&oPolinomial [{P,Q, R}
e pressionar "Enter". Provavelmente, sera exibido na Janela de Visualizagéo 2 o gréafico
de uma funcéao polinomial de grau 2 que podera ser comparado com o lugar geométrico
obtido anteriormente e verificar se € ou ndo uma parabola. Também sera exibida na
Janela de Algebra a fungéo do respectivo grafico. Além disso, o GeoGebra disponibiliza

=

a ferramenta na qual podemos inserir qual intervalo desejamos ana-
lisar e verificar em que valores a fungao tem maximo ou minimo, por exemplo. Logo,
podemos notar que cada vez mais podemos nos aproximar dos resultados reais do pro-
blema. A utilizagdo dessas ferramentas nos permite fazer muitas exploragcdes acerca do
problema, porém é estritamente necessaria a comprovagdo matematica de tais analises
ou verificagdes. Como o software trabalha com aproximagdes, podemos ser levados
ao erro. Dessa maneira, acreditamos que essas técnicas de construgao e visualizacao
dindmica, utilizando o software GeoGebra, poderao contribuir no entendimento desse
tipo de problema geométrico e fardo com que o aluno perceba, por intuicdo, que a curva
vermelha descrita no "Rastro" (Figura 83) podera ser uma parabola e que a medida
da area do retangulo DEF'G esta relacionada a medida da altura do mesmo numa
fungéo quadratica. E observando essa curva, via GeoGebra, podera buscar o resultado
real do problema. Por exemplo, o aluno poderéa dizer que a area maxima do retangulo
DEFG é aproximadamente 7,35 unidades de area e que isso ocorre quando a altura do
retangulo é aproximadamente 2,1 unidades de comprimento. O aluno também podera
conjecturar que as duas fung¢des obtidas apresentam o mesmo valor maximo.

/ Inspetor de Funcies

E notdrio que, quando o aluno constréi uma figura de um dado problema geo-
métrico em um software de geometria dindmica, isso ja € um exercicio de geometria
em si, um exercicio que da a ele a capacidade algoritmica de planejar uma sequén-
cia de construgdes. E algumas vezes esse aluno pode escolher alguns caminhos
de construgdes, sem o recurso de um software dindmico, que o distancia cada vez
mais da solucdo do problema. Porém, utilizando o GeoGebra, por exemplo, podera
utilizar algumas ferramentas de construcao que irdo direciona-lo mais rapidamente a
buscar uma solu¢ao ou demonstracao mais simples e elegante do problema. Dessa
forma, podemos dizer que o0 GeoGebra ndo € sé um instrumento de apoio didatico que
podemos usar em sala de aula, mas também serve de apoio para podermos comecar
a estudar certos tipos de problemas.

Assim, pensamos que, além de transmitir uma melhor visualizagdo e compreen-
sao desse tipo de problema, essas técnicas poderdo despertar um interesse maior do
aluno pela busca da solugdo do mesmo. E depois de finalizar a solu¢gao do problema
proposto com recursos matematicos, podera voltar a figura do mesmo e fazer novas
construcdes ou investigagdes no intuito de criar novas conjecturas de algo que tenha
Ihe chamado a atengéo durante a construcao dessa figura no GeoGebra. Em outras
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palavras, o aluno podera ir além do que |Ihe é pedido no problema. Um exemplo disso
ocorre no item i) que apresenta a conjectura "A altura DG do retangulo de area maxima
€ a igual a metade da altura do triangulo ABC' em relacdo ao vértice C", no qual perce-
bemos que nao é solicitado no enunciado do problema, mas que podera ser algo que
desperte a curiosidade de saber se isso realmente acontece. E, novamente, podera
confirmar a veracidade das afirmacdes obtidas através de solugbes que envolvam
recursos matematicos sobre cada uma delas.

A seguir, apresentaremos o problema 91, Figura 84, retirado da revista Eureka!
N° 18, 2003'. Iremos observar que as mesmas técnicas utilizadas no problema 1
poderao ser utilizadas nos demais problemas deste trabalho.

3.2.2 Problema 2

Problema 2: Um jardineiro deve construir um canteiro com a forma de setor
circular. Ele dispbe de 100 metros de fio para cerca-lo.
Figura:

Figura 84 — Imagem ilustrativa do canteiro com a forma de setor circular

Fonte: Eureka! N° 18, 2003, adaptado

Qual deve ser o valor do raio do circulo para que o canteiro tenha area maxima?
Qual é a area maxima?

Observe que esse problema exige um pouco mais de ferramentas de matematica
para serem associados as ferramentas do GeoGebra. Assim, é necessario fazer alguns
calculos.

Sejam r e A o raio e o angulo do setor circular, como na Figura 85. Assim,
teremos:
100 —2r >0 =7 <50 (3.1)

' Disponivel em: http://www.obm.org.br/export/sites/default/revista_eureka/docs/eurekai8.pdf, pg.58.
Acesso em 22/12/15.
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Figura 85 — Imagem ilustrativa do setor circular com seus elementos

100 — 2r
>
Fonte: Autor
e
50
2mr > 100 — 2r = r > . (3.2)
1+

Dai, de (3.1) e (3.2), temos que r € [50, 50}.
1+m
Por regra de trés, vem:
100-2r 0 g (50—7)

= - 360°.
2rr 360° r

Roteiro de desenvolvimento:

Usando a Barra de Menus, Barra de Ferramentas, Janela de Algebra e Entrada

do GeoGebra, Figura 51, seguiremos as etapas abaixo:
1) Clique em = Smeebssizne o nlinye na Janela de Visualizagéo. Digite os dados
conforme a Figura 86 e clique em "OK". Na Janela de Visualizagdo aparecera

r=12.07
(]

2) Em Entrada digite A = (r,0) e tecle "Enter". Aparecera um ponto na Janela de

Mover

Visualizagao, sobre o eixo dos x. Clique em R e depois mova o controle
deslizante para observar o que acontece com o ponto A.

3) Clique em QR o em seguida clique vérias vezes sobre a Janela de Visualiza-
¢éo (de preferéncia sobre o ponto (0,0)) para que se possa visualizar a variagao
do ponto A sobre o eixo dos x.

50—r) Angulo com Amplitude Fixa

4) Para obter o angulo (T - 360°, clique em “*+ , em seguida sobre
0 ponto A e depois sobre o ponto (0, 0). Digite os dados conforme a Figura 87 e
clique em "OK". Serao exibidos o angulo de medida « e o ponto A'.



5) Clique em Ly sewrcwar oy seguida sobre o ponto (0,0), depois sobre o ponto
A e, por ultimo, em A’. Sera exibido o numero ¢, que representa a area do setor

7)

8) Clique em R | wovr o depois na area da "Janela de Visualizagéo 2"

Figura 86 — Dados do controle deslizante sobre r

-

Controle Deslizante ﬁ
§ . Mome
@ Mumero
™ Angulo r
© Inteiro [7] Aleatério (FQ)

Intervalo | Controle Deslizante | Animacio

min: [50/(1+1) max: |50 Incremento: |0.01

[ oK ” Cancelar ]

circular. Clique em
Figura 88 mostra o que ja construimos.

Fonte: Autor

Figura 87 — Angulo com amplitude fixa em funcéo de r

©% Angulo com Amplitude Fixa Iﬁ

Angulo

(3E0*(50-r)(pi*n® a]

@ sentido anti-horario

(") sentido horario

’ Ok ” Cancelar

Fonte: Autor

cm
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro

90

, em seguida sobre o arco AA. A

Observe que, na Janela de Algebra, a« é o comprimento do arco AA',r é o raio do
setor circular e ¢ € a area do setor circular. Em Entrada, digite 2 « r + a e tecle
"Enter". Esse numero b = 100 se refere ao perimetro do setor circular. Mova o
controle deslizante e observe que b € constante, como queriamos.

Selecione a opgéo e e clique em @ Jameladevisusizagio2 o gperte seguidamente as
teclas "Ctrl+Shift+2". Abrira uma nova janela de visualizag&o.
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Figura 88 — Angulo em funcéo de r no GeoGebra

€7 GeoGebra = S
Arquiva Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
A [ ') . a2 (]
B | o A P 4 ) | ABc Q.
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| -
r=42.03
Cénica
- @ €=301.62
Nimero 25
a=14.03
- @ r=4298
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~@ A=(42.98,0)
~@ A'=(40.71,13.79) 20
@ B=(0,0)
Texto
- Textoc = "Comprimento de Arco de c = 14.03"
Angula
- @ a=18.71° 18 N
_— \
10 _— \ 4
_— \
— |
-
g Comprimento d Arco de ¢=14.03
- .
_— |
s - \
T |
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T |
o BT 1A
o 5 10 15 20 25 a0 as 40 a8 50 55 &0 s
5
-10

Entrada. @

Fonte: Autor

9) Em Entrada digite (r,c) e aperte "Enter". Esse ponto aparecera na Janela de
Visualizacdo 2. Ao mover o controle deslizante, o ponto (r, c¢) descrevera uma
curva. Para obter um rastro dessa curva, cligue com o botéao direito sobre o ponto
(r,c) da Janela de Visualizagdo 2 e clique em "Habilitar Rastro". Em seguida,
mova o controle deslizante. Também podemos obter o lugar geométrico descrito
por essa curva, digitando, em Entrada, LugarGeométrico[r, c] €, depois,
teclando "Enter". A Figura 90 mostra o que construimos.

Ao mover o controle deslizante, algumas conjecturas podem ser criadas:

a) Quando o raio r varia a area c do setor circular também varia;

b) O grafico exibido na Janela de Visualizagdao 2 mostra que o setor circular tem
uma area maxima;

c) A medida que r se aproxima de 1507T observa-se que ¢ se aproxima de 462. E,
quando r € minimo, o ponto C' esta sobre o eixo dos z, 0 que era de se esperar
e podera ter ocorrido um erro devido ao arredondamento do limite inferior no
controle deslizante;

d) A medida do raio do setor circular de area maxima esta no intervalo [24, 26];

e) A medida da area do setor circular esta no intervalo [0, 630];
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f) A medida da area maxima do setor circular esté no intervalo [620, 630];

g) Marcando trés pontos sobre o lugar geométrico obtido (Por exemplo: P, Q e R),
digitando o comando RegressdoPolinomial [{P,Q,R}, 2] e pressionando
"Enter", observamos que é exibido na Janela de Visualizacao 2 o grafico de uma
funcado polinomial de grau 2. Dai, o lugar geométrico dos pontos C', quando r
varia, lembra uma parabola com concavidade voltada para baixo, representada
por uma fungdo quadratica F do tipo F(r) = a;r? + byr + ¢, onde r é a medida
o raio do setor circular e F(r) é a medida de sua area. Na Janela de Algebra,
verificamos que esse € o gréafico da fungdo quadratica f(z) = —z* + 49,63z + 7,98,
porém, com dominio no intervalo {117,5() .

. =/ 5 .
h) Selecionando-se a ferramenta /""" o oscolhendo-se o intervalo [10, 40],

podemos clicar sobre o gréafico de f que serdo exibidas as seguintes informacdes
(Figura 89):

Figura 89 — Inspetor de Fungdes: f(x) = —2* + 49,63z + 7,98

7 Inspetor de Fungdes Lé]
f(x) = -1%* + 49.63x + 7.98 ? ] 4
Intervalo | Pontos

Propriedades Valor
Minimo (40, 400.046)
Maximo (24.9216 , 626.4456)

Raiz Sem Raizes

Integral 16552.6767
Area 165526767
Média 5517559
Comprimento 4504184

Fonte: Autor

j) A area maxima do canteiro com forma de setor circular € aproximadamente
626,4456 m?, cujo raio mede aproximadamente r = 24,9216 m.



Figura 90 — Comportamento do ponto (r, ¢)
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3.2.3 Problema 3

Fonte: Autor

Problema 3 (LIMA et al. (2006b)-adap.): Numa vidracaria ha um pedaco de
espelho, sob a forma de um tridngulo retdngulo de lados 60 cm, 80 cm e 1 m. Quer-se,
a partir dele, recortar um espelho retangular com a maior area possivel. A fim de
economizar corte, pelo menos um dos lados do retdngulo deve estar sobre um lado do

tridngulo.

Figura 91 — Problema 3

Fonte: Autor

As posicoes sugeridas sado as da Figura 91. Em cada caso, determine qual o
retdngulo de maior area e compare os dois resultados.

Roteiro de desenvolvimento:



1)

94

Em Entrada, digite A = (0,0) e tecle "Enter". Repita 0 mesmo procedimento para
os pontos B = (80,0), C = (0,60), D = (0,—80), £ = (80,—80) e F' = (0, —20).

.\
| = Poligono

Selecione a ferramenta + e cliqgue seguidamente nos pontos A, B, C e A
para construir o triangulo retangulo ABC' e, depois, nos pontos D, E, F' e D para
construir o triangulo retangulo DEF;

Ponto

. A
Selecione a ferramenta '® e marque um ponto G sobre o segmento AC
e outro ponto H sobre o segmento EF. Em seguida, selecione a ferramenta

L] .
,f"‘-,’ Reta Perpendicular

e clique no ponto G e no segmento AC' para construir a reta g e,
depois, clique no ponto H e no segmento EF' para construir a reta h;

Selecione a ferramenta ~X #0909 o arae a intersecgdo entre a reta

g € 0 segmento BC (ponto I) e, depois, marque a intersecdo entre aretah e o
segmento DF (ponto J);

Reta Perpendicular

Selecione a ferramenta — e clique no ponto I € no segmento AB
para construir a reta i e, depois, clique no ponto J e na reta h para construir a reta

j. Em seguida, selecione a ferramenta ~% " @ R0 o a6 4 intersecio
entre a reta i e 0 segmento AB (ponto K) e, depois, marque a interse¢ao entre a
reta j e o segmento DE (ponto L);

Reta Perpendicular

Selecione a ferramenta — e clique no ponto L e na reta j para

construir a reta k. Em seguida, selecione a ferramenta P Rt
marque a intersecao entre a reta k£ e o segmento EF' (ponto M);

[t

= Poligono

Selecione a ferramenta +
Altere a cor de cada um deles.

e construa os retangulos AKIG e JLMH.

A Figura 92 mostra o que ja construimos:
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Figura 92 — Retangulos AKIG e JLMH
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----- & A=(0,0) ©
..... @ B=(20,0) ~¢
----- & C=1(0,60)

----- @ D=(0,-80)

..... @ E-=(80,-80)

..... ® F=(0,-20)

..... @ G=1(0,36.19)

..... & H=(19.25,-34.44)

..... & 1=(31.74,36.19)

..... @ J=(0,-60.1)

..... @ K=(31.74,0)

..... @ L=(26.53,-80)

..... & M=(4578,-54.34)

- Quadrilatero

----- @ pol3=1148.88

-4 pold =1063.99
Reta

. .
""ﬂ_IH;H i_,.:'?

100 120 140

m

----- @ j: 6000x + 2000y = 4807

----- @ Kk -4976640000000% + 3
Segmento

----- ® a=100

..... & a,=31.74

----- ® b=60
----- ® c=80
----- ® d=100

Fonte: Autor

7) Selecione a opgéo ewir e clique em # Janeladevisuaizzgio2 g gperte seguidamente as
teclas "Ctrl+Shift+2"para abrir uma nova janela de visualizagao.

8) Clique em R | wovr o depois na area da "Janela de Visualizagéo 2".

9) Em Entrada, digite (g_1,po13) e tecle "Enter". O ponto N aparecera na Ja-
nela de Visualizagéo 2. Digite (m, pol4) e tecle "Enter". O ponto O aparecera
na Janela de Visualizagdo 2. Mova cada um dos pontos G e H, na Janela de
Visualizacao 1, e observe o que acontece;

10) Selecione a Janela de Visualizagao 2. Em Entrada, digite
LugarGeométrico [N, G]

e tecle "Enter". Sera exibida a curva lg1. Digite LugarGeométrico[O, H] €
tecle "Enter". Seré exibida a curva lg2. Altere a cor dessas curvas. Selecione a

ferramenta , e, na Janela de Visualizacao 2, arraste o eixo x para obter uma
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melhor visualizagao dos lugares geométricos. Mova cada um dos pontos G € H,
na Janela de Visualizagédo 1, e observe o que acontece.

A Figura 93 mostra o que construimos:

Figura 93 — Comportamento dos pontos N e O

% GeoGebra

Arquivo  Editar Exibir ngﬁes Ferramentas Janela Ajuda

5

v el &

*
|
*,..‘:-v

@,

v

)

v

<)

V

a=2
——

N

ABC

» Janela de Algebra

- Lugar Geométrico

-~ @ Ig1 = LugarGeométrico[h

@ g2 = LugarGeométrico[(
Ponto

@ A=(0,0)

& B=(80,0)

& C=(0,60)

@ D=(0,-80)

& E=(30,-80)

@ F=(0,-20)

& G=(0,44.74)

@ H=(443,-2332)
@ 1=(20.35,44.74)
@ J=(0,-29.23)

& K=(20.35,0)

@ L=(67.69,-80)
@ M=(72.12, -74.09)
@ N=(44.74,910.5)
@ 0=(84.61,624.28)
Quadrilatero
pol3 = 910.5
pol4 = 624,82
Reta

® gy=4474

h: 80x - 60y =1753.88
i x=20.35

Ao mover cada um dos pontos G e H, algumas conjecturas podem ser criadas:

@ j: 24000x + 32000y = -93!

@ k:-21600x + 16200y = -2
Segmento

& a=100

® a3,=2035

@ b=60
@ c=80
@ d=100
@ e=60
& =30
& 9,=4474

m k

[

s

m

b Janela de Visualizacio

h

=]

Fonte: Autor

¥ .Janela de Visualizagio 2

1400 4

1200 4

1000 4

500 4

500 4

200

lg2

20

60

80

a) Quando g, varia, a area do retangulo AK LG também varia. Quando m varia, a
area do retangulo JLM H também varia;

b) O gréfico exibido na Janela de Visualizacao 2 mostra que cada um dos retangulos
tém uma area maxima;

c) A medida d altura AG do retangulo AKIG esta no intervalo [0, 60] e a medida da
altura M H do retangulo JLM H esté no intervalo [0, 100] ;

100
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d) A medida da altura AG do retangulo AKIG de area maxima esta no intervalo
[25,35]. A medida da altura M H do retangulo JLM H de area méaxima esta no
intervalo [45,55] ;

e) As medidas das areas dos retdngulos AKIG e JLM H pertencem ao intervalo
[0,1250];

f) As medidas das areas maximas dos retangulos AKIG e J LM H estao no intervalo
(1150, 1250];

g) As medidas das dreas maximas dos retdngulos AKIG e JLM H parecem ter o
mesmo valor;

h) Marcando trés pontos, de modo estratégico, sobre cada um dos lugares geométri-
cos obtidos (Por exemplo: P, Q) e R sobre igl e S, T' e U sobre lg2), digitando os
comandos

RegressaoPolinomial [{P,Q,R}, 2]

RegressaoPolinomial [{S,T,U}, 2]

e, depois, pressionando "Enter" em cada uma delas, observamos que sao exibidos
na Janela de Visualizacéo 2 os graficos de duas fun¢des polinomiais de grau 2.
Dai, o lugar geométrico dos pontos N, quando ¢, varia, lembra uma parabola
com concavidade voltada para baixo, representada por uma fungéao quadratica F
do tipo F(g1) = a19? + b1g1 + c1, onde g; é a medida da altura AG do retangulo
AKLG e F(g1) é a medida da area do mesmo. O lugar geométrico dos pontos O,
guando m varia, lembra o grafico de uma parabola com concavidade voltada para
baixo, representada por uma fungao quadratica G do tipo G(m) = asm? + bam + co,
onde m é a medida da altura M H do retédngulo JLM H e G(m) é a medida da
area do mesmo.

i) O dominio de F ( afungdo p(z) = —1,332? + 88,01z — 0,0 mostrada na Janela de
Algebra) é o intervalo [0, 60];

j) O dominio de G (a fungdo ¢(z) = —0,48z% + 48z + 0,02 mostrada na Janela de
Algebra) é o intervalo [0, 100];

k) A fungdo F' é crescente no intervalo [0, 30] e decrescente no intervalo [30, 60];

[) Afungé@o G é crescente no intervalo [0, 50] e decrescente no intervalo [50, 100];
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. =/ - .
m) Selecionando-se a ferramenta o/ mspeldefungies o olicando-se em cada uma das
funcdes F' e G, notamos que elas tem um maximo aproximadamente igual a 1200.

Ocultando alguns objetos, exibindo a Malha e alterando cores e estilos, temos
uma nova forma de exibicao da animacao:

Figura 94 — Comportamento dos pontos N e O com novos efeitos

©7 Ig1_lg?_PROBLEMA3.ggb

Arguive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

. . . a=2
Sl Dl I (O Q_éLKABC_ 2%
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» [

- Funcio
@ p(x) = —L33x7 +80.01x — 0.0
@ q(x) = —0.48x2 + 48 x + 0.02
-~ Lugar Geométrico
- @ g1 = LugarGeométrico[N, G]
@ g2 = LugarGeométrico[O, H]
FPaonto
..... A = ‘UI 0}

i: 216000x + 288000y = 13503385
1

- Reta

B=(80,0)

C={0, 60)
D=(0,-80)

E= (80, -80)
F={0,-20)

G = (0, 44.39)
H=(12.91, -29.68)
1={20.81, 44.39)
J=(0, -46.89)
K=(20.81,0)

L= {44.15, -80)

M = (57.06, -62.79)
N = (44.39, 923.77)
0=(55.19,1187.08)
P={14.31, 871.65)
Q=(18.12,1011.77)
R=(50.19, 656.29)
S={11.69, 495.42)
T={15.94, 643.31)
U=(73.88, 926.19)

- Quadrildtero

pol3 = 923.77
pold = 1187.08

Q:y=44.39

h: B0x - 60y = 2813.21

it x=20.81

3

m

Entrada:

Fonte: Autor

3.2.4 Problema 4

Problema 4 (LIMA et al. (2006b)): No instantet = 0 o ponto P esta em (—2,0)
e o ponto @ em (0,0). A partir desse instante, () move-se para cima com velocidade de
1 unidade por segundo e P move-se para a direita com velocidade de 2 unidades por
segundo. Qual é o valor da distancia minima entre P e ) ?
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Figura 95 — Problema 4

L —— 0 +
@ @ .
-3 -2 -1 Q|0 | 1 2
P

Fonte: Autor

Roteiro de desenvolvimento:

<2 Controle Deslizante

1) Selecione a ferramenta ~ e cliqgue na Janela de Visualizacao. Altere
os limites para 0 e 50 e clique em "Ok". Renomeie o controle deslizante para t¢.

2) Em Entrada, digite P = (—2 + 2t,0) e tecle "Enter". Digite @ = (0,¢) e tecle
"Enter". Altere as dimensdes e cores dos pontos P e Q.

. 5 Il 7 i
3) Selecione a ferramenta o) Seamen o onstrua o segmento PQ. Seré exibido,
na Janela de Algebra e Janela de Visualizagdo, a que se refere & medida do
segmento P(Q. Mova o controle deslizante e verifique 0 que acontece.

4) Selecione a opgao edwir e clique em # Janeladevisuaizzgio2 g gperte seguidamente as
teclas "Ctrl+Shift+2"para abrir uma nova janela de visualizagao.

5) Selecione a Janela de Visualizagdo 2. Em Entrada, digite (¢, a) e tecle "Enter".
Seré exibido o ponto A. Mova o controle deslizante e observe o que acontece;

6) Selecione a Janela de Visualizagdo 2. Em Entrada, digite
LugarGeométrico[A, t]

e tecle "Enter". Sera exibida a curva lgl. Marque trés pontos sobre o lugar
geométrico obtido (Por exemplo: R, S e T), digitando o comando

RegressaoPolinomial [{R,S, T}, 2]

e pressione "Enter". Observamos que € exibido na Janela de Visualizagao 2
o grafico de uma fungao polinomial de grau 2. Altere o estilo e cor do lugar
geométrico obtido. Mova o controle deslizante e observe o que acontece.

A Figura 96 mostra o que construimos:
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Figura 96 — Comportamento do ponto A

©7 lgl_PROBLEMA4.ggb

Arquive Editar Exibir ngﬁes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Fonte: Autor

Ao mover o controle deslizante, algumas conjecturas podem ser criadas:

a) O grafico exibido na Janela de Visualizacdo 2 mostra que a distancia entre os
pontos P e () tem um valor minimo;

b) Quando t varia em R, a distancia a entre os pontos P e ) também varia;
c) Quando ¢t = 0 a distdncia entre P e QQ é 2;
d) A distancia entre os pontos P e @ pertence ao intervalo [0, 8; +o00[;

e) A distancia minima ocorre em ¢ = 0,8, ou seja, quando P = (—0,4;0) e Q =
(0;0,8);

f) O lugar geométrico dos pontos A, quando ¢ varia, nao lembra uma parabola com
concavidade voltada para cima, ou seja, ndo é representada por uma fungao
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quadratica F' do tipo F(r) = a,t? + bit + ¢, onde t é o tempo dado em segundos
e F(t) é a distancia entre os pontos P e Q. E uma fungdo, mas nao lembra uma
parabola;

g) O dominio de F' é o intervalo [0, +oc];

h) A funcédo F' é decrescente no intervalo [0; 0, 8] e crescente no intervalo [0, 8; 4o0].

3.2.5 Problema5s

Problema 5 (LIMA et al. (2006b)): Com 80 metros de cerca um fazendeiro
deseja circundar uma area retangular junto a um rio para confinar alguns animais.
Quais devem ser as medidas do retangulo para que a area cercada seja a maior
possivel?.

Figura 97 — Problema 5

rio

area cercada

Fonte: Autor
Roteiro de desenvolvimento:

. a=2 : . . . ~
1) Selecione a ferramenta — “"*P*="® o clique na Janela de Visualizacdo. Altere
os limites para 0 e 40 e clique em "OK";

2) Em Entrada, digite A = (0,0) e tecle "Enter". Repita 0 mesmo procedimento para
os pontos B = (80 — 2a), C'= (80 — 2a,a) € D = (0,a);

., .
| = Poligono

3) Selecione a ferramenta +~ e construa o poligono ABCD. Sera exibido,
na Janela de Algebra e Janela de Visualizagdo, poll que se refere a area do
retdngulo ABCD. Também serdo exibidos as medidas a4, b, ¢ € d dos lados do

retdngulo. Mova o controle deslizante e verifique o0 que acontece.

4) Selecione a opgéo eiir e clique em & Jnelssevisualizacioz g gperte seguidamente as
teclas "Ctrl+Shift+2"para abrir uma nova janela de visualizag&o.
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5) Selecione a Janela de Visualiza¢do 2. Em Entrada, digite (a, pol1) e tecle "Enter".
Sera exibido o ponto E. Mova o controle deslizante e observe o que acontece;

6) Selecione a Janela de Visualizagdo 2. Em Entrada, digite
LugarGeométricol[E, al

e tecle "Enter". Sera exibida a curva lg1. Altere o estilo e cor do lugar geométrico
obtido e arraste o eixo . Em Entrada, digite comp = b + ¢ + d e tecle "Enter".
Mova o controle deslizante e observe o que acontece;

7) Marque trés pontos, de modo estratégico, sobre o lugar geométrico obtido (Por
exemplo: P, e R), digite 0 comando RegressdoPolinomial [{P,Q, R}, 2]
e pressione "Enter» observamos que é exibido na Janela de Visualizacéo 2 o
gréfico de uma fun¢ao polinomial de grau 2.

A Figura 98 mostra o que construimos:

Figura 98 — Comportamento do ponto £

©7 Ig1_PROELEMAS.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada

Fonte: Autor

Ao mover o controle deslizante, algumas conjecturas podem ser criadas:
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a) O grafico exibido na Janela de Visualizacdo 2 mostra que a area do retangulo tem
um valor maximo;
b) Quando a varia, a area do retédngulo ABC' D também varia;
c) Quando a = 0 ou a = 40, a area do retangulo ABC' D é igual a zero;
d) A area maxima do retangulo é igual a 800 m?;
e) A medida da altura do retdngulo de area maxima é igual a 20 m;
f) O comp = 80 € constante;

g) A curva descrita no lugar geométrico é crescente no intervalo [0, 20] e decrescente
no intervalo [20, 40];

h) O lugar geométrico dos pontos F, quando « varia, lembra uma parabola com
concavidade voltada para cima, representada por uma funcédo quadratica F do
tipo F(a) = aja® + bya + ¢1, onde a é a medida da altura do retangulo ABCD e
F(a) é a medida de sua area;

i) O dominio de F' (a fungdo f(x) = —22? + 79,93z + 0,38 mostrada na Janela de
Algebra) é o intervalo [0, 40];

Os cinco problemas exibidos a seguir se referem a lugares geométricos.

3.3 TECNICA EMPREGADA NO PROCESSO DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS
DE LUGARES GEOMETRICOS

Para cada um dos cinco problemas a seguir, a técnica que sera empregada no
processo de resolucdo de problemas de maximos e minimos sera:

e Construcao da figura com auxilio do GeoGebra;

Visualizagao dinamica do problema;

Lugar geométrico via GeoGebra;

Conjecturas;

Apresentacédo de uma solucao do problema, encontrada no Apéndice A deste
trabalho.
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3.3.1 Problema 6

Problema 6 (NETO (2013)): S4o dados no plano uma reta r € um ponto A, com
A ¢ r. Oponto B varia em r. Encontre, com justificativa, o LG descrito pelo ponto médio
do segmento AB.
Figura 99 — Problema 6

A

Fonte: Autor

Os passos de construcao a seguir podem parecer que nao sejam 0s mais
simples possiveis, mas levam a construcdo do problema 6. Isso significa que cada
pessoa podera criar a sua sequéncia de passos e chegar a mesma construcao final do
problema no GeoGebra.

Roteiro de desenvolvimento:

Ponto

A
1) Clique em *
de visualizacéo;

e marque trés pontos A, B e C nao colineares sobre a janela

2) Clique em SR g cliqgue nos pontos B e C para exibir a reta que passa por
eles. Clique com o botao direito sobre a reta determinada por B e C, clique em
Wl Renomear @ dligite . Assim, r é a reta que passa pelos pontos B e C;

? -

3) Para verificar se A pertence ou ndo pertence a r, clique em a=b “*** o em
seguida clique no ponto A e na reta r. Para o nosso problema o software devera
exibir a mensagem da Figura 100 :
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Figura 100 — Relagéo entre Ae r

F.

| £| Geolebra - Relagao I. =) (=] ﬁ]

Ando pertence ar
(verificado numericamente)

(o ]

Fonte: Autor

Na Janela de Algebra clique em ® para ocultar os pontos B e C. Na Barra de

Paonta

Ferramentas clique em o e em seguida sobre a reta r. Renomeie esse
ponto para B (note que, na Janela de Algebra, o ponto B obtido no item 1) foi
renomeado para B;). O interessante nessa construcédo é que os pontos B e C do
item 1) s&o fixos e o ponto B criado neste item varia sobre a reta r.

. 3 1 . .
Clique em | Seamente o o seguida sobre os pontos A e B. Para determinar

-
® Ponto Médio ou Centro

o ponto médio de AB, clique em » e em seguida sobre os
pontos A e B. Renomeie esse ponto obtido para M. Pronto, nossa construgao do
problema 5 esta concluida. A Figura 101 nos mostra essa construgao.
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Figura 101 — Construcéo do Problema 6

¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

DK oo 4l

b Janela de Algebra (<) | » Janela de Visualizagdo
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L]

L]
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. .
"’JﬁvH ifhv ABC?

Fonte: Autor

Mover

6) Cliqgue em R

r.

e em seguida clique sobre o ponto B e mova-o sobre a reta

7) Clique com o botao direito sobre o ponto M e depois em ¢ HediltarRasto Noya o
ponto B novamente e observe o que acontece.

8) Também pode-se determinar o lugar geométrico dos pontos M quando B varia

. . v, Lugar Geométr
sobre r. Basta clicar, seguidamente, em O LugerGeométic e nos pontos M e B.

Altere a cor e estilo do lugar geométrico. A Figura 102 nos mostra essa nova
construgao.
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Figura 102 — Lugar geométrico do Problema 6

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Autor

9) Para verificar a relacdo entre o lugar geométrico lg; e a reta r, marque dois
pontos sobre o lugar geométrico /g, e, como esse lugar geométrico lembra uma
reta, trace uma reta s por esses dois pontos marcados. Em seguida, clique em

ai b Relaco

e, depois, sobre reta r e sobre a reta s. O software devera exibir a
mensagem da Figura 103:

Figura 103 — Relagéo entre r e lg;

r@ GeoGebra - Relagdo EM

5 e rsao paralelas

) ) Mais ...
(verificado numericamente)

Fonte: Autor
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Ao mover o ponto B, algumas conjecturas podem ser criadas:

a) O comprimento do segmento AB varia;
b) O lugar geométrico dos pontos M lembra uma reta s paralela a reta r;

c) A distancia do ponto A a provavel reta s € constante e igual a distancia do ponto
Bas;

d) Existe um valor minimo para d(A, B), o que parece ocorrer quando B for a
projecao ortogonal de A sobre a reta r.

3.3.2 Problema?7

Problema 7 (NETO (2013)): £ dado no plano um segmento AB e um ponto P
sobre ele. De um mesmo lado da reta z@ construimos os tridngulos retdngulos isés-
celes AP() e BPR, de hipotenusa AP e BP, respectivamente. Em seguida, marcamos
0 ponto médio M do segmento QR. Encontre o LG descrito pelo ponto M, a medida
que P varia sobre o segmento AB.

Figura 104 — Problema 7

R

Fonte: Autor

Roteiro de desenvolvimento:

1) Clique em " SHmeno o brie um segmento AB na Janela de Visualizaco;
A
2) Cligue em ® o g marque um ponto sobre o segmento AB. Em seguida
renomeie esse ponto para P;
3) Clique em o * || FontoMédio ou Cento , depois nos pontos A e P (para criar o ponto
médio C do segmento AP) e em seguida nos pontos P e B (para criar o ponto
médio D do segmento PB);
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Circulo dados Centro @ Um de seus Pontos

4) Clique em & , depois no ponto C' e em um dos

5) Clique em —

2]

pontos A e P. Em seguida clique no ponto D e em um dos pontos P e B. Foram
geradas duas circunferéncias: ¢ de centro C passando por A e P e d de centro D
passando por P e B;

Reta Perpendicular

, depois no ponto C' e no segmento AB (para criar a
reta perpendicular b ao segmento AB passando por ). Em seguida, clique no
ponto D e no segmento AB (para criar a reta perpendicular e ao segmento AB
passando por D);

Panto

A
Clique em ® e, de um mesmo lado da reta AB, marque a intersecao de b e
¢ (gerando o ponto F) e a interse¢éo de e e d (gerando o ponto F));

Clique em " Seameto o rie os segmentos AE, EP, PF, FB e EF;

Ponto Médio ou Centro

Clique em o , depois nos pontos F e F (para criar o ponto
medio do segmento E'F). Em seguida, renomeie o ponto médio do segmento EF
para M. A Figura 105 nos mostra a constru¢ao obtida;

Figura 105 — Construcao do Problema 7
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» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio
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i Segmento

9)

@ e(x-2P+y=1
Lol di(X-45F+y* =225

il P=(3, 0)

F= (4.5, 1.5)
M = (3.25, 1.25)

a=5 05 15
f=1.41
g=14
h=212
i=212
j=2.55

Fonte: Autor

Maver

Clique em &
0 ponto M;

, €m seguida mova o ponto P e observe o que acontece com



110

10) Clique em (v LugarGeomencs o o pontos M e P. Mova o ponto P até o ponto

A e depois até 0 B e observe o que acontece. Altere a cor do lugar geométrico
obtido e oculte os pontos C' e D, as retas b e e as circunferéncias c e d. A Figura
106 nos mostra essa nova construcao.

Figura 106 — Lugar geométrico do Problema 7

3 LG_médio_segmento_EF.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
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- Lugar Geométrico
@ 191 = LugarGeométrico[M, F
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[ Z X 2 3 7 ]
-

I

B

5

]

Fonte: Autor

Ao mover o ponto P, algumas conjecturas podem ser criadas:

a) Os pontos F e F também variam;

b) O lugar geométrico dos pontos M lembra um segmento de reta paralelo ao
segmento AB;

c) O lugar geométrico dos pontos E lembra um segmento de reta de comprimento k;

d) O lugar geométrico dos pontos F' também lembra um segmento de reta, cujo
comprimento parece ser 0 mesmo que o obtido no item d);

e) Quando P coincide com A tem-se que E também coincide com A e, dessa forma,
M € o ponto médio de AF;

f) Quando P coincide com B tem-se que F' também coincide com B e, assim, M é
o ponto médio de BE;

g) Quando P coincide com A, o segmento cujas extremidades s&o os pontos médios
dos segmentos PF' e BF coincide com o lugar geométrico obtido no item c);
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h) O provavel segmento do item c) parece ter a metade do comprimento do segmento
AB.

3.3.3 Problema 8

Problema 8: E dado no plano umaretar: y=kx eumaretas: y= kyx — 3,
de modo que k, e ky, sdo numeros reais, distintos, tais que 2k? + 3k3 = 6. Determine o
lugar geométrico dos pontos de intersegao das retasr e s.

Figura 107 — Problema 8

Fonte: Autor

Roteiro de desenvolvimento:

1) Em Entrada digite 2x~2+3y~2=6 ou 2xx"2+3+y"2=6 e tecle "Enter". Ira criar
a elipse c¢;

Ponto

2) Clique em o e depois sobre a elipse ¢ para gerar o ponto A;

3) Em Entrada digite y=x (2) x e tecle "Enter". Em seguida, renomeie a reta obtida
para r;

4) Em Entrada digite y=y (2) x-3 e tecle "Enter". Em seguida, renomeie a reta
obtida para s;

5) Clique em ~X "ersee®0osonels o oy coqiiida nas retas r e s. Sera exibido, na
Janela de Visualizacao, o ponto de interse¢ao das retas r e s. Renomeie esse
ponto para P;

Mover

6) Clique em R , mova o ponto P e observe o que acontece;
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. v, Lugar Geométr . L
7) Clique em O LugerGeométic e, em seguida, nos pontos P e A. Sera exibido o

lugar geométrico dos pontos P quando A varia sobre a elipse ¢. Em Entrada,
digite y = x e tecle "Enter". A Figura 108 nos mostra a construcao obtida.

Figura 108 — Lugar geométrico do Problema 8

©¥ LG_hipérbole.ggb

Arguivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

|R§ /‘,_LH.\‘ () é}__NF‘ABC 22|

b Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo _
- Chnica g1 \. b A /
W CDeEIE=6 N S/

- Lugar Geomeétrico
4 lg1 = LugarGeométrico[P, A

- Ponto
. A ={-1.51, 0.69)
-4 P=(1.36, -2.06)
Reta
-~ ay=x

@ bx=-1
® ry=-151x
ol sty =0.69%-3

d

Fonte: Autor

Ao mover o ponto A sobre a elipse ¢, algumas conjecturas podem ser criadas:

a) Asretas r e s se movem;
b) A reta r sempre passa pela origem;
c) Areta s sempre passa pelo ponto (0, —3);

d) O lugar geométrico dos pontos P lembra uma hipérbole de eixo focal paralelo ao
eixo dos Xx;

e) P se movimenta na ramificagdo a direita do eixo dos y (quando A esta acima
da reta y = x) e parece se movimentar na ramificacao a esquerda do eixo dos y
(quando A esta abaixo da reta y = x);

f) As retas r e s sdo paralelas quando A esta sobre areta y = .
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3.3.4 Problema9

Problema 9: (IME) Considere um circulo e uma reta que ndo se interceptam,
ambos contidos num mesmo plano. Determine o lugar geométrico dos centros dos
circulos que sdo tangentes (exteriormente) ao circulo dado e a reta dada.

Figura 109 — Interpretacao geométrica do problema 9

Fonte: Autor

Roteiro de desenvolvimento:

1) Em Entrada digite x~2+y~2=1 e tecle "Enter". Serd exibida uma circunferéncia c
centrada na origem e raio 1;

2) Em Entrada digite y=4 e tecle "Enter". Sera exibida uma reta a que nao intecepta

c,

Ponto

3) Clique em o e marque um ponto A sobre a a. Em Janela de Algebra, altere
as coordenadas de A para (0,4);

O Reta Tangente

4) Clique em # e, em seguida clique no ponto A e na circunferéncia a.
Serao exibidas duas retas b e d, passando por A e tangentes a circunferéncia a;

5) Clique em | Rt clique sobre a reta b e sobre a circunferéncia ¢
(sera exibido o ponto B). Clique sobre a reta d e sobre a circunferéncia c (sera
exibido o ponto C);

Reta Perpendicular

6) Clique em ] , clique sobre 0 ponto B e sobre a reta b (sera exibida
areta e). Clique sobre o ponto C e sobre a reta d (sera exibida a reta f);
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8)

9)

Clique em

@ Circulo dados Centro @ Um de seus Pontos
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e clique nos pontos A e B (sera

exibida uma circunferéncia g de centro A passando por B e C);

.
Cliqgue em —~

Reta Perpendicular

, clique sobre o ponto D e sobre a reta a (sera exibida

a reta h). Clique sobre o ponto E e sobre a reta a (sera exibida a reta i);

Clique em

>\’ Intersecdo de Dois Objetos

e clique sobre as retas h e e (sera exibido o ponto

F). Em seguida, clique sobre as retas f e i (sera exibido o ponto ). A Figura 110
nos mostra a construcao obtida;

Figura 110 — Construindo o Problema 9

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

K

W

"~
il

e

W

!
L ]
_—'-"‘I.._F'_
—

>

W

©

W

)

W

£,

ABC

W

——

a=2

W

]

b Janela de Algebra
Cénica

10)

----- ® £-097Tx+375y=0

&

A=1(04)
B=(-0.97,0.25)
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D=(-3.87,4)
E=(3.87,4)

h

b Janela de Visualizagdo

F=(-3.87,1)
G=(3.87,1) a

ay=4

b: 3.75x - 0.97y =-3.87
d: 3.75x + 0.97y = 3.87
e:0.97x+ 3.7y =0

h:x=-3.87
i: x=3.87

s

Clique em

Fonte: Autor

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

o —
"\_‘_\-‘_

e clique nos pontos F' e B (sera

exibida uma circunferéncia k£ de centro F' passando por B € D). Em seguida,
clique nos pontos GG e C' (sera exibida uma circunferéncia p de centro G passando

por C' e E);

11) Clique em R woe o mova o ponto A sobre a reta a para notar a variagdo das

circunferéncias k e p;
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12) Clique em (v Lugar Geométrico clique no ponto F e no ponto A (sera exibido o lugar

geomeétrico lg; dos pontos F' quando o ponto A varia sobre a reta a). Em seguida,
cligue no ponto GG € no ponto A (sera exibido o lugar geométrico /g, dos pontos G
quando o ponto A varia sobre a reta a);

13) Em Janela de Algebra, clique em @ para ocultar os pontos B, C, D e E, as retas
b, d, e, f, h eie acircunferéncia g.

14) Em Entrada, digite Circulo[ (0,2.5), 1.5] e tecle "Enter" (sera exibida uma
circunferéncia ¢ de centro (0;2,5) e raio 1, 5, tangente a reta a e a circunferéncia c.
Em seguida, digite H=(0,2.5) e tecle "Enter" (sera exibido o ponto H, centro de
q). Dessa forma, o lugar geomeétrico dos centros dos circulos que sdo tangentes
(exteriormente) ao circulo C e areta a € a unido de g1, lg2 e H;

15) Cliqgue com o botao direito sobre cada objeto restante e altere a cor e estilo
conforme sua preferéncia. A Figura 111 nos mostra essa construcéo. Clique com
o0 botéo direito sobre o ponto A e clique em "Animar". Apés isso é possivel parar
a animagao clicando '»' na Janela de Algebra. A Figura 111 nos mostra essa
construgao.

Ao mover o ponto A sobre a reta a, algumas conjecturas podem ser criadas:

a) A unido do ponto H com os lugares geométricos dos pontos F' e G lembra uma
parabola de vértice em H;

b) Quanto maior for a abscissa do ponto A, maior sera a aproximacgao do ponto F'
em relacdo ao ponto H;

¢) Quanto menor for a abscissa do ponto A, maior sera a aproximagao do ponto GG
em relagao ao ponto H;

d) A diretriz da possivel parabola é a reta y = 5;

e) O foco da possivel parabola é o ponto (0, 0).
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Figura 111 — Lugar geométrico do Problema 9

7 GeoGebra
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i Cdnica g2
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- Lugar Geométrico

- @ 101 = LugarGeométricofF, A]

@ |g2 = LugarGeométrico[G, A
Ponto

----- @ A=(0.44,4)

----- B ={-0.94, 0.35)

""" C=(0.99,0.14)

----- D={-3.45,4)

----- E=i4.34,4)

----- @ F=(-345131)

----- @ G=(4.34,061)

----- @ H=(0,25)
Reta
----- ® ay=4

----- b: 3.65x - 1.38y =-3.9
----- d: 3.86x + 0.55y = 3.9
----- e:1.38x + 3.65y=0
----- f: -0.55x + 3.86y =0
----- hix=-3.45

----- Lx=4.34

< | (1 | v

Entrada: |

Fonte: Autor

3.3.5 Problema 10

Problema 10: (IME) Um tridngulo ABC' tem base AB fixa sobre uma reta r.
O vertice C desloca-se ao longo de uma reta s, paralela a r e a uma distancia k da
mesma. Determine a equacao da curva descrita pelo ortocentro do tridngulo ABC.
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Figura 112 — Problema 10

Fonte: Autor

Roreiro de desenvolvimento:

1) Em Entrada, digite r: y=1 e aperte "Enter". Em seguida, digite s:y=5 e aperte
"Enter". Serédo exibidas duas retas paralelas r € s;

Fonto

A
2) Clique em '®
sobre a reta s;

e marque dois pontos A e B sobre a reta » e um ponto C

3) Clique em " segmento o clique e construa os segmentos AB, AC' e BC;

Reta Perpendicular

4) Clique em e e construa a reta perpendicular ao segmento AB
passando por C, a reta perpendicular ao segmento BC' passando por A e a reta
perpendicular ao segmento AC passando por B. Para isso, basta clicar em cada
um dos vértices do triangulo ABC' e no segmento oposto do respectivo vértice.
Essas sao as trés retas suportes das alturas do triangulo ABC;

Ponto

A
5) Clique em ® e marque a intersecéo das trés retas construidas no item 4).
Renomeie esse ponto para O. Esse é o ortocentro o triangulo ABC;

6) Clique em R e o mova o ponto C sobre a reta s para observar a variagdo do
ortocentro O do triangulo ABC;

7) Clique em (Jw) LugarGeomético o e pontos O e C. Sera gerado o lugar geométrico
lg1 dos pontos O quando C varia sobre s;

8) Faca as alteracbes de cores e estilo a seu critério. A Figura 113 nos mostra a
construcao obtida.
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Figura 113 — Lugar geométrico do Problema 10
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Fonte: Autor

Ao mover o ponto C' sobre a reta s, algumas conjecturas podem ser criadas:

a) O lugar geométrico dos pontos O lembra uma parabola que passa pelos pontos
A e B, cujo vértice parece pertencer a mediatriz do segmento AB;

b) Se o triangulo ABC' é acutangulo, entdo o ponto O é sempre interno a ele;
c) Quando a reta e passa pelo ponto A, o ponto O coincide com 0 mesmo;
d) Quando a reta e passa pelo ponto B, o0 ponto O coincide com 0 mesmo;

e) Se o triangulo ABC' é obtuséngulo, entdo o ponto O é sempre externo a ele.
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4 CONSIDERAGCOES FINAIS

Apresentou-se neste trabalho, dez problemas geométricos relacionados a ge-
ometria plana. Através deles, percebe-se que, além da visualizacao, o software Geo-
Gebra permitiu exploracdes diferentes das usualmente presentes nas metodologias
tradicionais de ensino, tais como dinamismo e elaboragdo de conjecturas.

Observamos que todas as constru¢des geométricas realizadas nos dez proble-
mas deste trabalho, objetivam, através da visualizacao, a compreensao dos problemas,
além de criar possibilidades de se obter algumas estimativas de resultados e novas con-
jecturas sobre os mesmos. Elas nos mostram também o quanto o software GeoGebra
€ importante no processo resolucao de problemas geométricos.

Vale ressaltar que essas técnicas ja estao sendo utilizadas por mim, desde o
més de junho do presente ano, durante a realizacado das aulas no PIC-OBMEP NA
ESCOLA', no Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia de Roraima, Campus
Amajari e Campus Boa Vista Centro.

Tendo em vista que existe o software GeoGebra na versao tridimensional,
este trabalho pode ser ampliado para problemas analogos na geometria espacial.
Além disso, pode-se realizar uma pesquisa aplicando-se em salas de aula do ensino
basico as técnicas apresentadas nesta dissertacdo, com o objetivo de mensurar a
contribuicdo de tais técnicas utilizando o GeoGebra no processo de resolucédo de
problemas geométricos.

O arquivo final desta dissertacdo sera submetido para publicacao eletrénica
no Sistema de Controle Académico (SAC), do PROFMAT, e na biblioteca central da
Universidade Federal de Roraima. Além disso, pretende-se produzir um artigo baseado
nesta dissertagdo e submeté-lo a revista eletrénica do Centro de Ciéncias e Tecnologia
(CCT), da UFRR.

' Programa de Iniciacdo Cientifica da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas,

disponivel em: http://www.obmep.org.br/na-escola.htm
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A ALGUMAS SOLUCOES DOS PROBLEMAS PROPOSTOS NO CAPITULO 3

Neste apéndice apresenta-se algumas solugdes dos problemas propostos no
capitulo 3. Através delas pode-se verificar a veracidade de algumas conjecturas levan-
tadas no capitulo 3.

Problema 1: Dentre todos os retangulos inscritos no tridngulo D EFG com base
sobre o lado AB, determine a altura daquele que tem area maxima. Qual é a area
maxima desse retdngulo?

Figura 114 — Retangulo DE FG inscrito no triangulo ABC

7

Fonte: Autor

UMA SOLUCAO:

Figura 115 — Retangulo DEFG inscrito no triangulo ABC com elementos

c AB =7
BC =6
: AC =
| CH=h
h: DG ==z
[
D I FE
|
[
€T |
4 u
G o F B

Fonte: Autor

Seja DG = r a altura do retangulo DEF@, Figura 115, cuja base G I esta sobre
o lado AB. Seja também C'H = h a altura do triangulo ABC, relativa ao lado AB.
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Podemos encontrar a area do triangulo ABC utilizando a férmula de Heréo:

S =/plp —a)(p—b)(p— o).

a+bt+c 6+5+7

Como p = 5 5 =9, entdo:
S=1/9(9—6)(9 —5)(9 — 7) = 6V6 ~ 14,7. (A1)
Por outro lado, -
AB-CH
S = 20 - 72h (A.2)

Substituindo (A.1) em (A.2), vem:

12
Zl:(j\/aéh:;/é%élﬁ.

Como os tridngulos ABC e CDE sao semelhantes (caso AAA), teremos:

1216 12/6
_ — =T 4
CH-DG _CH _ 7 _ 7 #GF:?-SN%?
DE AB DE 7 72

Dai, a area f do retangulo DEFG, em fungao de x, é dada pela lei:

49/6 22 e e l 12\/6]

0, —| .
T
Como f € uma fungado quadratica, cujo grafico € uma parabola com concavidade voltada

para baixo, entdo f tem um valor maximo. Isso significa que basta encontrarmos o
-y —

vértice da parabola, que é dado por V = (X,,Y,) = <2a, Ta

), sendo a, b e ¢ 0S
coeficientes de F' e A\ = b? — 4ac. Assim:

V:<;j4§>:w/:<%@3¢®.

Tendo em vista que X, = - -

6v/6

nosso problema s&o, respectivamente, —— ~ 2.1 e 3v/6 ~ 7,35. Nota-se ainda que a

area do retangulo encontrado € a metade da area do triangulo ABC, que a altura do

retangulo encontrado é a metade da altura do triangulo ABC em relacao ao lado AB e

19v6- ()
72

6¢66khmv6

], entdo a altura e a area que respondem

que abase GF (GF =7 —
AB.

= 3,5) do retdngulo encontrado € a metade de

Problema 2: Um jardineiro deve construir um canteiro com a forma de setor
circular. Ele dispbe de 100 metros de fio para cerca-lo.
Figura:
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Figura 116 — Imagem ilustrativa do canteiro com a forma de setor circular

Fonte: Eureka! N° 18, 2003, adaptado

Qual deve ser o valor do raio do circulo para que o canteiro tenha area maxima?
Qual é a area maxima?

SOLUCAO DE GLAUBER MORENO BARBOSA (RIO DE JANEIRO - RJ)?:

Primeiramente nomeia-se os elementos do setor circular: (a) 8 o &ngulo do setor
circular, (b) S, area maxima, (c) 2p, o perimetro do setor circular, (d) &, comprimento do
arco do setor circular.

Comprimento da circunferéncia = 2.
Fazendo uma regra de trés:

k 0 360k 180k
- - 0 = . A.
2rr 360 =0 2rr = r (A-3)

Conforme o enunciado, o jardineiro dispde de 100 metros de fio para cercar

o setor circular. Somando-se os segmentos referentes aos raios e ao arco do setor
circular, tem-se:

2p=2r+k =100 = k =100 — 2r. (A.4)

Substituindo-se a relagéo (A.3) em (A.4) tem-se:

1 180(100 — 2
_ 180k, 180(100 —2r) A5)

wr r

7

Com (A.5) determina-se a area do setor circular com uma relagao entre a area
do setor circular e a area da circunferéncia:

S 0 Omr?
w7 360 0T 360 (A.6)
' Disponivel em: http://www.obm.org.br/export/sites/default/revista_eureka/docs/eureka18.pdf, pg.58.
Acesso em 22/12/15.
2 Disponivel em: http://www.obm.org.br/export/sites/default/revista_eureka/docs/eureka20.pdf, pg. 54.

Acesso em 22/12/15.
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Substituindo-se 0 # em (A.5) na relacao (A.6), tem-se uma nova relacao para a
area do setor circular:

180(100 — 2r)7r?
Omr? o 180(100 — 2r)r (100 — 2r)r
_ — = = S(r) = —r% + 50r.
360 360 360 2 (r)=—r"+ (Ar7)

Observando-se a fungao para a area S em (A.7), que é uma funcao quadratica,
com a < 0, e logo tem-se um maximo para a fungdo. Assim S(r) € maximo em (A.7)
para:

b =50

- =" —95. A.
r 5 5 5 (A.8)

Para o valor de » em (A.8), tem-se a area maxima da funcdo S(r) em (A.8):

S = —(25)? +50.(25) = —625 + 1250 = S = 625.

Assim, se o raio para se ter area maxima € 25 m, entdo a area maxima corres-
pondente é 625 m?.

Problema 3 (LIMA et al. (2006b)-adap.): Numa vidracaria ha um pedaco de
espelho, sob a forma de um triangulo retangulo de lados 60 cm, 80 cm e 1 m. Quer-se,
a partir dele, recortar um espelho retangular com a maior area possivel. A fim de
economizar corte, pelo menos um dos lados do retdngulo deve estar sobre um lado do
triangulo.

Figura 117 — Problema 3

Fonte: Autor

As posi¢des sugeridas sédo as da Figura 117. Em cada caso, determine qual o
retangulo de maior area e compare os dois resultados.

UMA SOLUCAO (LIMA et al. (2007)-adap.):



127

Figura 118 — Problema 3 com elementos

C A_B =80 em I GH =80 cm
AC =60 em GT
AC GI=60cm
AD =y JK
60 — Yy AF == !
=z LK ==z
z E 60 GN=h
y Y M
B
A T p8-z B ¢ ;5 s "

AN ABC ~n DEC ~A FBE NGHI ~AN GIM ~A KHJI ~A LMI

Fonte: Autor

a) Se os lados séo = e y (medidos em centimetros), temos, pela semelhancga dos

A 60 — ,
tridngulos brancos (A DEC ~ A FBE), J_ 80y . Dai, 3z + 4y = 240
— X
3 . . 3 3 s
ey = 60— e A érea é zy = z(60 — Zx) = _ZxQ + 60z € € maxima para

b R . L
T=—p = 40. Nesse caso, y = 30. O retangulo da maior &rea tem lados iguais a
a
40 cm e 30 em e area igual a 1200 cm?.

b) Na segunda figura, seja x o lado do retéangulo apoiado na hipotenusa e y o outro
GI-GH _ 60-80

lado. A altura GN do triangulo retangulo é h = — = 0 " 48 cm.
A x 48 —y ] 48(100 — x)
n melhan riangul mos —— = .Dail,y=——= A
Usando semelhancga de triangulos, temos 100 3 ai, y 100
48x(100 — z)

area do retangulo é zy =
com area igual a 1200 cm?.

100 , CuUjo valor maximo ocorre para x = 50 cm,

A conclusao é que os dois modos de apoiar o retangulo sobre um dos lados do
triangulo conduzem a retdngulos com a mesma area maxima (igual & metade da area
do triangulo).

Problema 4 (LIMA et al. (2006b)): No instantet = 0 o ponto P esta em (—2,0)
e o ponto @ em (0,0). A partir desse instante, () move-se para cima com velocidade de
1 unidade por segundo e P move-se para a direita com velocidade de 2 unidades por
segundo. Qual é o valor da distancia minima entre P e ) ?
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Figura 119 — Problema 4

— ol b
. O : @ T
-3 2 -1 Q 0| 1 2
P

Fonte: Autor

UMA SOLUGAO:

No instante ¢, ) esta em (0,¢) e P esta em (2t — 2,0). A distancia entre os
pontos P e () € dada por d(P,Q) = \/[0 — (2t = 2)]2+ (t — 0)2 = /5t? — 8t + 4. Para
que d(P, Q) seja minima, devemos ter que 5t* — 8t + 4 seja minima. Dai, isso ocorre no

. —b 2 .
instante t = 5y 0,8. Portanto, d(P, Q) = \/5 -(0,8)2—-8-(08) +4=,0_8= \5/3 éa

0 n 0 a
distancia procurada.

Problema 5 (LIMA et al. (2006b)): Com 80 metros de cerca um fazendeiro
deseja circundar uma area retangular junto a um rio para confinar alguns animais.
Quais devem ser as medidas do retangulo para que a area cercada seja a maior
possivel?.

Figura 120 — Problema 5

rio

area cercada

Fonte: Autor

UMA SOLUCAO:
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Figura 121 — Area circundada do Problema 5

80 — 2z

Fonte: Autor

Seja r a medida de cada lado do retdngulo perpendicular ao rio. Como o
fazendeiro quer utilizar 80 metros de cerca, entdo a medida do lado paralelo ao rio €
(80 — 2x). Assim, se S é a &rea da regido retangular, entdo:

S(x) =z - (80 — 27) = S(v) = —22* + 80x (A.9)

De A.9, observamos que S é uma funcao quadratica em = e deve ser maxima
—b ., —380 —80
emaz = 5 onde a = —2 e b = 80. Dai, > (-9) = = 20 e, consequentemente,
a [ — _
80 — 2z = 80 — 2 - 20 = 40. Portanto, a cerca deve ter os lados perpendiculares ao rio

medindo 20 metros e o lado paralelo ao rio medindo 40 metros.

Problema 6 (NETO (2013)): S4o dados no plano uma reta r € um ponto A, com
A ¢ r. Oponto B varia em r. Encontre, com justificativa, o LG descrito pelo ponto médio
do segmento AB.

Figura 122 — Problema 6

A

Fonte: Autor

UMA SOLUGAO:

Consideremos, hum mesmo plano, uma reta r, um ponto A (com A ¢ r), um
ponto B que varia em r, um ponto médio M de AB, e 0s pontos A’ (projecao ortogonal
do ponto A sobre r tal que AA’ = h) e M’ (projecao ortogonal do ponto M sobre r tal
que MM’ = I'). A Figura 123 nos mostra essa construgao.
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Figura 123 — Construgéo do Problema 6
A

h

I
I
I
I
I
I
I

!

th !
I

M |—lA' r

Fonte: Autor

Os tridngulos AA’'B e M M'B, da Figura 123, sdo semelhantes (caso AAA). Dai,

m_Mij ho W N h —ﬂ:»h/—@
AB  MB AB MB AB_? o

Isso significa que, quando variamos o ponto B em r, o segmento M M’ mantém
a metade do comprimento do segmento AA’. Portanto, o LG descrito pelo ponto M é
uma reta s paralela a », como mostra a Figura 124.

Figura 124 — LG de M do Problema 6
A

M

: }af' !
|

B- 1M |_iA' r

Fonte: Autor

Problema 7 (NETO (2013)): £ dado no plano um segmento AB e um ponto P
sobre ele. De um mesmo lado da reta 1@ construimos os tridngulos retangulos isos-
celes AP() e BPR, de hipotenusa AP e BP, respectivamente. Em sequida, marcamos
o ponto médio M do segmento QR. Encontre o LG descrito pelo ponto M, a medida
que P varia sobre o segmento AB.

UMA SOLUCAO:

A Figura 125 nos fornece os dados geométricos do Problema 7.
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Figura 125 — Construcao do Problema 7

R

Fonte: Autor

Na Figura 126 foram denotados por ', M’ e R’ as projecdes ortogonais dos
pontos Q, M e R sobre o segmento AB, respectivamente. Como os triangulos APQ
e BPR sao retangulos is6sceles de hipotenusa AP e BP, respectivamente, entdo
QQ' = AQ' = PQ' =ae RR = PR' = BR =b.

Figura 126 — Construcao do Problema 7 com elementos especiais

R
W

b

.

a P o b R' b B

Fonte: Autor

Como o quadrilatero QRR'Q" € um trapézio (retangulo) e M € ponto médio do
QQ' +RR a+b 2a+2b AB
2 2 4

Quando P = A = (Q tem-se que M = A’ é ponto médio de AR e quando
P = B = Rtem-se que M = B’ é ponto médio de B(Q. Nota-se que os triangulos
retangulos ARB e AQ B sao congruentes.

segmento QR, entdao MM’ =

(constante!).

Portanto, o LG descrito pelo ponto M, a medida que P varia sobre o segmento

- AB .
AB é o segmento A'B’, paralelo a AB tal que A’B’ = - A Figura 127 nos mostra
esse LG.
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Figura 127 — LG de M do Problema 7

Fonte: Autor

Problema 8: S40 dadas no plano uma familia de retas r : y = kyx € uma familia
de retas s : y = kqex — 3, de modo que k, e ky, SG0 numeros reais, distintos, tais que
2k? + 3k2 = 6. Determine o lugar geométrico dos pontos de intersegdo das retasr e s.

Figura 128 — Problema 8

Fonte: Autor

UMA SOLUCAO:

Observe que k; € ky sdo os coeficientes angulares das retas r € s, respectiva-
mente. Para a solugéo de nosso problema, iremos utilizar as equagdes (A.10), (A.11) e
(A12):

y =k (A.10)

y=hkoxr —3 (A.11)
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2k} + 3k; =6 (A.12)

As equagoes (A.10) e (A.11) nos levam aos seguintes resultados:

2

y:klx:yzzkfx2:>2kf:2y—2 (A.13)
xr
3 2
y = kor — 3 = (y+3)2—k§x2:>3k§—3(y; ) (A.14)
Substituindo (A.13) e (A.14) em (A.12), vem:
2 2 2 9\2
LA Ul k) S SRS NSO v S sl R R T

Isso significa que o grafico da equacéao (A.15) é uma hipérbole com eixo focal

y = % cujo centro é C' = (0,—2), de vértices A; = (—2v5,-2) e A, = (2V/5,-2)
sobre o eixo focal, de vértices B; = (0,—2 + 2/6) e B, = (0, -2 — 21/6) sobre o eixo
normal, focos F; = (—2v/11,-2) e I, = ($V/11,—2) e assintotas v/30z — 5y = 9 e

V30 + 5y = —9. A Figura 129 nos mostra a hipérbole obtida.

Figura 129 — Hipérbole do Problema 8

Fonte: Autor

Problema 9: (IME-adaptada) Considere um circulo e uma reta que nao se
interceptam, ambos contidos num mesmo plano. Determine o lugar geométrico dos
centros dos circulos que sao tangentes (exteriormente) ao circulo dado e a reta dada.
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Figura 130 — Problema 9

Fonte: Autor

UMA SOLUGAO:

Na Figura 131, temos fixos, num plano, um circulo \; (de centro A e raio ry),
uma reta r que nao intercepta \;, uma reta s paralela a r tal que a distancia entre elas
ér (comd(A,s) > d(A,r)) e umareta t (perpendicular a r € a s) que passa por A e
intercepta r, s € A; nos pontos D, L e @, respectivamente. O ponto C varia sobre a reta
r de tal maneira que o circulo A\, (de centro B e raio ;) seja tangente exteriormente ao
circulo A\; (no ponto G) e a reta r (no ponto C). Por ultimo, a reta que passa por B e C'
intercepta s no ponto £ e DQ = k.

A construcao da Figura 131 € de grande importancia, pois torna simples e
elegante a solugcédo de nosso problema. Dessa construgcdo geométrica tiramos que:

d(A, B) =11 + 1y = d(B, E) = d(B, 5).

Assim, a medida que o ponto C' varia sobre a reta r, o ponto B varia e de tal
forma que d(A, B) = d(B, s). Portanto, o lugar geométrico dos pontos B do plano é
uma parabola, cujo foco é o ponto A e a diretriz é a reta s. O vértice V da parabola,

: k
obtido quando C' = D, é o ponto médio do segmento D@ tal que d(A,V) = B + r1.
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Figura 131 — Lugar geométrico do Problema 9

t

L E

] B

™

Fonte: Autor

Problema 10: (IME-adaptada) Um tridngulo ABC' tem base AB fixa sobre uma
retar. O vértice C' desloca-se ao longo de uma reta s, paralela a r e a uma distancia k
da mesma. Determine a equagao da curva descrita pelo ortocentro do triangulo ABC.

Figura 132 — Problema 10

[]
Fonte: Autor

UMA SOLUCAO:
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Figura 133 — Construcao geométrica do Problema 10

t
A Y

.
T 7z
N e
N7 N\ ’
‘é‘ \ ’
]
AN
k . . /O .
: J s
-
,
4

(z1, k),

T

o« Lt

7| A0,0) B(a,0) \\1\ T

Fonte: Autor

Sem perda de generalidade, considere, no plano cartesiano, os pontos A = (0,0)
e B = (a,0) (com a > 0 fixo) sobre a reta r (eixo dos z) e um ponto C' = (x4, k) variavel
sobre aretas: y =k (com k > 0 fixo). Dessa forma ¢ : x = x; é a reta suporte da
altura do triangulo ABC em relacédo ao vértice C. A reta que passa por B e C obedece
a seguinte equagao:

y—O:k_O(:c—a):>y: k (x —a) (A.16)

Ir1 —a 1 —a

k
Tr1 — CL.
Dai, o coeficiente angular da reta w suporte da altura do triangulo ABC em relagdo ao

vértice A é m, tal que m;.my = —1, pois, pela proposi¢ao (1.10.1), essas retas % ew
sao perpendiculares. Assim, a equacao da reta w é:

Da equacao (A.16) tiramos que o coeficiente angular da reta R ém; =

y—O:—xlk_a(aj—O)éy:—xlk_ax (A17)

O ponto O de intersecdo das retas ¢ e w € o ortocentro do tridngulo ABC. Logo,

ry — axr , ., ~
:r;1> = (xl, _1}{1) Como z; é variavel, entdo o ortocentro do

2

tridngulo ABC pertence a parabola y = !

, Cuja equacao pode ser escrita na

1 a a\? k a? ,
forma y = _ExQ + i ou (x — 2) = —4. (4) (y - 4k> Dessa forma, a parabola

obtida tem vértice V' = (;, ;L]{;) (pertencente a mediatriz do segmento AB), foco
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2 1.2 2 4 p2
F = (;, a4kk>, diretrizd : y = a;{ e passa pelos pontos A e B. A Figura 134

mostra o lugar geométrico obtido.

Figura 134 — Lugar geométrico do Problema 10
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Fonte: Autor



138

B PROPOSTAS DE ATIVIDADES PARA A SALA DE AULA

Neste item propomos algumas atividades que podem ser realizadas em sala de
aula com auxilio do GeoGebra. Sao 5 problemas de lugares geométricos e 5 problemas
de maximos e minimos.

Problema 1: (IME) Considere um circulo e uma reta que nao se interceptam,
ambos contidos num mesmo plano. Determine o lugar geométrico dos centros dos
circulos que sao tangentes (interiormente) ao circulo dado e a reta dada.

Problema 2: (IME) Sobre uma circunferéncia tomou-se um ponto qualquer A. A
partir desse ponto, tracam-se retas secantes, tendo como comprimento o dobro das
respectivas cordas. Definir, provando, o lugar geométrico das extremidades das retas
assim construidas.

Problema 3:(IME) Determine o lugar geométrico dos centros dos circulos que
cortam dois circulos exteriores, de centros O; e O, e raios respectivamente iguais a R;
e Ry, com pontos diametralmente opostos.

Problema 4: (IME) Seja o semi-circulo de didmetro AB = 2R e r sua tangente
em A. Liga-se um ponto P da reta » ao ponto B, interceptando o semi-circulo no ponto
C'. Determine o lugar geométrico do ponto médio de AC, quando P desloca-se sobre a
tangente.

Problema 5: (IME) Seja um quadrado de lado a e um ponto P, exterior ao
quadrado. Chame de angulo sob o qual o quadrado é visto do ponto P” 0 menor angulo
com vértice em P, que contenha o quadrado. Determine o lugar geométrico dos pontos
P, de onde o quadrado é visto sob um angulo de 45°.

Problema 6: (Problema 23.5 - Circulos Matematicos - Moscou) Encontre um
ponto da hipotenusa AB de um triangulo ABC tal que a soma dos quadrados das
distancias a AC e a BC' € minima.

Problema 7: Seja ABC' D um retangulo e £ um ponto variavel sobre o segmento
AC'. Por E sao tragadas as retas r e s, paralelas a AB e AD, respectivamente. Se F' é
o ponto de intersecdo de r e AD e G é o ponto de intersecao de s e C'D, determine a
posicao do ponto E para que a aréa do retangulo £ F' DG seja maxima.

Problema 8: (ENA-2014-PROFMAT) De um retangulo de lados medindo X e
Y, X <Y, séo retirados dois semicirculos de raio X /2 formando a figura ilustrada
abaixo, em cinza. Entre todas as figuras assim construidas, com perimetro medindo
10 m, determine aquela de area maxima e assinale, entre as alternativas abaixo, a que
melhor aproxima esta area maxima.
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(A) 12,5 m?
(B) 2,57 m?

(C) 6,8 m?
0
(D) 3. m

(E) 2,65 m?

Problema 9: (ENA-2015-PROFMAT)Em um quadrado cujo lado mede 10 ¢m, esta
inscrito um outro quadrado de area A(z), conforme a figura. O valor minimo de A(z)
sera:

Alx)

10 cm

(A) 5 cm?
(B) 12,5 cm?
(C) 20 em?

(D) 25 em?
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(E) 50 em?

Problema 10: (OBMEP-2016-adaptada) Os quadrados da figura tém lados
paralelos e 0 mesmo centro. O quadrado maior tem lado 10 e o0 menor tem lado z.
Determine x de modo que area da regido hachurada seja maxima. Qual € a area
maxima?

10



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	 INTRODUÇÃO
	Preliminares
	MOTIVAÇÃO I
	CONCEITOS GEOMÉTRICOS BÁSICOS DA GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA
	LUGARES GEOMÉTRICOS
	Mediatriz
	Bissetriz
	Círculo
	Pontos Notáveis de um Triângulo
	Baricentro
	Circuncentro
	Ortocentro
	Incentro


	CONGRUÊNCIA DE TRIÂNGULOS
	Trapézio: Base Média e Mediana de Euler

	SEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS
	Critérios de Semelhança de Triângulos
	Teorema de Pitágoras

	ÁREAS DE FIGURAS PLANAS
	Quadrado
	Retângulo
	Paralelogramo
	Triângulo
	Fórmula de Herão
	Círculo
	Setor circular

	MOTIVAÇÃO II
	ALGUMAS FUNÇÕES REAIS
	Função
	Função Afim
	Função Polinomial
	Função Quadrática
	Transformação da forma geral para canônica
	Zeros da função quadrática

	MOTIVAÇÃO III
	ALGUNS RESULTADOS IMPORTANTES DA GEOMETRIA ANALÍTICA PLANA
	Distância Entre Dois Pontos
	O Gráfico da Função Afim
	Distância de um ponto a uma reta
	Parábola
	O Gráfico da Função Quadrática
	Elipse
	Elementos da Elipse

	Hipérbole
	Elementos da Hipérbole



	Software GeoGebra: breve apresentação e recursos
	FERRAMENTAS BÁSICAS A SEREM UTILIZADAS NESTE TRABALHO
	Barra de Menus
	Menu Arquivo
	Menu Editar
	Menu Exibir
	Menu Opções
	Menu Ferramentas
	Menu Janela
	Menu Ajuda

	Barra de Ferramentas
	Ferramentas de Movimentos
	Ferramentas de Pontos
	Ferramentas de Linhas Retas
	Ferramentas de Posições Relativas
	Ferramentas de Polígonos
	Ferramentas de Formas Circulares
	Ferramentas de Cônicas
	Ferramentas de Ângulos e Medidas
	Ferramentas de Transformações
	Ferramentas Especiais
	Ferramentas de Controles
	Ferramentas de Exibições

	Entrada
	Janela de Álgebra e Janela de Visualização
	Outros Recursos


	Técnicas utilizando o GeoGebra para uma melhor compreensão de problemas geométricos da geometria plana do ensino básico: situações de máximos e mínimos e lugares geométricos
	PROBLEMAS GEOMÉTRICOS DA GEOMETRIA PLANA
	TÉCNICA EMPREGADA NO PROCESSO DE RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS DE MÁXIMOS E MÍNIMOS
	Problema 1
	Problema 2
	Problema 3
	Problema 4
	Problema 5

	TÉCNICA EMPREGADA NO PROCESSO DE RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS DE LUGARES GEOMÉTRICOS
	Problema 6
	Problema 7
	Problema 8
	Problema 9
	Problema 10


	Considerações Finais
	REFERÊNCIAS
	Apêndices
	Algumas soluções dos problemas propostos no capítulo 3
	Propostas de atividades para a sala de aula


